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Введение 

 

Дисциплина «Векторный и тензорный анализ» входит в модуль «Мате-

матика» является дисциплиной обязательной части учебного плана образова-

тельной программы для студентов направления 03.03.02 – физика.  Изучение 

материала дисциплины требует предварительной математической подготов-

ки, достаточно ясного понимания векторной алгебры, теории определенного 

интеграла, кратных интегралов, дифференциального исчисления функций 

многих переменных. Основные понятия и выводы дисциплины имеют мно-

гочисленные приложения в механике, геометрии. Поэтому знание основ тео-

рии и умение применять их на практике имеет фундаментальное значение в 

подготовке молодого специалиста. 

Математической основой курса являются такие дисциплины, как мате-

матический анализ, аналитическая геометрия и линейная алгебра. Освоение 

курса «Векторный и тензорный анализ» необходимо для изучения дисциплин 

модуля «Теоретическая физика». 
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1. Векторы 

1.1. Прямоугольная декартова система координат. Полярная систе-

ма координат.   Сферические и цилиндрические координаты 

точки. 

Ориентированная прямая – прямая, для которой определено положи-

тельное и отрицательное направления. Ось – ориенти-

рованная прямая, на которой указано начало отсчета и 

масштабная единица (рис.1).  Координатой произвольной точки  М  оси 

называют ее расстояние до начала отсчета, измеренное в масштабных едини-

цах, взятое со знаком  «+», если точка находится в положительном направле-

нии относительно начала отсчета О, со знаком «-», – если в отрицательном.  

Прямоугольная декартова система коорди-

нат на плоскости (в пространстве) – сочетание 

двух (трех) взаимно перпендикулярных осей с 

общим началом отсчета и одинаковой масштаб-

ной единицей (рис. 2,3). 

Для ориентации системы координат ее оси нумеруют, явно или неявно. 

Систему координат на плоскости называют правой, если воображаемое сов-

мещение первой оси со второй путем поворота вокруг общего начала  отсче-

та на меньший угол будет происходить 

против часовой стрелки (здесь предпо-

лагается, что мы можем смотреть на 

плоскость только с одной стороны). Для 

правой системы координат в простран-

стве это же правило должно выполняться, если мы смотрим на плоскость 

первых двух осей с той стороны, куда направлена третья ось. В противном 

случае системы координат называются левыми. На практике чаще использу-

ют правые системы координат. 
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Проекцией точки М на ось называют основание Мх перпендикуляра 

(точку оси), опущенного из этой точки на ось (рис. 4). 

Координатами точки в прямоугольной декартовой 

системе координат называют совокупность коорди-

нат ее проекций на все оси, записанную в порядке 

возрастания номеров соответствующих осей. 

Координаты точки однозначно определяют ее положение на плоскости 

(в случае плоской системы координат) и в пространстве (в случае простран-

ственной системы координат). 

Положение точки на плоскости можно так-

же определить с помощью полярной системы ко-

ординат. Ее атрибутами являются: полюс – про-

извольная фиксированная точка О плоскости; по-

лярная ось – фиксированный луч Ор, исходящий из полюса, с масштабной 

единицей; полярный угол φ, отсчитываемый от 

полярной оси против часовой стрелки до луча, 

исходящего из полюса и проходящего через 

определяемую точку М (рис. 5). Полярными ко-

ординатами точки  M  называют полярный радиус  𝑟 > 0 – ее расстояние до 

полюса – и полярный угол   :  0 ≤  < 2𝜋. 

Если совместить полярную ось Ор с осью Ох прямоугольной системы 

координат, то нетрудно установить связь между полярными и декартовыми 

координатами произвольной точки М (рис. 6): 

𝑥 = 𝑟 ∙ cos ,   𝑦 = 𝑟 ∙ sin. 

На основе полярной системы координат на 

плоскости строится цилиндрическая система коорди-

нат в пространстве. Она получается добавлением оси 

Oz, перпендикулярной плоскости  Oxy, так что 

направление отсчета угла φ против часовой стрелки 
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будет видно, если смотреть навстречу оси Oz. В этом случае связь между де-

картовыми и цилиндрическими координатами также очевидна: 

𝑥 = 𝑟 ∙ cos ,   𝑦 = 𝑟 ∙ sin ,   𝑧 = 𝑧. 

Здесь координата  r  играет роль расстояния точки 

М до оси Oz (рис. 7). 

Положение точки в пространстве можно также 

определить сферическими координатами 𝑟,  ,  𝜃, где 

𝑟 = 𝑂𝑀 - расстояние точки М до начала координат, 

 :  0 ≤  ≤ 2𝜋 – такой же меридианный (полярный) угол; 𝜃:  0 < 𝜃 < 𝜋  – 

угол, отсчитываемый от оси Oz до луча OM . Связь между декартовыми и 

сферическими координатами определяется формулами (рис. 8): 

𝑥 = 𝑟 ∙ sin 𝜃 ∙ cos ,   𝑦 = 𝑟 ∙ sin 𝜃 ∙ sin ,   𝑧 = 𝑟 ∙ cos 𝜃. 

 

1.2. Линейные операции над векторами. Действия над векторами, 

заданными в координатной форме. Скалярное, векторное, смешанное 

произведение векторов. 

Геометрически вектор определяется как направленный отрезок, соеди-

няющий две точки, одна из которых является началом, а вторая - концом век-

тора. Длина отрезка, выраженная в соответствующих масштабных единицах, 

называется величиной, или модулем, вектора. 

Направление вектора − совокупность всех параллельных ему одинако-

во ориентированных прямых, перемещение вдоль которых от отрицательного 

направления к положительному соответствует перемещению от начала век-

тора к его концу. 

Вектор, модуль которого равен одной масштабной единице, называется 

единичным вектором данного направления. Нулевой вектор не имеет направ-

ления. 
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Обозначаются векторы, как правило: 𝑨𝑩 или 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, где  А – начало, В – 

конец вектора; 𝒂,  𝒃,… или 𝑎 ,  �⃗� , … – малыми буквами латинского алфавита, на 

рисунке изображаются стрелочками соответствующей длины и направления. 

Два вектора  𝒂,  𝒃 равны, если они имеют одинаковую величину и 

направление, обозначается 𝒂 = 𝒃. Таким образом, параллельный перенос не 

изменяет вектора, так как в этом случае сохраняются его величина и направ-

ление. 

Суммой двух векторов 𝒂,  𝒃 называют вектор  с, который является за-

мыкающей стороной треугольника, построенного на векторах 𝒂,  𝒃 как на 

сторонах (рис. 9а); при этом конец одного вектора совмещен с началом дру-

гого (путем параллельного переноса), начало вектора  с  совпадает с началом 

первого, а конец – с концом второго. Обозначается  

 𝒄 = 𝒂 + 𝒃. Если векторы  𝒂,  𝒃,  𝒄  изобразить с общим началом, то на них 

можно построить параллелограмм со сторонами  𝒂,  𝒃 и диагональю с (рис. 

9б). 

При сложении нескольких векторов они располагаются также последо-

вательно один за другим, образуя ломаную, в которой начало следующего 

вектора совпадает с концом предыдущего, а суммарный вектор замыкает эту 

ломаную так, что его начало совпадает с началом первого вектора, а конец – 

с концом последнего (рис. 9в). 

При умножении вектора  а на число 0  получается вектор ac  , 

величина которого изменяется в  α  раз, а направление сохраняется. Если 

0 , то направление меняется на противоположное. 
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Линейной комбинацией векторов 
n

aaa ,,,
21
  называется вектор с, ко-

торый составляется из этих векторов посредством операций сложения и 

умножения векторов на число, то есть: 
nn

aaac   
2211

. 

Система векторов 
n

aaa ,,,
21
  называется линейно независимой, если 

равенство нулю линейной комбинации этих векторов возможно исключи-

тельно при нулевом наборе коэффициентов 𝛼1 = 0,  𝛼2 = 0,… ,  𝛼𝑛 = 0.  В 

противном случае система векторов называется линейно зависимой. В этом 

случае обязательно хотя бы один из векторов системы выражается в виде ли-

нейной комбинации через остальные векторы. Действительно, пусть 

0
2211


nn

aaa    и, например,  0
1
 . Тогда делим все на 0

1
 , 

обозначим 
nn

//  
1112

,,  и получим: 

nn
aaa   

221
. 

Если векторы 
n

aa ,,
2
  линейно независимы, то такое представление вектора 

1
a  называется его разложением по направлениям векторов 

n
aa ,,

2
 . 

Параллельные векторы называют также коллинеарными. Очевидно, 

любые два коллинеарных вектора ba,  линейно зависимы, так как один век-

тор выражается через другой подбором соответствующего числового коэф-

фициента 𝛼:  𝒃 = 𝛼 ∙ 𝒂. 

 

Векторы, которые с помощью параллельного переноса можно распо-

ложить в одной плоскости, называют компланарными. Можно показать, что 

любые три компланарных вектора cba ,,  линейно зависимы. Для этого раз-
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ложим один из векторов по направлениям двух других (считаем все векторы 

непараллельными, иначе они уже линейно зависимы). Сначала представим по 

правилу параллелограмма, например, bac  ; затем bbaa   ; , 

окончательно bac    (рис. 10а). Отсюда следует линейная зависи-

мость векторов cba ,, . 

В дальнейшем будем часто использовать разложение вектора по трем 

некомпланарным направлениям в пространстве. Для этого нужно предста-

вить его диагональю параллелепипеда, построенного по трем заданным 

направлениям (рис. 10б). В частности, отсюда следует, что в трехмерном 

пространстве любые четыре вектора линейно зависимы.  

Вообще, максимальная система линейно независимых векторов образу-

ет базис этого пространства, количество векторов этой системы называют 

размерностью пространства. Представление произвольного вектора в виде 

линейной комбинации базисных векторов называ-

ют разложением вектора по данному базису. 

Проекцией  𝑎𝑥  вектора  а  на ось Ох называ-

ется разность координат конца и начала вектора 

относительно этой оси, 𝑎𝑥 = 𝑥𝐵 − 𝑥𝐴 (рис. 

11). Очевидно, проекция 
x

c  суммы векторов 

bac   равна сумме проекций этих векто-

ров (рис. 12), 
xxx

bac  , а проекция 
x

d  про-

изведения вектора а  на число  , ad  , 

равна  произведению числа на проекцию этого 

вектора 
xx

ad  . 

Ортами декартовой прямоугольной си-

стемы координат Oxyz называются единичные 

векторы kji ,,  направлений осей. Любой век-
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тор а можно представить в координатной форме: kjia
zyx

aaa  , где 

zyx
aaa ,,  - проекции вектора a  на оси Oxyz (рис. 13). 

Модуль и направляющие косинусы вектора (косинусы углов, составля-

емые вектором с координатными осями) определяются формулами: 

a

a
Cos

a

a
Cos

a

a
Cosaaaa zyx

zyx
  ;;;222

a . 

Радиус-вектором точки M  в системе коор-

динат Oxyz называется вектор OMr , начало ко-

торого совпадает с началом координат, а конец – 

с точкой M . Радиус-вектор точки однозначно 

связан с ее координатами zyx ,,  (рис. 14): 

kjir  zyx . 

Вектором перемещения точки из положения M  в положение 
1

M  назы-

вается вектор 𝑀𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = ∆𝒓 = 𝒓1 − 𝒓. Расстояние между точками  zyxM ,,  и 

 
1111

,, zyxM  определяется по формуле 

     2

1

2

1

2

11
zzyyxxMM  r . 

Скалярным произведением векторов 𝒂, 𝒃 называется произведение мо-

дулей этих векторов на косинус угла между ними (обозначается ba   или 

(𝒂, 𝒃)):  Cosba ba . Из определения следует, что baba
ba
ba , где 

ba
ab ,  - проекции  одного из векторов на направление другого. 

Механический смысл скалярного произведения состоит в следующем: 

если F - постоянная сила, ∆𝒓 = 𝑀𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ - вектор перемещения ее точки прило-

жения из положения M в положение M1, то  

∆𝐴 = 𝑭 ∙ ∆𝒓 = 𝐹 ∙ 𝑀𝑀1 ∙ cos 𝛼 

есть работа силы F на перемещении ∆𝒓 = 𝑀𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗.  

Скалярное произведение векторов обладает следующими свойствами: 

1. abba   - коммутативность;  
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2. если |𝒂| ∙ |𝒃| ≠ 0, то baba  0  - условие перпендикулярно-

сти; 

3.   cabacba   - дистрибутивность. 

Первые два свойства очевидны. Третье свойство следует из цепочки ра-

венств: 

      cabacba 
aaaaa

cabacbacba . 

Если представить векторы 𝒂, 𝒃 в координатной форме,  

kjia
zyx

aaa  , kjib
zyx

bbb  , 

то учитывая, что 

𝒊 ∙ 𝒋 = 𝒊 ∙ 𝒌 = 𝒋 ∙ 𝒌 = 0,    𝒊 ∙ 𝒊 = 𝒋 ∙ 𝒋 = 𝒌 ∙ 𝒌 = 1, 

получим представление скалярного произведения в координатной форме: 

   
zzyyxxzyxzyx

babababbbaaa  kjikjiba . 

В этом случае условие перпендикулярности векторов 𝒂, 𝒃 приобретает 

вид: 

0
zzyyxx

bababa . 

Пример. Определить угол между векторами  

kjia 23   и kjib 52  . 

Решение. Из определения скалярного произведения следует: 

ba
Cos






ba
 . Вычисляем:     5522113 

zzyyxx
babababa ;  

  14213 222222 
zyx

aaaa ;  

  30521 222222 
zyx

bbbb . 

Окончательно получаем  244,0
3014

5



Cos ; 076 . 

Векторным произведением векторов 𝒂, 𝒃 называется вектор c , равный 

численно площади параллелограмма, построенного на векторах 𝒂, 𝒃 как на 

сторонах, направленный перпендикулярно плоскости векторов 𝒂, 𝒃 в ту сто-

рону, откуда поворот вектора a  к b  на меньший угол осуществляется против 
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часовой стрелки; обозначается bac   или 

𝒄 = [𝒂, 𝒃] (рис. 15). Таким образом, векторы 

cba ,,  образуют правую тройку векторов, а 

модуль вектора c  равен: 𝑐 = 𝑎 ∙ 𝑏 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼. 

Если считать вектор a  фиксированным, 

то векторное произведение ba  можно рас-

сматривать как преобразование вектора b  в вектор c , при котором: 

а) вектор b  проецируется на плоскость, перпендикулярную вектору a , 

в вектор b , равный по модулю  𝑏′ = 𝑏 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛼; 

б) в этой плоскости вектор b  поворачивается на 90
0
 против часовой 

стрелки, если смотреть навстречу вектору a , и совмещается по направлению 

с вектором c ; 

в) модуль вектора b  изменяется в a  раз, уравниваясь с модулем векто-

ра c , 𝑐 = 𝑎 ∙ 𝑏′. 

Векторное произведение векторов обладает следующими свойствами: 

1. abba   - антисимметричность; 

2. если  |𝒂| ∙ |𝒃| ≠ 0, то baba  0  - условие коллинеарности; 

3.  
2121

bababba   - дистрибутивность. 

Первые два свойства очевидны. Третье свойство следует из того, что 

операции а), б), в)  преобразуют параллелограмм векторов 
2121

,, bbbb   в па-

раллелограмм векторов  
2121

,, bbababa   с сохранением правила сло-

жения векторов. 

Если представить векторы 𝒂, 𝒃 в координатной форме, 

kjia
zyx

aaa  , kjib
zyx

bbb  , то учитывая, что 

0 kkjjii , jikikjkji  ,, , 

получим представление векторного произведения в координатной форме: 

    kjikjiba
zyxzyx

bbbaaa  

      kji 
xyyxxzzxyzzy

babababababa . 
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Последнее выражение можно рассматривать как формальный определитель 

zyx

zyx

bbb

aaa

kji

ba  , 

разложенный по первой строке. 

Пример. Найти площадь S  треугольника ABC  с вершинами в точках 

     3;4;1,0;85;,1;2;1  CBA . 

Решение. Определим векторы: kjbkjia 22,66  ACAB . 

Площадь треугольника ABC равна половине площади параллелограмма, по-

строенного на векторах  𝒂, 𝒃, которая совпадает с модулем векторного произ-

ведения 

kji

kji

ba 121214

220

166 



 ; 

      11121214
2

1

2

1 222
 baS . 

Смешанным произведением векторов 

𝒂, 𝒃, 𝒄 называется скалярное произведение 

одного из векторов на векторное произведе-

ние двух других векторов, например, (𝒂 ×

𝒃) ∙ 𝒄. Геометрический смысл смешанного произведения состоит в том, что 

оно численно равно объему параллелепипеда, построенного на векторах 

𝒂, 𝒃, 𝒄 как на сторонах, если их расположить с общим началом (рис. 16), 

(𝒂 × 𝒃) ∙ 𝒄 = ±𝑉. 

Действительно, |𝒂 × 𝒃| = 𝑆 - площадь основания, 𝑐 ∙ cos 𝛼 = ± ℎ - вы-

сота, поэтому 

 (𝒂 × 𝒃) ∙ 𝒄 = |𝒂 × 𝒃| ∙ 𝑐 ∙ cos 𝛼 = ±𝑆 ∙ ℎ = ±𝑉. 

Знак  + (плюс)  в последних выражениях выбирается, если векторы 𝒂, 𝒃, 𝒄 об-

разуют правую тройку векторов (соответствует тому, что угол 𝛼 - острый), 
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знак  – (минус)  выбирается, если 𝒂, 𝒃, 𝒄 - левая тройка (соответствует тому, 

что угол  𝛼 - тупой). 

Смешанное произведение векторов обладает следующими свойствами: 

           1.  (𝒂 × 𝒃) ∙ 𝒄 = 𝒂 ∙ (𝒃 × 𝒄) = −𝒂 ∙ (𝒄 × 𝒃); 

2. если |𝒂| ∙ |𝒃| ∙ |𝒄| ≠ 0, то (𝒂 × 𝒃) ∙ 𝒄 = 𝟎 ⇔  𝒂, 𝒃, 𝒄 - компланарные 

векторы. 

Справедливость этих свойств следует непосредственно из определения 

и геометрического смысла смешанного произведения. В связи со свойством 1 

смешанное произведение также обозначают 𝒂 ∙ 𝒃 ∙ 𝒄 или (𝒂, 𝒃, 𝒄). 

Если представить векторы 𝒂, 𝒃, 𝒄 в координатной форме,  

𝒂 = 𝑎𝑥𝒊 + 𝑎𝑦𝒋 + 𝑎𝑧𝒌,    𝒃 = 𝑏𝑥𝒊 + 𝑏𝑦𝒋 + 𝑏𝑧𝒌,     𝒄 = 𝑐𝑥𝒊 + 𝑐𝑦𝒋 + 𝑐𝑧𝒌, 

то  

𝒂 ∙ 𝒃 ∙ 𝒄 =  𝒂 ∙ (𝒃 × 𝒄)

= 𝑎𝑥(𝑏𝑦𝑐𝑧 − 𝑏𝑧𝑐𝑦) − 𝑎𝑦(𝑏𝑥𝑐𝑧 − 𝑏𝑧𝑐𝑥) + 𝑎𝑧(𝑏𝑥𝑐𝑦 − 𝑏𝑦𝑐𝑥), 

или    

𝒂 ∙ 𝒃 ∙ 𝒄 = 𝒂 ∙ (𝒃 × 𝒄) = |

𝑎𝑥 𝑎𝑦 𝑎𝑧
𝑏𝑥 𝑏𝑦 𝑏𝑧
𝑐𝑥 𝑐𝑦 𝑐𝑧

| 

 - представление смешанного произведения в координатной форме. В частно-

сти, условие компланарности векторов 𝒂, 𝒃, 𝒄 приобретает вид: 

|

𝑎𝑥 𝑎𝑦 𝑎𝑧
𝑏𝑥 𝑏𝑦 𝑏𝑧
𝑐𝑥 𝑐𝑦 𝑐𝑧

| = 0. 

Пример. Найти объем V тетраэдра ABCD с вершинами в точках 

𝐴(1; 2; −1), 𝐵(−5; 8; 0), 𝐶(1; 4; −3), 𝐷(6; 0; 4). 

Решение. Определим векторы: 

 𝒂 = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −6𝒊 + 6𝒋 + 𝒌,   𝒃 = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝒋 − 2𝒌, 𝒄 = 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 5𝒊 − 2𝒋 + 5𝒌.  

Объем тетраэдра ABCD  равен шестой части объема параллелепипеда, по-

строенного на векторах  𝒂, 𝒃, 𝒄, который совпадает с модулем смешанного 

произведения 
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𝒂 ∙ 𝒃 ∙ 𝒄 = |
−6 6 1
0 2 −2
5 −2 5

| = −60 − 60 − 10 + 24 = −106. 

Отсюда  

𝑉 =
1

6
|−106| =

53

3
. 

2. Векторные функции в R
3
  

2.1. Векторная функция одного скалярного аргумента. Кривая. 

Векторной функцией 𝒓(𝑡) скалярного аргумента t  в пространстве R
3
 

называют вектор 

𝒓(𝑡) = 𝑥(𝑡)𝒊 + 𝑦(𝑡)𝒋 + 𝑧(𝑡)𝒌, 

где 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡) - скалярные функции, 

имеющие общую область определения 

𝑡 ∈ [𝛼, 𝛽]; 𝒊, 𝒋, 𝒌 - единичные орты коорди-

натных осей 𝑂𝑥𝑦𝑧. Таким образом, задание 

векторной функции 𝒓 = 𝒓(𝑡) эквивалентно 

заданию трех скалярных функций  

𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑧 = 𝑧(𝑡). 

Векторная функция 𝒓 = 𝒓(𝑡) непрерывна, если непрерывны функции 

 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑧 = 𝑧(𝑡). Геометрически непрерывная векторная функция 

𝒓 = 𝒓(𝑡) представляется пространственной кривой, которую описывает изоб-

ражающая точка М, имеющая радиус-вектор 𝒓 = 𝒓(𝑡) и координаты 

 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑧 = 𝑧(𝑡), при изменении параметра  t от  до .  

 Пусть функции 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑧 = 𝑧(𝑡) дифференцируемы. Для 

изображающей точки вектор ∆𝒓 = 𝒓(𝑡 + ∆𝑡) − 𝒓(𝑡) называют вектором ее 

перемещения при изменении параметра t на величину ∆𝑡. При   

∆𝑡 → 0 (𝑀1 → 𝑀)  вектор ∆𝒓 по направлению приближается к касательному к 

кривой 𝒓 = 𝒓(𝑡), так что: 

lim
∆𝑡→0

∆𝒓

∆𝑡
=
𝑑𝒓

𝑑𝑡
= 𝒓′(𝑡) = 𝑥′(𝑡)𝒊 + 𝑦′(𝑡)𝒋 + 𝑧′(𝑡)𝒌 
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- производная векторной функции – касательный вектор к кривой 𝒓 = 𝒓(𝑡). 

Вектор 

𝑑𝒓 = 𝒓′(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑑𝑥(𝑡) ∙ 𝒊 + 𝑑𝑦(𝑡) ∙ 𝒋 + 𝑑𝑧(𝑡) ∙ 𝒌 

также является касательным. 

 Если кривая 𝒓 = 𝒓(𝑡) не имеет самопересечений, самоналожений и 

𝒓′(𝑡) ≠ 0 при 𝑡 ∈ [𝛼, 𝛽], то ее называют гладкой ориентированной кривой. 

Кусочно-гладкой ориентированной кривой называют непрерывную кривую 

без самопересечений и самоналожений, составленную из конечного числа 

гладких кривых с согласованной ориентацией (одинаковое направление дви-

жения изображающей точки при возрастании параметра вдоль всей кривой). 

Кривая называется замкнутой, если ее конечная точка совпадает с начальной 

(для простой кривой 𝒓(𝛼) = 𝒓(𝛽)). 

 

2.2. Векторная функция двух скалярных аргументов. Поверхно-

сти. 

 Пусть задана векторная функция 

𝒓 = 𝒓(𝑢, 𝑣) = (𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣), 𝑧(𝑢, 𝑣)) ∈ 𝐶1(𝐷0),   (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐷0 ⊂ 𝑅
2; 

ранг матрицы Якоби 

𝜕(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕(𝑢, 𝑣)
 

максимален и равен 2. Функцию 𝒓 = 𝒓(𝑢, 𝑣) можно 

рассматривать как отображение плоской области 

𝐷0 ⊂ 𝑅
2 на поверхность D в 𝑅3. Функцию 𝒓 =

𝒓(𝑢, 𝑣) также называют параметризацией поверхно-

сти D. В каждой точке поверхности D определены 

две координатные линии 𝑢 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑣 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, и 

касательные к ним векторы 

𝒓𝑢 =
𝜕𝒓

𝜕𝑢
= (𝑥𝑢, 𝑦𝑢, 𝑧𝑢),   𝒓𝑣 =

𝜕𝒓

𝜕𝑢
= (𝑥𝑣, 𝑦𝑣, 𝑧𝑣), 
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 при этом  𝒓𝑢 × 𝒓𝑣 ≠ 0 в силу невырожденности матрицы Якоби. 

 Определение. Вектор  

𝒏 = 𝒏(𝑟) =
𝒓𝑢 × 𝒓𝑣
|𝒓𝑢 × 𝒓𝑣|

 

 будем называть нормалью к поверхности D, отвечающей параметризации 

𝒓 = 𝒓(𝑢, 𝑣). 

 Отметим справедливость формального представления векторного про-

изведения 

𝒓𝑢 × 𝒓𝑣 = |
𝒊 𝒋 𝒌
𝑥𝑢 𝑦𝑢 𝑧𝑢
𝑥𝑣 𝑦𝑣 𝑧𝑣

| = 𝐴 ∙ 𝒊 + 𝐵 ∙ 𝒋 + 𝐶 ∙ 𝒌,    |𝒓𝑢 × 𝒓𝑣| = √𝐴
2 + 𝐵2 + 𝐶2, 

где 𝒊, 𝒋, 𝒌 - единичные орты координатных осей; 

𝐴 = |
𝑦𝑢 𝑧𝑢
𝑦𝑣 𝑧𝑣

| ,   𝐵 = |
𝑧𝑢 𝑥𝑢
𝑧𝑣 𝑥𝑣

| ,   𝐶 = |
𝑥𝑢 𝑦𝑢
𝑥𝑣 𝑦𝑣

| .    

 Отсюда нормальный вектор 𝒏 = (cos𝛼 , cos𝛽 , cos 𝛾  ) определяется 

своими направляющими косинусами: 

cos 𝛼 =
𝐴

√𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2
 , cos 𝛽 =

𝐵

√𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2
 ,

cos 𝛾 =
𝐶

√𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2
 .  

Также будем иметь ввиду, что если  - угол между векторами 𝒓𝑢 ,  𝒓𝑣 , то 

|𝒓𝑢 × 𝒓𝑣|
2 = |𝒓𝑢|

2|𝒓𝑣|
2 sin2 𝜑 = 𝒓𝑢

2𝒓𝑣
2(1 − cos2𝜑) = 𝒓𝑢

2𝒓𝑣
2 − (𝒓𝑢 ∙ 𝒓𝑣)

2

= 𝐸𝐺 − 𝐹2, 

где  

𝐸 = 𝒓𝑢
2 = 𝑥𝑢

2 + 𝑦𝑢
2 + 𝑧𝑢

2,  𝐺 = 𝒓𝑣
2 = 𝑥𝑣

2 + 𝑦𝑣
2 + 𝑧𝑣

2,  𝐹 = 𝒓𝑢 ∙ 𝒓𝑣

= 𝑥𝑢𝑥𝑣 + 𝑦𝑢𝑦𝑣 + 𝑧𝑢𝑧𝑣 

- так называемые коэффициенты Гаусса. В этих обозначениях 

|𝒓𝑢 × 𝒓𝑣| = √𝐸𝐺 − 𝐹
2. 

 Для любых двух параметризаций поверхности 𝒓 = 𝒓(𝑢, 𝑣),  𝝆 = 𝝆(𝑢, 𝑣) 

всегда 𝒏(𝒓) = 𝒏(𝝆) или  𝒏(𝒓) = −𝒏(𝝆). Учитывая непрерывность функции 

𝑓(𝑢, 𝑣) = 𝒏(𝒓) ∙ 𝒏(𝝆), 
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имеем  𝑓(𝑢, 𝑣) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡  во всех точках поверхности, и, значит, функция рав-

на либо +1, либо –1. Поэтому говорят, что нормаль к поверхности, отвечаю-

щей некоторой параметризации, выделяет на ней ее сторону. Поверхность с 

выделенной стороной называют двусторонней поверхностью. 

 Определение. Выделение одной из сторон поверхности D  с помощью 

параметризации называется ориентацией поверхности D . 

 

2.3. Векторная функция трех скалярных аргументов.  

 Пусть задана векторная функция  

𝒓 = 𝒓(𝑢, 𝑣, 𝑤) = (𝑥(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑦(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑧(𝑢, 𝑣, 𝑤)) ∈ 𝐶1(𝑉0),   

(𝑢, 𝑣, 𝑤) ∈ 𝑉0 ⊂ 𝑅
3 

с невырожденным якобианом, 

𝑑𝑒𝑡 (
𝜕(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕(𝑢, 𝑣, 𝑤)
) ≠ 0. 

Функцию 𝒓 = 𝒓(𝑢, 𝑣, 𝑤) можно рассматри-

вать как отображение области 𝑉0 ⊂ 𝑅
3 в об-

ласть 𝑉 ⊂ 𝑅3. В каждой точке области V 

определены три координатные поверхности 

𝑢 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,  𝑣 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑤 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и три координатные линии с касательными 

векторами  

𝒓𝑢 =
𝜕𝒓

𝜕𝑢
= (𝑥𝑢, 𝑦𝑢, 𝑧𝑢),   𝒓𝑣 =

𝜕𝒓

𝜕𝑣
= (𝑥𝑣, 𝑦𝑣, 𝑧𝑣), 

  𝒓𝑤 =
𝜕𝒓

𝜕𝑤
= (𝑥𝑤, 𝑦𝑤, 𝑧𝑤),    

при этом  (𝒓𝑢 , 𝒓𝑣 ,  𝒓𝑤) ≠ 0   в силу невырожденности матрицы Якоби. По-

этому векторы 𝒓𝑢 , 𝒓𝑣 ,  𝒓𝑤 можно рассматривать как локальный базис неко-

торой криволинейной системы координат в пространстве  𝑅3. 
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Вопросы 

1. Какая система координат называется прямоугольной декартовой? 

2. Как определяется полярная система координат? 

3. Как определяется цилиндрическая система координат? 

4. Как определяется сферическая система координат? 

5. Что называют направлением вектора? 

6. Что называют линейной комбинацией векторов? 

7. Какая совокупность векторов называется линейно независимой? При-

меры. 

8. Как определяется скалярное произведение векторов? 

9. В чем заключается условие перпендикулярности векторов? 

10.  Как определяется векторное произведение векторов? 

11.  В чем заключается условие коллинеарности векторов? 

12.  Как определяется смешанное произведение векторов? 

13.  Какой геометрический смысл имеет смешанное произведение векто-

ров? 

14.  Как определяется векторная функция одного скалярного аргумента? 

Что является ее геометрическим образом? 

15.  Как определяется векторная функция двух скалярных аргументов? Что 

является ее геометрическим образом? 

16.  Как определяется векторная функция трех скалярных аргументов? Как 

образуется локальный базис в 𝑅3? 

 

3. Кратные интегралы 

3.1. Двойной интеграл. 

Пусть:  𝐷 ⊂ 𝑅2 − замкнутая  ограниченная область, 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0 − не-

прерывная функция в D. Разобьем D на элементарные площадки ∆𝑆𝑖  (𝑖 =

1,  2,… , 𝑛), в каждой площадке выберем точку  𝑃𝑖(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)  и составим выраже-

ние (рис. 20) 
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𝑉𝑛 =∑𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)∆𝑆𝑖

𝑛

𝑖=1

 ,                                                                      (1) 

которое называется  интегральной суммой для функции 𝑓(𝑥, 𝑦) в области D 

для n разбиений. Если 𝑛 → ∞,  𝑚𝑎𝑥 ∆𝑆𝑖 → 0, то  

𝑉𝑛 → 𝑉 =∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑆
 

𝐷

=∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

; 

этот предел называется двойным интегралом от функции 𝑓(𝑥, 𝑦) по области 

D. Можно доказать, что предел V  существует и не зависит ни от способа раз-

биения, ни от положения точек разметки  𝑃𝑖(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖). 

 

 

Геометрический смысл двойного интеграла при 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0 − объем цилин-

дрического тела, нижним основанием которого является область D, а верх-

ним – поверхность графика функции 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦). Если 𝑓(𝑥, 𝑦) ≤ 0, то все 

слагаемые интегральной суммы (1) будут отрицательными, и к соответству-

ющему объему цилиндрического тела добавится знак минус. Для произволь-

ной функции 𝑓(𝑥, 𝑦) двойной интеграл будет равен алгебраической сумме 

объемов цилиндрических тел, соответствующих множествам отрицательных 

и положительных значений функции. 

 Таким образом, двойной интеграл есть предел интегральной суммы: 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑆
 

𝐷

= lim
𝑛→∞

𝑚𝑎𝑥 ∆𝑆𝑖→0

∑𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)∆𝑆𝑖

𝑛

𝑖=1

. 

 Двойной интеграл обладает следующими основными свойствами: 
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1.∬[𝑓1(𝑥, 𝑦) + 𝑓2(𝑥, 𝑦)]𝑑𝑆
 

𝐷

=∬𝑓1(𝑥, 𝑦)𝑑𝑆
 

𝐷

+∬𝑓2(𝑥, 𝑦)𝑑𝑆
 

𝐷

 

- аддитивность на множестве непрерывных функций (точнее, на множестве 

кусочно непрерывных функций). 

2.∬𝛼 ∙ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑆
 

𝐷

= 𝛼∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑆
 

𝐷

,   𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡  −  однородность. 

            3.  𝐷 = 𝐷1 ∪ 𝐷2,  𝐷1 ∩ 𝐷2 = ∅ ⇒∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑆
 

𝐷

= 

=∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑆
 

𝐷1

+∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑆
 

𝐷2
 

- аддитивность для конечного числа подмножеств области D.  

 

3.2.  Двукратный интеграл. 

Пусть область 𝐷 ⊂ 𝑅2 такая, что любая прямая, проходящая через 

внутреннюю точку M параллельно оси Оу пересекает ее границу только в 

двух точках. Такая область называется правильной в направлении оси Оу. 

Аналогично определяется область, правильная в направлении оси Ох. Об-

ласть, правильную в направлении обеих осей будем называть просто пра-

вильной. 

 

 

Пусть область D ограничена линиями: 

𝑦 = 
1
(𝑥),  𝑦 = 

2
(𝑥),  𝑥 = 𝑎,  𝑥 = 𝑏 (

1
(𝑥) ≤ 

2
(𝑥),  𝑎 < 𝑏); 

𝑓(𝑥, 𝑦) − непрерывная функция в области D. Составим выражение: 

𝐼𝐷 = ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
2(𝑥)

1(𝑥)

)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

, 
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которое называется двукратным, или повторным, интегралом от функции 

𝑓(𝑥, 𝑦) по области D. Вычисление двукратного интеграла сводится к после-

довательному вычислению двух определенных интегралов: 

𝛷(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
2(𝑥)

1(𝑥)

  (𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡)  и   𝐼𝐷 = ∫ 𝛷(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

. 

Пример. Вычислить 

𝐼𝐷 = ∫ (∫ 𝑥𝑦𝑑𝑦
2𝑥

𝑥

)𝑑𝑥
2

1

. 

 Решение. 

𝛷(𝑥) = ∫ 𝑥𝑦𝑑𝑦
2𝑥

𝑥

= 𝑥
𝑦2

2
|
𝑥

2𝑥

=
𝑥

2
(4𝑥2 − 𝑥2) =

3

2
𝑥3; 

𝐼𝐷 = ∫ 𝛷(𝑥)𝑑𝑥
2

1

= ∫
3

2
𝑥3𝑑𝑥

2

1

=
3

2

𝑥4

4
|
1

2

=
3

8
(16 − 1) =

45

8
. 

Ответ: 45/8. 

Двукратный интеграл обладает следующими основными свойствами: 

1. Если правильную область D разбить на правильные части D1, D2,, 

Dn, то двукратный интеграл можно представить в виде суммы: 

𝐼𝐷 = 𝐼𝐷1 + 𝐼𝐷2+. . . +𝐼𝐷𝑛 . 

2. Если m, M − наименьшее и наибольшее значения функции 𝑓(𝑥, 𝑦) в 

области D, то  

 𝑚𝑆 ≤ 𝐼𝐷 ≤ 𝑀𝑆,  

где S − площадь D. 

Действительно, 

𝛷(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
2(𝑥)

1(𝑥)
≤ 𝑀[

2
(𝑥) − 

1
(𝑥)].. 

Отсюда 

∫ 𝛷(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤ 𝑀∫ [
2
(𝑥) − 

1
(𝑥)]𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= 𝑀𝑆. 

Аналогично доказывается оценка слева. 
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 3. (Теорема о среднем). Если 𝑓(𝑥, 𝑦) − непрерывна в замкнутой области 

D, то найдется точка 𝑃(𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷, такая что 𝐼𝐷 = 𝑓(𝑥0, 𝑦0) ∙ 𝑆, где S − пло-

щадь D. 

 Действительно, 𝑚𝑆 ≤ 𝐼𝐷 ≤ 𝑀𝑆, откуда следует 

𝑚 ≤
𝐼𝐷
𝑆
≤ 𝑀. 

Непрерывная функция 𝑓(𝑥, 𝑦) принимает в замкнутой области D все значе-

ния из интервала (𝑚,  𝑀), поэтому найдется точка 𝑃(𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷, такая что 

𝑓(𝑥0, 𝑦0) =
𝐼𝐷
𝑆
, 

откуда следует утверждение теоремы. 

 

3.3.  Вычисление двойного интеграла. 

 Теорема. Двойной интеграл от непрерывной функции 𝑓(𝑥, 𝑦) по пра-

вильной области  D равен двукратному интегралу, т.е. 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑆
 

𝐷

= ∫ 𝑑𝑥∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
2(𝑥)

1(𝑥)

𝑏

𝑎

. 

Замечание 1. Если 𝑓(𝑥, 𝑦) ≥ 0, то величина  

𝑆(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
2(𝑥)

1(𝑥)

 

представляет собой площадь сечения, перпендикулярного оси Ох, для рас-

сматриваемого цилиндрического тела (рис. 22); 

 

𝑉 = ∫ 𝑆(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
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- его объем, то есть двукратный интеграл выражает вычисление объема тела 

методом сечений. 

Замечание 2. Если D − неправильная область, то двойной интеграл 

можно вычислить с помощью двукратного, предварительно разбив ее на не-

сколько правильных (рис. 23). 

 

 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑆
 

𝐷

=∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑆
 

𝐷1

+∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑆
 

𝐷2

. 

Замечание 3. Наряду с указанными также используются следующие 

обозначения двойного интеграла 

𝐼𝐷 =∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑆
 

𝐷

= ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
2(𝑥)

1(𝑥)

)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
2(𝑥)

1(𝑥)

𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 

= ∫ 𝑑𝑥∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
2(𝑥)

1(𝑥)

𝑏

𝑎

. 

 

3.4. Замена переменных в двойном интеграле. 

 Пусть 𝑥 = (𝑢, 𝑣),  𝑦 = (𝑢, 𝑣), где  𝑢, 𝑣 − новые переменные, , − 

непрерывно дифференцируемые функции и выражают взаимную однознач-

ность переменных 𝑢, 𝑣 и  𝑥, 𝑦, то есть каждой точке плоскости 𝑢, 𝑣 из области 

определения D функций ,  соответствует одна и только одна точка плос-

кости 𝑥, 𝑦 из области определения D функции 𝑓(𝑥, 𝑦).  

 Разобьем область D на элементы ∆𝑆𝑖
′ с разметкой  Qi. При этом эле-

мент типа 𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 области D отображается в элемент 𝐵1𝐵2𝐵3𝐵4 области D 

(рис. 24). 
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По определению 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑆
 

𝐷

= lim
𝑛→∞

𝑚𝑎𝑥 ∆𝑆𝑖→0

∑𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)∆𝑆𝑖

𝑛

𝑖=1

,    𝐹(𝑢, 𝑣) = 𝑓(𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣)).   

Вычислим ∆𝑆𝑖: 

𝐵1:  𝑥1𝑖 = (𝑢𝑖 , 𝑣𝑖),   𝑦1𝑖 = (𝑢𝑖 , 𝑣𝑖); 

𝐵2:  𝑥2𝑖 = (𝑢𝑖 , 𝑣𝑖 + ∆𝑣) ≈ (𝑢𝑖 , 𝑣𝑖) +
𝜕

𝜕𝑣
∆𝑣, 

          𝑦2𝑖 = (𝑢𝑖 , 𝑣𝑖 + ∆𝑣) ≈ (𝑢𝑖 , 𝑣𝑖) +
𝜕

𝜕𝑣
∆𝑣; 

𝐵3:  𝑥3𝑖 = (𝑢𝑖 + ∆𝑢, 𝑣𝑖) ≈ (𝑢𝑖 , 𝑣𝑖) +
𝜕

𝜕𝑢
∆𝑢, 

          𝑦3𝑖 = (𝑢𝑖 + ∆𝑢, 𝑣𝑖) ≈ (𝑢𝑖 , 𝑣𝑖) +
𝜕

𝜕𝑢
∆𝑢; 

 

𝐵1𝐵2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (𝑥2𝑖 − 𝑥1𝑖 ,   𝑦2𝑖 −   𝑦1𝑖) ≈ (
𝜕

𝜕𝑣
,  
𝜕

𝜕𝑣
)∆𝑣, 

𝐵1𝐵3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (𝑥3𝑖 − 𝑥1𝑖 ,   𝑦3𝑖 −   𝑦1𝑖) ≈ (
𝜕

𝜕𝑢
,  
𝜕

𝜕𝑢
)∆𝑢; 

∆𝑆𝑖 = |𝐵1𝐵2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ × 𝐵1𝐵3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗| =
|
|
𝑑𝑒𝑡

(

 
 

𝒊 𝒋 𝒌
𝜕

𝜕𝑣

𝜕

𝜕𝑣
0

𝜕

𝜕𝑢

𝜕

𝜕𝑢
0
)

 
 

|
|
∆𝑢∆𝑣 = |𝑑𝑒𝑡 (

𝜕

𝜕𝑣

𝜕

𝜕𝑣
𝜕

𝜕𝑢

𝜕

𝜕𝑢

)|∆𝑢∆𝑣. 

Обозначим 

𝐼 = 𝑑𝑒𝑡 (

𝜕

𝜕𝑣

𝜕

𝜕𝑣
𝜕

𝜕𝑢

𝜕

𝜕𝑢

) 
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− определитель 2−ого порядка − якобиан. Тогда с точностью до величин бо-

лее высокого порядка малости 

∆𝑆𝑖 ≈ |𝐼| ∙ ∆𝑆𝑖
′, 

что означает в окрестности точки Pi  

lim
∆𝑆𝑖
′→0

∆𝑆𝑖
∆𝑆𝑖

′ = |𝐼|𝑃𝑖 

при любых i =1, 2,…, n. Отсюда следует 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑆
 

𝐷

= lim
𝑛→∞

𝑚𝑎𝑥 ∆𝑆𝑖→0

∑𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)∆𝑆𝑖

𝑛

𝑖=1

= lim
𝑛→∞

𝑚𝑎𝑥 ∆𝑆𝑖
′→0

∑𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)
∆𝑆𝑖
∆𝑆𝑖

′ ∆𝑆𝑖
′

𝑛

𝑖=1

= 

= lim
𝑛→∞

𝑚𝑎𝑥 ∆𝑆𝑖
′→0

∑𝐹(𝑢𝑖 , 𝑣𝑖)
∆𝑆𝑖
∆𝑆𝑖

′ ∆𝑆𝑖
′

𝑛

𝑖=1

=∬ 𝐹(𝑢, 𝑣)|𝐼|𝑑𝑢𝑑𝑣
 

𝐷

, 

то есть 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

=∬  𝐹(𝑢, 𝑣)|𝐼|𝑑𝑢𝑑𝑣
 

𝐷

 

- формула замены переменных в двойном интеграле. 

 

3.5. Вычисление двойного интеграла в полярных координатах 

 Формулы перехода от декартовых координат к полярным: 

𝑥 = 𝜌 cos ,   𝑦 = 𝜌 sin. 

Якобиан 

𝐼 = |
cos −𝜌 sin
sin 𝜌 cos

| = 𝜌. 

Для формирования двойного интеграла в полярных координатах необходимо 

предварительно установить границы ( = 
1
, = 

2
) полярного сектора, со-

держащего область интегрирования (если полюс является внутренней точкой 

области интегрирования, то  
1
= 0,

2
= 2𝜋). Область интегрирования 

должна быть правильной, так что любой промежуточный полярный луч 

 ∶ 
1
≤  ≤ 

2
 пересекал ее границу не более двух раз (рис. 25). Эти усло-
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вия позволяют выделить ближний к полюсу участок границы 𝜌 = 𝜌1() и 

дальний –  𝜌 = 𝜌2() . Тогда двойной интеграл приобретает вид: 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

=∬ 𝐹(𝜌,)𝜌𝑑𝜌𝑑
 

𝐷′

= ∫ 𝑑∫ 𝐹(𝜌,)𝜌𝑑𝜌
𝜌2()

𝜌1()

2

1

. 

 

 

 

3.6. Вычисление площадей и объемов с помощью двойных инте-

гралов. 

Определение. Правильной трехмерной областью V 

в направлении оси  z называют ограниченную область, 

для которой любая прямая, параллельная z и проходя-

щая через внутреннюю точку области, пересекает гра-

ницу области ровно в двух точках. 

Это означает, что поверхность  S, ограничиваю-

щую правильную область V, можно разделить на три ча-

сти (рис. 26): 

𝑆1 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧): (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷,  𝑧 = 𝑓1(𝑥, 𝑦)}, 

𝑆2 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧): (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷,  𝑧 = 𝑓2(𝑥, 𝑦)}, 

                       𝑆3 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧): (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿,  𝑓1(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑧 ≤ 𝑓2(𝑥, 𝑦)}. 

Здесь  D − проекция области V на плоскость Оху, L − граница  D; часть 

S3 поверхности может отсутствовать. 

Объем правильной области определяется по формуле:  

𝑉 =∬[𝑓2(𝑥, 𝑦) − 𝑓1(𝑥, 𝑦)]𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

. 
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Если V не является правильной, ее всегда можно разбить на конечное 

число правильных областей и находить объем как сумму объемов ее частей. 

Если в выражении 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠
 

D

 

положить 𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 1, то объем соответствующей фигуры будет численно ра-

вен площади ее основания D, то есть 

𝑆𝐷 =∬𝑑𝑠
 

𝐷

=∬𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

. 

 

3.7. Вычисление площади поверхности 

Пусть функция  𝑓(𝑥, 𝑦) определена в области  𝐷 ⊂ 𝑅2  и дифференци-

руема в ней; 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) − уравнение гладкой поверхности П в 𝑅3. Разобьем 

область 𝐷 на элементы ∆𝑠𝑖  (𝑖 = 1,2,… , 𝑛) и соответственно поверхность П на 

элементы ∆𝜎𝑖 (рис. 27). 

 

При малых ∆𝑠𝑖 можно считать, что ∆𝜎𝑖 совпадает с участком касатель-

ной плоскости в точке  𝑃𝑖 ∈ ∆𝜎𝑖, так что  ∆𝑠𝑖 − проекция ∆𝜎𝑖 на плоскость 

Оху, 

∆𝑠i = ∆𝜎𝑖 cos 𝛾𝑖, 

где 𝛾𝑖 − угол между нормалью  𝒏𝑖 в точке  𝑃𝑖  и осью Oz. Заметим 

𝒏𝑖 = (−𝑓𝑥
′, −𝑓𝑦

′,  1)|
𝑃𝑖
,   𝒛0 = (0, 0, 1), 

где 𝒛0 − единичный орт оси  Oz . Тогда 
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cos 𝛾𝑖 =
𝒏𝑖 ∙ 𝒛0
|𝒏𝑖| ∙ |𝒛0|

=
1

√(𝑓𝑥
′)2 + (𝑓𝑦

′)
2
+ 1

  ||

𝑃𝑖

. 

Отсюда 

∆𝜎𝑖 =
∆𝑠i
cos 𝛾𝑖

= √(𝑓𝑥
′)2 + (𝑓𝑦

′)
2
+ 1|

𝑃𝑖

∙ ∆𝑠i, 

значит, площадь всей поверхности определяется следующим образом 

𝜎 = lim
𝑘→∞
∆𝑠i→0

∑∆𝜎𝑖

𝑘

𝑖=1

= lim
𝑘→∞
∆𝑠i→0

∑√(𝑓𝑥
′)2 + (𝑓𝑦

′)
2
+ 1  |

𝑃𝑖

∙ ∆𝑠i

𝑘

𝑖=1

, 

или 

𝜎 =∬ √(𝑓𝑥
′)2 + (𝑓𝑦

′)
2
+ 1  𝑑𝑠

 

𝐷

 

- формула вычисления площади поверхности 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)  в области D. 

 

3.8. Тройной интеграл. 

 Определение. Пусть задана трехмерная область 𝑉 ⊂ 𝑅3, ограниченная 

поверхностью S; в каждой точке области определена функция 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧). 

Разобьем  область V на элементарные объемы  ∆𝑉𝑖  (𝑖 = 1,2,… , 𝑛), выполним 

разметку точками (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖) ∈ ∆𝑉𝑖     и составим интегральную сумму 

∑𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖)∆𝑉𝑖

𝑛

𝑖=1

 . 

Предел этой суммы при  𝑛 → ∞,  𝑚𝑎𝑥 ∆𝑉𝑖 → 0 называется тройным интегра-

лом от функции  𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) по области V и обозначается 

∭𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉
 

𝑉

= lim
𝑛→∞

𝑚𝑎𝑥 ∆𝑉𝑖→0

∑𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖)∆𝑉𝑖

𝑛

𝑖=1

.                                     (2) 

Если функция  𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) представляет собой, например, плотность вещества в 

данной точке, то тройной интеграл (2) будет массой вещества, содержащего-

ся в объеме 𝑉. 
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3.9. Трехкратный интеграл. 

 

 

Пусть 𝑉 ⊂ 𝑅3 – множество, на котором задана непрерывная функция 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), − правильная область (рис. 28), то есть: 

1. любая прямая, параллельная оси z и проходящая через внутреннюю 

точку области V пересекает ее границу в двух точках; 

2. V проецируется  на плоскость Оху в правильную двумерную область 

D. 

Тогда на поверхности объема можно выделить «нижний» участок, 

𝑧 = 
1
(𝑥, 𝑦), и «верхний» участок, 𝑧 = 

2
(𝑥, 𝑦); возможно наличие цилин-

дрических участков поверхности с образующей, параллельной оси Оz. В 

свою очередь, у границы области D можно выделить участок «слева», 

𝑦 = 
1
(𝑥), и участок «справа», 𝑦 = 

2
(𝑥)  при 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]; возможно наличие 

прямолинейных участков границы, параллельных оси Оу. 

 Трехкратный интеграл от функции 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) по области V определяется 

следующим образом: 

𝐼𝑉 = ∫ 𝑑𝑥∫ 𝑑𝑦∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
2(𝑥,𝑦)

1(𝑥,𝑦)

2(𝑥)

1(𝑥)

𝑏

𝑎

. 

Вычисление трехкратного интеграла сводится к последовательному вычис-

лению трех определенных интегралов Римана: 

(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
2(𝑥,𝑦)

1(𝑥,𝑦)

,   𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑦 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡;   
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 (𝑥) = ∫ (𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
2(𝑥)

1(𝑥)

,  𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡;    𝐼𝑉 = ∫ (𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

. 

Свойства трехкратного интеграла 

1. Если область V разбита на правильные области ∆𝑉1,  ∆𝑉2, …  ∆𝑉𝑛, то 

𝐼𝑉 = 𝐼∆𝑉1 + 𝐼∆𝑉2+. . . +𝐼∆𝑉𝑛 . 

2. Если m, M − минимальное и максимальное значения функции 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) в области V, то 

𝑚𝑉 ≤ 𝐼𝑉 ≤ 𝑀𝑉, 

где − V  объем данной области. 

Доказательство. Действительно, 

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
2(𝑥,𝑦)

1(𝑥,𝑦)

≤ ∫ 𝑀 ∙ 𝑑𝑧
2(𝑥,𝑦)

1(𝑥,𝑦)

= 𝑀[
2
(𝑥, 𝑦) − 

1
(𝑥, 𝑦)], 

тогда 

              ∫ 𝑑𝑥∫ 𝑑𝑦∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
2(𝑥,𝑦)

1(𝑥,𝑦)

2(𝑥)

1(𝑥)

𝑏

𝑎

≤ 

≤ 𝑀∫ 𝑑𝑥∫ [
2
(𝑥, 𝑦) − 

1
(𝑥, 𝑦)]𝑑𝑦

2(𝑥)

1(𝑥)

𝑏

𝑎

= 𝑀 ∙ 𝑉. 

Отсюда  𝐼𝑉 ≤ 𝑀𝑉. Аналогично доказывается  𝐼𝑉 ≥ 𝑚𝑉. 

3. Теорема о среднем. Если 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) − непрерывная в области V функ-

ция, то найдется точка 𝑃(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝑉, такая что  

𝐼𝑉 = 𝑓(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ∙ 𝑉. 

Доказательство. Аналогично доказательству соответствующей теоремы 

для двукратного интеграла. 

 

3.10. Теорема о вычислении тройного интеграла. 

Если 𝑉 ⊂ 𝑅3 − правильная область, 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) − заданная в области V 

функция, то 

∭𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑉
 

𝑉

= ∫ 𝑑𝑥∫ 𝑑𝑦∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
2(𝑥,𝑦)

1(𝑥,𝑦)

2(𝑥)

1(𝑥)

𝑏

𝑎

, 
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то есть тройной интеграл равен трехкратному. 

 

3.11. Замена переменных в тройном интеграле 

Общий случай. По аналогии с двойным интегралом можно показать, 

что если между точками (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑉 и (𝑢, 𝑣, 𝑤) ∈ 𝑉′ установлено взаимно 

однозначное соответствие, так что функции 

𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣, 𝑤),  𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣, 𝑤),  𝑧 = 𝑧(𝑢, 𝑣, 𝑤) 

являются непрерывно дифференцируемыми, то для тройного интеграла от 

заданной функции 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) по области V имеет место формула замены пере-

менных 

∭𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
 

𝑉

=∭ 𝐹(𝑢, 𝑣, 𝑤)|𝐼|𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑤
 

𝑉′

, 

где  𝐹(𝑢, 𝑣, 𝑤) = 𝑓(𝑥(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑦(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑧(𝑢, 𝑣, 𝑤)), 

𝐼 = 𝑑𝑒𝑡 (

𝑥𝑢
′ 𝑥𝑣

′ 𝑥𝑤
′

𝑦𝑢
′ 𝑦𝑣

′ 𝑦𝑤
′

𝑧𝑢
′ 𝑧𝑣

′ 𝑧𝑤
′
) 

− якобиан преобразования координат, определитель  3−го порядка. 

 

3.12. Тройной интеграл в цилиндрических координатах.  

Формулы перехода от декартовых координат к цилиндрическим: 

𝑥 = 𝜌 cos ,   𝑦 = sin ,   𝑧 = 𝑧; 

якобиан 

𝐼 = 𝑑𝑒𝑡 (

𝑥𝜌
′ 𝑥

′ 𝑥𝑧
′

𝑦𝜌
′ 𝑦

′ 𝑦𝑧
′

𝑧𝜌
′ 𝑧

′ 𝑧𝑧
′

) = 𝑑𝑒𝑡 (
cos −𝜌 sin 0
sin 𝜌 cos 0
0 0 1

) = 𝜌. 

Область интегрирования 𝑉 должна быть правильной в направлении оси 𝑧, что 

позволяет выделить нижнюю   𝑧 = 𝑧1(𝜌,)  и верхнюю  𝑧 = 𝑧2(𝜌,)  части 

поверхности области 𝑉. Относительно переменных 𝜌,  проекция D области 

V на полярную плоскость Oxy должна удовлетворять требованиям к области 

интегрирования в полярных координатах (см. п. 2.5), так что:  
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1
≤  ≤ 

2
,   𝜌1() ≤ 𝜌 ≤ 𝜌2(). 

Тогда формула вычисления тройного интеграла в полярных координатах 

приобретает вид: 

               ∭𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
 

𝑉

=∭ 𝐹(𝜌,, 𝑧)𝜌𝑑𝜌𝑑𝑑𝑧
 

𝑉′
= 

= ∫ 𝑑∫ 𝜌𝑑𝜌
𝜌2()

𝜌1()

∫ 𝐹(𝜌,, 𝑧)𝑑𝑧
𝑧2(𝜌,)

𝑧1(𝜌,)

.
2

1

 

 

3.13. Тройной интеграл в сферических координатах. 

 Формулы перехода от декартовых координат к сферическим  𝑟, 𝜃,: 

𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 cos ,   𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 sin ,   𝑧 = 𝑟 cos 𝜃 ; 

 якобиан  

            𝐼 = 𝑑𝑒𝑡 (

𝑥𝑟
′ 𝑥𝜃

′ 𝑥
′

𝑦𝑟
′ 𝑦𝜃

′ 𝑦
′

𝑧𝑟
′ 𝑧𝜃

′ 𝑧
′

) = 

= 𝑑𝑒𝑡 (
sin 𝜃 cos 𝑟 cos 𝜃 cos −𝑟 sin 𝜃 sin
sin 𝜃 sin 𝑟 cos 𝜃 sin 𝑟 sin 𝜃 cos
cos 𝜃 −𝑟 sin 𝜃 0

) = 𝑟2 sin 𝜃. 

Область интегрирования 𝑉 должна быть такой, что координаты всех ее точек 

подчиняются условиям:  


1
≤  ≤ 

2
,  𝜃1() ≤ 𝜃 ≤  𝜃2(),   𝑟1(𝜃,) ≤ 𝑟 ≤  𝑟2(𝜃,), 

где 
1
,
2
,  𝜃1(),  𝜃2(),  𝑟1(𝜃,),  𝑟2(𝜃,) - определяемые значения и функ-

ции. Тогда формула вычисления тройного интеграла в сферических коорди-

натах приобретает вид: 

∭𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
 

𝑉

=∭ 𝐹(𝑟, 𝜃,)𝑟2 sin 𝜃 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑
 

𝑉′
= 

= ∫ 𝑑∫ sin 𝜃 𝑑𝜃
𝜃2()

 𝜃1()

∫ 𝐹(𝑟, 𝜃,)𝑟2𝑑𝑟
𝑟2(𝜃,)

𝑟1(𝜃,)

.
2

1
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4. Интегралы общего вида 

4.1. Криволинейный интеграл 1-го рода. 

 

 

 Определение. Пусть в каждой точке плоской кривой L=AB задана не-

прерывная функция 𝑓(𝑥, 𝑦). Разобьем кривую АВ на элементарные участки 

∆𝑠𝑖  (𝑖 = 1,  2,… , 𝑛) и выберем на каждом участке точку 𝑃𝑖(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) ∈ 𝐿 (рис. 

29). Составим интегральную сумму 

∑𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)∆𝑠𝑖

𝑛

𝑖=1

. 

Если функция 𝑓(𝑥, 𝑦) ограничена в некоторой области, содержащей 

кривую L, то при 𝑛 → ∞,  𝑚𝑎𝑥 ∆𝑠𝑖 → 0 эта сумма имеет предел 

lim
𝑛→∞

𝑚𝑎𝑥 ∆𝑠𝑖→0

∑𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)∆𝑠𝑖

𝑛

𝑖=1

= ∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠
 

𝐿

, 

который называется криволинейным интегралом 1−го рода от функции 

𝑓(𝑥, 𝑦) вдоль кривой L. 

Свойства. 1. Если 𝐿 = 𝐿1 ∪ 𝐿2,  𝐿1 ∩ 𝐿2 = ∅, то  

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠
 

𝐿

= ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠
 

𝐿1

+∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠
 

𝐿2

. 

2. Если  функции 𝑓1(𝑥, 𝑦),  𝑓2(𝑥, 𝑦) ограничены и непрерывны в некото-

рой области, содержащей кривую L, то 

∫(𝛼 ∙ 𝑓1(𝑥, 𝑦) + 𝛽 ∙ 𝑓2(𝑥, 𝑦))𝑑𝑠
 

𝐿

= 𝛼 ∙ ∫𝑓1(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠
 

𝐿

+ 𝛽 ∙ ∫𝑓2(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠
 

𝐿

 

для любых чисел 𝛼, 𝛽.  

Вычисление. Если кривая  L задана параметрическими уравнениями: 
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𝑥 = 𝜑(𝑡),  𝑦 = (𝑡),  𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏, 

где 𝜑(𝑡),  (𝑡) − непрерывно дифференцируемые на [𝑎, 𝑏] функции, то кри-

волинейный интеграл вычисляется через определенный следующим образом: 

∫𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠
 

𝐿

= ∫ 𝑓(𝜑(𝑡),(𝑡))√(𝜑 ′(𝑡))
2
+ ( ′(𝑡))

2
𝑑𝑡

𝑏

𝑎

. 

Это следует из того, что с точностью до величин более высокого порядка ма-

лости длина элементарной дуги ∆𝑠𝑖 приближенно равна 

∆𝑠𝑖 ≈ √(∆𝑥𝑖)
2 + (∆𝑦𝑖)

2 = √(
∆𝑥𝑖
∆𝑡𝑖
)
2

+ (
∆𝑦𝑖
∆𝑡𝑖
)
2

∙ ∆𝑡𝑖 , 

где  ∆𝑥𝑖 ,  ∆𝑦𝑖 − проекции элемента ∆𝑠𝑖 на координатные оси. Осталось ис-

пользовать зависимости 𝑥 = 𝜑(𝑡),  𝑦 = (𝑡),  𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 и выполнить предель-

ный переход  𝑛 → ∞,  𝑚𝑎𝑥 ∆𝑠𝑖 → 0. 

Замечание. Случай плоской кривой легко распространяется на случай 

пространственной кривой  

𝑥 = 𝜑(𝑡),  𝑦 = (𝑡),  𝑧 = 𝜃(𝑡),  𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 

с основной функцией 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧), а именно 

∫𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑠
 

𝐿

= ∫ 𝑓(𝜑(𝑡),(𝑡), 𝜃(𝑡))√(𝜑 ′(𝑡))
2
+ ( ′(𝑡))

2
+ (𝜃′(𝑡))

2
𝑑𝑡

𝑏

𝑎

. 

 

4.2. Криволинейный интеграл второго рода. 

Пусть точка М движется под действием силы F из положения В в по-

ложение С по некоторой кривой 𝐿 = 𝐵𝐶 в плоскости 𝑂𝑥𝑦 (рис. 30). Разобьем 

ВС на элементарные участки ∆𝒓𝑘 = 𝒓𝑘+1 − 𝒓𝑘  (𝑘 = 1,  2,… , 𝑛)  и составим 

выражение 

𝐴𝑛 =∑𝑭𝑘 ∙ ∆𝒓𝑘

𝑛

𝑘=1

=∑[𝑋𝑘(𝑥𝑘, 𝑦𝑘)∆𝑥𝑘 + 𝑌𝑘(𝑥𝑘, 𝑦𝑘)∆𝑦𝑘]

𝑛

𝑘=1

. 

Здесь  

𝑭 = 𝑋(𝑥, 𝑦)𝒊 + 𝑌(𝑥, 𝑦)𝒋,  ∆𝒓𝑘 = ∆𝑥𝑘𝒊 + ∆𝑦𝑘𝒋 ; 
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  𝑋(𝑥, 𝑦), 𝑌(𝑥, 𝑦)  − непрерывные функции, проекции силы F;  i, j − единич-

ные орты координатных осей. 

 

 

 

 Работой силы F на перемещении точки М из положения В  в положение 

С по кривой L называют предел  

𝐴 = lim
𝑛→∞

𝑚𝑎𝑥 ∆𝑟𝑘→0

∑[𝑋𝑘(𝑥𝑘, 𝑦𝑘)∆𝑥𝑘 + 𝑌𝑘(𝑥𝑘, 𝑦𝑘)∆𝑦𝑘]

𝑛

𝑘=1

 

и обозначают 

𝐴 = ∫ 𝑋(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
 

𝐵𝐶

. 

В математике эту величину называют криволинейным интегралом 2−ого рода 

от векторной функции  𝑭(𝑥, 𝑦) = 𝑋(𝑥, 𝑦)𝒊 + 𝑌(𝑥, 𝑦)𝒋  по кривой ВС. 

 Для пространственной кривой ВС  

𝐴 = ∫ 𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑌(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
 

𝐵𝐶

. 

Свойства.  

1. ∫ 𝑋(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
 

𝐵𝐶
= −∫ 𝑋(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

 

𝐶𝐵
; 

2. Если 𝐵𝐶 = 𝐵𝐾 ∪ 𝐾𝐶, то  

∫ 𝑋(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
 

𝐵𝐶

= ∫ 𝑋(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
 

𝐵𝐾

+∫ 𝑋(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
 

𝐾𝐶

. 

Замечания. 1. Если кривая  L − замкнутая, то есть начало и конец сов-

падают,  то интеграл имеет специальное обозначение 
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𝐴 = ∮𝑋(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
 

𝐿

 

− криволинейный интеграл по замкнутому контуру L. 

2. Вектор  𝑭 = 𝑋(𝑥, 𝑦)𝒊 + 𝑌(𝑥, 𝑦)𝒋  может быть вектором любой приро-

ды;  

𝐴 = ∮𝑭 ∙ 𝒅𝒓
 

𝐿

 

− краткая форма записи криволинейного интеграла от вектора  F по кривой 

L. Последний интеграл также называют циркуляцией вектора F по замкнуто-

му контуру L. 

 

4.3. Вычисление криволинейного интеграла второго рода 

Если кривая 𝐿 = 𝐵𝐶  задана параметрическими уравнениями: 

𝑥 = 𝜑(𝑡),  𝑦 = (𝑡),  𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏, 

где 𝜑(𝑡),  (𝑡) − непрерывно дифференцируемые на [𝑎, 𝑏] функции, то кри-

волинейный интеграл вычисляется через определенный следующим образом: 

𝐴 = ∮ 𝑋(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
 

𝐵𝐶

= ∫ (𝑋(𝜑(𝑡),(𝑡))𝜑 ′(𝑡) + 𝑌(𝜑(𝑡),(𝑡)) ′(𝑡)) 𝑑𝑡
𝑏

𝑎

. 

Это следует из представления 

∆𝑥𝑖 =
∆𝑥𝑖
∆𝑡𝑖
∆𝑡𝑖 ,   ∆𝑦𝑖 =

∆𝑦𝑖
∆𝑡𝑖
∆𝑡𝑖 . 

Осталось использовать зависимости 𝑥 = 𝜑(𝑡),  𝑦 = (𝑡),  𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏, и выпол-

нить предельный переход  𝑛 → ∞,  𝑚𝑎𝑥 ∆𝑡𝑖 → 0. 

 Пример. Вычислить  

∫𝑦𝑑𝑥 − 𝑥𝑑𝑦
 

𝐿

 

вдоль дуги эллипса 𝐿 = {𝑥 = 𝑎 cos 𝑡 ,  𝑦 = 𝑏 sin 𝑡 ,  0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋/2}. 

 Решение. Используем формулу перехода к определенному интегралу 
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          ∫𝑦𝑑𝑥 − 𝑥𝑑𝑦
 

𝐿

= (
𝑥 = 𝑎 cos 𝑡 ,  𝑦 = 𝑏 sin 𝑡

𝑑𝑥 = −𝑎 sin 𝑡 𝑑𝑡,  𝑦 = 𝑏 cos 𝑡 𝑑𝑡
) = 

= ∫ (−𝑎𝑏 sin2 𝑡 + −𝑎𝑏 cos2 𝑡)𝑑𝑡
𝜋/2

0

= −
𝜋

2
𝑎𝑏. 

 

4.4. Вычисление площади с помощью криволинейного интеграла 

 Пусть D − правильная область в направлении оси Оу. В общем случае 

ее граница L может состоять из участков типа (рис. 31): 

𝐴𝐵 = {(𝑥, 𝑦): 𝑦 = 𝑓1(𝑥)},   𝑀𝑁 = {(𝑥, 𝑦): 𝑦 = 𝑓2(𝑥)}, 

𝐵𝑁 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥 = 𝑏,  𝑓1(𝑏) ≤  𝑦 ≤ 𝑓2(𝑏)},   

 𝐴𝑀 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥 = 𝑎,   𝑓1(𝑎) ≤  𝑦 ≤ 𝑓2(𝑎)}. 

 

 

 

Участки типа АМ, BN могут вырождаться в точку, то есть отсутствовать. 

Площадь всей фигуры:  

𝑆 = ∫ [𝑓2(𝑥) − 𝑓1(𝑥)]𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

–∫ 𝑓1(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

. 

Заметим,  

∫ 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑦𝑑𝑥
 

𝑀𝑁

= −∫ 𝑦𝑑𝑥
 

𝑁𝑀

,  ∫ 𝑓1(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑦𝑑𝑥
 

𝐴𝐵

,   

∫ 𝑦𝑑𝑥
 

𝐴𝑀

= ∫ 𝑦𝑑𝑥
 

𝑁𝐵

= 0. 

Отсюда следует  

𝑆 = −∫ 𝑦𝑑𝑥
 

𝐴𝐵

−∫ 𝑦𝑑𝑥
 

𝐵𝑁

−∫ 𝑦𝑑𝑥
 

𝑁𝑀

−∫ 𝑦𝑑𝑥
 

𝑀𝐴

= −∮𝑦𝑑𝑥
 

𝐿

. 
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Здесь L − граница области D, причем при обходе границы область D должна 

располагаться слева от направления обхода. Меняя смысл переменных x, y , 

но сохраняя при этом систему координат, аналогично можно получить экви-

валентную формулу 

𝑆 = ∮𝑥𝑑𝑦
 

𝐿

. 

Очевидно, также будет справедлива следующая формула  

𝑆 =
1

2
∮(𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥)
 

𝐿

. 

 

4.5. Формула Грина 

Пусть D − правильная область (рис. 32); 𝑋(𝑥, 𝑦), 𝑌(𝑥, 𝑦) − непрерывно 

дифференцируемые функции, заданные в области D; 𝐿 = 𝐴𝑀𝐵𝑁 – граница 

области D, участки которой могут быть описаны следующим образом: 

𝐴𝑀𝐵 = {(𝑥, 𝑦): 𝑦 = 𝑓1(𝑥)},   𝐴𝑁𝐵 = {(𝑥, 𝑦): 𝑦 = 𝑓2(𝑥)}, 

𝑀𝐴𝑁 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥 = 
1
(𝑦)},   𝑀𝐵𝑁 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥 = 

2
(𝑦)}. 

Рассмотрим  

∬
𝜕𝑋

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷

= ∫ (∫
𝜕𝑋

𝜕𝑦
𝑑𝑦

𝑓2(𝑥)

𝑓1(𝑥)

)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ (𝑋(𝑥, 𝑦)|𝑓1(𝑥)
𝑓2(𝑥)) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= 

= ∫ 𝑋(𝑥, 𝑓2(𝑥))𝑑𝑥
𝑏

𝑎

−∫ 𝑋(𝑥, 𝑓1(𝑥))𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑋(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
 

𝐴𝑁𝐵

−∫ 𝑋(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
 

𝐴𝑀𝐵

= 

= −∫ 𝑋(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
 

𝐵𝑁𝐴

−∫ 𝑋(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
 

𝐴𝑀𝐵

= −∮𝑋(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
 

𝐿

.   (1) 

Здесь обход границы 𝐿 совершается против часовой стрелки (при обходе об-

ласть остается слева). 

Аналогично,  

     ∬
𝜕𝑌

𝜕𝑥
𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷

= ∫ (∫
𝜕𝑌

𝜕𝑥
𝑑𝑥

𝜑2(𝑦)

𝜑1(𝑦)

)𝑑𝑦
𝑛

𝑚

= ⋯ = 

= ∫ 𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
 

𝑀𝐵𝑁

+∫ 𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
 

𝑁𝐴𝑀

= ∮𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
 

𝐿

.   (2) 
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Здесь также обход границы 𝐿 совершается против часовой стрелки. 

Вычитая (1) из (2), получаем 

∬ (
𝜕𝑌

𝜕𝑥
−
𝜕𝑋

𝜕𝑦
)𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷

= ∮𝑋(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
 

𝐿

. 

Это и есть формула Грина. Она устанавливает связь между двойным инте-

гралом по некоторой области D и криволинейным интегралом вдоль замкну-

той кривой L, ограничивающей эту область. 

 

4.6. Условие независимости криволинейного интеграла от пути ин-

тегрирования 

Пусть 𝑋(𝑥, 𝑦), 𝑌(𝑥, 𝑦) − непрерывно дифференцируемые функции, за-

данные в области D. Рассмотрим множество кривых, соединяющих точки 

𝑃, 𝑄 ∈ 𝐷 и целиком содержащиеся в D (рис. 33). Вообще говоря, значение 

криволинейного интеграла 

∫ 𝑋(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
 

𝑃𝑄

 

зависит от того, по какой кривой, соединяющей точки 𝑃, 𝑄, он вычисляется. 

Важным является случай независимости этого интеграла от пути интегриро-

вания.  

Заметим, что для любых двух различных кривых PNQ, PMQ имеет ме-

сто очевидное заключение: если  

∫ 𝑋𝑑𝑥 + 𝑌𝑑𝑦
 

𝑃𝑀𝑄

= ∫ 𝑋𝑑𝑥 + 𝑌𝑑𝑦
 

𝑃𝑁𝑄

, 
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то 

∫ 𝑋𝑑𝑥 + 𝑌𝑑𝑦
 

𝑃𝑁𝑄𝑀𝑃

= 0, 

то есть независимость криволинейного интеграла от пути интегрирования в 

области  D эквивалентна тому, что криволинейный интеграл равен нулю по 

любому замкнутому контуру в области D. 

 Теорема. Пусть 𝑋(𝑥, 𝑦), 𝑌(𝑥, 𝑦) − непрерывно дифференцируемые 

функции в области D. Тогда для того, чтобы криволинейный интеграл по лю-

бому замкнутому контуру L в области D был равен нулю, 

∫𝑋𝑑𝑥 + 𝑌𝑑𝑦
 

𝐿

= 0,                                                                         (3) 

необходимо и достаточно, чтобы в каждой внутренней точке области D вы-

полнялось равенство 

𝜕𝑌

𝜕𝑥
=
𝜕𝑋

𝜕𝑦
.                                                                                       (4) 

Доказательство. 1. Достаточность следует из формулы Грина 

∮𝑋(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
 

𝐿

=∬ (
𝜕𝑌

𝜕𝑥
−
𝜕𝑋

𝜕𝑦
)𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷

= 0. 

 2. Докажем необходимость. Обозначим 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝜕𝑌

𝜕𝑥
−
𝜕𝑋

𝜕𝑦
. 

Предположим, что в некоторой точке 𝑃0(𝑥0, 𝑦0) функция 𝑓(𝑥0, 𝑦0) > 0. В си-

лу непрерывности функции 𝑓(𝑥, 𝑦) найдется достаточно малая окрестность 

D  точки 𝑃0(𝑥0, 𝑦0), целиком содержащаяся в области D и в каждой точке ко-

торой  𝑓(𝑥, 𝑦) > 0. Отсюда следует  
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∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 > 0,
 

𝐷′

 

или 

∬ (
𝜕𝑌

𝜕𝑥
−
𝜕𝑋

𝜕𝑦
)𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷′

> 0, 

а значит  

∮ 𝑋(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
 

𝐿′
> 0 

( L − граница окрестности D). Мы указали замкнутый контур L, для которо-

го нарушается условие (3). Противоречие. Необходимость доказана. 

 Замечание. Равенство 

𝜕𝑌

𝜕𝑥
=
𝜕𝑋

𝜕𝑦
 

является условием полного дифференциала для выражения  

𝑋(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 𝑑𝑢. 

Здесь 𝑢(𝑥, 𝑦) − некоторая функция, такая что 

𝑋 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
,   𝑌 =

𝜕𝑢

𝜕𝑦
 . 

Если рассмотреть вектор 

𝑭 = 𝑋𝒊 + 𝑌𝒋 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝒊 +
𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝒋 = 𝒈𝒓𝒂𝒅 𝑢, 

то 𝑢(𝑥, 𝑦) называют потенциалом или потенциальной функцией вектора F. 

Для любого пути 𝐿 = 𝑃𝑄 = {𝑥 = 𝜑(𝑡),  𝑦 = (𝑡),  𝛼 ≤ 𝑡 ≤ 𝛽} имеем 

∮𝑋𝑑𝑥 + 𝑌𝑑𝑦
 

𝐿

= ∫ (
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
) 𝑑𝑡

𝛽

𝛼

= ∫ 𝑑𝑢(𝑥, 𝑦)
𝛽

𝛼

= 𝑢(𝜑(𝛽),(𝛽)) − 𝑢(𝜑(𝛼),(𝛼)), 

то есть 

∮ 𝑋𝑑𝑥 + 𝑌𝑑𝑦
 

𝑃𝑄

= 𝑢(𝑄) − 𝑢(𝑃). 
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Таким образом, для потенциального вектора 𝑭 = 𝑋𝒊 + 𝑌𝒋 криволинейный ин-

теграл равен разности значений потенциальной функции в конечной и 

начальной точках пути интегрирования. 

 

4.7. Поверхностные интегралы 1-го рода 

Пусть   − гладкая поверхность в области 𝑉 ⊂ 𝑅3, определяемая урав-

нением 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦);  ℎ = ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) -  функция, заданная на поверхности . 

Разобьем поверхность на элементарные участки ∆𝜎𝑖  (𝑖 = 1, 2,… ,𝑚). Выберем 

на каждом участке точку 𝑃𝑖(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖). Рассмотрим интегральную сумму 

∑ℎ(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖)∆𝜎𝑖

𝑚

𝑖=1

 .                                                                       (1) 

Определение. Поверхностным интегралом 1–го рода от функции 

ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) по поверхности   называется предел интегральной суммы (1) при 

измельчении разбиения поверхности   и обозначается 

∬ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝜎
 

𝜎

= lim
𝑚→∞
∆𝜎i→0

∑ℎ(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖)∆𝜎𝑖

𝑚

𝑖=1

. 

Поверхностный интеграл 1–го рода сводится к двойному с помощью 

рассуждений, использованных при получении формулы площади поверхно-

сти: 

∬ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝜎
 

𝜎

=∬ ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))√(𝑓𝑥
′)2 + (𝑓𝑦

′)
2
+ 1  𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷𝑥𝑦

, 

где 𝐷𝑥𝑦 – проекция поверхности   на плоскость 𝑂𝑥𝑦. Очевидно, этот инте-

грал обладает свойством линейности по отношению к подынтегральной 

функции, а также свойством аддитивности по отношению к поверхности , 

т.е. если поверхность   разбивается на две части 𝜎1 и 𝜎2 , то  

∬ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝜎
 

𝜎

=∬ ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝜎
 

𝜎1

+∬ ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝜎
 

𝜎2

. 
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4.8. Поверхностные интегралы 2-ого рода.  

 Выделим на поверхности  𝜎: 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) две стороны: 𝜎+  - которая об-

ращена в ту часть пространства, где 𝑧 ≥ 𝑓(𝑥, 𝑦), и 𝜎−  - обращена туда, где 

𝑧 ≤ 𝑓(𝑥, 𝑦).   

Определение. Поверхностным интегралом 2–го рода от функции 

ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) по поверхности   называется интеграл 

∬ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝜎

= ±∬ ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))  𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷𝑥𝑦

; 

знак  «+»  перед интегралом выбирается, если интеграл вычисляется по сто-

роне 𝜎+,  знак  «–» - если по стороне  𝜎−.  Знак  «» в выражении поверх-

ностного интеграла указывает на его отличие от двойного интеграла и может 

опускаться, если это не приводит к недоразумению. 

Очевидно, этот интеграл обладает теми же свойствами что и поверх-

ностный интеграл 1–го рода. Если рассмотреть нормальный вектор 𝒏 =

(cos𝛼 , cos 𝛽 , cos 𝛾) на стороне 𝜎+  поверхности  :   

cos 𝛾 =
1

√(𝑓𝑥
′)2 + (𝑓𝑦

′)
2
+ 1

 , 

то нетрудно установить связь между поверхностными интегралами 1–го и 2–

го рода: 

∬ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) cos 𝛾 𝑑𝜎
 

𝜎

=∬ ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝜎+

. 

 Если уравнение поверхности   переписать в виде 𝑥 = 𝑔(𝑦, 𝑧);  𝐷𝑦𝑧 – 

проекция поверхности   на плоскость 𝑂𝑦𝑧; 

cos 𝛼 =
1

√(𝑔𝑦
′ )
2
+ (𝑔𝑧

′ )2 + 1

 , 

то можно сформировать интеграл 

∬ ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑧
 

𝜎+

=∬ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) cos 𝛼 𝑑𝜎
 

𝜎

=∬ ℎ(𝑔(𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧)  𝑑𝑦𝑑𝑧
 

𝐷𝑦𝑧

. 
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Аналогично,  

∬ ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑥
 

𝜎+

=∬ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧) cos 𝛽 𝑑𝜎
 

𝜎

=∬ ℎ(𝑥, 𝑞(𝑥, 𝑧), 𝑧)  𝑑𝑥𝑑𝑧
 

𝐷𝑧𝑥

. 

Таким образом, можно определить поверхностные интегралы общего вида: 

∬ 𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑌(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑥 + 𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝜎+

= 

=∬[𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧) cos 𝛼 + 𝑌(𝑥, 𝑦, 𝑧) cos 𝛽 + 𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧) cos 𝛾]𝑑𝜎
 

𝜎

, 

где  𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑌(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧) - функции, заданные на поверхности  . 

Если ввести вектор 𝑭 = (𝑋, 𝑌, 𝑍), то последнее равенство можно записать в 

виде 

∬𝑭 ∙ 𝒏 𝑑𝜎
 

𝜎

=∬ 𝑋 𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝑌 𝑑𝑧𝑑𝑥 + 𝑍 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝜎+

. 

 

4.9. Формула Стокса 

 

 

Пусть  − поверхность с краем, которая описывается уравнением 

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) в области D (рис. 33);  − граница поверхности ; которая соот-

ветствует границе  L  области D; cos 𝛾 > 0. 

 Тогда вектор единичной нормали имеет вид: 

𝒏 = (cos𝛼 , cos 𝛽 , cos 𝛾),  

где 

cos 𝛼 = −
𝑓𝑥
′

√(𝑓𝑥
′)2 + (𝑓𝑦

′)
2
+ 1

,  cos 𝛽 = −
𝑓𝑦
′

√(𝑓𝑥
′)2 + (𝑓𝑦

′)
2
+ 1

,   
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cos 𝛾 =
1

√(𝑓𝑥
′)2 + (𝑓𝑦

′)
2
+ 1

. 

 Пусть 𝜎 ⊂ 𝑉, где V − трехмерная область, в которой задана непрерывно 

дифференцируемая функция 𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧). Рассмотрим криволинейный интеграл 

∮𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥
 

𝜆

= ∮𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))𝑑𝑥
 

𝐿

= 

 (используем формулу Грина с функциями  �̃�(𝑥, 𝑦) = 𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦)), 

 �̃�(𝑥, 𝑦) = 0) 

= −∬ (
𝜕𝑋

𝜕𝑦
+
𝜕𝑋

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑦
)𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷

= −∬
𝜕𝑋

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷

−∬
𝜕𝑋

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐷

= 

= −∬
𝜕𝑋

𝜕𝑦
cos 𝛾 𝑑𝜎

 

𝜎

−∬
𝜕𝑋

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑦
cos 𝛾 𝑑𝜎

 

𝜎

= 

= −∬
𝜕𝑋

𝜕𝑦
cos 𝛾 𝑑𝜎

 

𝜎

+∬
𝜕𝑋

𝜕𝑧
cos𝛽 𝑑𝜎.

 

𝜎

 

Таким образом,  

∮𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥
 

𝜆

= −∬
𝜕𝑋

𝜕𝑦
cos 𝛾 𝑑𝜎

 

𝜎

+∬
𝜕𝑋

𝜕𝑧
cos 𝛽 𝑑𝜎.

 

𝜎

 

Аналогично,  

∮𝑌(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥
 

𝜆

= −∬
𝜕𝑌

𝜕𝑧
cos𝛼 𝑑𝜎

 

𝜎

+∬
𝜕𝑌

𝜕𝑥
cos 𝛾 𝑑𝜎

 

𝜎

, 

 

∮𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥
 

𝜆

= −∬
𝜕𝑍

𝜕𝑥
cos𝛽 𝑑𝜎

 

𝜎

+∬
𝜕𝑍

𝜕𝑦
cos 𝛼 𝑑𝜎

 

𝜎

. 

Складывая эти три равенства, получаем 

∮𝑋𝑑𝑥 + 𝑌𝑑𝑦 + 𝑍𝑑𝑧
 

𝜆

=∬ [(
𝜕𝑍

𝜕𝑦
−
𝜕𝑌

𝜕𝑧
) cos 𝛼 + (

𝜕𝑋

𝜕𝑧
−
𝜕𝑍

𝜕𝑥
) cos𝛽 + (

𝜕𝑌

𝜕𝑥
−
𝜕𝑋

𝜕𝑦
) cos 𝛾] 𝑑𝜎

 

𝜎

 

− формула Стокса. Она устанавливает связь между контурным и поверхност-

ным интегралами. 

В более удобной для запоминания форме: 
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∮𝑋𝑑𝑥 + 𝑌𝑑𝑦 + 𝑍𝑑𝑧
 

𝜆

=∬ |

cos𝛼 cos𝛽 cos 𝛾
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑋 𝑌 𝑍

| 𝑑𝜎
 

𝜎

, 

где подынтегральная функция в поверхностном интеграле записана в виде 

формального определителя 3-его порядка. 

 Замечание. Для плоской поверхности   формула Стокса дает формулу 

Грина (если плоскость   совмещена с плоскостью Оху). 

 

4.10. Формула Остроградского 

 

 

Пусть V − трехмерная правильная область, проекция которой на плос-

кость Оху есть D − правильная двумерная область;  =123 − замкнутая 

поверхность, ограничивающая объем V, причем 

𝜎1 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧): (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷,  𝑧 = 𝑓1(𝑥, 𝑦)}, 

− нижняя часть поверхности ,  

𝜎2 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧): (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷,  𝑧 = 𝑓2(𝑥, 𝑦)}, 

− верхняя часть поверхности , 3 − цилиндрическая часть поверхности. 

Рассмотрим интеграл 

∭
𝜕𝑍

𝜕𝑧
(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

 

𝑉

=∬ (∫
𝜕𝑍

𝜕𝑧
(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧

𝑓2(𝑥,𝑦)

𝑓1(𝑥,𝑦)

)𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

= 

=∬𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑓2(𝑥, 𝑦))𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

−∬𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑓1(𝑥, 𝑦))𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

. 

Заметим 
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∬𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑓2(𝑥, 𝑦))𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

=∬ 𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧) cos 𝛾 𝑑𝜎
 

𝜎2

, 

∬𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑓1(𝑥, 𝑦))𝑑𝑥𝑑𝑦
 

𝐷

=∬ 𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧) cos 𝛾 𝑑𝜎
 

𝜎1

. 

Учитывая, что 

∬ 𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧) cos 𝛾 𝑑𝜎
 

𝜎3

= 0, 

так как на участке 𝜎3 выполняется cos 𝛾 = 0 в силу  n Oz, получаем 

∭
𝜕𝑍

𝜕𝑧
(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

 

𝑉

=∯𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧) cos 𝛾 𝑑𝜎
 

𝜎

. 

Аналогично 

∭
𝜕𝑋

𝜕𝑥
 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

 

𝑉

=∯𝑋cos𝛼 𝑑𝜎
 

𝜎

,   ∭
𝜕𝑌

𝜕𝑦
 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

 

𝑉

=∯𝑌cos𝛽 𝑑𝜎
 

𝜎

. 

Складывая последние три равенства, получаем 

∭(
𝜕𝑋

𝜕𝑥
+
𝜕𝑌

𝜕𝑦
+
𝜕𝑍

𝜕𝑧
)  𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

 

𝑉

=∯(𝑋 cos𝛼 + 𝑌 cos𝛽 + 𝑍 cos 𝛾)𝑑𝜎
 

𝜎

 

− формула Остроградского. Она устанавливает связь между объемным и по-

верхностным интегралами. 

 

5. Элементы теории поля 

5.1. Скалярное поле. 

 Если в каждой точке области 𝑈 ⊂ 𝑅3 определена скалярная функция 

 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧), то говорят, что в области U  задано скалярное поле u. Гради-

ентом скалярного поля 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) называют вектор 

𝒈𝒓𝒂𝒅 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑢𝑥
′ ,  𝑢𝑦

′ ,  𝑢𝑧
′ ). 

Точки области U, в которых все частные производные 𝑢𝑥
′ ,  𝑢𝑦

′ ,  𝑢𝑧
′  одновре-

менно обращаются в нуль или хотя бы одна из них не существует, называют 

особыми. Уравнение 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐶 определяет семейство поверхностей, 

называемых поверхностями уровня. Поверхности уровня обладают следую-

щими свойствами: 
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 1. В точках одной и той же поверхности уровня функция поля 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

принимает одинаковые значения (следует из определения). 

 2. Через каждую неособую точку скалярного поля 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) прохо-

дит единственная поверхность уровня (следует из однозначности функции 

поля). 

 3. В каждой неособой точке скалярного поля 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) градиент 

функции поля 𝒈𝒓𝒂𝒅 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)  ортогонален поверхности уровня, проходящей 

через эту точку (как нормальный вектор касательной плоскости). 

 

5.2. Векторное поле. 

 Векторным полем называют часть пространства 𝑉 ⊂ 𝑅3, в каждой точ-

ке которого определен вектор 

𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝒊 + 𝑌(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝒋 + 𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝒌, 

где 𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑌(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧) - непрерывно дифференцируемые функ-

ции. Векторной линией называют линию, в каждой точке которой вектор по-

ля 𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑧) является касательным. Предполагая 𝒓 = 𝒓(𝑡) в качестве уравне-

ния векторной линии, из условия коллинеарности векторов 𝑑𝒓 и 𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

получаем дифференциальные уравнения 

𝑑𝑥

𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧)
=

𝑑𝑦

𝑌(𝑥, 𝑦, 𝑧)
=

𝑑𝑧

𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧)
, 

которые определяют семейство векторных линий. Решение таких уравнений 

рассматривается в курсе дифференциальных уравнений. 

 

5.3. Ориентированная поверхность 

Простой поверхностью   в пространстве 𝑅3 будем называть множе-

ство точек  
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(𝑥, 𝑦, 𝑧), которое можно описать некоторой непрерывной функцией  

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 ⊂ 𝑅2; 

при этом граница   поверхности   является образом границы L области D и 

представляет собой кусочно-гладкую кривую. Поверхность   называется 

гладкой, если функция 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) дифференцируема в каждой внутренней 

точке области D. Говорят, что на поверхности   выделена сторона, если на 

ней выбран нормальный вектор 

𝒏 =
(−𝑓𝑥

′, −𝑓𝑦
′,  1)

√(𝑓𝑥
′)2 + (𝑓𝑦

′)
2
+ 1

 

или nn 
1

. Ориентация простой поверхности   согласована с ориентацией 

границы  (рис. 35), если при обходе границы в соответствии с ее ориента-

цией по выделенной стороне поверхности сама поверхность остается все 

время слева. 
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Кусочно-гладкой ориентированной поверхностью называется непрерывная 

поверхность, составленная из конечного числа простых поверхностей с со-

гласованной ориентацией границ, причем общие участки границ любой пары 

соседних кусков имеют противоположную ориентацию (рис. 36). Поверх-

ность называется замкнутой, если она ограничивает некоторый конечный 

объем. В этом случае определена внешняя (внутренняя) сторона поверхности 

с внешней (внутренней) нормалью. 

 

 

 

5.4. Поток векторного поля через ориентированную поверхность. 

Пусть 

𝑭 = 𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝒊 + 𝑌(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝒋 + 𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝒌 

− вектор, заданный на поверхности . Разобьем поверхность на элементар-

ные участки ∆𝜎𝑖 . Выберем на каждом участке точку 𝑃𝑖(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖) и единичный 

нормальный вектор 𝒏(𝑃𝑖). 

 Если 𝑭(𝑃𝑖) − скорость жидкости, протекающей через поверхность   в 

точке Pi , то 𝑭(𝑃𝑖)𝒏(𝑃𝑖)∆𝜎𝑖 − объем жидкости, протекающей через участок 

∆𝜎𝑖   в единицу времени (рис. 37). Поэтому интеграл 

∬𝑭 ∙ 𝒏 𝑑𝜎
 

𝜎

= lim
𝑚→∞
∆𝜎i→0

∑𝑭(𝑃𝑖)𝒏(𝑃𝑖)∆𝜎𝑖

𝑚

𝑖=1

 

называют потоком вектора F  через поверхность . 
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5.5. Дивергенция  векторного поля 

 Рассмотрим фиксированную точку 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧), окруженную замкнутой 

поверхностью . Дивергенцией, или расходимостью, векторного поля F  в 

точке 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) называется величина 

𝑑𝑖𝑣 𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑧) = lim
𝑉→0

 
1

𝑉
∯𝑭 ∙ 𝒏 𝑑𝜎

 

𝜎

, 

где V – объем, ограниченный поверхностью  , n – внешняя нормаль к по-

верхности . 

В соответствии с формулой Остроградского, а также по теореме о 

среднем имеем 

∯𝑭 ∙ 𝒏 𝑑𝜎
 

𝜎

=∭ (
𝜕𝑋

𝜕𝑥
+
𝜕𝑌

𝜕𝑦
+
𝜕𝑍

𝜕𝑧
)  𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

 

𝑉

=
𝜕𝑋

𝜕𝑥
+
𝜕𝑌

𝜕𝑦
+
𝜕𝑍

𝜕𝑧
|
(,𝜂,)

∙ 𝑉, 

где (, 𝜂, ) -  некоторая точка объема V. Учитывая, что (, 𝜂, )
𝑉→0
→  (𝑥, 𝑦, 𝑧), а 

также непрерывность частных производных, получаем 

𝑑𝑖𝑣 𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝑋

𝜕𝑥
+
𝜕𝑌

𝜕𝑦
+
𝜕𝑍

𝜕𝑧
. 

Используя понятие дивергенции, формулу Остроградского можно за-

писать в виде: 

∯𝑭 ∙ 𝒏 𝑑𝜎
 

𝜎

=∭𝑑𝑖𝑣 𝑭 𝑑𝑉
 

𝑉

 

 

5.6. Циркуляция и ротор векторного поля 

Циркуляцией векторного поля F  вдоль замкнутого контура  называ-

ется криволинейный интеграл  

∮𝑭 ∙ 𝒅𝒓
 

𝜆

= ∮𝑋𝑑𝑥 + 𝑌𝑑𝑦 + 𝑍𝑑𝑧
 

𝜆

, 

где  - кусочно-гладкая ориентированная замкнутая кривая. 

 Ротором векторного поля  F  в точке 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) называется вектор 
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𝒓𝒐𝒕𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑧) = |

𝒊 𝒋 𝒌
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑋 𝑌 𝑍

| = (
𝜕𝑍

𝜕𝑦
−
𝜕𝑌

𝜕𝑧
) 𝒊 + (

𝜕𝑋

𝜕𝑧
−
𝜕𝑍

𝜕𝑥
) 𝒋 + (

𝜕𝑌

𝜕𝑥
−
𝜕𝑋

𝜕𝑦
)𝒌, 

 

 

где для более легкого запоминания операции используется форма определи-

теля 3-го порядка (рис. 38). 

 Используя понятия ротора и циркуляции, формулу Стокса можно запи-

сать в векторном виде:  

∮𝑭 ∙ 𝒅𝒓
 

𝜆

=∬𝒓𝒐𝒕 𝑭 ∙ 𝒏 𝑑𝜎
 

𝜎

= 𝒓𝒐𝒕 𝑭 ∙ 𝒏|(,𝜂,) ∙ 𝜎, 

где (, 𝜂, ) - некоторая точка гладкой поверхности . Учитывая, что (, 𝜂, )

𝜎→0
→  (𝑥, 𝑦, 𝑧), а также непрерывность частных производных, получаем 

𝑟𝑜𝑡𝑛𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑧) = lim
𝜎→0

 
1

𝜎
∮𝑭 ∙ 𝒅𝒓
 

𝜆

. 

Таким образом, ротор векторного поля в данной точке выражается через цир-

куляцию поля вдоль кривой, окружающей эту точку. В связи с этим ротор ча-

сто называют вихрем. 

 

5.7. Потенциальное векторное поле 

 Если 𝒓𝒐𝒕 𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ 0,   (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑉 ⊂ 𝑅3, то векторное поле 𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

называют безвихревым. В этом случае 
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𝜕𝑍

𝜕𝑦
=
𝜕𝑌

𝜕𝑧
,   
𝜕𝑋

𝜕𝑧
=
𝜕𝑍

𝜕𝑥
,   
𝜕𝑌

𝜕𝑥
=
𝜕𝑋

𝜕𝑦
, 

что является условием существования полного дифференциала  

𝑑𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑌(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧; 

при этом 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧),   

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑌(𝑥, 𝑦, 𝑧),   

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧). 

Для определения функции 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) используем независимость криволиней-

ного интеграла 

∫𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑌(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
 

𝐿

 

 от пути интегрирования. В качестве наиболее простого пути L выберем ло-

маную ABCD (рис.39), состоящую из прямолинейных звеньев, параллельных 

координатным осям и соединяющую некоторую точку 𝐴(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝑉 с 

произвольной точкой 𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑉 (промежуточные точки 𝐵(𝑥, 𝑦0, 𝑧0) и 

𝐶(𝑥, 𝑦, 𝑧0)): 

 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑢(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) + ∫𝑑𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)
 

𝐿

= 

= 𝑢(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) + ∫𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑌(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
 

𝐿

= 

= 𝑢(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) + ∫ 𝑋(𝑡, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝑡
𝑥

𝑥0

+∫ 𝑌(𝑥, 𝑡, 𝑧0)𝑑𝑡
𝑦

𝑦0

+ ∫𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑑𝑡

𝑧

𝑧0

. 

Функцию 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) называют потенциалом векторного поля 𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑧), а само 

поле – потенциальным. Таким образом, безвихревое поле является потенци-

альным. 
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5.8. Оператор Гамильтона 

Определение. Оператором Гамильтона (оператором «набла») называют 

выражение 

∇= 𝒊
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝒋

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝒌

𝜕

𝜕𝑧
 

– формальный вектор, компонентами которого являются операторы частных 

производных по координатам. Действие оператора Гамильтона ассоциирует-

ся с векторными операциями и выражается следующим образом: 

а) если 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) − скалярная функция, то 

∇𝑢 = 𝒊
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝒋
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝒌

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 𝒈𝒓𝒂𝒅 𝑢; 

б) если  

𝑭 = 𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑋(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝒊 + 𝑌(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝒋 + 𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝒌 

− векторная функция, то 

∇𝑭 =
𝜕𝑋

𝜕𝑥
+
𝜕𝑌

𝜕𝑦
+
𝜕𝑍

𝜕𝑧
= 𝑑𝑖𝑣𝑭,   ∇ × 𝑭 = |

𝒊 𝒋 𝒌
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑋 𝑌 𝑍

| = 𝒓𝒐𝒕𝑭. 

 С помощью оператора Гамильтона достаточно просто выражаются не-

которые важные тождества, например: 

          а)  𝒓𝒐𝒕 𝒈𝒓𝒂𝒅 𝑢 ≡ 0;  б) 𝑑𝑖𝑣 𝒓𝒐𝒕 𝑭 ≡ 0. 

Действительно, в случае а) имеем 

∇ × (∇𝑢) = (∇ × ∇)𝑢 ≡ 0 

как векторное произведение одинаковых векторов; в случае б)  

∇(∇ × 𝑭) ≡ 0 

как смешанное произведение компланарных векторов. Конечно, правомер-

ность такого представления оператора  «набла» проверяется непосредствен-

ным вычислением.  

 Замечание. Имеет место обозначение 

𝑑𝑖𝑣(𝒈𝒓𝒂𝒅 𝑢) = ∇(∇𝑢) = ∇2𝑢 = ∆𝑢, 
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где  − оператор Лапласа, известный в теории упругости, в уравнениях мате-

матической физики: 

∆= ∇2=
𝜕2

𝜕𝑥2
+
𝜕2

𝜕𝑦2
+
𝜕2

𝜕𝑧2
 

и 

∆𝑢 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
. 

 

6. Элементы тензорного анализа 

6.1. Криволинейная система координат. Ковариантные и контра-

вариантные координаты вектора. 

Пусть имеется прямоугольная система координат в 𝑹3. Обозначим 

𝒌𝛼 (𝛼 = 1, 2, 3)  – единичные орты в направлении координатных прямых 𝑦𝛼 

(рис.1). Орты  𝒌𝛼 образуют базис, причем  

𝒌𝛼 ∙ 𝒌𝛽 = 𝛿𝛼𝛽    (𝛼, 𝛽 = 1, 2, 3),       (1) 

где 𝛿𝛼𝛽 – символ Кронекера.  

Радиус-вектор 𝒂 любой точки 𝑀 ∈ 𝑹3 имеет вид: 

𝒂 = 𝑎1𝒌1 + 𝑎
2𝒌2 + 𝑎

3𝒌3,    (2) 

где 𝑎𝛼 = 𝒂 ∙ 𝒌𝛼 – прямоугольные координаты. 

Если оси координат 𝑦𝛼 не являются взаимно ортого-

нальными, то вектор  𝒂  можно задать двумя способами: представить в виде 

(2) числами 𝑎𝛼 или с помощью проекций  𝒂  на оси косоугольной системы. 

Пусть векторы 𝒆1, 𝒆2, 𝒆3 (вообще говоря, различной длины) направлены 

по  𝑦1, 𝑦2, 𝑦3. Тогда 

 𝒂 = 𝑎1𝒆1 + 𝑎
2𝒆2 + 𝑎

3𝒆3.     (3)  

Числа 𝑎𝛼 называются контравариантными координатами вектора 𝒂. 

Рассмотрим скалярные произведения  𝑎𝛼 = 𝒂 ∙ 𝒆𝛼. Они представляют собой 

ортогональные проекции вектора 𝒂 на оси 𝑦𝛼 (с коэффициентами 𝐻𝛼 = |𝒆𝛼|) 

и называются ковариантными координатами вектора  𝒂. 
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Далее будем использовать для краткости общепринятую условную за-

пись суммирования:  

𝑎𝛼𝑦
𝛼 = 𝑎1𝑦

1 + 𝑎2𝑦
2 + 𝑎3𝑦

3 ≡ 𝑎𝛽𝑦
𝛽  (𝛼, 𝛽 – немой индекс), 

то есть, если в выражении встречается произведение сомножителей или мно-

гоиндексный объект, имеющие в своей записи одинаковые верхний и нижний 

индексы, то подразумевается суммирование по всем возможным значениям 

этих индексов (при этом знак суммы опускается). 

Таким образом,  

𝒂 = 𝑎𝛼𝒆𝛼 ,  𝑎𝛼 = 𝒂 ∙ 𝒆𝛼.        (4) 

Рассмотрим криволинейную систему координат 𝑥𝛼 (𝛼 = 1, 2, 3)  и за-

дадим радиус-вектор 𝒓  точки М в виде 

𝒓 = 𝒓(𝑥𝛼),       (5) 

или 

𝑦𝛽 = 𝑦𝛽(𝑥𝛼)  (𝛼, 𝛽 = 1, 2, 3).    (6) 

Предполагается, что функция 𝒓(𝑥𝛼) дифферен-

цируема по 𝑥𝛼. Векторы  

𝜕𝒓

𝜕𝑥𝛼
   (𝛼 = 1, 2, 3)  

являются касательными к линиям 𝑥𝛼. Значит, в каждой точке М пространства 

𝑹3 тройку векторов  

𝜕𝒓

𝜕𝑥𝛼
   (𝛼 = 1, 2, 3)  

 можно принять за векторы базиса, если они не компланарны: 

(
𝜕𝒓

𝜕𝑥1
,
𝜕𝒓

𝜕𝑥2
,
𝜕𝒓

𝜕𝑥3
) =

𝐷(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3)

𝐷(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
= 𝐽 ≠ 0.                                                 (7) 

По теореме о неявных функциях существует обратное отображение: 

𝑥𝛼 = 𝑥𝛼(𝑦𝛽),        (8) 

так что матрицы  

(
𝜕𝑥𝛼

𝜕𝑦𝛽
)    и   (

𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝛼
) 
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взаимно обратные и  

𝑑𝑒𝑡 (
𝜕𝑥𝛼

𝜕𝑦𝛽
) = 1/𝐽 ≠ 0. 

Введем обозначения 

𝒆𝛼 =
𝜕𝒓

𝜕𝑥𝛼
 .                                                                                    (9) 

Тогда векторы 𝒆𝛼 образуют базис, связанный с криволинейной систе-

мой координат, – он называется локальным. Если 𝒌𝛼 – тройка единичных 

векторов, то 

𝒆𝛼 =
𝜕𝒓

𝜕𝑥𝛼
=
𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝛼
𝒌𝛽 ,   𝒌𝛼 =

𝜕𝑥𝛽

𝜕𝑦𝛼
𝒆𝛽 .                                         (10) 

Таким образом, в каждой точке вектор 𝒂(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) может быть пред-

ставлен в локальном базисе 𝒆𝛼 

𝒂 = 𝑎𝛼
𝜕𝒓

𝜕𝑥𝛼
= 𝑎𝛼𝒆𝛼 ,                                                                         (11) 

где  𝑎𝛼– контравариантные компоненты.  

Ковариантные компоненты вектора 𝒂 даются формулами: 

𝑎𝛽 = 𝒂 ∙
𝜕𝒓

𝜕𝑥𝛽
= 𝒂 ∙ 𝒆𝛽 = 𝑎

𝛼𝒆𝛼 ∙ 𝒆𝛽 .                                                          (12) 

Это следует из (4).  Введем матрицу  

𝒈∗ = (𝑔𝛼𝛽) = (𝒆𝛼 ∙ 𝒆𝛽).                       (13) 

Она является симметричной и носит название фундаментальной мат-

рицы. Ее определитель 

𝑔 = 𝑑𝑒𝑡(𝑔𝛼𝛽) ≠ 0.   

Поэтому существует обратная матрица 

(𝑔𝛼𝛽): 

𝑔𝛼𝛾 ∙ 𝑔
𝛾𝛽

где 𝛿𝛼
  𝛽

 – символ Кронекера (единич-

ная матрица). При этом    
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𝑔1 = 𝑑𝑒𝑡(𝑔
𝛼𝛽) =

1

𝑔
,                                                   (15) 

𝑎𝛽 = 𝒂 ∙
𝜕𝒓

𝜕𝑥𝛽
= 𝒂 ∙ 𝒆𝛽 = 𝑎

𝛼𝑔𝛼𝛽 .                                                (16) 

Умножая обе части последнего равенства на  𝑔𝛽𝛾, получаем 

𝑎𝛾 = 𝑎𝛽𝑔
𝛽𝛾.                                                                          (17) 

 (16) и (17) определяют связь между ковариантными и контравариант-

ными компонентами вектора 𝒂.  

Скалярное произведение векторов 𝒂 и 𝒃 можно записать в виде: 

𝒂 ∙ 𝒃 = 𝑎𝛼𝑏𝛽𝑔𝛼𝛽 = 𝑎
𝛼𝑏𝛼 = 𝑔

𝛽𝛼𝑎𝛽𝑏𝛼 = 𝑎𝛽𝑏
𝛽 .                                 (18) 

Возьмем тройку векторов 𝒆𝛽, образованных по правилу  

𝒆𝛽 = 𝑔𝛽𝛼𝒆𝛼 .                                                                         (19)  

Отсюда 

 

𝒆𝛽 ∙ 𝒆𝛾 = 𝑔
𝛽𝛼𝒆𝛼 ∙ 𝒆𝛾 = 𝑔

𝛽𝛼𝑔𝛼𝛾 = 𝛿  𝛾
𝛽
,                                               (20)  

𝒆𝛽 ∙ 𝒆𝛾 = 𝑔𝛽𝛼𝒆𝛼 ∙ 𝑔
𝛾𝜔𝒆𝜔 = 𝛿  𝜔

𝛽
𝑔𝛾𝜔 = 𝑔𝛽𝛾. 

Например, 𝒆1 ⊥ 𝒆2, 𝒆3, но 𝒆1 ∙ 𝒆1 = 1. Формулы (20) называют соотно-

шениями взаимности. Ясно, что векторы 𝒆𝛽 не компланарны. Действительно, 

смешанное произведение  

(𝒆1, 𝒆2, 𝒆3) = (∇𝑥1, ∇𝑥2, ∇𝑥3) =
1

𝐽
≠ 0.           (21)  

Здесь  

∇𝑥𝛼 = (
∂𝑥𝛼

∂𝑦1
,
∂𝑥𝛼

∂𝑦2
,
∂𝑥𝛼

∂𝑦3
). 

Систему векторов 𝒆1, 𝒆2, 𝒆3 называют базисом, 

взаимным (или сопряженным) с базисом 𝒆1, 𝒆2, 𝒆3. 

Справедлива формула  

𝒆𝛼 = 𝑔𝛼𝛽𝒆
𝛽 .                                                             (22) 

Для любого вектора 𝒂 из (17) и (19) получаем  

𝒂 = 𝑎𝛼𝒆𝛼 = 𝑎𝛽𝑔
𝛽𝛼𝒆𝛼 = 𝑎𝛽𝒆

𝛽 .                                                              (23) 
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Умножая скалярно (23) на 𝒆𝛾, получим 

𝒂 ∙ 𝒆𝛾 = 𝑎𝛽𝒆
𝛽 ∙ 𝒆𝛾 = 𝑎𝛽𝑔

𝛽𝛾 = 𝑎𝛾.                                                        (24) 

Поэтому любой вектор a может быть разложен как по базису 𝒆𝛼 (в этом 

случае компоненты являются контравариантными), так и по базису 𝒆𝛼 с ко-

вариантными компонентами. При этом 

𝑎𝛼 = 𝒂 ∙ 𝒆𝛼 ,   𝑎
𝛼 = 𝒂 ∙ 𝒆𝛼 .                                                                          (25) 

Соотношения (16), (17)  показывают, что с помощью матриц  𝑔𝛼𝛽 ,  𝑔
𝛼𝛽 

можно опускать и поднимать индексы у компонент вектора – операция жон-

глирования индексами. 

Для прямоугольной системы 

𝒆𝛼 = 𝒆
𝛼 = 𝒌𝛼 , 𝑔𝛼𝛽 = 𝑔

𝛼𝛽 = 𝛿𝛼
  𝛽
.                                                             (26) 

Модули векторов базисов: 

|𝒆𝛼| = √𝒆𝛼 ∙ 𝒆𝛼 = √𝑔𝛼𝛼 ,    |𝒆
𝛼| = √𝑔𝛼𝛼 .                                                 (27) 

Пусть имеются две точки пространства М и Мʹ с координатами 𝑥𝛼 и  

𝑥𝛼 + 𝑑𝑥𝛼 соответственно. Тогда малый вектор 𝑀𝑀′⃐⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑑𝒓 – вектор элемен-

тарного перемещения, 𝑑𝑠 = |𝑑𝒓| – его длина. 

Имеем 

𝑑𝒓 =
𝜕𝒓

𝜕𝑥𝛼
𝑑𝑥𝛼 = 𝒆𝛼𝑑𝑥

𝛼 

- разложение по ковариантному базису, 𝑑𝑥𝛼 – контравариантные компоненты 

вектора 𝑑𝒓. Ясно, что 

𝑑𝒓 = 𝑑𝒓1 + 𝑑𝒓2 + 𝑑𝒓3,       (30) 

где  drα = eαdx
α– векторы элементарных перемещений вдоль координатных 

линий xα. Далее 

𝑑𝑠2 = 𝑑𝒓 ∙ 𝑑𝒓 = 𝑔𝛼𝛽𝑑𝑥
𝛼𝑑𝑥𝛽 

- основная квадратичная форма. Можно представить 

𝑑𝒓 = 𝒆𝛽𝛿𝑥𝛽, 
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где δxβ называют ковариантными компонентами вектора dr; они, вообще го-

воря, не являются дифференциалами некоторой системы координат xβ: 

𝑑𝑠2 = 𝑑𝒓 ∙ 𝑑𝒓 = 𝑔𝛼𝛽𝛿𝑥𝛼𝛿𝑥𝛽 .                                                                             (33) 

Установим связь между различными компонентами вектора 𝑑𝒓. Имеем 

𝑑𝒓 = 𝒆𝛼𝑑𝑥
𝛼 = 𝒆𝛽𝛿𝑥𝛽 ,   𝒆

𝛽 = 𝑔𝛽𝛼𝒆𝛼 . 

Отсюда 

𝒆𝛼(𝑑𝑥
𝛼 − 𝛿𝑥𝛽𝑔

𝛽𝛼) = 0. 

В силу независимости 𝒆𝛼 получаем 

𝑑𝑥𝛼 = 𝛿𝑥𝛽𝑔
𝛽𝛼 . 

Обратные зависимости: 

𝛿𝑥𝛽 = 𝑔𝛼𝛽𝑑𝑥
𝛼 . 

Отсюда следует, что ковариантные компоненты 𝛿𝑥𝛽 нельзя рассматри-

вать как полные дифференциалы соответствующих функций 𝑥𝛽 = 𝑥𝛽(𝑥
𝛼), 

поскольку условия интегрируемости 

𝜕𝑔𝛼𝛽

𝜕𝑥𝛾
=
𝜕𝑔𝛾𝛽

𝜕𝑥𝛼
                                                                                                     (36) 

не выполняются в общем случае. Значит, для произвольной криволинейной 

системы координат невозможно определить ковариантные координаты xβ как 

однозначные функции от xα. 

Система 𝑥𝛼 называется ортогональной, если в каждой точке простран-

ства координатные линии взаимно ортогональны, т.е. 

𝑔𝛼𝛽 = 𝒆𝛼 ∙ 𝒆𝛽 = 0,   𝛼 ≠ 𝛽 .                                                                        (37) 

В такой системе координат 

𝑔𝛼𝛽 = 𝒆𝛼 ∙ 𝒆𝛽 = 0,   𝛼 ≠ 𝛽 ,   𝑔𝛼𝛼 =
1

𝑔𝛼𝛼
,                                                (38)  

и координатные поверхности также ортогональны. Тогда выполняется  

𝒆𝛼 = 𝑔𝛼𝛼𝒆
𝛼 ,   𝒆𝛼 = 𝑔𝛼𝛼𝒆𝛼 ,                                                                           (39) 

 (здесь нет суммирования), т.е. соответствующие элементы разных базисов 

параллельны друг другу и их модули взаимно обратные, 
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|𝒆𝛼| =
1

|𝒆𝛼|
.                                                                                                      (40) 

Координаты точек M пространства, координатные линии, векторные 

базисы и связанные с ними величины зависят от выбора системы координат. 

Посмотрим, как преобразуются эти величины при переходе к другой системе 

координат. Для этого возьмем две системы координат – K  и �̂�. Пусть в си-

стеме  K координатами являются 𝑥𝛼, а в �̂� –  𝜎   (𝛼, 𝜎 = 1, 2, 3) и переход за-

дается системой функций  

𝜎 = 𝜎(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3),                                                                               (41) 

причем 

|
𝜕𝜎

𝜕𝑥𝛼
| = 𝐽 ≠ 0.                                                                                          (42)  

Тогда существует обратное преобразование 

𝑥𝛼 = 𝑥𝛼(1, 2, 3),                                                                                   (43) 

и справедливо соотношение 

𝜕𝛼

𝜕𝑥𝜎
∙
𝜕𝑥𝜎

𝜕𝛽
= 𝛿    𝛽

 𝛼 ,    
𝜕𝑥𝜎

𝜕𝛼
∙
𝜕𝛼

𝜕𝑥𝜏
= 𝛿    𝜏

 𝜎   .                                                              (44) 

Посмотрим, как преобразуются базисы 𝒆𝛼 , 𝒆
𝛼 системы K и �̂�𝜎 , �̂�

𝜎 си-

стемы �̂�. По определению  

�̂�𝜎 =
𝜕𝒓

𝜕𝜉𝜎
=
𝜕𝒓

𝜕𝑥𝛼
𝜕𝑥𝛼

𝜕𝜉𝜎
= 𝒆𝛼

𝜕𝑥𝛼

𝜕𝜉𝜎
,  �̂�𝜏 = ∇𝜉𝜏 =

𝜕𝜉𝜏

𝜕𝑥𝛽
∇𝑥𝛽 =

𝜕𝜉𝜏

𝜕𝑥𝛽
𝒆𝛽 .          (45) 

Обратные зависимости: 

𝒆𝛼 = �̂�𝜎
𝜕𝜉𝜎

𝜕𝑥𝛼
,    𝒆𝛽 =

𝜕𝑥𝛽

𝜕𝜉𝜏
 �̂�𝜏.                                                              (46) 

Формулы (45), (46) называют ковариантным и контравариантным зако-

нами преобразования базисов. 

Отсюда для коэффициентов основной квадратичной формы: 

�̂�𝛼𝛽 = �̂�𝛼 ∙ �̂�𝛽 = 𝒆𝜎 ∙ 𝒆𝜏
𝜕𝑥𝜎

𝜕𝜉𝛼
𝜕𝑥𝜏

𝜕𝜉  𝛽
= 𝑔𝜎𝜏

𝜕𝑥𝜎

𝜕𝜉𝛼
𝜕𝑥𝜏

𝜕𝜉  𝛽
,                                  (47) 
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 �̂�𝛼𝛽 = 𝑔𝜎𝜏
𝜕𝜉𝛼

𝜕𝑥𝜎
𝜕𝜉  𝛽

𝜕𝑥𝜏
.                                                                                      (48) 

Обратные зависимости имеют вид: 

𝑔𝛼𝛽 = �̂�𝜎𝜏
𝜕𝜉𝜎

𝜕𝑥𝛼
𝜕𝜉𝜏

𝜕𝑥  𝛽
, 𝑔𝛼𝛽 = �̂�𝜎𝜏

𝜕𝑥𝛼

𝜕𝜉𝜎
𝜕𝑥  𝛽

𝜕𝜉𝜏
.                                       (49) 

Для определителей получим: 

�̂� = 𝑔 ∙ 𝐽−𝟐,   �̂�1 = 𝑔1 ∙ 𝐽
𝟐,   𝐽 = |

𝜕𝜉𝛼

𝜕𝑥𝜎
|.                                                   (50) 

Закон преобразования компонент элементарного перемещения 𝑑𝒓: 

𝑑𝒓 = 𝑑𝑥𝛼𝒆𝛼 = 𝑑𝜉
𝜏�̂�𝜏,   𝑑𝒓 = 𝛿𝑥𝛽𝒆

𝛽 = 𝛿𝜉𝜎  �̂�
𝜎 . 

Отсюда 

(𝑑𝜉𝜎 − 𝑑𝑥𝛼
𝜕𝜉𝜎

𝜕𝑥𝛼
) �̂�𝜎 = 0,   (𝛿𝜉𝜎 − 𝛿𝑥𝛽

𝜕𝑥𝛽

𝜕𝜉𝜎
)  �̂�𝜎 = 0. 

и в силу независимости систем �̂�𝜎 , �̂�
𝜎: 

𝑑𝜉𝜎 = 𝑑𝑥𝛼
𝜕𝜉𝜎

𝜕𝑥𝛼
,   𝛿𝜉𝜎 = 𝛿𝑥𝛽

𝜕𝑥𝛽

𝜕𝜉𝜎
.                                                         (51) 

Для обратных зависимостей: 

𝑑𝑥𝛼 = 𝑑𝜉𝜎
𝜕𝑥𝛼

𝜕𝜉𝜎
,   𝛿𝑥𝛽 = 𝛿𝜉𝜎

𝜕𝜉𝜎

𝜕𝑥𝛽
.                                                         (52) 

Значит, ковариантные компоненты вектора 𝑑𝒓 преобразуются по кова-

риантному закону, контравариантные – по контравариантному. 

Вопросы по теоретическому материалу 

1. Как образуется базис в пространстве 𝑹𝑛? 

2. Что представляют собой символы Кронекера 𝛿𝛼𝛽 ,  𝛿
𝛼𝛽 ,  𝛿𝛼

  𝛽
,  𝛿  𝛽

𝛼
? 

3. Как образуются контравариантные координаты (компоненты) 

вектора? 

4. Как образуются ковариантные координаты (компоненты) векто-

ра? 

5. В чем состоит правило краткой записи суммирования? 

6. Какую систему координат называют криволинейной? 

7. Как формируется базис криволинейной системы координат? 

8. Как формируется фундаментальная матрица (𝑔𝛼𝛽) криволиней-

ной системы координат? 
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9. Как связаны ковариантные и контравариантные компоненты век-

тора? 

10.  Как образуется взаимный (или сопряженный) базис? 

11.  В чем заключается операция жонглирования индексами? 

12.  Как выражается вектор 𝑑𝒓 элементарного перемещения в основ-

ном 𝒆𝛼 и сопряженном 𝒆𝛽 базисах? 

13. Какой вид приобретает фундаментальная матрица (𝑔𝛼𝛽) в орто-

гональной системе координат? 

14.  Как преобразуются базисные векторы 𝒆𝛼 , 𝒆
𝛼 при переходе к дру-

гой системе координат? Как формулируются ковариантный и контрвариант-

ный законы преобразования базисов? 

15.  Как преобразуются коэффициенты основной квадратичной фор-

мы при переходе к другой системе координат? 

16.  Как преобразуются компоненты вектора 𝑑𝒓 элементарного пере-

мещения при переходе к другой системе координат? 

 

6.2. Тензоры и алгебраические операции над ними 

Скаляром называется величина, не зависящая от выбора системы коор-

динат и задаваемая в фиксированной координатной системе одним числом. 

Пусть в системе координат K скаляр определен числом 𝑓 = 𝑓(𝑥𝛼), а в систе-

ме �̂� - числом 𝑓 = 𝑓 ( 
𝜎
), причем 𝑥

𝛼 = 𝑥𝛼 ( 
𝜎
) тогда, согласно определе-

нию, 𝑓(𝑥
𝛼) = 𝑓 (𝑥𝛼 ( 

𝜎
)) = 𝑓 ( 

𝜎
). Скалярами могут быть величины раз-

личной природы. Например, расстояние между точками пространства есть 

геометрический скаляр, а давление, плотность, температура и концентрация – 

физические скаляры.  

Далее в качестве объектов будем рассматривать элементы координат-

ных базисов 𝒆𝛼 и 𝒆𝛽 системы K, для которых выполняются следующие опе-

рации: 

1) умножение на скаляр для любых 𝒆𝛼 и 𝒆𝛽, т.е. для некоторого ска-

ляра q и объекта 𝒆𝛼 символ 𝑞𝒆𝛼 означает вектор, направленный при  𝑞 > 0  в 

туже сторону, что и 𝒆𝛼 (в противоположную, если 𝑞 < 0) и имеющий модуль 

|𝑞||𝒆𝛼|; 
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2) сложение определено для любой пары объектов  𝒆𝛼 + 𝒆𝛽 ,  𝒆
𝛼 +

𝒆𝛽 ,  𝒆𝛼 + 𝒆
𝛽    и т.д. Операция сложения коммутативна и подчиняется дистри-

бутивному закону  

𝑞(𝒆𝛼 + 𝒆𝛽) = 𝑞(𝒆𝛽 + 𝒆𝛼) = 𝑞𝒆𝛼 + 𝑞𝒆𝛽 = 𝑞𝒆𝛽 + 𝑞𝒆𝛼; 

3) для любой пары объектов определено скалярное умножение 

𝒆𝛼 ∙ 𝒆𝛽 = 𝑔𝛼𝛽 ,  𝒆
𝛼 ∙ 𝒆𝛽 = 𝑔𝛼𝛽 ,  𝒆𝛼 ∙ 𝒆

𝛽 = 𝛼
  𝛽 ,    𝒆𝛼 ∙ 𝒆𝛽 =   𝛽

 𝛼 . 

 Операция коммутативна и  

𝑞(𝒆𝛼 ∙ 𝒆𝛽) = (𝑞𝒆𝛼) ∙ 𝒆𝛽 = 𝒆𝛼 ∙ (𝑞𝒆𝛽) 

для любого скаляра q; 

4) для произвольных двух объектов определено векторное произве-

дение, являющееся вектором, который можно разложить по одному из коор-

динатных базисов системы K, 

𝒆𝛼 × 𝒆𝛽 = 𝑒𝛼𝛽𝛾 𝒆
𝛾 ,   𝒆𝛼 × 𝒆𝛽 = 𝑒𝛼𝛽𝜎𝒆𝜎 ,  𝒆𝛼 × 𝒆

𝛽 = 𝑒𝛼 𝜏
  𝛽
 𝒆𝜏 = 𝑒𝛼

  𝛽𝜎
𝒆𝜎 . 

Операция не коммутативна, 𝒆𝛼 × 𝒆𝛽 ≠ 𝒆𝛽 × 𝒆𝛼, однако, скалярный 

множитель можно отнести к любому сомножителю; 

5) индефинитное умножение. В результате применения этой опера-

ции к двум или нескольким объектам получается новый, более сложный объ-

ект, называемый полиадой, именно 

  𝒆𝛼𝒆𝛽 ,   𝒆
𝛼𝒆𝛽,  𝒆𝛼𝒆

𝛽 ,   𝒆𝛼𝒆𝛽 ,  𝒆𝛼𝒆𝛽  𝒆
𝛾,  𝒆𝛼𝒆

𝛽𝒆𝛾𝒆
𝜎   

и т.п. Полиада, полученная перемножением двух объектов, называется диа-

дой, трех элементов – триадой и т.д. Операция не коммутативна, 𝒆𝛼𝒆𝛽 ≠

𝒆𝛽𝒆𝛼. Две полиады считаются равными тогда и только тогда, когда они полу-

чены перемножением одних и тех же объектов в одной и той же последова-

тельности. Количество объектов в полиаде, совпадающее с числом индексов, 

называется ее рангом. Разные полиады одинакового ранга и определенной 

структуры, например,  𝒆𝛼𝒆
𝛽𝒆𝛾 (𝛼,  𝛽,  𝛾 = 1,  2,  3) считаются линейно незави-

симыми. Полиаду можно умножать на скалярный множитель и относить его 

к любому сомножителю. 
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Между полиадами первого ранга – элементами координатного базиса – 

имеются связи вида   𝒆𝛼 = 𝑔𝛼𝛽𝒆𝛽 ,  𝒆𝜎 = 𝑔𝜎𝜏𝒆
𝜏. Аналогичные связи есть и 

между полиадами разных типов, но одинакового ранга. Действительно, 

 𝒆𝛼𝒆𝛽 = 𝑔
𝛼𝜎𝒆𝜎𝒆𝛽 ,   𝒆𝛼𝒆𝛽 = 𝑔𝛼𝜎𝒆𝜎𝒆

𝛽 ,      𝒆𝛼𝒆𝛽 =  𝒆
𝜎𝒆𝜏𝑔𝜎𝛼𝑔𝜏𝛽 

и т.д. Сложение определено для полиад только равных рангов: при скалярном 

(векторном) умножении полиад скалярно (векторно) перемножаются сосед-

ние элементы этих полиад, 

(𝒆𝛼𝒆𝛽) ∙ (𝒆𝛾𝒆𝜎) = 𝒆𝛼(𝒆𝛽 ∙ 𝒆𝛾)𝒆𝜎 = 𝒈𝛽𝛾𝒆𝛼𝒆𝜎 ,  (𝒆𝛼𝒆𝛽) × (𝒆𝛾𝒆𝛿) = 

= 𝒆𝛼(𝒆𝛽 × 𝒆𝛾)𝒆𝛿 = 𝑒𝛽𝛾𝜎𝒆𝛼 𝒆
𝜎𝒆𝛿 . 

При индефинитном перемножении полиад получится новая полиада, 

ранг которой равен сумме рангов старых полиад, например,  

(𝒆𝛼𝒆𝛽)(𝒆𝛾𝒆𝜎) = 𝒆𝛼𝒆𝛽𝒆𝛾𝒆𝜎 

– полиада четвертого ранга. 

Другой инвариантной величиной является вектор. Вектором называют 

объект, не зависящий от выбора системы координат и представимый в фик-

сированной системе  𝑥𝛼 в виде линейной формы 

𝒂 = 𝑎𝛼𝒆𝛼 = 𝑎𝛽𝒆
𝛽 , 

где 𝑎𝛼 , 𝑎𝛽 – контравариантные и ковариантные компоненты вектора. Приме-

ры векторов: скорость, ускорение, сила, напряженность электрического поля. 

Для задания вектора в некоторой системе координат достаточно задать три 

его компоненты определенного типа. При переходе к другой системе коор-

динат �̂� компоненты вектора изменяются. Действительно, пусть �̂�𝜎 и  �̂�𝜏– 

компоненты вектора в новой системе координат   𝜎 . Тогда 

�̂�𝜎 = 𝒂 ∙ �̂�𝜎 = 𝒂 ∙ 𝒆𝛾
𝜕𝑥𝛾

𝜕 𝜎
 ,   �̂�𝜏 = 𝒂 ∙ �̂�𝝉 = 𝒂 ∙ 𝒆𝛾

𝜕 𝜏

𝜕𝑥𝛾
 , 

или  

�̂�𝜎 = 𝑎𝛾
𝜕𝑥𝛾

𝜕 𝜎
 ,   �̂�𝜏 = 𝑎𝛾

𝜕 𝜏

𝜕𝑥𝛾
 .                                                                             (2) 

Обратные зависимости имеют вид: 
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𝑎𝛾 = �̂�𝜎
𝜕 𝜎

𝜕𝑥𝛾
,   𝑎𝛾 = �̂�𝜏

𝜕𝑥𝛾

𝜕 𝜏
 .                                                                              (3) 

Значит, ковариантные и контравариантные компоненты вектора преоб-

разуются по одноименным законам. Это свойство вектора является характе-

ристическим и полагается в основу другого его определения. 

Вектором 𝒂 называется объект, определенный в фиксированной систе-

ме координат тремя числами – компонентами 𝑎𝛼 (или  𝑎𝛽), которые при пе-

реходе к новой системе координат в том же пространстве преобразуются по 

формулам (2). 

Введем нормированный ковариантный и контравариантный базисы: 

𝒆𝛼
1 = (𝑔𝛼𝛼)

−1/2𝒆𝛼 ,   𝒆1
𝛼 = (𝑔𝛼𝛼)−1/2 𝒆𝛼 .                                                       (4) 

и рассмотрим разложение вектора по этим базисам 

𝒂 = 𝑎∗
𝛼𝒆𝛼
1 = 𝑎𝛽

∗𝒆1
𝛽
.                                                                                               (5) 

Величины 𝑎∗
𝛼 и 𝑎𝛽

∗  называются физическими компонентами соответ-

ственно первого и второго типа. Между ними имеется тесная связь. В самом 

деле, 

𝒂 = 𝑎 
𝛼𝒆𝛼
 = 𝑎 

𝛼√𝑔𝛼𝛼  𝒆𝛼
1 = 𝑎𝛽

 𝒆 
𝛽 = 𝑎𝛽

 √𝑔𝛽𝛽  𝒆1
𝛽
. 

Сравнивая последние соотношения с (5), найдем 

𝑎∗
𝛼 = 𝑎 

𝛼√𝑔𝛼𝛼 ,   𝑎𝛽
∗ = 𝑎𝛽

 √𝑔𝛽𝛽.                                                                       (6) 

В ортогональной системе координат разного типа физические компо-

ненты совпадают: 𝑎∗
𝛼 = 𝑎𝛼

∗ . Из компонент вектора  можно образовать одну 

инвариантную величину, называемую модулем вектора и обозначаемую про-

сто a (иногда |𝒂|). Для квадрата модуля 

𝑎 
2 = 𝒂 ∙ 𝒂 = 𝑔 

𝛼𝛽𝑎𝛼
 𝑎𝛽
 = 𝑔𝜎𝜏

 𝑎 
𝜎𝑎 

𝜏 = 𝑎 
𝜔𝑎𝜔

 .                                                   (7) 

Ранее величины |𝒆𝛼|,  |𝒆
𝛽| были названы параметрами Ламэ, обозначим 

их соответственно 𝐻𝛼 и 𝐻𝛽: 

𝐻𝛼
 = √𝑔𝛼𝛼 ,   𝐻 

𝛽 = √𝑔𝛽𝛽.                                                                       (8) 
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Отсюда 

𝑎 
2 =∑

𝑔 
𝛼𝛽

𝐻 
𝛼𝐻 

𝛽
𝑎𝛼
∗ 𝑎𝛽
∗

𝛼,𝛽

=∑
𝑔𝜎𝜏
 

𝐻𝜎
 𝐻𝜏

 
𝑎∗
𝜎𝑎∗

𝜏

𝜎,𝜏

=∑
1

𝐻𝜔
 𝐻 

𝜔
𝑎∗
𝜔𝑎𝜔

∗

𝜔

.                       (9) 

В частности, для ортогональной системы координат получим: 

𝑎 
2 =∑(𝑎𝛼

∗ )𝟐

𝛼

=∑(𝑎∗
𝜎)𝟐

𝜎

= 𝑎∗
𝜔𝑎𝜔

∗ .                                                     (10) 

Тензором ранга n называется объект T, не зависящий от выбора систе-

мы координат и представимый в фиксированной координатной системе в ви-

де линейной формы полиад ранга n определенной структуры: 

𝑻 = 𝑇𝛼1𝛼2…𝛼𝑛𝒆𝛼1𝒆𝛼2 …𝒆𝛼𝑛 = 𝑇𝛼1
  𝛼2…𝛼𝑛𝒆𝛼1𝒆𝛼2 …𝒆𝛼𝑛 = 

= 𝑇𝛼1𝛼2…𝛼𝑛
  𝒆𝛼1𝒆𝛼2 …𝒆𝛼𝑛 .       (11) 

Коэффициенты  называются компонентами тензора. Они бывают кова-

риантными, контравариантными и смешанными, в зависимости от того, име-

ет ли компонента только нижние индексы, или только верхние, или те и дру-

гие. Всего имеется 3
n
 компонент тензора ранга n. 

Между компонентами тензора разного типа существуют связи. Дей-

ствительно, 

            𝑻 = 𝑇𝛼1𝛼2…𝛼𝑛𝒆𝛼1𝒆𝛼2 …𝒆𝛼𝑛 = 𝑇𝛽1
  𝛼2…𝛼𝑛𝒆𝛽1𝒆𝛼2 …𝒆𝛼𝑛 = 

= 𝑇𝛽1
  𝛼2…𝛼𝑛𝑔𝛽1𝛼1𝒆𝛼1𝒆𝛼2 …𝒆𝛼𝑛 ,   

откуда  

𝑇𝛼1𝛼2…𝛼𝑛 = 𝑇𝛽1
  𝛼2…𝛼𝑛𝑔𝛽1𝛼1 .                                                                          (12) 

Точно также получаются соотношения 

𝑇𝛽1
  𝛼2…𝛼𝑛 = 𝑔𝛽1𝛼1

 𝑇𝛼1𝛼2…𝛼𝑛 .                                                                          (13) 

Формулы (12), (13) выражают операции опускания и поднятия индек-

сов – жонглирование индексами. Для прямоугольной системы координат 

𝑔𝛼𝛽
 = 𝛿𝛼𝛽

 ,  𝑔𝛼𝛽 = 𝛿𝛼𝛽 и из (12), (13) 

              𝑇𝛼1𝛼2…𝛼𝑛 = 𝑇𝛽1
  𝛼2…𝛼𝑛𝛿𝛽1𝛼1 = 𝑇𝛼1

  𝛼2…𝛼𝑛 ,    𝑇𝛽1
  𝛼2…𝛼𝑛 = 

= 𝛿𝛽1𝛼1
 𝑇𝛼1𝛼2…𝛼𝑛 = 𝑇𝛽1𝛼2…𝛼𝑛 ,       (14) 
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т.е. в этой системе положение индекса не существенно и поэтому нет разли-

чия типа компонент. 

Итак, в фиксированной системе координат тензор ранга  n  определяет-

ся заданием его компонент конкретного типа. Конечно, эти компоненты за-

висят от выбора системы координат. Установим зависимости между компо-

нентами тензора в системе координат 𝐾(𝑥𝛼) и �̂�(𝜉𝜎). Пусть в первой системе 

компоненты имеют вид 𝑇𝛼1
  𝛼2…𝛼𝑛

, а во второй  –  �̂�𝛽1
  𝛽2…𝛽𝑛

. В силу инвариантно-

сти тензора и законов преобразования базисных векторов получим 

𝑻 = �̂�𝛽1
  𝛽2…𝛽𝑛�̂� 

𝛽1�̂�𝛽2 
 … �̂�𝛽𝑛 

 = 𝑇𝛼1
  𝛼2…𝛼𝑛𝒆 

𝛼1𝒆𝛼2 
 …𝒆𝛼𝑛 

 = 

= 𝑇𝛼1
  𝛼2…𝛼𝑛

𝜕𝑥𝛼1

𝜕 𝛽1

𝜕 𝛽2

𝜕𝑥𝛼2
…
𝜕 𝛽𝑛

𝜕𝑥𝛼𝑛
�̂� 
𝛽1�̂�𝛽2 

 … �̂�𝛽𝑛 
 .               (15) 

Отсюда 

�̂�𝛽1
  𝛽2…𝛽𝑛 = 𝑇𝛼1

  𝛼2…𝛼𝑛
𝜕𝑥𝛼1

𝜕 𝛽1

𝜕 𝛽2

𝜕𝑥𝛼2
…
𝜕 𝛽𝑛

𝜕𝑥𝛼𝑛
 .                                                       (16) 

Обратные формулы 

𝑇𝛼1
  𝛼2…𝛼𝑛 = �̂�𝛽1

  𝛽2…𝛽𝑛
𝜕 𝛽1

𝜕𝑥𝛼1

𝜕𝑥𝛼2

𝜕 𝛽2
…
𝜕𝑥𝛼𝑛

𝜕 𝛽𝑛
 .                                                       (17) 

Формулы (16), (17) показывают, что каждый ковариантный или кон-

травариантный индекс компоненты тензора преобразуется по одноименному 

закону. Кроме того, компоненты тензора в новых переменных есть линейная 

комбинация всех компонент в старых переменных. Поэтому тензор будет ну-

левым, если все его компоненты равны нулю в одной из систем координат. 

Другое определение тензора. Тензором ранга n называют объект, кото-

рый в фиксированной системе координат определяется 3
n
 числами – компо-

нентами, преобразующимися при переходе к другой системе координат в том 

же пространстве по формулам (16). 

Формулы преобразования коэффициентов основной квадратичной 

формы 
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�̂�𝛼𝛽
 = 𝑔𝜎𝜏

 
𝜕𝑥𝜎

𝜕 𝛼
𝜕𝑥𝜏

𝜕 𝛽
 

показывают их тензорную природу. Значит, совокупность девяти величин 

𝑔𝛼𝛽
  определяют тензор второго ранга 

𝑮 = 𝑔𝛼𝛽
 𝒆𝛼𝒆𝛽 .                                                                        (18) 

Он носит название метрического тензора. 

Частные виды тензоров. При 𝑛 = 0,  𝑁 = 1 (𝑁 = 3𝑛 - число компонент) 

получим тензор нулевого ранга – инвариантный объект, определяемый в не-

которой системе координат одним числом. Это есть скаляр. При 𝑛 = 1,  𝑁 =

3 получаем тензор 1-го ранга – инвариантный объект 𝑻 = 𝑇 
𝛼𝒆𝛼
 = 𝑇𝛽

 𝒆𝛽, т.е. 

вектор. При 𝑛 = 2,  𝑁 = 9 имеем тензор 2-го ранга, для которого справедливы 

четыре различных представления: 

𝑻 = 𝑇 
𝛼𝛽𝒆𝛼

 𝒆𝛽
 = 𝑇𝛼𝛽

 𝒆𝛼𝒆𝛽 = 𝑇   𝛽
𝛼 𝒆𝛼

 𝒆𝛽 = 𝑇 𝛼
  𝛽
𝒆𝛼𝒆𝛽

 .                                  (19) 

При 𝑛 = 3,  𝑁 = 27 - тензор 3-го ранга и т.д. С ростом ранга быстро 

возрастает число компонент и число различных представлений тензора. 

Введем аналогично векторам физические компоненты тензоров. Пусть 

(𝒆𝛼1
1 , … , 𝒆𝛼𝑛

1 ),  (𝒆1
𝛼1 , … , 𝒆1

𝛼𝑛)  - нормированные элементы координатных бази-

сов системы K. Тогда  

              𝑻 = �̃� 
𝛼1𝛼2…𝛼𝑛𝒆𝛼1 

1 …𝒆𝛼𝑛
1 = �̃�𝛼1

  𝛼2…𝛼𝑛𝒆1
𝛼1𝒆𝛼2

1 …𝒆𝛼𝑛
1 = ⋯ = 

= �̃�𝛼1𝛼2…𝛼𝑛
 𝒆1

𝛼1𝒆1
𝛼2 …𝒆1

𝛼𝑛 .  (20)  

Поскольку 𝒆𝛼
 = 𝐻𝛼𝒆𝛼

1 ,  𝒆𝛽 = 𝐻𝛽𝒆1
𝛽

, то из представления (15), (20) 

найдем связи физических компонент через обычные компоненты: 

�̃� 
𝛼1𝛼2…𝛼𝑛 = 𝑇 

𝛼1𝛼2…𝛼𝑛𝐻𝛼1𝐻𝛼2 …𝐻𝛼𝑛 ,  �̃�𝛼1
  𝛼2…𝛼𝑛 = 𝑇𝛼1

  𝛼2…𝛼𝑛𝐻 
𝛼1𝐻𝛼2 …𝐻𝛼𝑛 , …, 

�̃�𝛼1𝛼2…𝛼𝑛
 = 𝑇𝛼1𝛼2…𝛼𝑛

 𝐻 
𝛼1𝐻 

𝛼2 …𝐻 
𝛼𝑛 .     (21)  

Для ортогональной системы 𝒆𝛼 = 𝒆𝛼
 , и все физические компоненты 

различных типов совпадают. 
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Операции с тензорами. Возьмем два тензора  P  и  Q  одного и того же 

ранга  n  и сложим почленно формулы преобразования одинаковых компо-

нент 

�̂� 
𝛼1𝛼2…𝛼𝑛 = 𝑃 

𝜎1𝜎2…𝜎𝑛
𝜕 𝛼1

𝜕𝑥𝜎1
…
𝜕 𝛼𝑛

𝜕𝑥𝜎𝑛
,    �̂� 

𝛼1𝛼2…𝛼𝑛 = 𝑄 
𝜎1𝜎2…𝜎𝑛

𝜕 𝛼1

𝜕𝑥𝜎1
…
𝜕 𝛼𝑛

𝜕𝑥𝜎𝑛
, 

приходим к равенству 

�̂� 
𝛼1𝛼2…𝛼𝑛 +  �̂� 

𝛼1𝛼2…𝛼𝑛 = (𝑃 
𝜎1𝜎2…𝜎𝑛 + 𝑄 

𝜎1𝜎2…𝜎𝑛)
𝜕 𝛼1

𝜕𝑥𝜎1
…
𝜕 𝛼𝑛

𝜕𝑥𝜎𝑛
. 

Оно означает, что объект  

𝑇 
𝜎1𝜎2…𝜎𝑛 = 𝑃 

𝜎1𝜎2…𝜎𝑛 + 𝑄 
𝜎1𝜎2…𝜎𝑛 

есть тензор ранга  n.  Данный тензор и называется суммой исходных тензо-

ров, т.е.   

𝑻 = 𝑷 + 𝑸. 

Видно, что складывать можно только тензоры одинакового ранга, и 

операция сложения коммутативна. 

Пусть имеются два тензора:  P  ранга  p  и  Q  ранга  q, и их какие-либо 

компоненты 

�̂� 
𝛼1𝛼2…𝛼𝑝 = 𝑃 

𝜎1𝜎2…𝜎𝑝
𝜕 𝛼1

𝜕𝑥𝜎1
…
𝜕 𝛼𝑝

𝜕𝑥𝜎𝑝
,    �̂� 𝛽1𝛽2…𝛽𝑞

 = 𝑄 𝜏1𝜏2…𝜏𝑞
 

𝜕𝑥𝜏1

𝜕 𝛽1
…
𝜕𝑥𝜏𝑞

𝜕 𝛽𝑞
. 

Перемножив эти формулы, придем к равенству 

�̂� 
𝛼1…𝛼𝑝�̂� 𝛽1…𝛽𝑞

 = 𝑃 
𝜎1𝜎2…𝜎𝑝𝑄 𝜏1𝜏2…𝜏𝑞

 
𝜕 𝛼1

𝜕𝑥𝜎1
…
𝜕 𝛼𝑝

𝜕𝑥𝜎𝑝
𝜕𝑥𝜏1

𝜕 𝛽1
…
𝜕𝑥𝜏𝑞

𝜕 𝛽𝑞
, 

из которого следует, что объект 

𝑇             𝜏1…𝜏𝑞
𝜎1…𝜎𝑝 = 𝑃 

𝜎1…𝜎𝑝𝑄 𝜏1…𝜏𝑞
 

 

  

есть тензор ранга 𝑝 + 𝑞, называемый произведением исходных тензоров, и 

записывают в виде: 

𝑻 = 𝑷𝑸. 

Таким образом, умножение тензоров определено для двух тензоров произ-

вольных рангов, и ранг произведения равен сумме рангов сомножителей. 

Произведение тензоров существенно зависит от порядка сомножителей и 
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оно, вообще говоря не коммутативно: 𝑷𝑸 ≠ 𝑸𝑷. В частности, если f - скаляр, 

то компонентами 𝑻 = 𝑓𝑷  будут 𝑇 
𝜎1…𝜎𝑝 = 𝑓𝑃 

𝜎1…𝜎𝑝. Если перемножаются два 

вектора a и b, то получится тензор 2-го ранга 

𝑻 = 𝒂𝒃,   𝑇 
𝛼𝛽 = 𝑎 

𝛼𝑏 
𝛽 , 

т.е. диада. Если перемножаются  n  векторов  a1, … , an, получим тензор ранга 

n,  

𝑻 = 𝒂1𝒂2…𝒂𝑛,   𝑇 
𝛼1𝛼2…𝛼𝑛 = 𝑎 1

𝛼1𝑎 2
𝛼2 …𝑎 𝑛

𝛼𝑛 , 

т.е. полиаду. 

Свертывание тензора. Пусть T - тензор ранга 𝑛 ≥ 2 и одна из его сме-

шанных компонент преобразуется по формуле 

�̂� 𝛼1
   𝛼2…𝛼𝑛 = 𝑇 𝜎1

   𝜎2…𝜎𝑛
𝜕𝑥𝜎1

𝜕 𝛼1
𝜕 𝛼2

𝜕𝑥𝜎2
…
𝜕 𝛼𝑛

𝜕𝑥𝜎𝑛
,                                              (23) 

где 𝛼1, … , 𝛼𝑛 = 1, 2, 3. Возьмем теперь только те равенства, в которых индек-

сы 𝛼1 и 𝛼2 одинаковы, и образуем их сумму: 

             �̂� 𝛼1
   𝛼1𝛼3…𝛼𝑛 = 𝑇 𝜎1

   𝜎2…𝜎𝑛
𝜕𝑥𝜎1

𝜕 𝛼1
𝜕 𝛼1

𝜕𝑥𝜎2

𝜕 𝛼3

𝜕𝑥𝜎3
…
𝜕 𝛼𝑛

𝜕𝑥𝜎𝑛
= 

= 𝑇 𝜎1
   𝜎1𝜎3…𝜎𝑛

𝜕 𝛼3

𝜕𝑥𝜎3
…
𝜕 𝛼𝑛

𝜕𝑥𝜎𝑛
,         (24) 

так как (𝜕𝑥𝜎1/𝜕
 𝛼1)(𝜕 𝛼1/𝜕𝑥𝜎2) = 𝛿  𝜎2 

𝜎1 . Получим закон преобразования тен-

зора ранга  𝑛 − 2, который называется сверткой тензора T по двум индексам. 

Таким образом, операция свертывания тензора 𝑇 𝜎1
   𝜎2𝜎3…𝜎𝑛

 по различного типа 

индексам 𝜎1,  𝜎2 состоит в сопоставлении исходному тензору тензора 

𝑇 𝜎1
   𝜎1𝜎3…𝜎𝑛

, ранг которого на две единицы ниже. Ясно, что можно образовы-

вать несколько различных сверток, важно только, чтобы один из индексов 

был верхним, а другой нижним. Операция свертывания может быть повторе-

на несколько раз, и тензору четвертого ранга можно сопоставить тензор ну-

левого ранга, называемый инвариантом исходного тензора. Заметим, что 

𝑇 𝜎 
   𝜎 𝜎3…𝜎𝑛 = 𝑇   𝜔 

𝜏   𝜎3…𝜎𝑛𝑔𝜏𝜎
 𝑔 

𝜎𝜔 = 𝛿𝜏
 𝜔 = 𝑇   𝜏 

𝜏   𝜎3…𝜎𝑛 ,                                           (25) 
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т.е. если в свертке поднимаем нижний индекс суммирования, то верхний ин-

декс следует опустить. 

Скалярное умножение тензоров. Скалярным произведением тензора  P 

ранга  p  и тензора  Q  ранга  q  является результат последовательного выпол-

нения двух операций: 1) умножения P  на  Q; 2) свертывание произведения 

по последнему индексу первого сомножителя и по первому индексу второго. 

Другими словами, 𝑻 = 𝑷 ∙ 𝑸 и 

𝑇
               𝛽2…𝛽𝑞

𝛼1…𝛼𝑝−1 = 𝑃 
𝛼1…𝛼𝑝−1𝜎𝑄 𝜎𝛽2…𝛽𝑞

 

 

 , 

причем 𝑟𝑇
 = 𝑟𝑃

 + 𝑟𝑄
 − 2, где через 𝑟𝑇

 , 𝑟𝑃
 , 𝑟𝑄

  обозначены ранги тензоров. Ясно, 

что степени тензора второго ранга снова являются тензорами второго ранга: 

если 𝑻 = 𝑇   𝛽
𝛼 𝒆𝛼

 𝒆𝛽, то 

𝑻𝟐 = 𝑻 ∙ 𝑻 = 𝑇   𝜎
𝛼 𝑇   𝛽

𝜎 𝒆𝛼
 𝒆𝛽 ,   𝑻𝟑 = 𝑻 ∙ 𝑻𝟐 = 𝑇   𝜎

𝛼 𝑇   𝜏
𝜎 𝑇   𝛽

𝜏 𝒆𝛼
 𝒆𝛽 , …                 (26) 

Для полноты ряда (26) условно считают, что нулевая степень 

𝑻0 = 𝑔𝛼𝛽
 𝒆 

 𝛼𝒆𝛽 = 𝑮                                                                                              (27) 

совпадает с метрическим тензором. 

Симметрия и антисимметрия тензоров. После перестановки у компо-

нент каких-либо двух верхних или двух нижних индексов, вообще говоря, 

получается другой тензор. Если после такой перестановки тензор не изменя-

ется, то он называется симметричным. Если каждые две компоненты с пере-

ставленными индексами отличаются только знаками, то тензор - антисим-

метричный по этим индексам. Так, если тензор третьего ранга 𝑇     𝛾
𝛼𝛽

 симмет-

ричен по α и β, то 𝑇     𝛾
𝛼𝛽
= 𝑇     𝛾

𝛽𝛼
. Если он антисимметричен, то 𝑇     𝛾

𝛼𝛽
= −𝑇     𝛾

𝛽𝛼
. 

Компоненты антисимметричного тензора, в котором переставляемые индек-

сы одинаковы, равны нулю: 𝑇     𝛾
𝛼𝛼 = −𝑇     𝛾

𝛼𝛼 = 0. Тензор симметричен или анти-

симметричен по какой-либо группе одинаково расположенных индексов, ес-

ли он является таковым по каждой паре индексов этой группы. Пусть, 

например, тензор третьего ранга симметричен по верхним индексам, тогда 

𝑇𝜎𝜏𝛾
 = 𝑇     𝛾

𝛼𝛽
𝑔𝜎𝛼
 𝑔𝜏𝛽

 = 𝑇     𝛾
𝛽𝛼
𝑔𝜎𝛼
 𝑔𝜏𝛽

 = 𝑇𝜏𝜎𝛾
  - симметричен по нижним индексам. 
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Значит, при определении симметрии тензора по двум индексам существенны 

номера этих индексов и не важно, расположены они оба наверху или оба 

внизу. Свойство симметрии или антисимметрии является инвариантным, хо-

тя компоненты тензора и зависят от выбора системы координат. В самом де-

ле, например, для тензора третьего ранга, если 𝑇     𝛾
𝛼𝛽
= 𝑇     𝛾

𝛽𝛼
, то 

�̂�     𝜔
𝜎𝜏 = 𝑇     𝛾

𝛼𝛽 𝜕
 𝜎

𝜕𝑥𝛼
𝜕 𝜏

𝜕𝑥𝛽
𝜕𝑥𝛾

𝜕 𝜔
= 𝑇     𝛾

𝛽𝛼 𝜕
 𝜏

𝜕𝑥𝛽
𝜕 𝜎

𝜕𝑥𝛼
𝜕𝑥𝛾

𝜕 𝜔
= �̂�     𝜔

𝜏𝜎  . 

Аналогично доказывается инвариантность свойства антисимметрично-

го тензора. 

Симметрирование и альтернирование. Из компонент 𝑇𝛼𝛽
  тензора вто-

рого ранга образуем симметричный и антисимметричный, 𝑇(𝛼𝛽)
  и 𝑇[𝛼𝛽]

  , тен-

зоры 

𝑇(𝛼𝛽)
 = (𝑇𝛼𝛽

 + 𝑇𝛽𝛼
 )/2,   𝑇[𝛼𝛽]

 = (𝑇𝛼𝛽
 − 𝑇𝛽𝛼

 )/2. 

Тензору третьего ранга 𝑇𝛼𝛽𝛾
  аналогичным способом можно сопоста-

вить тензоры: 

𝑇(𝛼𝛽𝛾)
 =

1

3!
(𝑇𝛼𝛽𝛾

 + 𝑇𝛽𝛾𝛼
 + 𝑇𝛾𝛼𝛽

 + 𝑇𝛽𝛼𝛾
 + 𝑇𝛼𝛾𝛽

 + 𝑇𝛾𝛽𝛼
 ), 

𝑇[𝛼𝛽𝛾]
 =

1

3!
(𝑇𝛼𝛽𝛾
 + 𝑇𝛽𝛾𝛼

 + 𝑇𝛾𝛼𝛽
 − 𝑇𝛽𝛼𝛾

 − 𝑇𝛼𝛾𝛽
 − 𝑇𝛾𝛽𝛼

 ), 

из которых первый является симметричным, а второй - антисимметричным 

по всем трем индексам. Легко видеть, что симметричный тензор определяет-

ся как среднее арифметическое тензоров, полученных из исходного путем 

всевозможных перестановок индексов; антисимметричный тензор есть сред-

нее арифметическое тензоров, полученных всевозможными перестановками 

индексов у исходного тензора, причем в случае четной перестановки берется 

знак плюс, а в случае нечетной – минус. 

Подобная операция применима к тензорам четвертого и более высоких 

рангов. Операция сопоставления данному тензору тензора того же ранга, 

симметричного по некоторой группе одинаково расположенных индексов - 

симметрирование, а операция сопоставления данному тензору тензора того 
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же ранга, антисимметричного по какой-либо группе индексов - альтерниро-

вание. 

Теорема 1 (свойства двойной свертки). Двойная свертка тензора произ-

вольного ранга, симметричного по свертываемым индексам, с тензором про-

извольного ранга, антисимметричного по этим же индексам, равна нулю. Об-

ратно: если равна нулю двойная свертка двух тензоров произвольных рангов 

и если один из тензоров есть произвольный тензор, симметричный (антисим-

метричный) по свертываемым индексам, то другой тензор антисимметрич-

ный (симметричный) по этим индексам. 

Доказательство. Пусть  S, A - тензоры ранга  s  и  a  соответственно, 

свертываются по двум первым индексам и 

𝑆 
𝛼1𝛼2𝛼3…𝛼𝑠 = 𝑆 

𝛼2𝛼1𝛼3…𝛼𝑠 ,                                                                      (29) 

𝐴 𝛽1𝛽2𝛽3…𝛽𝑎
 = −𝐴 𝛽2𝛽1𝛽3…𝛽𝑎

 .                                                                 (30) 

Тогда двойная свертка симметричного тензора S и антисимметричного 

тензора A равна нулю. Действительно, в силу (29), (30) 

𝑆 
𝛽1𝛽2𝛼3…𝛼𝑠𝐴 𝛽1𝛽2𝛽3…𝛽𝑎

 =
1

2
(𝑆 
𝛽1𝛽2𝛼3…𝛼𝑠𝐴 𝛽1𝛽2𝛽3…𝛽𝑎

 + 𝑆 
𝛽2𝛽1𝛼3…𝛼𝑠𝐴 𝛽2𝛽1𝛽3…𝛽𝑎

 ) = 

=
1

2
𝑆 
𝛽1𝛽2𝛼3…𝛼𝑠(𝐴 𝛽1𝛽2𝛽3…𝛽𝑎

 + 𝐴 𝛽2𝛽1𝛽3…𝛽𝑎
 ) = 0.     (31) 

Для доказательства обратного заметим, что из (31) для произвольного 

тензора  S следуют равенства (30), выражающие антисимметричность тензо-

ра A . 

Пусть теперь A - произвольный антисимметричный тензор, и свертка S 

и  A равны нулю. Тогда 

𝑆 
𝛽1𝛽2𝛼3…𝛼𝑠𝐴 𝛽1𝛽2𝛽3…𝛽𝑎

 =
1

2
(𝑆 
𝛽1𝛽2𝛼3…𝛼𝑠𝐴 𝛽1𝛽2𝛽3…𝛽𝑎

 + 𝑆 
𝛽2𝛽1𝛼3…𝛼𝑠𝐴 𝛽2𝛽1𝛽3…𝛽𝑎

 ) = 

=
1

2
𝐴 𝛽1𝛽2𝛽3…𝛽𝑎
 (𝑆 

𝛽1𝛽2𝛼3…𝛼𝑠 − 𝑆 
𝛽2𝛽1𝛼3…𝛼𝑠) = 0, 

и в силу произвольности тензора A получим симметричность тензора S по 

свертываемым индексам. Теорема доказана. 
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Эта теорема часто используется при различных преобразованиях тен-

зорных выражений. 

Теорема 2 (деление тензоров). Объект T, задаваемый в системе коорди-

нат 𝑥𝛼 с помощью 3𝑛 чисел – компонент 𝑇𝛼1𝛼2…𝛼𝑛, является тензором ранга 

n, если при умножении его на произвольный тензор  S  ранга 𝑚 ≤ 𝑛 и сверт-

ки по m индексам получается тензор  ранга 𝑛 −𝑚: 

𝑃𝛼𝑚+1…𝛼𝑛 = 𝑇𝛼1…𝛼𝑚𝛼𝑚+1…𝛼𝑛𝑆𝛼1𝛼2…𝛼𝑚
  .                                                (32) 

Доказательство. Запишем равенство (32) в системе �̂�(𝜉𝜎): 

�̂�𝛽1…𝛽𝑚𝛽𝑚+1…𝛽𝑛�̂�𝛽1𝛽2…𝛽𝑚
  = �̂�𝛽𝑚+1…𝛽𝑛 = 𝑃𝛼𝑚+1…𝛼𝑛

𝜕 𝛽𝑚+1

𝜕𝑥𝛼𝑚+1
…
𝜕 𝛽𝑛

𝜕𝑥𝛼𝑛
= 

= 𝑇𝛼1…𝛼𝑛𝑆𝛼1…𝛼𝑚
  

𝜕 𝛽𝑚+1

𝜕𝑥𝛼𝑚+1
…
𝜕 𝛽𝑛

𝜕𝑥𝛼𝑛

= 𝑇𝛼1…𝛼𝑛�̂�𝛽1𝛽2…𝛽𝑚
  𝜕 𝛽1

𝜕𝑥𝛼1
…
𝜕 𝛽𝑚

𝜕𝑥𝛼𝑚

𝜕 𝛽𝑚+1

𝜕𝑥𝛼𝑚+1
…
𝜕 𝛽𝑛

𝜕𝑥𝛼𝑛
, 

 

откуда 

(�̂�𝛽1…𝛽𝑛 − 𝑇𝛼1…𝛼𝑛
𝜕 𝛽1

𝜕𝑥𝛼1
…
𝜕 𝛽𝑛

𝜕𝑥𝛼𝑛
) �̂�𝛽1…𝛽𝑚

  = 0. 

Так как S - произвольный тензор, то компоненты �̂�𝛽1…𝛽𝑚
   - произволь-

ные величины. Значит,  

�̂�𝛽1…𝛽𝑛 = 𝑇𝛼1…𝛼𝑛
𝜕 𝛽1

𝜕𝑥𝛼1
…
𝜕 𝛽𝑛

𝜕𝑥𝛼𝑛
, 

т.е. тензорный закон преобразования, и объект T суть тензор ранга  n. Теоре-

ма доказана. 

Данная теорема дает критерий, устанавливающий тензорный характер 

объектов. Для иллюстрации рассмотрим основную квадратичную форму  

𝑑𝑠2 = 𝑔𝛼𝛽𝑑𝑥
𝛼𝑑𝑥𝛽. В ней 𝑑𝑥𝛼𝑑𝑥𝛽 - произвольный тензор второго ранга, ибо 

сами дифференциалы могут быть произвольными; величина 𝑑𝑠2 - скаляр – 

тензор нулевого ранга. По теореме двух индексный объект 𝑔𝛼𝛽 есть тензор 

второго ранга, названный выше метрическим тензором. 
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Вопросы по теоретическому материалу. 

1. Что называют скаляром? Приведите примеры скалярных и неска-

лярных величин. 

2. Какие операции определены для элементов координатных бази-

сов 


e  и 


e ? Какими свойствами обладают эти операции? 

3. Как образуются полиады и какими характеристиками они обла-

дают? 

4. Как определяется вектор в тензорном анализе? Каковы его пред-

ставления и характеристики? 

5. Что представляют собой параметры Ламэ? 

6. Как определяется тензор ранга n ? Каковы его основные характе-

ристики? Примеры тензоров. 

7. Какие алгебраические операции определяются для тензоров?  

8. В чем заключается операция свертывания тензоров? 

9. Как осуществляется скалярное умножение тензоров? 

10.  Какими свойствами обладают симметричные и антисимметрич-

ные тензоры? 

11.  В чем состоит операция симметрирования и альтернирования 

для тензоров второго и третьего рангов? 

12.  Каким свойством может обладать двойная свертка тензоров? 

13.  Как можно сформулировать критерий, устанавливающий тен-

зорный характер объекта? 

 

6.3. Метрический и дискриминантный тензоры 

Метрический тензор тесно связан с метрикой пространства и имеет вид 

𝑮 = 𝑔𝛼𝛽
 𝒆𝛼𝒆𝛽 .                                                                        (1) 
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Формула (1) дает представление с помощью ковариантных компонент 

𝐺𝛼𝛽
 = 𝑔𝛼𝛽

 , совпадающих с коэффициентами основной квадратичной формы. 

Компоненты другого вида получаются путем поднятия индексов: 

𝐺   𝛽
𝛼 = 𝑔 

𝛼𝜎𝑔𝜎𝛽
 = 𝛿   𝛽

𝛼 ,   𝐺 𝛼
  𝛽
= 𝑔𝛼𝜎 

 𝑔 
 𝜎𝛽 = 𝛿 𝛼

  𝛽
,   𝐺 

𝛼𝛽 = 𝐺   𝜎
𝛼 𝑔 

𝜎𝛽 = 

= 𝛿   𝜎
𝛼 𝑔 

𝜎𝛽 = 𝑔 
𝛼𝛽 , 

т.е. смешанные компоненты представляют собой дельты Кронекера. Таким 

образом, 

𝑮 = 𝑔𝛼𝛽
 𝒆𝛼𝒆𝛽 = 𝛿   𝛽

𝛼 𝒆𝛼
 𝒆𝛽 = 𝛿𝛼

  𝛽
𝒆 
𝛼𝒆𝛽
 = 𝑔 

𝛼𝛽𝒆𝛼
 𝒆𝛽
  ,                                 (2)  

и метрический тензор симметричен. Далее, в любой другой системе коорди-

нат 

�̂�   𝛽
𝛼 = 𝛿   𝜏

𝜎
𝜕 𝛼

𝜕𝑥𝜎
𝜕𝑥𝜏

𝜕𝛽
=
𝜕 𝛼

𝜕𝑥𝜎
𝜕𝑥𝜎

𝜕𝛽
= 𝛿   𝛽

𝛼 , 

и смешанные компоненты есть тоже дельты Кронекера. 

Возьмем любой тензор T , например 3-го ранга, и образуем скалярное 

произведение 𝑺 = 𝑮 ∙ 𝑻. Для контравариантных компонент тензора S имеем 

𝑆 
𝛼𝛽𝛾 = 𝛿   𝜎

𝛼 𝑇 
𝜎𝛽𝛾 = 𝑇 

𝛼𝛽𝛾,   𝑮 ∙ 𝑻 = 𝑻.                                                                (3) 

Другими словами, при умножении метрический тензор играет роль 

единичного тензора, и любая степень G совпадает с самим G . 

Как уже отмечалось, векторные произведения базисных элементов 

можно разложить по векторам контравариантного или ковариантного базиса: 

𝒆𝛼 × 𝒆𝛽 = 𝑒𝛼𝛽𝛾 𝒆
𝛾,   𝒆𝛼 × 𝒆𝛽 = 𝑒𝛼𝛽𝜎𝒆𝜎 ,  𝒆𝛼 × 𝒆

𝛽 = 𝑒𝛼
  𝛽𝜎
𝒆𝜎 .                    (4) 

Рассмотрим первую из формул (4)  и умножим ее скалярно на 𝒆𝛾: 

(𝒆𝛼 , 𝒆𝛽 , 𝒆𝛾) = 𝑒𝛼𝛽𝜎𝛿   𝛾
𝜎 = 𝑒𝛼𝛽𝛾.                                                                            (5) 

Найдем закон преобразования величин 𝑒𝛼𝛽𝛾 при переходе к новой си-

стеме координат. Имеем 

           �̂�𝜎𝜏𝜔 = (�̂�𝜎 , �̂�𝜏, �̂�𝜔) = (𝒆𝛼
𝜕𝑥𝛼

𝜕𝜎
, 𝒆𝛽

𝜕𝑥𝛽

𝜕𝜏
, 𝒆𝛾

𝜕𝑥𝛾

𝜕 𝜔
) = 

= 𝑒𝛼𝛽𝛾
𝜕𝑥𝛼

𝜕𝜎
𝜕𝑥𝛽

𝜕𝜏
𝜕𝑥𝛾

𝜕 𝜔
 ,         (6) 
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откуда вытекает, что 𝑒𝛼𝛽𝛾 есть компоненты тензора 3-го ранга. Он обознача-

ется через E и называется дискриминантным тензором: 

𝑬 = 𝑒𝛼𝛽𝛾𝒆
𝛼𝒆𝛽𝒆𝛾 = 𝑒  𝛽𝛾

𝛼 𝒆𝜶
 𝒆𝛽𝒆𝛾 = 𝑒 

𝛼𝛽𝛾𝒆𝛼
 𝒆𝛽
 𝒆𝛾
 = ⋯                   (7) 

Из свойств смешанного произведения (5) следует его антисимметрич-

ность по всей тройке индексов: 

𝑒𝛼𝛽𝛾 = −𝑒𝛽𝛼𝛾 ,   𝑒𝛼𝛽𝛾 = −𝑒𝛾𝛽𝛼 ,   𝑒𝛼𝛽𝛾 = −𝑒𝛼𝛾𝛽 .                               (8) 

Значит, все компоненты тензора, у которых два или все три индекса 

одинаковы, равны нулю. Ненулевые компоненты отличаются от 𝑒123 только 

знаком. Так как 

(𝒆𝛼 , 𝒆𝛽 , 𝒆𝛾)
2
= 𝑔.                                                                                    (9) 

то 𝑒123 = √𝑔, и ковариантные компоненты тензора  имеют значения: 

𝑒𝛼𝛽𝛾 = {

√𝑔 ,  если 𝛼, 𝛽, 𝛾 − четная перестановка из 1, 2, 3;

−√𝑔 , если 𝛼, 𝛽, 𝛾 − нечетная перестановка из 1, 2, 3;

0,   в остальных случаях.

             (10) 

Заметим, что коэффициенты во всех разложениях (4) есть компоненты 

дискриминантного тензора. Так, для левой части второго равенства имеем 

 𝒆𝜆 × 𝒆𝜇 = 𝑔𝜆𝛼𝑔𝜇𝛽(𝒆𝛼 × 𝒆𝛽) = 𝑔
𝜆𝛼𝑔𝜇𝛽𝑒𝛼𝛽𝜎  𝒆

𝜎 = 𝑔𝜆𝛼𝑔𝜇𝛽𝑔𝜌𝜎𝑒𝛼𝛽𝜎𝒆𝜌. 

Сравнение этого выражения с правой частью показывает, что 

𝑒𝜆𝜇𝜌 = 𝑔𝜆𝛼𝑔𝜇𝛽𝑔𝜌𝜎𝑒𝛼𝛽𝜎  ,                                                                        (11) 

т.е. коэффициенты 𝑒𝜆𝜇𝜌 получаются из компонент 𝑒𝛼𝛽𝜎 с помощью операции 

поднятия индексов и, значит, являются контравариантными компонентами 

тензора E . Поскольку  ( 𝒆1, 𝒆2, 𝒆3)2 = 𝑔1 , то 

𝑒123 = ( 𝒆1, 𝒆2, 𝒆3) = √𝑔1 ,                                                                      (12) 

и для 𝑒𝛼𝛽𝛾 получим выражение вида (10) с заменой g на g1. 

Замечание 4. В трехмерном пространстве произвольный антисиммет-

ричный тензор S третьего ранга тоже имеет только одну независимую ком-

поненту 𝑆123 ≠ 0. Поэтому существуют связи 

𝑒123𝑆𝛼𝛽𝛾 = 𝑆123𝑒𝛼𝛽𝛾,   𝑒
123𝑆𝛼𝛽𝛾 = 𝑆123𝑒𝛼𝛽𝛾.                                             (13) 
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Метрический и дискриминантный тензоры участвуют в скалярном и вектор-

ном произведении тензоров. Скалярное произведение двух векторов a и  b 

𝑓 = 𝒂 ∙ 𝒃 = (𝑎𝛼𝒆
𝛼) ∙ (𝑏𝛽𝒆

𝛽) = 𝑎𝛼𝑏𝛽(𝒆
𝛼 ∙ 𝒆𝛽) = 𝑔𝛼𝛽𝑎𝛼𝑏𝛽 = 𝑎𝛼𝑏 

𝛼 . 

Если  Т – тензор 2-го ранга и а - вектор, то 

𝒃 = 𝑻 ∙ 𝒂 = (𝑇𝛼𝛽  𝒆
𝛼𝒆𝛽) ∙ (𝑎𝛾𝒆

𝛾) = 𝑇𝛼𝛽𝑎𝛾 𝒆
𝛼(𝒆𝛽 ∙ 𝒆𝛾) = 𝑇𝛼𝛽𝑎𝛾𝑔

𝛽𝛾𝒆𝛼 , 

𝑏𝛼 = 𝑇𝛼𝛽𝑎𝛾𝑔
𝛽𝛾 = 𝑇𝛼𝛽𝑎

𝛽 .                                                          (14) 

Векторное произведение двух векторов 

𝒄 = 𝒂 × 𝒃 = (𝑎𝛼𝒆
𝛼) × (𝑏𝛽𝒆

𝛽) = 𝑎𝛼𝑏𝛽(𝒆
𝛼 × 𝒆𝛽) = 𝑒𝛼𝛽𝛾𝑎𝛼𝑏𝛽𝒆𝛾, 

𝑐𝛾 = 𝑒𝛼𝛽𝛾𝑎𝛼𝑏𝛽 .                                                                           (15) 

Аналогично, векторное произведение вектора а на тензор Т 

𝑸 = 𝒂 × 𝑻 = (𝑎𝛼𝒆
𝛼) × (𝑇𝛽𝛾 𝒆

𝛽𝒆𝛾) = 𝑎𝛼𝑇𝛽𝛾(𝒆
𝛼 × 𝒆𝛽)𝒆𝛾 = 𝑒𝛼𝛽𝜎𝑎𝛼𝑇𝛽𝛾𝒆𝜎𝒆

𝛾 , 

𝑄   𝛾
𝜎 = 𝑒𝛼𝛽𝜎𝑎𝛼𝑇𝛽𝛾.                                                                        (16) 

Итак, при скалярном и векторном произведении тензоров получаются 

тензоры, ранги которых ниже суммы рангов сомножителей соответственно 

на две или одну единицы. Существует тесная связь между дискриминантным 

тензором и определителями. Действительно, смешанное произведение векто-

ров 

𝒂 ∙ (𝒃 × 𝒄) = (𝒂, 𝒃, 𝒄) = (𝒆𝛼 , 𝒆𝛽 , 𝒆𝛾)𝑎 
𝛼𝑏 

𝛽𝑐 
𝛾 = 𝑒𝛼𝛽𝛾𝑎 

𝛼𝑏 
𝛽𝑐 
𝛾

= 𝑒123𝑎 
1𝑏 
2𝑐 
3 + 𝑒132𝑎 

1𝑏 
3𝑐 
2 + 

+𝑒231𝑎 
2𝑏 
3𝑐 
1 + 𝑒213𝑎 

2𝑏 
1𝑐 
3 + 𝑒312𝑎 

3𝑏 
1𝑐 
2 + 𝑒321𝑎 

3𝑏 
2𝑐 
1

= √𝑔 |

𝑎 
1 𝑎 

2 𝑎 
3

𝑏 
1 𝑏 

2 𝑏 
3

𝑐 
1 𝑐 

2 𝑐 
3

| ,     (17) 

где применены равенства (10). Если пользоваться ковариантными компонен-

тами векторов, то получим 

(𝒂, 𝒃, 𝒄) = 𝑒 
𝜎𝜏𝜔𝑎𝜎

 𝑏𝜏 
 𝑐𝜔
 = √𝑔1 |

𝑎1 
 𝑎2 

 𝑎3 
 

𝑏1 
 𝑏2 

 𝑏3 
 

𝑐1 
 𝑐2 

 𝑐3 
 
| .                                            (18) 



81 
 

Пусть теперь в формуле (17)  𝑎 
𝛼 = 𝑇  1

𝛼 ,  𝑏 
𝛽 = 𝑇  2

𝛽
,  𝑐 
𝛾 = 𝑇  3

𝛾
 , где  𝑇  𝛽

𝛼  - 

компоненты тензора второго ранга. Тогда 

𝑒𝛼𝛽𝛾𝑇  1
𝛼𝑇  2

𝛽
𝑇  3
𝛾
= √𝑔|𝑇  𝑚

𝑙 |,                                                                      (19) 

а из (18) 

𝑒 
𝜆𝜇𝜈𝑇  𝜆

1 𝑇  𝜇
2 𝑇  𝜈

3 = √𝑔1|𝑇  𝑚
𝑙 |.                                                                  (20) 

Видно, что 

𝑒𝛼𝛽𝛾𝑇  𝜆
𝛼𝑇  𝜇

𝛽
𝑇  𝜈
𝛾

                                                                                        (21)  

есть антисимметричный тензор 3-го ранга, и когда  𝜆, 𝜇, 𝜈  принимают част-

ные значения 1, 2, 3, то величина (21) есть √𝑔|𝑇  𝑚
𝑙 |. Отсюда и из (10) делаем 

вывод, что 

𝑒𝛼𝛽𝛾𝑇  𝜆
𝛼𝑇  𝜇

𝛽
𝑇  𝜈
𝛾
= |𝑇  𝑚

𝑙 |𝑒𝜆𝜇𝜈 .                                                                      (22) 

Аналогично,  

𝑒 
𝜎𝜏𝜔𝑇  𝜎

𝜆 𝑇  𝜏
𝜇
𝑇  𝜔
𝜈 = |𝑇  𝑚

𝑙 |𝑒 
𝜆𝜇𝜈 .                                                                    (23) 

Последние два равенства показывают, что перемена мест двух строк 

или столбцов изменяют знак определителя. В частности, при равенстве двух 

строк или столбцов определитель обращается в нуль. Если перемножать два 

дискриминантных тензора, получим тензор 6-го ранга. Обращаясь к форму-

лам (11), (12), нетрудно убедиться в том, что смешанные компоненты тензора 

6-го ранга 

𝛿       𝜎𝜏𝜔
𝛼𝛽𝛾

= 𝑒 
𝛼𝛽𝛾𝑒𝜎𝜏𝜔

 =

= {

1, если 𝛼𝛽𝛾 является четной перестановкой для 𝜎𝜏𝜔;
−1, если 𝛼𝛽𝛾 является нечетной перестановкой для 𝜎𝜏𝜔;

0,  в остальных случаях.
 

Оказывается, что полученный тензор может быть выражен через сме-

шанные компоненты метрического тензора. Для этого воспользуемся равен-

ствами (22), (23) 

  𝑒𝜎𝜏𝜔
 = 𝑒𝜆𝜇𝜈𝛿 𝜎

𝜆𝛿 𝜏
𝜇
𝛿 𝜔
𝜈 = √𝑔 |

𝛿 𝜎
1 𝛿 𝜎

2 𝛿 𝜎
3

𝛿 𝜏
1 𝛿 𝜏

2 𝛿 𝜏
3

𝛿 𝜔
1 𝛿 𝜔

2 𝛿 𝜔
3

|,    
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𝑒 
𝛼𝛽𝛾 = 𝑒 

𝜆𝜇𝜈𝛿 𝜆
𝛼𝛿 𝜇

𝛽
𝛿 𝜈
𝛾
= √𝑔1 |

𝛿 1
𝛼 𝛿 2

𝛼 𝛿 3
𝛼

𝛿 1
𝛽
𝛿 2
𝛽
𝛿 3
𝛽

𝛿 1
𝛾
𝛿 2
𝛾
𝛿 3
𝛾

|. 

Перемножая эти равенства и учитывая, что 𝑔 ∙ 𝑔1 = 1, получим выра-

жение 

𝛿       𝜎𝜏𝜔
𝛼𝛽𝛾

= |

𝛿 𝜈
𝛼𝛿 𝜎

𝜈 𝛿 𝜈
𝛼𝛿 𝜏

𝜈 𝛿 𝜈
𝛼𝛿 𝜔

𝜈

𝛿 𝜈
𝛽
𝛿 𝜎
𝜈 𝛿 𝜈

𝛽
𝛿 𝜏
𝜈 𝛿 𝜈

𝛽
𝛿 𝜔
𝜈

𝛿 𝜈
𝛾
𝛿 𝜎
𝜈 𝛿 𝜈

𝛾
𝛿 𝜏
𝜈 𝛿 𝜈

𝛾
𝛿 𝜔
𝜈

| = |

𝛿 𝜎
𝛼 𝛿 𝜏

𝛼 𝛿 𝜔
𝛼

𝛿 𝜎
𝛽

𝛿 𝜏
𝛽
𝛿 𝜔
𝛽

𝛿 𝜎
𝛾

𝛿 𝜏
𝛾
𝛿 𝜔
𝛾

|, 

откуда в развернутой записи 

𝛿       𝜎𝜏𝜔
𝛼𝛽𝛾

= 𝛿 𝜎
𝛼𝛿 𝜏

𝛽
𝛿 𝜔
𝛾
+ 𝛿 𝜎

𝛽
𝛿 𝜏
𝛾
𝛿 𝜔
𝛼 + 𝛿 𝜎

𝛾
𝛿 𝜏
𝛼𝛿 𝜔

𝛽
− 𝛿 𝜎

𝛽
𝛿 𝜏
𝛼𝛿 𝜔

𝛾
− 𝛿 𝜎

𝛼𝛿 𝜏
𝛾
𝛿 𝜔
𝛽

− 𝛿 𝜎
𝛾
𝛿 𝜏
𝛽
𝛿 𝜔
𝛼 .     (24) 

Рассмотрим свертки этого тензора. При свертывании по индексам α и σ 

получим тензор 4-го ранга 

             𝛿       𝛼𝜏𝜔
𝛼𝛽𝛾

= 3𝛿 𝜏
𝛽
𝛿 𝜔
𝛾
+ 𝛿 𝜏

𝛾
𝛿 𝜔
𝛽
+ 𝛿 𝜏

𝛾
𝛿 𝜔
𝛽
− 𝛿 𝜏

𝛽
𝛿 𝜔
𝛾
− 3𝛿 𝜏

𝛾
𝛿 𝜔
𝛽
− 𝛿 𝜏

𝛽
𝛿 𝜔
𝛾
= 

= 𝛿 𝜏
𝛽
𝛿 𝜔
𝛾
− 𝛿 𝜏

𝛾
𝛿 𝜔
𝛽
.     (25) 

Свернем еще по паре индексов β и τ, получим тензор 2-го ранга 

𝛿       𝛼𝛽𝜔
𝛼𝛽𝛾

= 3𝛿 𝜔
𝛾
− 𝛿 𝜔

𝛾
= 2𝛿 𝜔

𝛾
.                                                                            (26) 

Последняя свертка по γ и ω дает инвариант 

𝛿       𝛼𝛽𝛾
𝛼𝛽𝛾

= 6.                                                                                                            (27) 

Объекты (24)-(27) называют символами Кронекера, все они выражают-

ся через дельты Кронекера. Символ (26) используется для подстановки ин-

декса 

1

2
𝑒 
𝛼𝛽𝛾𝑒𝛼𝛽𝜔

 𝑇 
𝜎𝜔 = 𝛿 𝜔

𝛾
𝑇 
𝜎𝜔 = 𝑇 

𝜎𝛾; 

символ (25) может быть связан с операцией альтернирования по двум индек-

сам: 

1

2
𝑒 
𝛼𝛽𝛾𝑒𝛼𝜏𝜔

 𝑇 
𝜏𝜔 =

1

2
(𝑇 
𝛽𝛾 − 𝑇 

𝛾𝛽) = 𝑇 
[𝛽𝛾], 

а символ (24) – с альтернированием по трем индексам: 
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1

6
𝑒 
𝛼𝛽𝛾𝑒𝜎𝜏𝜔

 𝑇 
𝜎𝜏𝜔 =

1

6
(𝑇 
𝛼𝛽𝛾 + 𝑇 

𝛽𝛾𝛼 + 𝑇 
𝛾𝛼𝛽 − 𝑇 

𝛽𝛼𝛾 − 𝑇 
𝛼𝛾𝛽 − 𝑇 

𝛾𝛽𝛼) = 𝑇 
[𝛼𝛽𝛾]. 

Отметим еще два полезных результата, связанных с дискриминантным 

тензором. Пусть 𝐴𝛼𝛽 - антисимметричный тензор 2-го ранга и 

𝑎 
𝛾 = 𝑒 

𝛼𝛽𝛾𝐴𝛼𝛽 .                                                                                 (28) 

Данная формула допускает обращение. Действительно, по формуле 

(25) 

𝑒𝜎𝜏𝛾
 𝑎 

𝛾 = 𝑒 
𝛼𝛽𝛾𝑒𝜎𝜏𝛾

 𝐴𝛼𝛽 = (𝛿 𝜎
𝛼𝛿 𝜏

𝛽
− 𝛿 𝜎

𝛽
𝛿 𝜏
𝛼)𝐴𝛼𝛽 = 𝐴𝜎𝜏 − 𝐴𝜏𝜎 = 2𝐴𝜎𝜏 , 

откуда 

𝐴𝜎𝜏 =
1

2
𝑒𝜎𝜏𝛾
 𝑎 

𝛾 .                                                                            (29) 

Тензоры 𝐴𝛼𝛽 и 𝑎 
𝛾, связанные формулами (28) и (29), называются двой-

ственными, или дуальными тензорами. 

Умножим обе части равенства (22) на 𝑒 
𝜆𝜇𝜈 и просуммируем по 𝜆, 𝜇, 𝜈, 

используя (27) 

𝑒 
𝜆𝜇𝜈𝑒𝛼𝛽𝛾𝑇  𝜆

𝛼𝑇  𝜇
𝛽
𝑇  𝜈
𝛾
= |𝑇  𝑚

𝑙 |𝑒 
𝜆𝜇𝜈𝑒𝜆𝜇𝜈 = 6|𝑇  𝑚

𝑙 |, 

отсюда 

|𝑇  𝑚
𝑙 | =

1

6
𝛿       𝛼𝛽𝛾
𝜆𝜇𝜈

𝑇  𝜆
𝛼𝑇  𝜇

𝛽
𝑇  𝜈
𝛾
 .                                                                    (30) 

Таким образом, определитель |𝑇  𝑚
𝑙 | является инвариантом тензора 2-го 

ранга. В его образовании участвует тензор 6-го ранга – символ Кронекера. 

Вопросы по теоретическому материалу 

1. Как определяется метрический тензор, и какими свойствами он 

обладает? 

2. Как определяется дискриминантный тензор, и какими свойствами 

он обладает? 

3. При каких операциях с тензорами образуются метрический и 

дискриминантный тензоры? 
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6.4. Тензоры 2-го ранга 

Для тензора 2-го ранга имеем следующие четыре формы: 

𝑻 = 𝑇𝛼𝛽
 𝒆𝛼𝒆𝛽 = 𝑇   𝛽

𝛼 𝒆𝛼
 𝒆𝛽 = 𝑇 𝛼

  𝛽
𝒆𝛼𝒆𝛽

 = 𝑇 
𝛼𝛽𝒆𝛼

 𝒆𝛽
 .                                       (1) 

Поэтому в фиксированной системе координат этому  тензору соответ-

ствуют четыре различные квадратные матрицы 3-го порядка, составленные 

из компонент тензора, 

𝑨1
 = (𝑇𝛼𝛽

 ),  𝑨2
 = (𝑇   𝛽

𝛼 ),   𝑨3
 = (𝑇 𝛼

  𝛽
) ,   𝑨4

 = (𝑇 
𝛼𝛽),                             (2)  

причем первый индекс соответствует номеру строки, второй – номеру столб-

ца матрицы. Поскольку  𝑇𝛼𝛽
 = 𝑔𝛼𝜎

 𝑇   𝛽
𝜎 = 𝑇 𝛼

  𝜎𝑔𝜎𝛽
 = 𝑔𝛼𝜎

 𝑇 
𝜎𝜏𝑔𝜏𝛽

 , то между 

матрицами (2) существуют связи 

𝑨1
 = 𝒈∗

 𝑨2
 = 𝑨3

 𝒈∗
 = 𝒈∗

 𝑨4
 𝒈∗

 ,                                                                        (3) 

где матрица 𝒈∗
 = (𝑔𝛼𝛽

 ), см. (1.13). 

Ясно, что если задана одна из матриц (3) в фиксированной системе ко-

ординат, то в этой системе известны компоненты тензора с некоторым строе-

нием индексов, значит, известен и сам тензор. Другими словами, между тен-

зорами 2-го ранга и квадратными матрицами 3-го порядка имеется взаимно 

однозначное соответствие. 

Любому тензору 2-го ранга можно сопоставить две линейные вектор-

функции 

𝒃 = 𝑻 ∙ 𝒂,  𝒃′ = 𝒂 ∙ 𝑻,  𝑏 
𝛼 = 𝑇   𝛽

𝛼 𝑎𝛽 ,   𝑏′ 
𝛼 = 𝑇 𝛼

  𝛽
𝑎𝛽 .                                       (4) 

Очевидно, что задание линейной вектор-функции (4) или задание тен-

зора эквивалентно друг другу. Тензору 2-го ранга Т сопоставляется билиней-

ная форма (𝒙 = 𝑥 
𝛼𝒆𝛼
 ,  𝒚 = 𝑦 

𝛼𝒆𝛼
 ): 

𝑓(𝑥 
𝜎, 𝑦 

𝜏) = 𝑇𝛼𝛽
 𝑥 

𝛼𝑦 
𝛽                                                                                   (5) 

с инвариантной величиной  f . Обратно, задание формы (5) определяет мат-

рицу A1 из (3) или, что эквивалентно, тензор Т. Значит, характеристика тен-

зора как инвариантной величины совпадает с инвариантными свойствами 

матрицы, линейной вектор-функции или билинейной формы. 
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Произвольный тензор 2-го ранга  Т  представляется единственным спо-

собом в виде 

𝑻 = 𝑺 + 𝑨,                                                                                                  (6) 

где компоненты симметричного тензора S и антисимметричного тензора  А 

определяются формулами 

𝑆𝛼𝛽
 = 𝑇(𝛼𝛽)

 =
1

2
(𝑇𝛼𝛽
 + 𝑇𝛽𝛼

 ),    𝐴𝛼𝛽
 = 𝑇[𝛼𝛽]

 =
1

2
(𝑇𝛼𝛽

 − 𝑇𝛽𝛼
 ).                  (7) 

Введем для первых инвариантов – сверток тензоров  𝑻, 𝑺, 𝑨  - обозна-

чения: 

𝐽1
𝑇 ≡ 𝑡𝑟𝑻 = 𝑇   𝛼

𝛼  , 𝐽1
𝑆 ≡ 𝑡𝑟𝑺 = 𝑆   𝛼

𝛼  , 𝐽1
𝐴 ≡ 𝑡𝑟𝑨 = 𝐴   𝛼

𝛼  .                     (8) 

По теореме о свойствах двойной свертки 

𝐽1
𝐴 = 𝐴   𝛼

𝛼 = 𝑔 
𝛼𝛽𝐴𝛽𝛼

 = 0, 

и из (6) вытекает равенство 

𝐽1
𝑇 = 𝐽1

𝑆 + 𝐽1
𝐴 = 𝐽1

𝑆 .                                                                                   (9) 

Тензор  Р  второго ранга называется шаровым, если 

𝑷 = 𝑓 ∙ 𝑮,   𝑃   𝛽
𝛼 = 𝑓 ∙ 𝛿   𝛽

𝛼 ,                                                                         (10) 

где G - метрический тензор,  f - скаляр. Первый инвариант шарового тензора 

𝐽1
𝑃 ≡ 𝑡𝑟𝑷 = 𝑃   𝛼

𝛼 = 𝑓 ∙ 𝛿   𝛼
𝛼 = 3𝑓. 

Симметричный тензор 2-го ранга D называется девиатором, если равен 

нулю его первый инвариант, 𝐽1
𝐷 = 0. Любому симметричному тензору  S вто-

рого ранга можно сопоставить девиатор по формуле 

𝑫 = 𝑺 − 𝑷,   𝑷 =
1

3
 𝐽1
𝑆 𝑮,                                                                                    (11) 

так как 

𝐽1
𝐷 = 𝐷   𝛼

𝛼 = 𝑆   𝛼
𝛼 − 𝑃   𝛼

𝛼 = 𝑆   𝛼
𝛼 −

𝐽1
𝑆𝛿   𝛼
𝛼

3
= 𝐽1

𝑆 − 𝐽1
𝑆 = 0. 

Поэтому симметричный тензор представляется в виде суммы шарового 

тензора и девиатора 

𝑺 = 𝑷 +𝑫.                                                                                                           (12) 

Тем самым произвольный тензор  Т  второго ранга имеет вид 
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𝑻 = 𝑷 + 𝑫+ 𝑨,   𝑷 =
1

3
 𝐽1
𝑇  𝑮,                                                                           (13) 

Последнее вытекает из формулы (11). 

Два тензора  Т  и  𝑻 
−1 называются взаимно обратными, если их скаляр-

ное произведение совпадает с метрическим тензором:  𝑻 ∙ 𝑻 
−1 = 𝑮. 

Пусть Т – тензор 2-го ранга, имеющий левый  𝑻1 
−1 и правый 𝑻2 

−1 обрат-

ные тензоры: 

𝑻1 
−1𝑻 = 𝑮,   𝑻 ∙ 𝑻2 

−1 = 𝑮. 

 Тогда  𝑻1 
−1 = 𝑻2 

−1 и существует только один тензор, обратный данному. 

Если Q - правый обратный тензор, то 𝑇   𝜎
𝛼 𝑄  𝛽

𝜎 = 𝛿  𝛽
𝛼 . Разлагая определи-

тель |𝑇  𝑚
𝑙 | по элементам α строки: 𝑇   𝜎

𝛼 𝑡  𝛽
𝜎 = |𝑇  𝑚

𝑙 |𝛿  𝛽
𝛼 ,  𝑡  𝛽

𝜎   - суть алгебраиче-

ские дополнения (это формула Лапласа), легко находим 

𝑄  𝛽
𝜎 =

𝑡  𝛽
𝜎

|𝑇  𝑚
𝑙 |
,   𝑡  𝛼

𝜆 =
1

2
𝛿      𝛼𝛽𝛾
𝜆𝜇𝜈

𝑇  𝜇
𝛽
𝑇  𝜈
𝛾
 .                                                           (14) 

Пусть вектор a идет в главном направлении тензора Т, т.е. 

𝜆𝒂 = 𝑻 ∙ 𝒂,   (𝜆𝑮 − 𝑻) ∙ 𝒂 = 0,   (𝜆𝛿  𝛽
𝛼 − 𝑇  𝛽

𝛼 )𝑎 
𝛽 = 0,                                   (15) 

𝜇𝒂 = 𝒂 ∙ 𝑻,   𝒂 ∙ (𝜆𝑮 − 𝑻) = 0,   (𝜇𝛿𝛽
  𝛼 − 𝑇𝛽

  𝛼)𝑎 
𝛽 = 0,                                  (16) 

Ненулевое решение систем линейных алгебраических уравнений (15), 

(16) существует лишь при условии обращения в нуль определителей 

|𝜆𝛿  𝛽
𝛼 − 𝑇  𝛽

𝛼 | = 0,    |𝜇𝛿𝛽
  𝛼 − 𝑇𝛽

  𝛼| = 0.                                                            (17) 

Поскольку  

𝜆𝛿  𝛽
𝛼 − 𝑇  𝛽

𝛼 = 𝑔𝜎𝛽
 (𝜆𝛿𝜏

 𝜎 − 𝑇𝜏
 𝜎)𝑔 

𝛼𝜏, 

то 

|𝜆𝛿  𝛽
𝛼 − 𝑇  𝛽

𝛼 | = 𝑔 
 (𝜆𝛿𝜏

  𝜎 − 𝑇𝜏
  𝜎)𝑔1

 = |𝜆𝛿𝜏
 𝜎 − 𝑇𝜏

 𝜎|, 

так как 𝑔 ∙ 𝑔1
 = 1, и на самом деле два уравнения (17) представляют собой 

одно уравнение 

|𝜆𝛿  𝛽
𝛼 − 𝑇  𝛽

𝛼 | = 0.                                                                                     (18) 

Оно называется характеристическим для тензора Т и является инвари-

антным. Действительно, в системе координат  �̂� 
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𝜆�̂�  𝜈
𝜇
− �̂�  𝜈

𝜇
= (𝜆𝛿  𝛽

𝛼 − 𝑇  𝛽
𝛼 )
𝜕 𝜇

𝜕𝑥𝛼
 
𝜕𝑥𝛽

𝜕 𝜈
 ,   

и переход к определителям в этом матричном равенстве дает 

|𝜆�̂�  𝜈
𝜇
− �̂�  𝜈

𝜇
| = |𝜆𝛿  𝛽

𝛼 − 𝑇  𝛽
𝛼 | 𝐽 ∙ 𝐽−1 = |𝜆𝛿  𝛽

𝛼 − 𝑇  𝛽
𝛼 |. 

Ясно, что λ есть решение кубического уравнения. Раскрывая определи-

тель (18), получим 

             ∆(𝜆) ≡ |𝜆𝛿  𝛽
𝛼 − 𝑇  𝛽

𝛼 | = |

𝜆 − 𝑇  1
1 −𝑇  2

1 −𝑇  3
1

−𝑇  1
2 𝜆 − 𝑇  2

2 −𝑇  3
2

−𝑇  1
3 −𝑇  2

3 𝜆 − 𝑇  3
3

| = 

= 𝜆3 − 𝐼1𝜆
2 + 𝐼2𝜆 − 𝐼3 = 0,     (19) 

𝐼1 = 𝑇   𝜎
𝜎 ,   𝐼2 = 𝑡  𝛼 

𝛼 ,   𝐼3 = |𝑇  𝑚
𝑙 |.                                                                        (20) 

Величины 𝐼1,   𝐼2,   𝐼3 носят название основных инвариантов тензора Т. 

Они выражаются через свертки (2.28) следующим образом: 

𝐼1 = 𝑇   𝜎
𝜎 = 𝐽1,   𝐼2 = 𝑡  𝛼 

𝛼 =
1

2
𝛿      𝛼𝜏𝜔
𝛼𝛽𝛾

𝑇  𝛽
𝜏 𝑇   𝛾

𝜔 =
1

2
(𝐽1
2 − 𝐽2), 

  𝐼3 =
1

6
𝛿      𝜎𝜏𝜔
𝛼𝛽𝛾

𝑇  𝛼
𝜎 𝑇  𝛽

𝜏 𝑇   𝛾
𝜔 =

1

6
(𝐽1
3 − 3𝐽1𝐽2 + 2𝐽3).                               (21) 

При выводе этих формул нужно воспользоваться свойством тензора 6-

го ранга (24)-(27). Обратные к (21) формулы имеют вид 

𝐽1 = 𝐼1,   𝐽2 = 𝐼1
2 − 2𝐼2,   𝐽3 = 𝐼1

3 − 3𝐼1𝐼2 + 3𝐼3.                                    (22) 

Если все корни характеристического уравнения действительны и раз-

личны, то соответствующие им собственные векторы линейно независимы. 

Выберем тройку таких векторов в качестве координатного базиса: 

𝒆𝛼 ≡ 𝒂𝛼 ,   𝛼 = 1, 2, 3,                                                                               (23) 

и посмотрим, какой вид принимают, например, смешанные компоненты тен-

зора в этом базисе. Имеем, 𝑻 ∙ 𝒆𝛽
 = 𝑇   𝜏

𝜎 𝒆𝜎
 𝒆𝜏𝒆𝛽

 = 𝑇   𝛽
𝜎 𝒆𝜎

 ,   𝒆𝛼 ∙ (𝑻 ∙ 𝒆𝛽
 ) =

𝑇   𝛽
𝜎 𝒆𝛼 ∙ 𝒆𝜎

 = 𝑇   𝛽
𝛼 ; аналогично,  (𝒆𝛼 ∙ 𝑻) ∙ 𝒆

𝛽 = 𝑇 𝛼
  𝛽

, значит 

𝑇   𝛽
𝛼 = 𝒆𝛼 ∙ (𝑻 ∙ 𝒆𝛽

 ),   𝑇 𝛼
  𝛽
= (𝒆𝛼 ∙ 𝑻) ∙ 𝒆

𝛽 .                                               (24) 

В силу выбора базиса (23) 𝜆𝛼𝒆𝛼 = 𝑻 ∙ 𝒆𝛼, и смешанные компоненты  

𝑇   𝛽
𝛼 , согласно (24), будут иметь значения 
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𝑇   𝛽
𝛼 = 𝒆𝛼 ∙ (𝜆𝛽𝒆𝛽

 ) = 𝜆𝛽𝛿  𝛽
𝛼 ,                                                                   (25) 

т.е. матрица A2 этих компонент, является диагональной: 

𝑨2
 = (𝑇   𝛽

𝛼 ) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3).                                                                 (26) 

Однако, матрицы A1, A3, A4 в этом базисе не обязательно диагональные. 

Если взять  за базис другую тройку векторов  𝒆𝛼 ≡ 𝒂𝛼
′ ,   𝜆𝛼𝒆𝛼 = 𝒆𝛼 ∙ 𝑻, то к 

диагональному виду приведется матрица  A3: 

𝑇 𝛼
  𝛽
= 𝜆𝛼𝛿 𝛼

  𝛽
,   𝑨3

 = (𝑇 𝛼
  𝛽
) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3),                                 (27) 

а матрицы  A1, A2, A4, вообще говоря, не диагональные в этом базисе. 

Представления (24), (27) в главных осях называются каноническими, а 

ненулевые величины 𝜆𝛼 - главными значениями тензора Т, часто их обозна-

чают  𝑇𝛼. 

Ясно, что основные инварианты тензора выражаются через его главные 

значения по формулам (теорема Виета) 

𝐼1 = 𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3,   𝐼2 = 𝜆1𝜆2 + 𝜆2𝜆3 + 𝜆1𝜆3,   𝐼3 = 𝜆1𝜆2𝜆3,                       (28) 

откуда тензор 2-го ранга имеет три независимых инварианта  𝐼1, 𝐼2, 𝐼3. 

Из (22) и (28) для сверток получим выражения через 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3: 

             𝐽1 = 𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3,   𝐽2 = 𝜆1
2 + 𝜆2

2 + 𝜆3
2,  𝐽3 = 𝜆1

3 + 𝜆2
3 + 𝜆3

3,    

𝐽4 = 𝜆1
4 + 𝜆2

4 + 𝜆3
4, …     (29) 

Значит, из всей последовательности 𝐽𝑛,  𝑛 = 1,2,3, в (29) независимыми 

будут только три. 

Особенности симметричных тензоров. Для симметричного тензора 2-го 

ранга Т 

𝑇𝛼𝛽
 = 𝑇𝛽𝛼

 ,   𝑇 
𝛼𝛽 = 𝑇 

𝛽𝛼 

и, значит, симметричны матрицы 𝑨1
 = (𝑇𝛼𝛽

 ),  𝑨4
 = (𝑇 

𝛼𝛽). 

Для смешанных компонент имеем 

𝑇   𝛽
𝛼 = 𝑇𝜎𝛽

 𝑔 
𝜎𝛼 ,   𝑇 𝛼

  𝛽
= 𝑇𝛼𝜎

 𝑔 
𝜎𝛽 ,                                                             (30) 

и матрицы 𝑨2
 = (𝑇   𝛽

𝛼 ),   𝑨3
 = (𝑇 𝛼

  𝛽
) совпадают. Далее, для такого тензора 

вместо билинейной формы достаточно рассматривать квадратичную форму 
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𝑓 = (𝑻 ∙ 𝒙) ∙ 𝒙,   𝑓(𝑥𝜎) = 𝑇𝛼𝛽
 𝑥𝛼𝑥𝛽.                                                        (31) 

Кроме того, 𝑻 ∙ 𝒂 = 𝒂 ∙ 𝑻  и тройки главных направлений 𝒂𝛼 и 𝒂𝛼
′  сов-

падают; для различных корней характеристического уравнения 𝜆𝜇 ≠ 𝜆𝜈 век-

торы  𝒂𝜇 и 𝒂𝜈 взаимно ортогональны: 𝒂𝜇 ∙ 𝒂𝜈 = 𝟎. Можно показать, что если 

среди трех корней два одинаковы, то существует целая плоскость главных 

направлений и еще одно направление, перпендикулярное этой плоскости. 

При равенстве всех трех корней любое направление является главным. Что 

касается корней характеристического уравнения, то все они действительны. 

Вопросы по теоретическому материалу 

1. В каких формах можно представить тензор 2-го ранга и как свя-

заны эти формы между собой? 

2. Как представить тензор 2-го ранга в виде суммы симметричного 

и антисимметричного тензоров? 

3. Как определяются шаровой тензор и девиатор? 

4. На какие составляющие можно разложить тензор 2-го ранга? 

5. Докажите единственность тензора, обратного данному тензору. 

6. Как формируется характеристическое уравнение для тензора 2-го 

ранга? 

 

6.5. Дифференцирование тензоров. 

Векторы базисов зависят от выбора точек пространства: 

𝒆𝛼 = 𝒆𝛼(𝑥 
1, 𝑥 

2, 𝑥 
3),   𝒆𝛼 = 𝒆𝛼(𝑥 

1, 𝑥 
2, 𝑥 

3),   𝛼 = 1, 2, 3. 

Темп изменения этих величин при переходе от одной точки к другой 

характеризуется производными по координатам. Имеем разложения: 

𝜕𝒆𝛼
𝜕𝑥𝛽

= Γ𝜏𝛼𝛽
 𝒆 

𝜏 = Γ  𝛼𝛽
𝜎 𝒆𝜎

 ,                                                                                      (1) 

коэффициенты которых называют символами Кристоффеля 1-го и 2-го рода 

соответственно. 
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Свойства символов Кристоффеля. 

1) Умножая скалярно соотношения (1) на векторы 𝒆𝛾
  и 𝒆 

𝛾, прихо-

дим к формулам: 

𝒆𝛾
 
𝜕𝒆𝛼
𝜕𝑥𝛽

= Γ𝜏𝛼𝛽
 𝒆 

𝜏𝒆𝛾
 ,   𝒆 

𝛾
𝜕𝒆𝛼
𝜕𝑥𝛽

= Γ  𝛼𝛽
𝜎 𝒆𝜎

 𝒆 
𝛾, 

откуда 

Γ𝛾𝛼𝛽
 = 𝒆𝛾

 
𝜕𝒆𝛼
𝜕𝑥𝛽

,   Γ  𝛼𝛽
𝛾
= 𝒆 

𝛾
𝜕𝒆𝛼
𝜕𝑥𝛽

,                                                      (2) 

где использованы соотношения взаимности  e 
τeγ
 =   γ

 τ ,   eσ
 e 
γ = σ

  γ
. 

2) Поскольку 

Γ𝛾𝛼𝛽
 = 𝒆𝛾

 
𝜕2𝒓

𝜕𝑥𝛼𝜕𝑥𝛽
,   Γ  𝛼𝛽

𝛾
= 𝒆 

𝛾
𝜕2𝒓

𝜕𝑥𝛼𝜕𝑥𝛽
, 

то символы Кристоффеля симметричны по двум последним индексам 

Γ𝛾𝛼𝛽
 = Γ𝛾𝛽𝛼

 ,   Γ  𝛼𝛽
𝛾
= Γ  𝛽𝛼

𝛾
.                                                               (3) 

3) Имеют место связи между символами: 

Γ𝛾𝛼𝛽
 = 𝑔𝛾𝜔𝒆 

𝜔
𝜕𝒆𝛼
𝜕𝑥𝛽

= 𝑔𝛾𝜔Γ  𝛼𝛽
𝜔 ,   Γ  𝛼𝛽

𝛾
= 𝑔𝛾𝜔𝒆𝜔

 
𝜕𝒆𝛼
𝜕𝑥𝛽

= 𝑔𝛾𝜔Γ𝜔𝛼𝛽
 ,       (4) 

то есть у символов Кристоффеля можно поднимать и опускать индексы по 

обычному правилу. 

4) Оказывается, что эти символы выражаются через компоненты 

метрического тензора. Продифференцируем равенство 𝒆𝛾 ∙ 𝒆𝛼 = 𝑔𝛾𝛼 по коор-

динате  𝑥 
𝛽, получим 

Γ𝛾𝛼𝛽
 + Γ𝛼𝛾𝛽

 =
𝜕𝑔𝛾𝛼

𝜕𝑥𝛽
.                                                                            (5) 

Циклической перестановкой индексов  выводим из (5) равенства: 

Γ𝛼𝛽𝛾
 + Γ𝛽𝛼𝛾

 =
𝜕𝑔𝛼𝛽

𝜕𝑥𝛾
;                                                                             (6) 

Γ𝛽𝛾𝛼
 + Γ𝛾𝛽𝛼

 =
𝜕𝑔𝛽𝛾

𝜕𝑥𝛼
.                                                                            (7) 

Складывая (6), (7) и вычитая из полученной суммы (5), приходим к ис-

комой формуле (использовано свойство симметрии (3)) 
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Γ𝛽𝛾𝛼
 =

1

2
(
𝜕𝑔𝛽𝛾

𝜕𝑥𝛼
+
𝜕𝑔𝛼𝛽

𝜕𝑥𝛾
−
𝜕𝑔𝛾𝛼

𝜕𝑥𝛽
) .                                                     (8) 

Символы Кристоффеля 2-го рода в силу равенств (4) имеют вид 

Γ  𝛾𝛼
𝛽
=
1

2
𝑔𝛽𝜔 (

𝜕𝑔𝜔𝛾
𝜕𝑥𝛼

+
𝜕𝑔𝜔𝛼
𝜕𝑥𝛾

−
𝜕𝑔𝛾𝛼
𝜕𝑥𝜔

) .                                            (9) 

5) Для производных по координатам от элементов контравариант-

ного базиса имеем представление 

𝜕𝒆𝛼

𝜕𝑥𝛽
= 𝐺  𝛽𝜎

𝛼 𝒆 
𝜎 = 𝐺  𝛽

𝛼  𝜏 𝒆𝜏
 .                                                                              (10) 

откуда, пользуясь равенствами (1.20) 

𝐺  𝛽𝛾
𝛼 =

𝜕𝒆𝛼

𝜕𝑥𝛽
𝒆𝛾
 ,   𝐺  𝛽

𝛼 𝛾 
=
𝜕𝒆𝛼

𝜕𝑥𝛽
𝒆 
𝛾 .                                                                  (11) 

Левые части (11) можно выразить через символы Кристоффеля: 

𝐺  𝛽𝛾
𝛼 =

𝜕

𝜕𝑥𝛽
(𝒆𝛼 ∙ 𝒆𝛾

 ) − 𝒆𝛼 ∙
𝜕𝒆𝛾

 

𝜕𝑥𝛽
= −Γ   𝛾𝛽

𝛼 = −Γ   𝛽𝛾
𝛼 ;                            (12) 

𝐺  𝛽
𝛼 𝛾 

= −Γ   𝛽𝜎
𝛼 𝑔 

𝜎𝛾,                                                                                           (13) 

и формулы (10) перепишутся так 

𝜕𝒆𝛼

𝜕𝑥𝛽
= −Γ   𝛽𝛾

𝛼 𝒆 
𝛾 = −Γ   𝛽𝜎

𝛼 𝑔 
𝜎𝛾𝒆𝛾

 .                                                                        (14) 

Существует связь между символами Кристоффеля и величиной 

√𝑔 = (𝒆1, 𝒆2, 𝒆3). Дифференцируя последнее равенство по координатам и 

используя (1), найдем 

Γ   𝜎𝛼
𝜎 =

1

√𝑔

𝜕√𝑔

𝜕𝑥𝛼
.                                                                       (15) 

Последнее соотношение часто используется при различных тензорных 

преобразованиях. В новой системе координат �̂�(𝜉𝜎) символы Кристоффеля 

имеют вид: 

 

          Γ̂   𝜇𝜈
𝜆 = �̂� 

𝜆 ∙
𝜕�̂�𝜇 

 

𝜕 𝜈
= (𝒆𝛼 ∙

𝜕 𝜆

𝜕𝑥𝛼
) ∙

𝜕

𝜕 𝜈
(𝒆𝛽

 ∙
𝜕𝑥𝛽

𝜕 𝜇
) = 
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=
𝜕 𝜆

𝜕𝑥𝛼
(
𝜕2𝑥𝛼

𝜕 𝜇𝜕 𝜈
+ Γ   𝛽𝛾

𝛼 𝜕𝑥𝛽

𝜕 𝜇
𝜕𝑥𝛾

𝜕 𝜈
) .    (16) 

Точно так же 

Γ̂ 𝜆𝜇𝜈
 =

𝜕𝑥𝛼

𝜕 𝜆
(𝑔𝛼𝛽

𝜕2𝑥𝛽

𝜕 𝜇𝜕 𝜈
+ Γ𝛼𝛽𝛾

 𝜕𝑥𝛽

𝜕 𝜇
𝜕𝑥𝛾

𝜕 𝜈
) .                                             (17) 

Видно, что законы преобразования (16), (17) не тензорные и символы 

Кристоффеля тензора не образуют. Тензорами они являются только при ли-

нейном преобразовании координат 𝑥𝛼 = 𝑥𝛼( 1,  2,  3). 

Нетрудно показать, что в ортогональной системе координат имеют ме-

сто равенства: 

            Γ𝛽𝛾𝛼
 = 0  (𝛽 ≠ 𝛾 ≠ 𝛼 ≠ 𝛽),    Γ𝛽𝛼𝛼

 = −
1

2

𝜕𝑔𝛼𝛼
𝜕𝑥𝛽

   (𝛼 ≠ 𝛽), 

Γ𝛽𝛽𝛼
 = Γ𝛽𝛼𝛽

 =
1

2

𝜕𝑔𝛽𝛽

𝜕𝑥𝛼
,   Γ𝛽𝛽𝛽

 =
1

2

𝜕𝑔𝛽𝛽

𝜕𝑥𝛽
,          (18) 

          Γ  𝛾𝛼
𝛽
= 0  (𝛽 ≠ 𝛾 ≠ 𝛼 ≠ 𝛽),    Γ  𝛼𝛼

𝛽
= −

1

2𝑔𝛽𝛽

𝜕𝑔𝛼𝛼
𝜕𝑥𝛽

= −
𝐻𝛼
 

𝐻𝛽
2

𝜕𝐻𝛼
 

𝜕𝑥𝛽
   (𝛼 ≠ 𝛽), 

Γ  𝛼𝛽
𝛽
=

1

2𝑔𝛽𝛽

𝜕𝑔𝛽𝛽

𝜕𝑥𝛼
=
1

𝐻𝛽
 

𝜕𝐻𝛽
 

𝜕𝑥𝛼
,                       (19) 

где в последнем равенстве нет суммирования по β; Hα
  - коэффициенты Ламе: 

Hα
2 = gαα. 

Если система координат декартова, то 𝑔𝛼𝛽
 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и из (18), (19) сле-

дует равенство нулю всех символов Кристоффеля. В криволинейной системе 

координат они все в нуль не обращаются. Данный факт отражает не тензор-

ную природу этих объектов. Для тензора из равенства нулю всех компонент в 

одной системе координат следует их равенство нулю в любой другой системе 

координат. 

Пусть 𝜑 = 𝜑(𝑥  1, 𝑥  2, 𝑥  3) - скалярная однозначная дифференцируемая 

функция своих координат в некоторой области трехмерного пространства. 

Возьмем две близкие точки 𝑀(𝑥𝛼) и 𝑀′(𝑥𝛼 + 𝑑𝑥𝛼), тогда при переходе от  М  

к  Мʹ скаляр   получит приращение 
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𝑑𝜑 = 𝑑𝑥𝛼
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝛼
. 

Здесь левая часть – скаляр, а правая – скалярное произведение объекта 

первого ранга 𝜕𝜑/𝜕𝑥𝛼 на 𝑑𝑥𝛼  - произвольный вектор (точка Мʹ произволь-

ная). По теореме деления тензоров   𝒆𝛼 ∙ 𝜕𝜑/𝜕𝑥𝛼  есть вектор – скалярный 

градиент. Для него употребляется обозначение 

∇𝜑 ≡ 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜑 =
𝜕𝜑

𝜕𝒓
=
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝛼
𝒆𝛼 =

𝜕𝜑

𝜕𝑥𝛽
 𝒆𝛽

 . 

Компоненты скалярного градиента есть 

∇𝛼
 𝜑 ≡

𝜕𝜑

𝜕𝑥𝛼
,   ∇ 

𝛽𝜑 ≡
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝛽
 . 

Так как  𝑑𝑥𝛼 = 𝑔𝛼𝛽𝛿𝑥𝛽 ,   𝛿𝑥𝛽 = 𝑔𝛼𝛽
 𝑑𝑥𝛼, то 

𝜕𝜑

𝜕𝑥𝛽
 =

𝜕𝜑

𝜕𝑥𝛼
𝜕𝑥𝛼

𝜕𝑥𝛽
 =

𝜕𝜑

𝜕𝑥𝛼
𝑔𝛼𝛽 ,    

𝜕𝜑

𝜕𝑥𝛼
=
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝛽
 𝑔𝛼𝛽

 .                                (20) 

Квадрат модуля скалярного градиента есть инвариант и 

|∇𝜑|2 = 𝑔𝛼𝛽
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝛼
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝛽
= 𝑔𝜎𝜏

 
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝜎
 

𝜕𝜑

𝜕𝑥𝜏
 
=
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝛼
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝛼
 
.                            (21) 

Итак, изменение скаляра в окрестности данной точки  М  характеризу-

ется вектором – скалярным градиентом. 

Если некоторый вектор а есть градиент скаляра, то его называют по-

тенциальным вектором, а скаляр – потенциалом. 

Пусть 𝜑(𝑥  1, 𝑥  2, 𝑥  3) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡  есть поверхность уровня, тогда скаляр-

ный градиент направлен по нормали к этой поверхности, поскольку 

𝑑𝜑 = 𝑑𝑥𝛼
𝜕𝜑

𝜕𝑥𝛼
= 0. 

Рассмотрим теперь однозначную дифференцируемую вектор-функцию 

 𝒂 = 𝒂(𝑥  1, 𝑥  2, 𝑥  3); ее еще называют векторным полем. Приращение вектора 

при переходе из точки М в точку Мʹ дается выражением: 

𝑑𝒂 = 𝑑𝑥𝛼
𝜕𝒂

𝜕𝑥𝛼
=  𝛿𝑥𝛼

𝜕𝒂

𝜕𝑥𝛼
 
.                                                               (22) 
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отсюда по теореме деления тензоров заключаем, что объект eα(∂a/ ∂xα) есть 

тензор 2-го ранга. Его называют векторным градиентом и обозначают симво-

лами 

∇𝒂 ≡ 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝒂 =
𝜕𝒂

𝜕𝒓
= 𝒆𝛼

𝜕𝒂

𝜕𝑥𝛼
= 𝒆𝛽

 𝜕𝒂

𝜕𝑥𝛽
 .                                         (23) 

Таким образом, изменение вектора в окрестности точки характеризует-

ся тензором 2-го ранга – векторным градиентом. 

Используя формулы (1), найдем 

𝜕𝒂

𝜕𝑥𝛼
=

𝜕

𝜕𝑥𝛼
(𝑎𝜎𝒆𝜎

 ) = (
𝜕𝑎𝛽

𝜕𝑥𝛼
+ 𝑎𝜎Γ𝜎𝛼

𝛽
)𝒆𝛽

 ≡ ∇𝛼
 𝑎𝛽𝒆𝛽

 ,                                (24) 

то есть 

∇𝒂 = ∇𝛼
 𝑎𝛽𝒆𝛼𝒆𝛽

 .                                                                          (25) 

Величины 

∇𝛼
 𝑎𝛽 =

𝜕𝑎𝛽

𝜕𝑥𝛼
+ 𝑎𝜎Γ𝜎𝛼

𝛽
                                                                (26) 

носят название ковариантных производных от контравариантных компонент 

вектора и являются компонентами тензора ∇𝒂. Для декартовой системы ко-

ординат ковариантная производная совпадает с обычной производной по ко-

ординате, 

∇𝛼
 𝑎𝛽 =

𝜕𝑎𝛽

𝜕𝑥𝛼
 . 

Если представить вектор  а  через его ковариантные компоненты, то 

получим (см. (14)) 

𝜕𝒂

𝜕𝑥𝛼
=

𝜕

𝜕𝑥𝛼
(𝑎𝜎
 𝒆 
𝜎 ) = ∇𝛼

 𝑎𝛽
 𝒆 
𝛽 ,    ∇𝒂 = ∇𝛼

 𝑎𝛽
 𝒆𝛼𝒆 

𝛽 ;                                    (27) 

∇𝛼
 𝑎𝛽

 =
𝜕𝑎𝛽

 

𝜕𝑥𝛼
− 𝑎𝜎

 Γ  𝛽𝛼
𝜎  ,                                                                (28) 

где последние величины называют ковариантными производными от ковари-

антных компонент вектора. 

Используя связи (1.34) между компонентами 𝑑𝑥𝛼 и 𝛿𝑥𝛽, можно полу-

чить еще два представления векторного градиента: 
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𝜕𝒂

𝜕𝑥𝛼
 
=
𝜕𝒂

𝜕𝑥𝛽
𝑔𝛼𝛽 = ∇ 

𝛼𝑎𝜎𝒆𝜎
 = ∇ 

𝛼𝑎𝜏
 𝒆𝜏,    ∇𝒂 = ∇ 

𝛼𝑎𝜎𝒆𝛼𝒆𝜎
 = ∇ 

𝛼𝑎𝜏
 𝒆𝛼𝒆

𝜏,      (29) 

где величины 

∇ 
𝛼𝑎𝜎 = 𝑔𝛼𝛽∇𝛽

 𝑎𝜎 ,   ∇ 
𝛼𝑎𝜏

 = 𝑔𝛼𝛽∇𝛽
 𝑎𝜏
                                                    (30) 

суть контравариантные производные от контравариантных и ковариантных 

компонент соответственно. На формулу (30) также можно смотреть как на 

операцию жонглирования индексами. 

Таким образом, векторный градиент имеет следующие формы (пред-

ставления): 

 ∇𝒂 = ∇𝛼
 𝑎𝛽

 𝒆𝛼𝒆 
𝛽 = ∇𝛼

 𝑎𝛽𝒆𝛼𝒆𝛽
 = ∇ 

𝛼𝑎𝛽
 𝒆𝛼𝒆

𝛽 = ∇ 
𝛼𝑎𝛽𝒆𝛼𝒆𝛽

  .                    (31) 

Если  а  - постоянное векторное поле, то   ∇𝛼
 𝑎𝛽

 = 0,   𝛼, 𝛽 = 1, 2, 3. 

Рассмотрим некоторые дифференциальные выражения. Первый инва-

риант векторного градиента называется дивергенцией вектора: 

𝑑𝑖𝑣 𝒂 ≡ ∇𝛼
 𝑎𝛼 =

𝜕𝑎𝛼

𝜕𝑥𝛼
+ 𝑎𝜎Γ𝜎𝛼

𝛼  =
1

√𝑔

𝜕(𝑎𝛼√𝑔)

𝜕𝑥𝛼
,                                         (32) 

где использовано (15). 

В ортогональной системе координат, полагая 𝑎𝛼
∗ = 𝐻𝛼

 𝑎𝛼 и учитывая, 

что √𝑔 = 𝐻1
 𝐻2
 𝐻3

  , получим из (32) 

𝑑𝑖𝑣 𝒂 =
1

𝐻1
 𝐻2
 𝐻3

 (
𝜕(𝐻2

 𝐻3
 𝑎1
∗)

𝜕𝑥1
+
𝜕(𝐻1

 𝐻3
 𝑎2
∗)

𝜕𝑥2
+
𝜕(𝐻1

 𝐻2
 𝑎3
∗)

𝜕𝑥3
) .                  (33) 

Для декартовой системы координат 𝑦1
 , 𝑦2

 , 𝑦3
  имеем 

𝐻1
 = 𝐻2

 = 𝐻3
 = 1,   𝑎𝛼

∗ = 𝑎𝛼
 = 𝑎𝛼 , 

и (33) упрощается  

𝑑𝑖𝑣 𝒂 =
𝜕𝑎1

 

𝜕𝑥1
+
𝜕𝑎2

 

𝜕𝑥2
+
𝜕𝑎3

 

𝜕𝑥3
 . 

Векторное поле, в каждой точке которого дивергенция вектора равна 

нулю, называется соленоидальным полем (вектором). Введем еще один век-

тор ω: 

𝜔 
𝛼 = 𝑒 

𝛼𝛽𝛾 ∇𝛽
 𝑎𝛾
  .                                                                               (34) 
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Он называется вихрем векторного поля и обозначается 𝝎 = 𝒓𝒐𝒕 𝒂. 

Контравариантные компоненты вихря имеют вид: 

             𝜔 
1 = √𝑔1

 (
𝜕𝑎3

 

𝜕𝑥2
−
𝜕𝑎2

 

𝜕𝑥3
) , 𝜔 

2 = √𝑔1
 (
𝜕𝑎1

 

𝜕𝑥3
−
𝜕𝑎3

 

𝜕𝑥1
), 

 𝜔 
3 = √𝑔1

 (
𝜕𝑎2

 

𝜕𝑥1
−
𝜕𝑎1

 

𝜕𝑥2
) , (35) 

поскольку члены с символами Кристоффеля взаимно уничтожаются. В орто-

гональной системе координат √g1
 = (H1

 H2
 H3

 )−1 и, вводя физические ком-

поненты вектора ω: 

𝜔𝛼
∗ = 𝐻𝛼

 𝜔𝛼 ,   𝑎𝛼
∗ = 𝑎𝛼

 /𝐻𝛼
 , 

будем иметь 

{
 
 
 

 
 
 𝜔1

∗ =
1

𝐻2
 𝐻3

 (
𝜕(𝐻3

 𝑎3
∗)

𝜕𝑥2
−
𝜕(𝐻2

 𝑎2
∗)

𝜕𝑥3
) ,

𝜔2
∗ =

1

𝐻1
 𝐻3
 (
𝜕(𝐻1

 𝑎1
∗)

𝜕𝑥3
−
𝜕(𝐻3

 𝑎3
∗)

𝜕𝑥1
) ,

𝜔3
∗ =

1

𝐻1
 𝐻2
 (
𝜕(𝐻2

 𝑎2
∗)

𝜕𝑥1
−
𝜕(𝐻1

 𝑎1
∗)

𝜕𝑥2
) .

                                                             (36)

 

Для декартовой системы координат компоненты вихря равны 

𝜔1
 =

𝜕𝑎3
 

𝜕𝑦2
−
𝜕𝑎2

 

𝜕𝑦3
, 𝜔2

 =
𝜕𝑎1

 

𝜕𝑦3
−
𝜕𝑎3

 

𝜕𝑦1
, 𝜔3

 =
𝜕𝑎2

 

𝜕𝑦1
−
𝜕𝑎1

 

𝜕𝑦2
.          (37) 

Векторное поле, вихрь которого равен нулю в некоторой области, 

называется безвихревым. Если область односвязная, то векторное поле явля-

ется безвихревым тогда и только тогда, когда оно потенциально. 

Пусть векторное поле 𝒂 = ∇𝜑. Его дивергенция  

𝑑𝑖𝑣 𝒂 = 𝑑𝑖𝑣 ∇𝜑 = ∇𝛼
 ∇ 

𝛼𝜑 

обозначается специальным символом ∆φ = ∇α
 ∇ 
αφ  и называется оператором 

Лапласа. Из (32) следует 

∆𝜑 =
1

𝐻1
 𝐻2
 𝐻3

 (
𝜕

𝜕𝑥1
(
𝐻2
 𝐻3

 

𝐻1
 

𝜕𝜑

𝜕𝑥1
) +

𝜕

𝜕𝑥2
(
𝐻1
 𝐻3
 

𝐻2
 

𝜕𝜑

𝜕𝑥2
) +

𝜕

𝜕𝑥3
(
𝐻1
 𝐻2
 

𝐻3
 

𝜕𝜑

𝜕𝑥3
)) , (39)

 

в частности, в декартовой системе координат оператор Лапласа имеет про-

стое выражение: 
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          ∆𝜑 =
𝜕

𝜕𝑦1
(
𝜕𝜑

𝜕𝑦1
) +

𝜕

𝜕𝑦2
(
𝜕𝜑

𝜕𝑦2
) +

𝜕

𝜕𝑦3
(
𝜕𝜑

𝜕𝑦3
) = 

=
𝜕2𝜑

(𝜕𝑦1)2
+
𝜕2𝜑

(𝜕𝑦2)2
+
𝜕2𝜑

(𝜕𝑦3)2
 .      (40) 

Перейдем к рассмотрению тензорных полей. В произвольной системе 

координат функциями точки области будут как компоненты тензора, так и 

элементы полиад 

𝑇 
𝛼1…𝛼𝑛 = 𝑇 

𝛼1…𝛼𝑛(𝑥 
1, 𝑥 

2, 𝑥 
3),   𝒆𝛼𝑗

 = 𝒆𝛼𝑗
 (𝑥 

1, 𝑥 
2, 𝑥 

3) . 

Замечание 5. На самом деле тензор может зависеть и от некоторых до-

полнительных параметров. Изучим сначала изменение тензора 2-го ранга 

𝑻 = 𝑇   𝛽
𝛼 𝒆𝛼

 𝒆𝛽 в окрестности произвольной точки М. Его приращение при пе-

реходе от точки М к близлежащей точке Мʹ есть 

𝑑𝑻 = 𝑑𝑥𝛼
𝜕𝑻

𝜕𝑥𝛼
=  𝛿𝑥𝛼

𝜕𝑻

𝜕𝑥𝛼
 
.                                                               (41) 

По теореме деления тензоров объект 𝒆𝛼(𝜕𝑻/𝜕𝑥𝛼) есть  тензор 3-го ран-

га, называемый тензорным градиентом и обозначается символами 

∇𝑻 =
𝜕𝑻

𝜕𝒓
= 𝒆𝛼

𝜕𝑻

𝜕𝑥𝛼
= 𝒆𝛽

 𝜕𝑻

𝜕𝑥𝛽
 .                                                            (42) 

Этот градиент и определяет поведение тензора 2-го ранга T в окрестно-

сти точки М. Получим, используя формулы (1), (14) 

       
𝜕𝑻

𝜕𝑥𝛼
=

𝜕

𝜕𝑥𝛼
(𝑇   𝛾

𝛽
𝒆𝛽
 𝒆𝛾) = 

=
𝜕𝑇   𝛾

𝛽

𝜕𝑥𝛼
𝒆𝛽
 𝒆𝛾 + 𝑇   𝛾

𝛽
Γ  𝛽𝛼
𝜎 𝒆𝜎

 𝒆𝛾 − 𝑇   𝛾
𝛽
Γ  𝛼𝜎
𝛾
𝒆𝛽
 𝒆𝜎 = ∇𝛼

 𝑇   𝛾
𝛽
𝒆𝛽
 𝒆𝛾 , (43) 

где 

∇𝛼
 𝑇   𝛾

𝛽
=
𝜕𝑇   𝛾

𝛽

𝜕𝑥𝛼
+ 𝑇   𝛾

𝜎 Γ  𝜎𝛼
𝛽
− 𝑇   𝜎

𝛽
Γ  𝛼𝛾
𝜎 ,                                                   (44) 

значит 

∇𝑻 = ∇𝛼
 𝑇   𝛾

𝛽
𝒆𝛼𝒆𝛽

 𝒆𝛾.                                                                              (45) 
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Величины (44) суть компоненты тензорного градиента, они называются 

ковариантными производными от смешанных компонент тензорного гради-

ента Т. В декартовой системе координат ковариантные производные совпа-

дают с обычными: 

∇𝛼
 𝑇   𝛾

𝛽
=
𝜕𝑇   𝛾

𝛽

𝜕𝑥𝛼
 ,   Γ  𝜎𝛼

𝛽
= Γ  𝛼𝛾

𝜎  = 0. 

Для другого представления тензора, например, через контравариантные 

компоненты, 𝑻 = 𝑇 
𝛽𝛾𝒆𝛽

 𝒆𝛾
 , имеем 

∇𝑻 = ∇𝛼
 𝑇 

𝛽𝛾𝒆𝛼𝒆𝛽
 𝒆𝛾
 , 

где величины 

∇𝛼
 𝑇 

𝛽𝛾 =
𝜕𝑇 

𝛽𝛾

𝜕𝑥𝛼
+ 𝑇 

𝜎𝛾Γ  𝜎𝛼
𝛽
+ 𝑇 

𝛽𝜎Γ  𝜎𝛼
𝛾
                                                  (46) 

называют ковариантными производными  от контравариантных компонент 

тензора Т. Используя второе равенство (42), находим 

𝜕𝑻

𝜕𝑥𝛼
 
=
𝜕𝑻

𝜕𝑥𝛽
𝜕𝑥𝛽

𝜕𝑥𝛼
 
= ∇ 

𝛼𝑇   𝜏
𝜎 𝒆𝜎

 𝒆𝜏,    ∇ 
𝛼𝑇   𝜏

𝜎 = 𝑔 
𝛼𝛽∇𝛽

 𝑇   𝜏
𝜎 ,    ∇𝑻 = ∇ 

𝛼𝑇   𝜏
𝜎 𝒆𝛼𝒆𝜎

 𝒆𝜏.   (47) 

Величины ∇ 
𝛼𝑇   𝜏

𝜎  называют контравариантными производными тензора 

Т и выражаются через ковариантные производные с помощью операции под-

нятия индекса. 

Аналогично могут быть получены и другие производные. Установлен-

ные выше правила дифференцирования очевидным образом обобщаются на 

случай тензора ранга  𝑛 > 2. При этом тензорный градиент есть тензор по-

рядка 𝑛 + 1. 

Можно доказать, что для метрического и дискриминантного тензоров 

имеют место равенства 

∇𝛾
 𝑔𝛼𝛽

 = 0,    ∇𝜎
 𝑒𝛼𝛽𝛾
 = 0.                                                     (48) 

Нетрудно убедиться, что аналогичными свойствами обладают компо-

ненты тензоров  G  и  E  с иными строениями индексов. Другими словами, 

поля этих тензоров однородные, следовательно, их компоненты можно вно-

сить и выносить за знак производной. 
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Введенное выше ковариантное дифференцирование обладает некото-

рыми свойствами обычного дифференцирования: 

а) ковариантная производная суммы двух тензоров равна сумме их ко-

вариантных производных; 

б) ковариантная производная индефинитного произведения двух тензо-

ров подчиняется обычному правилу дифференцирования произведения: 

∇𝜎
 (𝑎𝛼𝑏𝛽) = (∇𝜎

 𝑎𝛼)𝑏𝛽 + 𝑎𝛼(∇𝜎
 𝑏𝛽);                                                (49) 

в) операции ковариантного дифференцирования и свертывания переме-

стительны: если, например, вычислить ∇𝛼
 𝑇   𝜇𝜈

𝜆   и свернуть по λ и  μ, или сна-

чала свернуть 𝑇   𝜇𝜈
𝜆   по λ и  μ, а затем вычислить ∇𝛼

 𝑇   𝜇𝜈
𝜆 , то результаты будут 

одинаковы; 

г) умножение (49) сначала на  𝑔𝛼𝛽
 , а затем на 𝑒𝛼𝛽𝛾

  и суммирование по 

индексам  α, β дает равенства (учтены свойства (48)) 

∇𝜎
 (𝑔𝛼𝛽

 𝑎𝛼𝑏𝛽) = 𝑔𝛼𝛽
 (∇𝜎

 𝑎𝛼)𝑏𝛽 + 𝑔𝛼𝛽
 𝑎𝛼(∇𝜎

 𝑏𝛽), 

∇𝜎
 (𝑒𝛼𝛽𝛾

 𝑎𝛼𝑏𝛽) = 𝑒𝛼𝛽𝛾
 (∇𝜎

 𝑎𝛼)𝑏𝛽 − 𝑒𝛽𝛼𝛾
 𝑎𝛼(∇𝜎

 𝑏𝛽), 

или в инвариантной форме 

 ∇(𝒂 ∙ 𝒃) = (∇𝒂) ∙ 𝒃 + (∇𝒃) ∙ 𝒂 .   ∇(𝒂 × 𝒃) = (∇𝒂) × 𝒃 − (∇𝒃) × 𝒂.      (50) 

Пусть  𝑇 
𝛼𝛽 - тензор 2-го ранга, а  ∇𝜎

 𝑇 
𝛼𝛽 - тензорный градиент. Его 

свертки 

𝑡 
𝛼 = ∇𝛽

 𝑇 
𝛼𝛽 ,   𝑡 

′𝛼 = ∇𝛽
 𝑇 

𝛽𝛼                                                             (51) 

называются дивергенциями тензора  Т соответственно 1-го и 2-го рода. Они 

являются векторами. 

Пользуясь формулой (46), получим выражения 

𝑡 
𝛼 =

𝜕𝑇 
𝛼𝛽

𝜕𝑥𝛽
+ 𝑇 

𝜎𝛽Γ  𝜎𝛽
𝛼 + 𝑇 

𝛼𝜎Γ  𝜎𝛽
𝛽
=
1

√𝑔

𝜕(√𝑔 𝑇 
𝛼𝛽)

𝜕𝑥𝛽
+ 𝑇 

𝜎𝛽Γ  𝜎𝛽
𝛼  ,            (52) 

𝑡 
′𝛼 =

𝜕𝑇 
𝛽𝛼

𝜕𝑥𝛽
+ 𝑇 

𝜎𝛼Γ  𝜎𝛽
𝛽
+ 𝑇 

𝛽𝜎Γ  𝜎𝛽
𝛼 =

1

√𝑔

𝜕(√𝑔 𝑇 
𝛽𝛼)

𝜕𝑥𝛽
+ 𝑇 

𝛽𝜎Γ  𝜎𝛽
𝛼  ,            (53) 
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Если тензор Т симметричен, то 𝑇 
𝛼𝛽 = 𝑇 

𝛽𝛼  и из (51) следует совпаде-

ние дивергенций 1-го и 2-го рода, и такому тензору соответствует только од-

на дивергенция. Используя симметрию Т и свойства символов Кристоффеля, 

получим 

𝑡𝛼
 = ∇𝛽

 𝑇 𝛼
  𝛽
=
1

√𝑔

𝜕 (√𝑔𝑇 𝛼
  𝛽
)

𝜕𝑥𝛽
− 𝑇 

𝜎𝛽Γ  𝜎𝛼𝛽
 =

1

√𝑔

𝜕 (√𝑔𝑇 𝛼
  𝛽
)

𝜕𝑥𝛽
−
1

2
𝑇 
𝜎𝛽
𝜕𝑔𝜎𝛽

𝜕𝑥𝛼
; (54)

 

д) для ортогональной системы координат  √𝑔 = 𝐻1
 𝐻2
 𝐻3

  

1

2
𝑇 
𝜎𝛽
𝜕𝑔𝜎𝛽

𝜕𝑥𝛼
=
1

2
𝑇 
𝛽𝛽
𝜕𝑔𝛽𝛽

𝜕𝑥𝛼
= 𝑇 

𝛽𝛽𝐻𝛽
 
𝜕𝐻𝛽

 

𝜕𝑥𝛼
= 𝑇𝛽

  𝛽 1

𝐻𝛽
 

𝜕𝐻𝛽
 

𝜕𝑥𝛼
= 𝑇𝛽

  𝛽 𝜕(ln𝐻𝛽
 )

𝜕𝑥𝛼
, 

и формулы (54) упрощаются 

𝑡 𝛼
 =

1

√𝑔

𝜕 (√𝑔𝑇 𝛼
  𝛽
)

𝜕𝑥𝛽
−∑𝑇𝛽

  𝛽 𝜕(ln𝐻𝛽
 )

𝜕𝑥𝛼
 

3

𝛽=1

.                                                 (55) 

Вводя физические компоненты (𝑇 𝛼
  𝛽
)
∗
= 𝐻𝛽

 𝐻𝛼
−1𝑇 𝛼

  𝛽
, будем иметь 

𝑡 𝛼
 = ∑ [

1

√𝑔

𝜕

𝜕𝑥𝛽
(
𝐻𝛼
 

𝐻𝛽
 √𝑔 (𝑇 𝛼

  𝛽
)
∗

) − (𝑇 𝛽
  𝛽
)
∗ 𝜕(ln𝐻𝛽

 )

𝜕𝑥𝛼
] 

3

𝛽=1

,                      (56) 

отсюда для декартовой системы координат 

𝑡 𝛼
 = ∑

𝜕𝑇 𝛼
  𝛽

𝜕𝑦𝛽
 

3

𝛽=1

=
𝜕𝑇 𝛼

  1

𝜕𝑦1
+
𝜕𝑇 𝛼

  2

𝜕𝑦2
+
𝜕𝑇 𝛼

  3

𝜕𝑦3
.                                                      (57) 

Если тензор 2-го ранга является шаровым: 𝑻 = 𝜑𝑮, то 𝑇 𝛼
  𝛽
= 𝜑 ∙ 𝛿 𝛼

  𝛽
, 

где   - скаляр и  

𝑡𝛼
 = ∇𝛽

 𝑇 𝛼
  𝛽
= ∇𝛽

 (𝜑 ∙ 𝛿 𝛼
  𝛽
) = ∇𝛼

 𝜑,    𝒕 = ∇ 
 𝜑,                                           (58) 

то есть дивергенция шарового тензора равна градиенту скаляра  . 

Возьмем теперь в качестве тензора 2-го ранга векторный градиент 

гладкого поля а: 𝑻 = ∇ 
 𝒂 = ∇ 

𝛼𝑎 
𝛽𝒆𝛼𝒆𝛽. Ему соответствуют векторы 𝑻 

𝛽 =

∇ 
𝛼𝑎 

𝛽𝒆𝛼 и 𝑻 
′𝛽 = ∇ 

𝛽𝑎 
𝛼𝒆𝛼 = ∇ 

𝛽𝒂. Согласно формулам (52), (53) инвариантный 

вид дивергенций 1-го и 2-го рода таков: 
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𝒕 = 𝑑𝑖𝑣 𝑻 =
1

√𝑔

𝜕(√𝑔 𝑻 
𝛽)

𝜕𝑥𝛽
,    𝑻 

𝛽 = 𝑇 
𝛼𝛽𝒆𝛼

 ;
 

𝒕′ = 𝑑𝑖𝑣′𝑻 =
1

√𝑔

𝜕(√𝑔 𝑻′ 
𝛽
)

𝜕𝑥𝛽
,    𝑻′ 

𝛽
= 𝑇 

𝛽𝛼𝒆𝛼
 .                                   (59)

 

Для рассматриваемого случая дивергенция 2-го рода тензора ∇ 
 𝒂 имеет 

специальную структуру и обозначается 

∆𝒂 = 𝒕′ =
1

√𝑔

𝜕(√𝑔 ∇ 
𝛽𝒂)

𝜕𝑥𝛽
.                                                                    (60)

 

Она носит название оператора Лапласа от вектора и является также 

вектором. Компоненты этого вектора имеют вид (см. (53)) 

∆𝑎𝛼 = 𝑡 
′𝛼 =

1

√𝑔
[
𝜕(√𝑔 ∇ 

𝛽𝑎𝛼)

𝜕𝑥𝛽
+√𝑔 ∇ 

𝛽𝑎𝜎Γ  𝜎𝛽
𝛼 ]                                (61) 

и для декартовой системы координат 

∆𝑎𝛼 = 𝑡 
′𝛼 =

𝜕2𝑎𝛼

(𝜕𝑦1)2
+
𝜕2𝑎𝛼

(𝜕𝑦2)2
+
𝜕2𝑎𝛼

(𝜕𝑦3)2
 .                                             (62) 

Подобно тому, как вводились потенциальные векторы, можно ввести 

потенциальные тензоры. Рассмотрим скалярную функцию тензорного аргу-

мента 𝑓 = 𝑓(𝑻)  , где  Т – тензор 2-го ранга. Ее приращение при переходе от 

точки М к близлежащей точке Мʹ есть 

𝑑𝑓 = 𝑑𝑇   𝛽
𝛼 𝜕𝑓

𝜕𝑇   𝛽
𝛼  .

 

      Поскольку 𝑑𝑇   𝛽
𝛼 = 𝑑𝑥𝜎∇𝜎

 𝑇   𝛽
𝛼 , то 

𝑑𝑓 = 𝑑𝑥𝜎∇𝜎
 𝑇   𝛽

𝛼 𝜕𝑓

𝜕𝑇   𝛽
𝛼 .                                                       (63) 

По теореме деления тензоров объект  𝜕𝑓/𝜕𝑇   𝛽
𝛼   есть тензор 2-го ранга, назы-

ваемый тензорным градиентом скаляра. Его обозначают так: 

𝐻   𝛼
𝛽
=
𝜕𝑓

𝜕𝑇   𝛽
𝛼 ,    𝑯 =

𝜕𝑓

𝜕𝑻
 ,                                                         (64) 
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и тензор  Н  называют потенциальным тензором, а  f - скалярным потенциа-

лом. 

Соотношение (63) является тензорным. В системе координат �̂�(𝜉𝜎) оно 

имеет тот же вид 

𝑑𝑓 = 𝑑𝜉𝜏∇̂𝜏
 �̂�   𝜇
𝜆
𝜕𝑓

𝜕�̂�   𝜇
𝜆
, 

то есть 

�̂�   𝜆
𝜇
=
𝜕𝑓

𝜕�̂�   𝜇
𝜆
 . 

Если воспользоваться очевидными формулами 

𝑇 
𝜆𝜇 = 𝛿   𝛼

𝜆 𝑇   𝜎
𝛼 𝑔 

𝜎𝜇 ,    
𝜕𝑇 

𝜆𝜇

𝜕𝑇   𝜎
𝛼
= 𝛿   𝛼

𝜆 𝑔 
𝜎𝜇 ,    𝑔 𝛽𝜎

 𝑔 
𝜎𝜇 = 𝛿 𝛽

  𝜇
, 

то легко получить выражения для других компонент потенциального тензора 

𝐻 𝛽𝛼
 =

𝜕𝑓

𝜕𝑇 
𝛼𝛽
 ,    𝐻  

𝛽𝛼 =
𝜕𝑓

𝜕𝑇 𝛼𝛽
  ,    𝐻𝜎

  𝛼 =
𝜕𝑓

𝜕𝑇 𝛼
  𝜎  ,                                            (65) 

Видим, что операции поднятия и опускания индексов применимы и к 

потенциальным тензорам.  

Пусть теперь тензор 2-го ранга Н есть изотропная тензорная функция 

тензора 2-го ранга Т : 𝑯 = 𝑭(𝑻). 

Теорема 1.3. Для потенциальности тензора  Н  необходимо и достаточ-

но выполнения следующих равенств: 

𝜕𝐻 𝛽𝛼
 

𝜕𝑇 
𝜆𝜇
=
𝜕𝐻 𝜆𝜇

 

𝜕𝑇 
𝛼𝛽
 ,                                                                        (66) 

Доказательство очевидно, так как последние соотношения являются 

условиями интегрируемости линейной дифференциальной формы 𝐻 𝛽𝛼
 𝑑𝑇 

𝛼𝛽. 

Вопросы по теоретическому материалу 

1. Чем характеризуется изменение базисных векторов вдоль коор-

динатных линий и как образуются символы Кристоффеля? 

2. Какими свойствами обладают символы Кристоффеля? 
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3. Чем отличаются производные векторов ковариантного и контра-

вариантного базисов? 

4. Что собой представляет производная скалярной функции по ко-

ординатам криволинейной системы? Как образуется скалярный градиент? 

5. Как дифференцируется векторная функция по координатам кри-

волинейной системы? Как образуется векторный градиент? 

6. Как образуются ковариантные и контравариантные производные 

от ковариантных и контравариантных компонент вектора? 

7. Что называют дивергенцией вектора? Что называют вихрем (ро-

тором) векторного поля? 

8. Как определяется тензорный градиент? Что собой представляют 

ковариантные и контравариантные производные от компонент тензора? 

9. Какими свойствами обладает ковариантное дифференцирование? 

 

Индивидуальное задание «Векторы» 

 

Теоретические вопросы 

1. Векторы. Линейные операции над векторами: сложение векторов, 

умножение вектора на число, вычитание векторов. 

2. Скалярное произведение векторов. Модуль вектора и его направля-

ющие косинусы. Проекции вектора на координатные оси. Угол между векто-

рами. Условие перпендикулярности векторов. 

3. Векторное произведение векторов. Геометрический смысл векторно-

го произведения. Условие коллинеарности векторов. 

4. Смешанное произведение векторов и его свойства. Геометрический 

смысл смешанного произведения. Условие компланарности трех векторов. 

5. Плоскость. Нормальный вектор плоскости. Общее уравнение плос-

кости. Уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки. Угол 

между плоскостями. Расстояние от точки до плоскости. 
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6. Прямая в пространстве. Направляющий вектор прямой. Уравнения 

прямой как пересечение плоскостей. Канонические уравнения прямой. Угол 

между прямыми. Угол между прямой и плоскостью. Расстояние от точки до 

прямой. Расстояние между прямыми. Пересечение прямой и плоскости. 

 Варианты заданий 

Задача 1. Написать разложение вектора  x  по векторам  p, q, r. 

1.1.  742 ,,x   210 ,,p   101 ,,q   421 ,,r  

1.2.  1126  ,,x
 

 031 ,,p
 

 112 ,,q
 

 210 ,,r
 

1.3  441 ,,x
 

 112  ,,p
 

 230 ,,q
 

 111 ,,r
 

1.4  559 ,,x
 

 114 ,,p
 

 302  ,,q
 

 121 ,,r
 

1.5  555 ,,x
 

 102 ,,p
 

 131  ,,q
 

 140 ,,r
 

1.6  7213 ,,x
 

 015 ,,p
 

 312 ,,q
 

 101  ,,r
 

1.7  7119 ,,x
 

 110 ,,p
 

 102 ,,q
 

 013 ,,r
 

1.8  433 ,,x
 

 201 ,,p
 

 110 ,,q
 

 412 ,,r
 

1.9  133  ,,x
 

 013 ,,p
 

 121 ,,q
 

 201 ,,r
 

1.10  471  ,,x
 

 121 ,,p
 

 302 ,,q
 

 111  ,,r
 

1.11  1456  ,,x
 

 411 ,,p
 

 230 ,,q
 

 112  ,,r
 

1.12  716 ,,x
 

 021 ,,p
 

 311 ,,q
 

 401 ,,r
 

1.13  0155 ,,x
 

 501 ,,p
 

 231 ,,q
 

 110 ,,r
 

1.14  1112 ,,x
 

 011 ,,p
 

 210  ,,q
 

 301 ,,r
 

1.15  3511  ,,x
 

 201 ,,p
 

 101 ,,q
 

 352  ,,r
 

1.16  508 ,,x
 

 102 ,,p
 

 011 ,,q
 

 214 ,,r
 

 

Задача 2. Найти косинус угла между векторами AB и AC. 

2.1  321 ,,A 
 

 210 ,,B 
 

 543 ,,C 
 

2.2  630 ,,A 
 

 3312  ,,B
 

 639  ,,C
 

2.3  133 ,,A
 

 255 ,,B
 

 114 ,,C
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2.4  321  ,,A
 

 643 ,,B
 

 111 ,,C
 

2.5  024 ,,A 
 

 421 ,,B 
 

 123 ,,C 
 

2.6  135 ,,A
 

 025 ,,B
 

 146 ,,C
 

2.7  673  ,,A
 

 210  ,,B
 

 032 ,,C
 

2.8  642 ,,A 
 

 420 ,,B 
 

 1086 ,,C 
 

2.9  210 ,,A
 

 213 ,,B
 

 114 ,,C
 

2.10  133 ,,A
 

 251 ,,B
 

 114 ,,C
 

2.11  112 ,,A
 

 416  ,,B
 

 124 ,,C
 

2.12  121 ,,A 
 

 524 ,,B 
 

 228 ,,C 
 

2.13  326 ,,A
 

 236 ,,B
 

 337 ,,C
 

2.14  400 ,,A
 

 163 ,,B 
 

 1105  ,,C
 

2.15  182  ,,A
 

 064 ,,B 
 

 152  ,,C
 

2.16  963 ,,A 
 

 630 ,,B 
 

 15129 ,,C 
 

 

 

Задача 3. Вычислить площадь параллелограмма, построенного  

на векторах a и b. 

3.1. qpa 2
 

qpb 3
 1p

 
2q

 
  6qp^

 

3.2. qpa 3
 

qpb 2
 4p

 
1q

 
  4qp^

 

3.3 qpa 3
 

qpb 2
 51p

 
1q

 
  2qp^

 

3.4 qpa 23 
 

qpb 5
 4p

 
21q

 
  65qp^

 

3.5 qpa 2
 

qpb  2
 2p

 
3q

 
  43qp^

 

3.6 qpa 3
 

qpb 2
 2p

 
3q

 
  3qp^

 

3.7 qpa  2
 

qpb 3
 3p

 
2q

 
  2qp^

 

3.8 qpa  4
 

qpb 
 7p

 
2q

 
  4qp^

 

3.9 qpa 4
 

qpb 3
 1p

 
2q

 
  6qp^

 

3.10 qpa 4
 

qpb  2
 7p

 
2q

 
  3qp^
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3.11 qpa 23 
 

qpb 
 10p

 
1q

 
  2qp^

 

3.12 qpa  4
 

qpb 2
 5p

 
4q

 
  4qp^

 

3.13 qpa 32 
 

qpb 2
 6p

 
7q

 
  3qp^

 

3.14 qpa 3
 

qpb 2
 3p

 
4q

 
  3qp^

 

3.15 qpa 32 
 

qpb 2
 2p

 
3q

 
  4qp^

 

3.16 qpa 32 
 

qpb 3
 4p

 
1q

 
  6qp^

 

 

Задача 4. Компланарны ли векторы a, b и c? 

4.1.  132 ,,a
 

 101  ,,b
 

 222 ,,c
 

4.2.  123 ,,a
 

 432 ,,b
 

 113  ,,c
 

4.3  251 ,,a
 

 111  ,,b
 

 111 ,,c
 

4.4  311  ,,a
 

 123 ,,b
 

 432 ,,c
 

4.5  133 ,,a
 

 121 ,,b
 

 111 ,,c
 

4.6  113  ,,a
 

 012 ,,b
 

 125  ,,c
 

4.7  134 ,,a
 

 121 ,,b
 

 222 ,,c
 

4.8  134 ,,a
 

 476 ,,b
 

 102  ,,c
 

4.9  123 ,,a
 

 731  ,,b
 

 321 ,,c
 

4.10  273 ,,a
 

 102  ,,b
 

 122 ,,c
 

4.11  621 ,, a
 

 101 ,,b
 

 1762 ,, c
 

4.12  436 ,,a
 

 121  ,,b
 

 212 ,,c
 

4.13  437 ,,a
 

 121  ,,b
 

 424 ,,c
 

4.14  232 ,,a
 

 574 ,,b
 

 102  ,,c
 

4.15  435 ,,a
 

 101  ,,b
 

 424 ,,c
 

4.16  5103 ,,a
 

 322  ,,b
 

 342 ,,c
 

 

 

Задача 5. Вычислить объем тетраэдра с вершинами в точках А1, А2, А3, А4 и его 

высоту, опущенную из вершины А4 на грань А1А2А3. 
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5.1.  6311 ,,A
 

 1222 ,,A
 

 1013 ,,A 
 

 3644  ,,A
 

5.2  6241 ,,A 
 

 0322 ,,A 
 

 85103 ,,A 
 

 4254  ,,A
 

5.3  4271 ,,A
 

 2172  ,,A
 

 1333 ,,A
 

 1244 ,,A 
 

5.4  4121 ,,A
 

 2512  ,,A
 

 2373 ,,A 
 

 6364 ,,A 
 

5.5  2511 ,,A 
 

 3062  ,,A
 

 3633 ,,A
 

 76104 ,,A 
 

5.6  1101  ,,A
 

 5322 ,,A 
 

 9513  ,,A
 

 3614 ,,A 
 

5.7  0251 ,,A
 

 0522 ,,A
 

 4213 ,,A
 

 1114 ,,A 
 

5.8  2121  ,,A
 

 1212 ,,A
 

 6053 ,,A
 

 79104  ,,A
 

5.9  4021  ,,A
 

 1712 ,,A 
 

 4843  ,,A
 

 6414 ,,A 
 

5.10  54141 ,,A
 

 2352 ,,A 
 

 3623  ,,A
 

 1224  ,,A
 

5.11  0211 ,,A
 

 3032 ,,A
 

 6253 ,,A
 

 9484 ,,A
 

5.12  2121 ,,A 
 

 1212 ,,A
 

 1233 ,,A
 

 5244 ,,A 
 

5.13  2111 ,,A
 

 3112 ,,A 
 

 4223 ,,A 
 

 2014  ,,A
 

5.14  1321 ,,A
 

 2142 ,,A
 

 7363 ,,A
 

 3574 ,,A
 

5.15  1111 ,,A
 

 1322 ,,A
 

 1233 ,,A
 

 8954 ,,A
 

5.16  7511 ,,A
 

 3632 ,,A 
 

 3723 ,,A 
 

 12844  ,,A
 

 

Задача 6. Найти расстояние от точки М0 до плоскости, проходящей через три 

точки  М1, М2, М3. 

6.1  7431  ,,M
 

 4512 ,,M
 

 0253 ,,M 
 

 17120  ,,M
 

6.2  3211  ,,M
 

 0142 ,,M 
 

 2123 ,,M
 

 5610  ,,M
 

6.3  1131 ,,M 
 

 2192  ,,M
 

 4533 ,,M 
 

 1070  ,,M
 

6.4  1111 ,,M 
 

 3022 ,,M 
 

 1123 ,,M
 

 2420 ,,M 
 

6.5  0211 ,,M
 

 2112 ,,M 
 

 1103 ,,M
 

 4120 ,,M 
 

6.6  2011 ,,M
 

 1212 ,,M
 

 1223 ,,M 
 

 1950 ,,M 
 

6.7  3211 ,,M
 

 1012 ,,M
 

 6123 ,,M 
 

 9230  ,,M
 

6.8  11031 ,,M
 

 5322  ,,M
 

 3063  ,,M
 

 10760  ,,M
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6.9  4211 ,,M 
 

 4212  ,,M
 

 1033 ,,M
 

 5320 ,,M 
 

6.10  1301 ,,M 
 

 2142 ,,M 
 

 5123 ,,M 
 

 5430  ,,M
 

6.11  0311 ,,M
 

 2142 ,,M 
 

 1033 ,,M
 

 0340 ,,M
 

6.12  1121  ,,M
 

 2302 ,,M
 

 4133 ,,M
 

 2420 ,,M 
 

6.13  6531 ,,M 
 

 4122 ,,M
 

 1303  ,,M
 

 68630 ,,M
 

6.14  3421  ,,M
 

 0652 ,,M 
 

 3313  ,,M
 

 81020 ,,M 
 

6.15  2111 ,,M 
 

 2122 ,,M
 

 4113 ,,M
 

 7230 ,,M 
 

6.16  6311 ,,M
 

 1222 ,,M
 

 1013 ,,M 
 

 5450 ,,M 
 

 

Задача 7. Написать уравнение плоскости, проходящей через точку A  пер-

пендикулярно вектору BC. 

7.1  201 ,,A
 

 312 ,,B 
 

 230 ,,C 
 

7.2  431 ,,A 
 

 051 ,,B 
 

 162 ,,C
 

7.3  024 ,,A 
 

 511  ,,B
 

 312  ,,C
 

7.4  708 ,,A 
 

 423 ,,B 
 

 541 ,,C 
 

7.5  157 ,,A 
 

 315  ,,B
 

 403 ,,C
 

7.6  253  ,,A
 

 304 ,,B 
 

 523 ,,C 
 

7.7  811 ,,A 
 

 1034  ,,B
 

 711 ,,C 
 

7.8  502  ,,A
 

 372 ,,B
 

 1101 ,,C
 

7.9  491 ,,A
 

 175 ,,B
 

 053 ,,C
 

7.10  307 ,,A 
 

 451  ,,B
 

 032 ,,C 
 

7.11  530 ,,A 
 

 627 ,,B 
 

 423 ,,C 
 

7.12  215 ,,A 
 

 342 ,,B 
 

 314 ,,C 
 

7.13  273 ,,A 
 

 153 ,,B
 

 354 ,,C
 

7.14  820 ,,A 
 

 234 ,,B
 

 341 ,,C
 

7.15  511 ,,A 
 

 870 ,,B
 

 831 ,,C 
 

7.16  9010 ,,A 
 

 11412 ,,B
 

 1558 ,,C
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Задача 8. Найти угол между плоскостями. 

8.1. 053  yx
 

01652  zyx
 

8.2. 013  zyx
 

01 zx  

8.3 01354  zyx
 

094  zyx
 

8.4 01523  zyx
 

01395  zyx
 

8.5 017426  zyx
 

04639  zyx
 

8.6 012  zyx
 

032  zyx
 

8.7 03  zy
 

02  zy
 

8.8 0236  zyx
 

01262  zyx
 

8.9 0322  zyx
 

01151216  zyx
 

8.10 01652  zyx
 

0832  zyx
 

8.11 0122  zyx
 

01 zx  

8.12 043  zyx
 

05 zy
 

8.13 016223  zyx
 

073  zyx
 

8.14 0922  zyx
 

013  zyx
 

8.15 0322  zyx
 

0522  zyx
 

8.16 01323  zyx
 

07  zyx
 

 

Задача 9. Найти координаты точки A , равноудаленной от точек B  и C . 

9.1  z,,A 00
 

 015 ,,B
 

 320 ,,C
 

9.2  z,,A 00
 

 133 ,,B
 

 214 ,,C
 

9.3  z,,A 00
 

 313 ,,B
 

 241 ,,C
 

9.4  z,,A 00
 

 611  ,,B
 

 532 ,,C
 

9.5  z,,A 00
 

 6413 ,,B 
 

 5910 ,,C 
 

9.6  z,,A 00
 

 655 ,,B 
 

 267 ,,C 
 

9.7  z,,A 00
 

 0118 ,,B 
 

 21015 ,,C 
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9.8  z,,A 00
 

 2010 ,,B
 

 129 ,,C 
 

9.9  z,,A 00
 

 576 ,,B 
 

 348 ,,C 
 

9.10  z,,A 00
 

 176 ,,B 
 

 521 ,,C 
 

9.11  z,,A 00
 

 1507 ,,B
 

 12102 ,,C
 

9.12  00 ,y,A
 

 303 ,,B
 

 420 ,,C
 

9.13  00 ,y,A
 

 461 ,,B
 

 175 ,,C
 

9.14  00 ,y,A
 

 1082 ,,B 
 

 2116 ,,C
 

9.15  00 ,y,A
 

 642 ,,B 
 

 527 ,,C
 

9.16  00 ,y,A
 

 422 ,,B
 

 240 ,,C
 

 

Задача 10. Написать канонические уравнения прямой. 

10.1. 022  zyx
 

0632  zyx
 

10.2. 0223  zyx
 

0143  zyx
 

10.3 042  zyx
 

0822  zyx
 

10.4 02 zyx
 

022  zyx
 

10.5 0632  zyx
 

0323  zyx
 

10.6 063  zyx
 

023  zyx
 

10.7 01125  zyx
 

01 zyx
 

10.8 01243  zyx
 

04342  zyx
 

10.9 0435  zyx
 

022  zyx
 

10.10 02 zyx
 

042  zyx
 

10.11 0234  zyx
 

082  zyx
 

10.12 01233  zyx
 

0632  zyx
 

10.13 02476  zyx
 

057  zyx
 

10.14 0138  zyx
 

010 zyx
 

10.15 08456  zyx
 

04356  zyx
 

10.16 055  zyx
 

05252  zyx
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Задача 11. Найти точки пересечения прямой и плоскости. 

11.1. 

4

1

1

3

1

2 









 zyx

 

01432  zyx
 

11.2. 

5

1

4

3

3

1 







 zyx

 

02052  zyx
 

11.3 

2

1

4

5

1

1 







 zyx

 

02473  zyx
 

11.4 

2

3

01

1 


 zyx

 

042  zyx
 

11.5 

0

2

1

3

1

5 







 zyx

 

01253  zyx
 

11.6 

2

3

2

2

3

1











 zyx

 

0953  zyx
 

11.7 

1

1

1

2

2

1











 zyx

 

01752  zyx
 

11.8 

1

4

0

2

2

1 





 zyx

 

01942  zyx
 

11.9 

1

4

1

1

1

2











 zyx

 

02332  zyx
 

11.10 

0

3

0

2

1

2 





 zyx

 

07532  zyx
 

11.11 

3

2

1

3

2

1 







 zyx

 

01124  zyx
 

11.12 

1

1

0

1

1

1









 zyx

 

08423  zyx
 

11.13 

2

3

1

1

1

2 







 zyx

 

022  zyx
 

11.14 

3

2

5

2

1

3 







 yxx

 

0345  zyx
 

11.15 

3

4

1

2

2

2 







 zyx

 

04253  zyx
 

11.16 

2

4

5

4

1

3 







 zyx

 

04747  zyx
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Рабочие формулы и указания к выполнению заданий. 

К задаче 1. Разложить вектор  32 x,x,x1x  по векторам  32 p,p,p1p , 

 32 q,q,q1q ,  32 r,r,r1r   − это значит представить его в виде: 

rqpx   ,       (1) 

где коэффициенты   ,,   определяются как решение системы линейных 

алгебраических уравнений: 

.xrqp

,xrqp

,xrqp

3

2

1

333

222

111













 

 В ответе необходимо указать значения коэффициентов  ,,  или вы-

писать конкретное разложение (1). 

 К задаче 2. Косинус угла α между векторами  32 b,b,b1AB  и 

 32 с,с,с1AС   находится из определения скалярного произведения векто-

ров: 

CosACABACAB  , 

с учетом представления скалярного произведения в координатной форме, 

332211 cbcbcb  ACAB , 

и модулей векторов: 

.ccc,bbb 2

3

2

2

2

1

2

3

2

2

2

1  ACAB  

К задаче 3. Площадь параллелограмма находится как модуль векторно-

го произведения векторов a и b,  

baS  ; 

векторное произведение 𝒂 × 𝒃 нужно суметь выразить через векторное про-

изведение векторов p и q, модуль которого находится непосредственно из 

определения, 

 qp^qpqp Sin , 

где (𝒑⌃𝒒)  − заданный угол между векторами p и q . 
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К задаче 4. Условием компланарности векторов  32 a,a,a1a , 

 32 b,b,b1b   и   32 c,c,c1c  является равенство нулю их смешанного произ-

ведения, 0cba . Смешанное произведение векторов в проекциях выража-

ется определителем: 

321

321

321

ccc

bbb

aaa

cba   . 

К задаче 5.  Объем Vт тетраэдра с вершинами в точках 1A , 2A , 3A , 4A  

составляет шестую часть объема Vп параллелепипеда, построенного на векто-

рах  А1А2 = (а1, а2, а3),  А1А3 = ( b1, b2, b3),  А1А4= (с1, с2, с3) , 

пт VV
6

1
 . 

Объем Vп параллелепипеда выражает геометрический смысл смешан-

ного произведения векторов А1А2, А1А3 ,  А1А4 , 

321

321

321

п

ccc

bbb

aaa

V  43 AAAAAA 1121  . 

Далее заметим, что высота тетраэдра совпадает с соответствующей вы-

сотой параллелепипеда. Для определения высоты  h4 , опущенной из верши-

ны 4A  на грань 321 AAA , нужно рассмотреть площадь параллелограмма Sп , по-

строенного на векторах А1А2 , А1А3,   

321

3213

bbb

aaaSп

kji

AAAA 121   , 

и использовать известную формулу: 

4пп hSV   . 

К задаче 6. Сначала нужно составить уравнение плоскости, проходя-

щей через три данные точки  М1(x1, y1, z1), М2 (x2, y2, z2), М3 (x3, y3, z3), 
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0

131313

121212

111

z-zy-yx-x

z-zy-yx-x

z-zy-yx-x

, 

привести его к общему виду, 

0DCzByAx  , 

а затем использовать формулу расстояния от точки  М0(x0, y0, z0) до этой 

плоскости, 

222

000

CBA

DCzByAx
d




  . 

К задаче 7. Сначала находится вектор ВС = (α, β, γ), для искомой плос-

кости он является нормальным. Затем составляется уравнение плоскости, 

проходящей через данную точку А(x0 ,y0 , z0), 

      000  zzyyx-x 0  . 

Его необходимо привести к общему виду. 

  К задаче 8. Угол между плоскостями 0DzCyBxA 1111   и 

0DzCyBxA 2222   определяется как угол между их нормальными век-

торами  111 C,B,A1 N  и  222 C,B,A2 N . Далее использовать указания к за-

даче 2. 

К задаче 9. Неизвестная координата точки А определяется из условия 

равенства расстояний,  АВ = АС. Используется формула расстояния между 

двумя точками М1 (x1, y1, z1), М2(x2, y2, z2), 

     212

2

12

2

122 zzyyxxMM1  . 

К задаче 10. Канонические уравнения прямой имеют вид: 

zyx a

zz

a

yy

a

xx 000 






   , 

где  x0, y0, z0 − координаты одной из точек М0, через которую проходит пря-

мая; ax, ay, az − проекции направляющего вектора  а  прямой. Искомая прямая 

является линией пересечения двух данных плоскостей:  

0DzCyBxA 1111   и 0DzCyBxA 2222  ; 
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Координаты точки М0  находится как одно из решений системы двух 

последних уравнений. Например, если 

0
22

11

BA

BA
 , 

полагая  z = 0, разрешаем систему уравнений относительно переменных x=x0, 

y=y0 . 

Направляющий вектор а прямой находится как вектор, перпендикуляр-

ный нормальным векторам   111 C,B,A1 N  и  222 C,B,A2 N , а именно 

222

111

CBA

CBA

kji

NNa 21  . 

К задаче 11. Для того, чтобы найти точку М1 (x1, y1, z1) пересечения 

прямой с плоскостью, необходимо совместно разрешить уравнения прямой и 

плоскости. Это проще всего сделать переходом к параметрическим уравне-

ниям прямой, вводя параметр t ,  

t
a

zz

a

yy

a

xx

zyx








 000 , 

и выражая отсюда  x, y, z  через параметр  t . Далее подставить эти выражения 

в уравнение плоскости, 

0DCzByAx  , 

найти сначала значение  t1 параметра  t, соответствующее точке пересечения 

прямой с плоскостью, а уже затем восстановить координаты  x1, y1, z1  этой 

точки. 
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Индивидуальное задание «Кратные интегралы. Элементы теории 

поля» 

Задание 

1. Изменить порядок интегрирования. 

2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями. 

3. Найти объем тела, ограниченного поверхностями. 

4. Найти площадь поверхности, отсекаемую поверхностями. 

5. Найти координаты центра масс фигуры, ограниченной линиями. 

6. Вычислить криволинейные интегралы. 

7. Найти объем тела, ограниченного поверхностями. 

8. Переходя к сферическим координатам, вычислить интеграл. 

9. Переходя к цилиндрическим координатам, вычислить интеграл. 

10.  Вычислить поток векторного поля F  по внешней стороне за-

мкнутой поверхности S по формуле Остроградского - Гаусса и непосред-

ственно. 

11.  Найти циркуляцию векторного поля F  по замкнутому контуру L 

по формуле Стокса и непосредственно. 
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Варианты заданий 

№ Вариант 1 Вариант 2 

1. 
 2

2

21

0

),(
y

y

dxyxfdy

 

 225

2

3

4

0

),(
yy

y

dxyxfdy

 

2. 043;32  yxxxy
 

2;2  xyxy
 

3. 
4;0;4 222  yxzxz

 
2

1

2

1
;4;0; 2  xyxyzyz

 

4. 0;;122  yxyzx
 

222222 ; ayxxzy 
 

5. 2
3

1
;

9

1 2  xyxy
 

xy
x

y  4;
2

2

 

6. 

а) 
31;2

3

1
:;

2



 xxyL

yx

ds

L  

б) 
 
L

dyyxdxxyx )2()2( 22

 

21;2: 2  xxyL
 

а) 
 
L

xdyydx
 

10;
1

;
1

:
3

2

3






 t

t

t
y

t

t
xL

 

б) 
axyxLdsyx

L


2222 :;

 

7. 2;0;1 xyzyz 
 

1;0;0;0;22  xyzyxyxz
 

8. 


V

dvx2

; 0;0;1: 222  zyzyxV
 dvzyx

V

  2

3
222 )(1

 

1: 222  zyxV
 

9. 4;:;)( 2222  zyxzVdvyx
V  

dvzyxz
V

  222

; 1;: 22  zyxzV
 

10. 
kjiF )23()( zyzyxy 

 

0;0;0;22:  zyxzyxS
 

kjiF )2()2()2( zyxzxyx 
 

0;0;0;222:  zyxzyxS
 

11. 
kjiF xzy 

 

0;)1(2: 22  zyxzL
 

kjiF xxzzx 2)( 2 
 

0;0;0;223:  zyxzyxL
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№ Вариант 3 Вариант 4 

1. 





2

2

1
8

2

1
2

4

0

),(

x

x

dyyxfdx

 


3

2

2/3

0 2

),(
y

y

dxyxfdy

 

2. 012;1 2  yxxy
 

xyxxy 34;32 
 

3. xyxyzx  ;;1 2

 
0;0;0;3;22  zyxyxyxz

 

4. 4;2 2222  yxyxz
 

RxyxRzyx  222222 ;
 

5. xyxxy  4;22

 
xyxxy  4;22

 

6. 

а) 
1

2

1
;4:;

22



 xxyL

yx

ds

L  

б) 
 

AB

dyxdxyx )2()13( 32

 

)6;3(;)2;1(;: BAbkxyAB 
 

а) 
 
L

dyyxdxxy )()( 222

 

20;1: 3  xxyL
 

б) 
0;0;1:;

2

2

2

2

 yx
b

y

a

x
Lxyds

L  

 

7. 
2

1
;2;0;3;2 2  xxyzyxxz

 

0;; 2222  zxyxyxz
 

8. 

dvzyx
V

  222

0;: 2222  zRzyxV
 

 


V

dxdydzx2

; 

0;0;: 2222  zxRzyxV
 

9. 0;0;2;
2

:;
22




 yxz
yx

zVdv
V  

0;;:; 2222  zyxzxyxVdv
V  

10. 
kjiF )()2()( zyyxyz 

0;0;0;222:  zyxzyxS
 

kjiF )53(3)( xzxzy 

2;)(8: 222  zzyxS
 

11. 
kjiF )()2()( zyyxyz 

 

0;0;0;422:  zyxzyxL
 

kjiF yxz 
 

1;4: 222  zzyxL
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№ Вариант 5 Вариант 6 

1. 
 y

y

dxyxfdy
3

2

1

0 2

),(

 






x

x

dyyxfdx
3

2

0

2/3 2

),(
 

2. 
22 42; xyxy 

 2
3

1
;

9

1 2  xyxy
 

3. 
0;0;0

;1;12 22





zyx

yxyxz

 

0;0;0;9;3 2  zyxxyyz
 

4. azyxazyx 2;3 222222 
 

0;0;2;;1 22  yxxyxyzx
 

5. xyxy  4;
2

1 2

 

xyxxy  4;42

 

6. 

а)
;)sin(cos:;22 tttaxLdsyx

L


 

 2t0;)cos(sin  tttay
 

б) 
 
L

dyyxdxxy )(32 23

 

20;: 2  xxyL
 

а) 
 
L

dyyxdxyx )()1( 23

 

10;: 3  xxyL
 

б) 
 
L

dsyx )(

; 

4/4/;cos2: 22   aL
 

7. 
xyxyzy  ;;1 2

 
;1223;63  yxyx

 

0;0;6  yzzyx
 

8. 


V

dxdydz
 

0;0;: 222  zxxyRzV
 

 
V

dxdydzyx )( 22

0;0;0;: 2222  xzyRzyxV
 

9. 
V

dxdydz
;  1;: 22  zxyzV

 

2;z:; 22  zyxVdv
V  

10. 
kjiF )7(2)( zyzyzx 

0;0;0;632:  zyxzyxS
 

kjiF )3()()2( xzxyxz 

0;0;0;22:  zyxzyxS
 

11. 
kjiF )2()()2( zxxyzx 

 

0;0;0;2:  zyxzyxL
 

kjiF zyxz  )(
 

0;0;0;222:  xyzzyxL
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№ Вариант 7 Вариант 8 

1. 




2

2

25

9

3

0

),(
x

x

dyyxfdx

 

 225

4

3

4

0

),(
y

y

dxyxfdy

 

2. 
xyxy 424;816 22 

 22

3

2
4;

3

1
xyxy 

 

3. 0;2;0;2  zyxyxz
 

0;0;0;3;3 22  zyxyxyxz
 

4. 0;8;2;
2

;2 2  zxxy
x

yxz
 

aRRyxyxaz  ;; 2222222

 

5. 22 4;2 xyxy 
 

xyxxy 34;32 
 

6. 

а) 

L

zds
 

 ;: CosttxL 
0

0;; tttzintSty 
 

б) 
 
L

dyyxdxyx )(3)( 2222

 

20;: 32  xxyL
 

а) 
 
L

dyyxdxyx )()(

 

32;: 2  xxyL
 

б) 
axyxLdsyx

L


2222 :;

 

7. 6;2;0;  zxxyzxy
 

3;0;22  xzyxz
 

8. 

dvzyx
V

  222

0;: 2222  zRzyxV
 


V

dv
 

0;0;0;: 2222  zyxRzyxV
 

9. 0;43:; 22  zyxzVdv
V  

axyxazyxVdv
V


222222 ;:;

 

10. 
kjiF )3()(2 zyzyxx 

0;0;0;1:  zyxzyxS
 

kjiF )()2()( zyxyxzy 

0;0;0;22:  zyxzyxS
 

11. 
kjiF zzxyx  )()2(

 

0;0;0;2:  zyxzyxL
 

kjiF xyyxz  )3(
 

0;0;0;22:  xyzzyxL
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№ Вариант 9 Вариант 10 

1. 




122

1

2

0 2

),(
x

x

dyyxfdx

 


x

x

dyyxfdx
2

2

1

2

0 2

),(

 

2. 0;0;922  yxyx
 

0;2;2  xyy x

 

3. 0;
2

;3;2;0  y
y

xyxxzz
 

2

4

1
;2;0;2 xyxyzxz 

 

4. 
0;0;0;12236  zyxzyx

 4;
4

22

22




 yx
yx

z
 

5. 
4

;0;


 xyxSiny
 

2

2

3

2
4;

3
xy

x
y 

 

6. 

а) 

20;14:;)2( 2  xxyLdsyx
L ; 

б) 
dy

y

x
dx

x

y

L





12

 

)4;2(;)2;1(;: BAbrxyABL 
 

 

а) 
 
L

xdySinydxCos ;
 

33;:  xxyL ; 

б) 

L

xyds;
 

)0;4(;)0;0(;)2;0(; BOAГL
ABC

 

7. 
4;0;4 222  yxzxz

 

2
;3;2;0

y
xyxxzz 

 

8. 
0;0;:; 22222  yxRzyxVdvx

V  

;:;)( 2222222 RzyxVdvzyx
V



0y
 

9. 
0;0;4;:; 22  yxzyxzVdv

V  
2;)(

2

1
:;)( 2222  zyxzVdvyx

V  

10. 
kjiF yzyzx  )()(

 

0;0;0;22:  zyxzyxS
 

kjiF )3()(2 zyzyxx 

0;0;0;1:  zyxzyxS
 

11. 
kjiF xyzxyy  )(2

 

0;0;0;1:  zyxzyxL
 

kjiF zzxyx  )()2(

0;0;0;2:  zyxzyxL
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№ Вариант 11 Вариант 12 

1. 





4
2

3

1
2

1

4

0

),(

y

y

dxyxfdy

 






y

y

dxyxfdy
1

1
2

1

4

0

),(

 

2. 4;;1 2  xxyxy
 

xyxy 69;2510 22 
 

3. yzyxy  4;4 222

 
0;9;2;2  zyxxyxz

 

4. 0;0;1;22  zxzxzxy
 

1;2 2222  yxyxz
 

5. yxxy 4;4 22 
 

0;2 2  yxxy
 

6. 

а) 


L yx

ds

422

 

)2;1(;)0;0(;: BAbkxyABL 
 

б) 
 
L

xdydxy)4(

 

20;)1(2;)(2:  ttCosytSintxL

 

а) 


L yx

ds
22

 

)4;2(;)0;0(;: AOkxyOAL 
 

б) 
 
L

dyyxdxyx )()1(

 

20;21;24:  ttCosytSinxL
 

7. 
2;0;0;2  yxyzxz

 
;2;0;0;0  zyxzyx

zy  1
 

8. 
 
V

dvzyx )( 222

0;0;: 2222  xzRzyxV
 

0;:; 22222  zRzyxVdvz
V  

9. 1;:;)( 2222  zyxzVdvyx
V  

10;0;4:; 22  yxzzyxVdv
V  

10. 
kjiF )()()( xzxzzx 

0;0;0;022:  zyxzyxS
 

kjiF )()2()( zyxxyzx 

0;0;0;12:  zyxzyxS
 

11. 
kjiF xyyxzz  )(2

 

0;0;0;1:  xyzzyxL
 

kjiF )()()( zxyxxz 
 

0;0;0;22:  zyxzyxL
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№ Вариант 13 Вариант 14 

1. 

x

x

dyyxfdx
2

3

4

1

6

5,2 2

),(

 


x

x

dyyxfdx
4

3

3

1

),(

 

2. 8;1;3  xyxy
 

3;1;4;  xxxyxy
 

3. 0;0;0;1;1 2  zyxyxyz
 0;0;0;1;2  zyxzyyx

 

4. 2;9222  zzyx
 

0;3;2 222222  zazyxazyx
 

5. 0;4 2  yxxy
 

0;;422  xxyyx
 

6. 

а) 

40;12:;)( 22  xxyLdsyx
L  

б) 
 
L

ydyxdxxy 23)12(

 

80;162: 2  xyxL
 

а) 
10;2:;

2

2




 xxyL
xy

dsx

L  

б) 
 
L

dyyxdxxy 223 32
 

20;: 2  xxyL
 

 

7. 0;;1;2 2  zxyxxz
 

0;;;1 2  zxyxyzx
 

8. 
 
V

dvzyx )( 222

0;0;: 2222  zxRzyxV
 

 
V

dvzyx )( 222

0;0;: 2222  yxRzyxV
 

9. 0;12;4:; 22  zzyxyxVdv
V  

0;6;9:; 22  zzyxyxVdv
V  

10. 
kjiF )()2()( zyyxyz 

0;0;0;222:  zyxzyxS
 

kjiF )()2()( yxzyzx 
 

0;0;0;22:  zyxzyxS
 

11. 
kjiF zyxzx 4)2()( 

0;0;0;422:  zyxzyxL
 

kjiF )(22 zxyzx 
 

0;0;0;22:  zyxzyxL
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№ Вариант 15 Вариант 16 

1. 
 y

y

dxyxfdy
21

0

),(

 

 225

0

4

0

),(
x

dyyxfdx

 

2. nymybxyaxy  ;;; 22

 
0;4 2  yxxy

 

3. 
;4;4122  yx;yxz

0;0;0  zyx
 

0;02;9;
2

1 2  zyxyxyz
 

4. 1;1;)(
2

1 22  yxyxyxz
 

0;;2;4  yxyxzyx
 

5. xyxy 2;2 23 
 

0;0;422  yxyx
 

6. 

а) 
10;2:; 2  xxyLyds

L  

б) 
 
L

xdyydx
 

2
0;;:


  ttSinytCosxL

 

а) 

10;:;)( 22  xkxyLdsyx
L  

б) 
 
L

ydyxdxxy 23)12(

 

)2;0(;)1;2(;: BAbkxyABL 
 

7. hzaxyaxay  ;;34 222

 
0;0;;3;1 2  yzxyyxxz

 

8. 
;1:;)(

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
Vdv

c

z

b

y

a

x

V

0z
 

0;0;:; 22222  zxRzyxVdvz
V  

9. 0;)(
1

:; 222  zyxa
a

zVdv
V  

 
V

zyxzyxVdv 0;10;9:; 22

 

10. 
kjiF )3()23()32( xyxzyx 

0;0;0;132:  zyxzyxS
 

kjiF )()()( zxxyzx 

0;0;0;12:  zyxzyxS
 

11. 
kjiF )2()2()2( 222 zzyyxx 

0;0;0;12:  zyxzyxL
 

kjiF zxyyx  )2(
 

0;0;0;1:  zyxzyxL
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Пример выполнения индивидуального задания 

1. Изменить порядок интегрирования в интеграле 

∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
2√𝑥

𝑥3
)𝑑𝑥

1

0

. 

Решение. В соответствии с формулой интеграла областью интегриро-

вания является плоская фигура (на чертеже выделена цветом), ограниченная 

линиями: 

𝑥 = 1,   𝑦 = 𝑥3,   𝑦 = 2√𝑥 . 

 

Обратив зависимости )(xyy  , получим: 

𝑥 = √𝑦
3 ,   𝑥 =

𝑦2

4
,   𝑥 = 1. 

Так как правый участок границы состоит из двух частей - ОА и АВ, при 

изменении порядка интегрирования интеграл представится суммой 

∫ 𝑑𝑦∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
√𝑦
3

𝑦2

4

1

0

+∫ 𝑑𝑦∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
1

𝑦2

4

2

1

. 

Ответ:  

∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
2√𝑥

𝑥3
)𝑑𝑥

1

0

= ∫ 𝑑𝑦∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
√𝑦
3

𝑦2

4

1

0

+∫ 𝑑𝑦∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
1

𝑦2

4

2

1

. 

2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: xy
x

y  4;
2

2

. 

Решение. Определяем координаты граничных точек: 

2,40824
2 21

2
2

 xxxxx
x

. 

Составляем интеграл площади: 
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 2

4

22

4

4

2/

2

4

4

2/

)
2

4(2

2

dx
x

xydxdydxdxdyS
x

x

x

xD

 

18)
62

4(

2

4

32




xx
x . 

Ответ: 18S . 

3. Найти объем тела, ограниченного поверхностями:  

0;1;;4 222  zxyxyxz . 

Решение. Тело ограничено параболоидом вращения 
224 yxz  , па-

раболическим цилиндром 
2yx   и плоскостями 1x  и 0z . Для наглядно-

сти достаточно представить параболические поверхности и область интегри-

рования D. 

 

Составляем интеграл объема: 

  


1

0

3
2

1

0

2222 )
3

4()4()4(

x

x

x

xD

y
yxydxdyyxdxdxdyyxV  

315

296
)

15

4

7

4

3

16
()

3

2
28(

1

0

2
3

1

0

2  
xx

xxxxdx
xx

xxx . 

Ответ: 
315

296
V . 

4. Найти площадь поверхности, отсекаемую поверх-

ностями: 

1;4;4 22  xxyxz . 

Решение. Искомая поверхность есть часть параболи-

ческого цилиндра xz 42  , отсекаемая другим параболическим цилиндром 
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xy 42   и плоскостью 1x . Рассматривая в качестве уравнения поверхности 

xz 2 , а качестве области интегрирования параболический сегмент 

}22,10:),{( xyxxyxD  , 

используем формулу 

  


1

0

2

2

22 1
1

1
1)()(1

x

xDD

yx dy
x

dxdxdy
x

dxdyzz  

  

1

0

1

0

1

0

2

2
14

1
14

1
1 dxxdx

x
xydx

x

x

x
 

)122(
3

8
1)1(

3

8 1

0
 xx . 

Ответ: )122(
3

8
 . 

5. Найти координаты центра масс фигуры, ограниченной 

линиями: 

 ctgxyxttRytRx  ;0;0,cos,sin  

Решение. Искомая плоская фигура имеет вид кругового сектора радиу-

са R с центральным углом α. В силу симметрии Центр масс фигуры находит-

ся на среднем радиусе сектора, то есть его координаты CC yx , удовлетворяют 

условию: )2/(ctgxy CC  . Известна формула площади кругового сектора 

2
2

1
RS  . 

  


2/

2/ 0

2cos
1

cos
11






R

DD

C drrd
S

rdrdr
S

xdxdy
S

x  













cos1

3

2
)cos1(

3
sin

33
cos

1 3
2/

2/

32/

2/ 0

3 





 R
S

R

S

Rr
d

S

R

. 





sin

3

2
)2/( Rctgxy CC  . 

Ответ: 




 sin

3

2
,

cos1

3

2
RyRx CC 


 . 

 

 



128 
 

6. Вычислить криволинейные интегралы. 

а) 30;32:;)2( 22  xxyLdsyx
L

. 

Решение.  

 
3

0

222
3

0

22222 21))32(2()(1)2()2( dxxxdxyyxdsyx
L

 

527)64(53)683(53
3

0

23
3

0

2   xxxdxxx . 

б) 20;sin;cos:;)()( 22  ttRytRxLdyyxdxyx
L

. 

Решение. Учитывая dttRdydttRdx cos;sin  ,  

получаем 


L

dyyxdxyx )()( 22  

  dttRtRtRtRtRtR )cos)sincos()sin()sincos(( 22
2

0

22


 

2
2

0

222 2))cossinsin(cos1( RdtttttRR 


  . 

Ответ: а) 527 ;  б)
22 R . 

7. Найти объем тела, ограниченного поверхностями: 

yyxyz 4;4 222  . 

Решение. Тело ограничено параболическим цилиндром yz 42    и  

 

круговым цилиндром yyx 422  , или 
222 2)2(  yx , со смещенной 

осью 2,0  yx . В цилиндрической (полярной) системе координат уравне-

ние поверхности кругового цилиндра имеет вид sin4r . Для наглядности 
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достаточно представить параболический цилиндр и область интегрирования 

в плоскости yx, . Вычисляем объем искомого тела с помощью тройного ин-

теграла, учитывая симметрию тела относительно плоскости Оху: 

  


 rdrdrdxdyydxdydzV
DDV

sin44  

15

64
)(cos)cos1(

5

16
sin

5

16
sin

5

8

0

2

0

3

0

sin4

0

2  
 

 ddrrd . 

Ответ: 
15

64
. 

8. Переходя к сферическим координатам, вычислить интеграл: 

0;0;4:; 222  yxzyxVzdv
V

. 

Решение. При переходе к сферическим координатам имеем: 

 sin,cos, 22222 rJrzrzyx  , 

и область интегрирования принимает вид 

2/0;0;2:   rV . 

Далее 

   


2/

0 0

2

0

3sincoscos
 

 drrddvdJrzdv
VV

 

0
2

sin

2
4

4
sincos

0

22/

0 0

2

0

4

  

 



r

dd . 

Ответ: 0. 

9. Переходя к цилиндрическим координатам, вычислить интеграл: 

0;;2:; 2222  zyxzxyxVdv
V

. 

Решение. Область интегрирования 

V ограничена цилиндром xyx 222  , 

или 1)1( 22  yx , со смещенной осью 

0,1  yx ; параболоидом вращения 

22 yxz   и координатной плоскостью 0z . Для наглядности достаточно 
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представить параболоид вращения и проекцию V на плоскость Оху в виде 

плоской области D. При переходе к цилиндрическим координатам имеем: 

rJrxryx  ,cos,222  , 

и область интегрирования принимает вид 

2/2/;0;cos20: 2   rzrV . 

Далее 

    


2/

2/

cos2

0
0

2/

2/

cos2

0 0

2

2 










r

r

VV

zrdrddzrdrddrdzdJdv  
















2

3
)4cos

2

1
2cos2

2

3
(cos4

4

2/

2/

2/

2/

4
2/

2/

cos2

0

4

 


dd
r

d . 

Ответ: 
2

3
. 

10. Вычислить поток векторного поля  

kjiF )()2()( zyyxyz   

по внешней стороне замкнутой поверхности 

0;0;0;222:  zyxzyxS  

по формуле Остроградского - Гаусса и непосред-

ственно. 

Решение. Искомая замкнутая поверхность представ-

ляет собой поверхность пирамиды V, расположенной в по-

ложительном октанте пространственной системы координат Oxyz , состоит из 

четырех плоских граней. 

По формуле Гаусса-Остроградского поток векторного поля равен 

1)12()( 













 

VV

zyx

VS

dVdV
z

F

y

F

x

F
dVdivds FnF , 

так как 3/1
V

dV  - объем пирамиды OABC . 

 При непосредственном вычислении: 

 
OABOACOBCABCS

dsdsdsdsds nFnFnFnFnF  
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Вычисляем поток по каждой грани: 

3

2
cos,

2
1),2,1,2(

3

1
:  

y
xzABC n ; 

 
ABCABC

dszyyxyzds ))(2)2()(2(
3

1
nF  

  
1

0

22

0

)434(
2

1

2

3
)434(

3

1
x

OAB

dyyxdxdxdyyx  

 


1

0

2
1

0

22

0

2 )143016(
2

1
)234(

2

1
dxxxyxyydx

x

 

6

17
)

3

14
1516(

2

1
1

0

32  xxx . 

0),0,0,1(:  xOBC n , 

  

 2

0

2/1

0

22

0

2/1

0

)
2

()()(

yy

OBCOBC

yz
z

dydzyzdydydzyzdsnF  

1)
8

1

4

1

2

1
()

8

3

2

1

2

1
(

2

0

32
2

0

2   yyydyyy . 

0),0,1,0(:  yOAC n , 

  


 1

0

1

0

1

0

1

0

x
x

OACOAC

zxdxdzxdxdxdzxdsnF  

6

1
)

3

1

2

1
()(

1

0

32
1

0

2   xxdxxx  

0),1,0,0(:  zOAB n , 

  

 1

0

22

0

21

0

22

0
2

xx

OABOAB

y
dxydydxdxdyydsnF  

3

2
)1(

3

2
)1(2

1

0

3
1

0

2   xdxx  

Получаем 

1
3

2

6

1
1

6

17


S

dsnF . Результаты совпали. 

Ответ: 1. 
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11. Найти циркуляцию векторного поля  

kjiF xzzxxz  )2(2  

по замкнутому контуру  

0;0;0;63:  zyxzyxL  

по формуле Стокса и непосредственно. 

 Решение. Замкнутый контур L состоит из сторон треугольника 

ABC, опирающегося на координатные оси Oxyz. По формуле Стокса 





























 

ABCABC

zyx

L

ds

xzzxxz

zyx
ds

FFF

zyx

22

11/111/311/1coscoscos 

drF  

 
x

OACABC

dzzxdxdszxdszx
6

0

6

0

)136(
3

1

3

11
)136(

11

1
)136(

11

1

 

 
 6

0

2
6

0

6

0

2 )6055
2

15
(

3

1
)

2

3
6(

3

1
dxxxzzxzdx

x

 

30)12
2

11

2

1
(

3

5
6

0

23  xxx . 

При непосредственном вычислении: 

 
CABCABL

drFdrFdrFdrF . 

Вычисляем каждый интеграл отдельно: 

20,0,0,3,36:  ydzzdydxyxAB ; 

6)
2

3
6()36()2(2

2

0

2
2

0

  yydyyxzdzdyzxxzdx
ABAB

drF . 

02,0,0,3,36:  ydxxdydzyzBC ; 

12)
2

3
6(2)36(2)2(2

2

0

2
0

2

  yydyyxzdzdyzxxzdx
BCBC

drF

. 

60,0,0,,6:  xdyydxdzxzCA ; 
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36)3
3

1
()6()2(2

6

0

23
6

0

2   xxdxxxxzdzdyzxxzdx
CACA

drF . 

Получаем 

3036126 
L

drF . Результаты совпали. 

Ответ: 30. 

 

Задачи к экзамену «Векторный и тензорный анализ» 

1. Найти производную скалярного поля   𝑢 = 2𝑥𝑦 + 𝑦 
2 в точке (√2,1)  

эллипса 

𝑥 
2

4
+
𝑦 
2

2
= 1 

по направлению внешней нормали к эллипсу в этой точке. 

2. Найти производную скалярного поля  𝑢 = 𝑥 
2 − 𝑦 

2 в точке (5, 4)  ги-

перболы  𝑥 
2 − 𝑦 

2 = 9  по направлению этой кривой. 

3. Найти производную скалярного поля  

𝑢 = ln(𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥) 

 в точке M0(0, 1, 1) по направлению окружности 𝑥 = cos 𝑡 ,  𝑦 =

sin 𝑡 ,  𝑧 = 1. 

4. Найти производную скалярного поля 

𝑢 = 𝑥 
2 + 𝑦 

2 + 𝑧 
2 

 в точке M0, соответствующей значению параметра  𝑡 = 𝜋/2 по направ-

лению винтовой линии 𝑥 = 𝑅 cos 𝑡 ,  𝑦 = 𝑅 sin 𝑡 ,  𝑧 = 𝑎𝑡. 

5. Найти производную функции 

𝑢 =
𝑥 
2

𝑎 
2
+
𝑦 
2

𝑏 
2
+
𝑧 
2

𝑐 
2
 

в произвольной точке 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧)  в направлении радиуса-вектора  r этой 

точки. 

6. Вычислить поток векторного поля 𝒂 = 𝑥𝑧𝒊 через внешнюю сторону 

параболоида 𝑧 = 1 − 𝑥 
2 − 𝑦 

2, ограниченного плоскостью  𝑧 = 0 (𝑧 ≥ 0). 
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7. Вычислить поток векторного поля  𝒂 = 𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌  через сферу  

                                          𝑥 
2 + 𝑦 

2 + 𝑧 
2 = 𝑅 

2 . 

8. Вычислить поток векторного поля 𝒂 = 3𝑥𝒊 − 𝑦𝒋 − 𝑧𝒌 через внешнюю 

сторону параболоида  𝑥 
2 + 𝑦 

2 = 9 − 𝑧, расположенную в первом октанте. 

9. Вычислить поток векторного поля 

𝒂 = 𝑥2𝒊 + 𝑦2𝒋 + 𝑧2𝒌 

 через полную поверхность пирамиды, ограниченную плоскостями 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1,   𝑥 = 0,   𝑦 = 0,   𝑧 = 0. 

10. Доказать, что если функция 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) удовлетворяет уравнению 

Лапласа 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
= 0, 

то  

∯
𝜕𝑢

𝜕𝑛
𝑑𝜎

 

Σ

= 0, 

где  ∂u/ ∂n – производная по направлению внешней нормали к кусочно глад-

кой замкнутой поверхности Σ. 

11. Доказать, что если функция  𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) является многочленом второй 

степени и Σ – кусочно гладкая замкнутая поверхность, то интеграл   

∯
𝜕𝑢

𝜕𝑛
𝑑𝜎

 

Σ

 

пропорционален объему, ограниченному поверхностью Σ, ∂u/ ∂n – произ-

водная по направлению внешней нормали. 

12. Показать, что 

1

3
∯(𝒓,𝒏0)𝑑𝜎

 

Σ

= 𝑉, 

где V – объем, ограниченный замкнутой поверхностью Σ; n0 – внешняя еди-

ничная нормаль. 

13. Найти поток радиуса вектора  r  через поверхность произвольной 

сферы радиуса R. 
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14. Доказать, что если Σ – кусочно гладкая замкнутая поверхность и с – 

ненулевой постоянный вектор, то интеграл 

∯cos(𝒏, 𝒄) 𝑑𝜎
 

Σ

= 0, 

где n – вектор, нормальный к поверхности Σ. 

15. Доказать формулу 

∯(𝜑𝒂,𝒏0)𝑑𝜎
 

Σ

=∭(𝜑𝑑𝑖𝑣𝒂 + (𝒂, 𝑔𝑟𝑎𝑑𝜑))𝑑𝑉

 

𝑉

, 

 где  𝜑 = 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧), Σ – поверхность, ограничивающая объем V, а  n
0
 – вектор 

единичной внешней нормали к поверхности Σ. Установить условия приме-

нимости формулы. 

16. Показать, что если имеется соотношение вида 𝑎 𝑠𝑡
𝑟 = 𝑏 𝑠

𝑟𝑎𝑡
 , связыва-

ющее тензоры  𝑎 𝑠𝑡
𝑟 , 𝑏 𝑠

𝑟 , 𝑎𝑡
  в некоторой системе переменных, то то же самое 

соотношение между составляющими имеет место в любой другой системе 

переменных. 

17. Показать, что символ Кронекера  𝛿 𝑠
𝑟   является тензором. 

18. Показать, что дифференциалы 𝑑𝑥𝑟 образуют контравариантный 

тензор первого порядка (вектор). 

19. Показать, что если φ – инвариантная функция, то  𝜕𝜑/𝜕𝑥𝑟 есть ко-

вариантный вектор. 

20. Показать, что  если a st
r  ,  b q

p
  – тензоры  третьего и второго порядков 

соответственно, то  𝑎 𝑠𝑡
𝑟  𝑏 𝑟

𝑝
  есть тензор третьего порядка. 

21. Найти матрицы  

(
𝜕𝑥𝛼

𝜕𝑦𝛽
) ,      (

𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝛼
) 

 и локальный базис 𝒆𝛼 цилиндрической системы координат 

𝑦1 = 𝑥1 cos 𝑥2,  𝑦2 = 𝑥1 sin 𝑥2 ,  𝑦3 = 𝑥3. 

22. Найти матрицы  
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(
𝜕𝑥𝛼

𝜕𝑦𝛽
) ,      (

𝜕𝑦𝛽

𝜕𝑥𝛼
) 

и локальный базис eα сферической системы координат  

𝑦1 = 𝑥1 cos 𝑥2 cos 𝑥3 ,   𝑦2 = 𝑥1 sin 𝑥2 cos 𝑥3 ,  𝑦3 = 𝑥1 sin 𝑥3. 

23. Вывести формулу 𝒆𝛼 
 = 𝑔𝛼𝛽𝒆 

𝛽 .   

24. Найти |𝒆 
𝛼|,  |𝒆𝛼 

 |  для цилиндрической системы координат 

𝑦1 = 𝑥1 cos 𝑥2,  𝑦2 = 𝑥1 sin 𝑥2 ,  𝑦3 = 𝑥3. 

25. Найти |𝒆 
𝛼|,  |𝒆𝛼 

 |  для сферической системы координат 

𝑦1 = 𝑥1 cos 𝑥2 cos 𝑥3 ,   𝑦2 = 𝑥1 sin 𝑥2 cos 𝑥3 ,  𝑦3 = 𝑥1 sin 𝑥3. 

26. Проверьте, выполняются ли условия  

𝜕𝑔𝛼𝛽

𝜕𝑥𝛾
=
𝜕𝑔𝛾𝛽

𝜕𝑥𝛼
 

для цилиндрической  y1 = x1 cos x2,  y2 = x1 sin x2 ,  y3 = x3 системы коорди-

нат. 

27. Проверьте, выполняются ли условия 

𝜕𝑔𝛼𝛽

𝜕𝑥𝛾
=
𝜕𝑔𝛾𝛽

𝜕𝑥𝛼
 

для сферической системы координат 

𝑦1 = 𝑥1 cos 𝑥2 cos 𝑥3 ,   𝑦2 = 𝑥1 sin 𝑥2 cos 𝑥3 ,  𝑦3 = 𝑥1 sin 𝑥3. 

28. Показать, что 

𝑒𝛼𝛽𝛾 = {

√𝑔 ,  если 𝛼, 𝛽, 𝛾 − четная перестановка из 1, 2, 3;

−√𝑔 , если 𝛼, 𝛽, 𝛾 − нечетная перестановка из 1, 2, 3;

0,   в остальных случаях.

 

29.  Доказать, что в ортогональной системе координат имеют место ра-

венства: 

            Γ𝛽𝛾𝛼
 = 0  (𝛽 ≠ 𝛾 ≠ 𝛼 ≠ 𝛽),    Γ𝛽𝛼𝛼

 = −
1

2

𝜕𝑔𝛼𝛼
𝜕𝑥𝛽

   (𝛼 ≠ 𝛽), 

           Γ𝛽𝛽𝛼
 = Γ𝛽𝛼𝛽

 =
1

2

𝜕𝑔𝛽𝛽

𝜕𝑥𝛼
,   Γ𝛽𝛽𝛽

 =
1

2

𝜕𝑔𝛽𝛽

𝜕𝑥𝛽
,          
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где в последнем равенстве нет суммирования по β; H  - коэффициенты 

Ламе:  gH 2 .  

30.  Доказать, что в ортогональной системе координат имеют место ра-

венства: 

             Γ  𝛾𝛼
𝛽
= 0  (𝛽 ≠ 𝛾 ≠ 𝛼 ≠ 𝛽),    Γ  𝛼𝛼

𝛽
= −

1

2𝑔𝛽𝛽

𝜕𝑔𝛼𝛼
𝜕𝑥𝛽

= −
𝐻𝛼
 

𝐻𝛽
2

𝜕𝐻𝛼
 

𝜕𝑥𝛽
   (𝛼 ≠ 𝛽), 

             Γ  𝛼𝛽
𝛽
=

1

2𝑔𝛽𝛽

𝜕𝑔𝛽𝛽

𝜕𝑥𝛼
=
1

𝐻𝛽
 

𝜕𝐻𝛽
 

𝜕𝑥𝛼
 , 

где в последнем равенстве нет суммирования по β; H  - коэффициенты Ламе: 

 gH 2 .  

31. Доказать, что для метрического тензора имеет место равенство 

∇𝛾
 𝑔𝛼𝛽

 = 0. 

Указание. Использовать формулу 









 



 TT

x

T
T , где T  - 

произвольный тензор 2-го ранга. 

32. Доказать, что для дискриминантного тензора имеет место равенство 

∇𝜎
 𝑒𝛼𝛽𝛾
 = 0. 

Указание. Использовать формулу 













 



 TTT

x

T
T , 

где T  - произвольный тензор 3-го ранга. 

33. Даны тензор  𝑎𝑖𝑗  валентности 2, матрица которого в некотором ба-

зисе равна 

(𝑎𝑖𝑗) = (
2 0 3
5 1 2
4 5 7

) 

и тензоры  𝑥𝑖  и  𝑦𝑖   валентности 1, которые в том же базисе имеют компонен-

ты 

(𝑥𝑖) = (2,   1,   4),   (𝑦𝑖) = (3,   7, −1). 

Найти:  
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а) 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗; б) 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖; в) 𝑎𝑖𝑗𝑦𝑖; г) 𝑎𝑖𝑗𝑦𝑗; д) 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗; е) 𝑎𝑖𝑗𝑦𝑖𝑥𝑗; ж) 𝑎𝑖𝑗𝛿𝑖𝑗;  

з) 𝑎𝑖𝑗−
2

5
𝛿𝑖𝑗𝑎𝑙𝑙; и) (𝑎𝑖𝑗−

2

5
𝛿𝑖𝑗𝑎𝑙𝑙) 𝑥𝑖; к) (𝑎𝑖𝑗−

2

5
𝛿𝑖𝑗𝑎𝑙𝑙) 𝑥𝑖𝑦𝑗. 

34. Разложить тензор 𝑎𝑖𝑗, матрица которого 

(𝑎𝑖𝑗) = (
2 3 2
5 7 −2
4 −4 0

) 

  на симметричный (𝑏𝑖𝑗) и кососимметричный (𝑐𝑖𝑗) тензоры. Найти: 

 а) 𝑐𝑖𝑗𝑎𝑖𝑗; б) 𝑏𝑖𝑗𝑐𝑖𝑗; в) 𝑐𝑖𝑗𝛿𝑖𝑗; г) 𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖, где  (𝑥𝑖) = (2, 3, −4); д) с𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗;  

е) 𝑏𝑖𝑗𝛿𝑖𝑗; ж) 𝑏𝑖𝑗𝑥𝑖; з) 𝑏𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗. 
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