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ВВЕДЕНИЕ 

 

Дисциплина «Линейная алгебра и аналитическая геометрия» является од-

ной из базовых дисциплин в подготовке бакалавров в сфере проектирования, 

производства и эксплуатации ракет и ракетно-космических комплексов.  

Представленное пособие рассматривает такие разделы аналитической 

геометрии как векторы в пространстве, прямая и плоскость в пространстве, по-

верхности второго порядка. Геометрические образы исследуются средствами 

алгебры на основе метода координат. Кроме того, в пособие включены сведения 

о цилиндрической и сферической системах координат. 

Пособие предназначено, прежде всего, для организации самостоятельной 

работы студентов; призвано сфокусировать обучающихся на том теоретическом 

материале, который необходим для овладения ими профессиональными компе-

тенциями. Проработка теоретического материала в сопровождении с решением 

упражнений, предложенных в конце каждого параграфа, будет способствовать 

осознанному усвоению курса и успешной сдачи экзамена. 
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§ 1. ВЕКТОРЫ В ТРЕХМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

1. Базис пространства. 

2. Векторное произведение. 

3. Смешанное произведение. 

Понятие вектора, линейные операции над векторами и их свойства были 

изучены в курсе геометрии 10 класса. Тогда же изучена операция скалярного 

умножения векторов, ее свойства. Дальнейшее изложение ведется в предполо-

жении, что студенты владеют этими сведениями. 

Аффинным базисом пространства называется совокупность трех неком-

планарных векторов 


1е , 


2е , 


3е  взятых в определенном порядке.  

Аффинный базис пространства называется ортонормированным, если  

векторы этого базиса являются единичными и взаимно перпендикулярными. 

Справедливо следующее утверждение: каждый вектор 


a  пространства 

единственным образом разлагается по векторам базиса пространства: 


a =


11 еа +


22 еа +


33 еа  (


a =


iа1 +


jа2 + 3а


k ). 

Таким образом, если в пространстве выбран некоторый базис, то каждому 

вектору пространства ставится в соответствие вполне определенная упорядо-

ченная пара (упорядоченная тройка) чисел, представляющих собой коэффици-

енты разложения вектора по базису. 



1е  



2е  



j  



i  



3е  



k  

{


1е , 


2е , 


3е } – аффинный 
базис пространства 

{


i , 


j , 


k } – ортонормированный базис 

пространства 1


kji ,


i 


j , 


i 


k , 


j 


k  

Рис. 1 



5 

Координатами вектора в данном базисе называются коэффициенты его 

разложения по векторам базиса: 


a =( 1а , 2а , 3а ). 

Упорядоченная тройка некомпланарных векторов 


a , 


b , 


с  называется пра-

вой, если кратчайший поворот от вектора 


a  к вектору 


b  из конца вектора 


с  ви-

ден совершающимся против часовой стрелки (рис. 2). Если же указанный пово-

рот совершается по часовой стрелке, то упорядоченная тройка 


a , 


b , 


с  – левая.  

Пусть 


a  и 


b  неколлинерны. Векторным произведением векторов 


a  и 


b  

называется вектор, который обозначается [


a , 


b ] (или 


a 


b ) и удовлетворяет 

требованиям:  

1. 



 

bа, =


















babа ,sin  (0<












 


ba, <π); 

2. [


a , 


b ]


a ,  [


a , 


b ]


b ; 

3. 


a , 


b , [


a , 


b ] – правая тройка (рис. 3).  

В случае коллинеарных векторов 


a  и 


b  их 

векторное произведение по определению явля-

ется нуль-вектором: 


а ||


b  [


a , 


b ]=


0 . 

Операция векторного умножения векторов обладает следующими свойст-

вами: 



с  



a  


b  



с  


a  



b  


a , 


b , 


с  – правая тройка векторов  
 



a , 


b , 


с  – левая тройка векторов  
 

Рис. 2 

[


a , 


b ] [


a , 


b ] 



a  



b  

Рис. 3 
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1. [


a , 


b ]=-[


b , 


a ]; 

2. [


a , 


b ]=[


a , 


b ]=[


a , 


b ],  R ; 

3. [


a +


b , 


с ]=[


a , 


с ]+[


b , 


с ] и [


a , 


b +


с ]=[


a , 


b ]+[


a , 


с ]. 

Если в ортонормированном базисе {


i , 


j , 


k } векторы 


a  и 


b  заданы 

своими координатами: 


a =(а1, а2, а3), 


b =(b1, b2, b3), то  

[


a , 


b ]= 








21

21

13

13

32

32 ,,
bb
aa

bb
aa

bb
aа . 

Число, равное длине 

(модулю) векторного произве-

дения векторов 


a  и 


b , равно и 

площади параллелограмма, по-

строенного на 


a  и 


b  (рис. 4).  

Тогда площадь треуголь-

ника, построенного на векторах 


a  

и 


b  (рис. 5). 

Рассмотрим векторное про-

изведение [


b , 


с ]. Умножим вектор 


a  скалярно на полученный вектор: 

(


a , [


b , 


с ]).  Число, являющееся 

результатом приведенной последовательности операций, называют смешанным 

произведением трех векторов 


a , 


b , 


с , взятых в указанном порядке. Обозначение 

(


a , 


b , 


с ) – смешанное произведение векторов 


a , 


b , 


с . 

По о6пределению (


a , 


b , 


с )=(


a , [


b , 


с ]). 

Операция смешанного умножения векторов обладает следующими свойст-

вами: 

1. α(


a , 


b , 


с )=(α


a , 


b , 


с )=(


a , α


b , 


с )=(


a , 


b , α


с ), R . 



a  



b  S= 



 

ba,  

Рис. 4 



a  



b  
S=

2
1





 

ba,  

Рис. 5 
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2. (


a +


b , 


с , 


d )=(


a , 


с , 


d )+(


b , 


с , 


d ), (


a , 


b +


с , 


d )=(


a , 


b ,


d )+(


a , 


с , 


d ),  (


a , 


b , 


с +


d )=(


a , 


b , 


с )+(


a , 


b ,


d ). 

3. Смешанное произведение векторов не изменяется при циклической 

перестановке сомножителей: (


a , 


b , 


с )=(


b , 


с , 


a )=(


с , 


a , 


b ). 

4. При перестановке двух рядом стоящих сомножителей смешанное 

произведение векторов меняет знак.  

Например, (


a , 


b , 


с )=-(


b , 


a , 


с ). 

Справедливо утверждение: векторы 


a , 


b , 


с  компланарны тогда и только 

тогда, когда их смешанное произведение равно нулю. 

Пусть векторы 


a , 


b , 


с  заданы своими координатами относительно орто-

нормированного базиса {


i , 


j , 


k }: 


a =(а1, а2, а3), 


b =(b1, b2, b3), 


с =(с1, с2, с3). 

Тогда (


a , 


b , 


с )=
321

321

321

ccc
bbb
aaа

. 

Из этой формулы следует, что условие компланарности векторов 


a , 


b , 


с  

в координатах имеет вид: 
321

321

321

ccc
bbb
aaа

=0. 

Смешанное произведение векторов (


a , 


b , 


с )>0, если упорядоченная 

тройка 


a , 


b , 


с  – правая; 


a , 


b , 


с )<0, если 


a , 


b , 


с  – левая тройка векторов.  

Смешанное произведение векторов 


a , 


b , 


с  по абсолютной величине чис-

ленно равно объему параллелепипеда, построенного на векторах 


a , 


b , 


с  (рис. 6). 
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Отсюда следует формула для вычисления объема тетраэдра (рис. 7): 

 

Упражнения 

1. Записать разложение вектора 3


a -


b +2


с  по базису {


1е , 


2е , 


3е }, если 


a =-


1е +


2е -


3е , 


b =3


2е +


3е , 


с =2


1е -4


2е . 

2. Найти координаты векторов  


i , 


j , 


k  в базисе {


i , 


j , 


k }. 

3. Найти координаты векторов 3


a +4


b -
3
1 

с , 3


b -4


с , 5


с , -


a +
2
1 

b  в ба-

зисе {


a , 


b , 


с }. 

4. Даны векторы 


a =2


i -


j -6


k , 


b =-


i +3


j +


k , 


с =3


i -4


k . Определить 

координаты вектора -


a +3


b -2


с  в базисе {


i , 


j , 


k }. 

5. Найти площадь параллелограмма, построенного на векторах 


p =6


a -

3


b  и 


g =3


a +2


b , если 4


а , 3


b ,  












 


bа, =30о. 



a  



с  


b  

V= ),,(


cba  

Рис. 6 

А С 

В 

D 

V=
6
1 ),,(



ADACAB  

 

Рис. 7 
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6. Определить координаты вектора [


a , [


b , 


с ]], если 


a =


i +


j , 


b =3


j +


k . 

7. Показать, что для базисных векторов 


i , 


j , 


k  выполняются равенст-

ва: [


i , 


j ]=


k , [


j , 


k ]=


i , [


k , 


i ]=


j , [


j , 


i ]=-


k , [


k , 


j ]=-


i , [


i , 


k ]=-


j . 

8. Угол между 


a  и 


b равен 
6
  . Длины векторов: 6



а , 5


b . Найти 





 

ba, . 

9. Векторы 


a  и 


b ортогональны. Зная, что 3


а , 4


b , вычислить 





 



baba 2,3 . 

10. Векторы 


a , 


b , 


с , образующие правую тройку векторов, взаимно пер-

пендикулярны, т. е. 


a 


b , 


b 


с , 


a 


с . Зная, что 4


а , 2


b 3


с , вычислить 

(


a , 


b , 


с ). 

11. Вычислить объем параллелепипеда, построенного на векторах 


a +


b , -


b +2


с ,  3


с +


a , если 


a =


i -


j +


k , 


b =2


i +


j -


k , 


с =-


i +2


j +3


k . 

12. Определить, правую или левую тройку векторов образуют 


p , 


g , 


r , 

если 


p =


i -2


j +


k , 


g =3


i +


j -2


k , 


r =7


i +14


j -13


k . 

13. Вычислить (


i +


j +


k , 


j , 


k ), (


i +


j +


k ,


i , 


k ), (


i +


j +


k , 


i , 


j ). 

14. Проверить компланарны ли векторы 


p =[


a , 


m ], 


g =[


b , 


m ], 


r =[


с , 


m ], 

где 


a , 


b , 


с  – единичные взаимно перпендикулярные векторы. 

15. Вычислить высоту параллелепипеда, построенного на векторах 


a =3


i +2


j -5


k , 


b =


i -


j +4


k , 


с =


i -3


j +


k , если за основание взят параллело-

грамм, построенный на векторах 


a  и 


b . 
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16. Векторы 


a , 


b , 


с  – некомпланарны. При каких значениях  компланар-

ны векторы 


a +2


b +


с , 4


a +5


b +6


с , 7


a +8


b +2 

с ? 

17. Показать, что для любых векторов  


a  и 


b  справедливо соотношение:     

[


a , 


b ]=(


a , 


b , 


i )


i +( 


a , 


b , 


j )


j +(


a , 


b , 


k )


k . 
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§ 2. ПРЯМОУГОЛЬНАЯ СИСТЕМА КООРДИНАТ 

1. Понятие системы координат 

2. Координаты точки 

3. Простейшие задачи в координатах 

Система координат в пространстве однозначно определяется заданием 

некоторой точки О пространства и векторов базиса пространства. Тогда О на-

зывается началом системы координат. 

Прямые, проходящие через начало координат в направлении векторов ба-

зиса, называются осями координат. 

В зависимости от выбора базиса различают аффинную (общую декарто-

ву) и прямоугольную декартову системы координат (рис. 8). 

Ох, Оу и Oz – оси координат, Ох – ось абсцисс, Оу – ось ординат, Oz – ось 

аппликат. Другое обозначение системы координат в пространстве: Охуz. 

Пусть М – произвольная точка пространства. Вектор 


ОМ , соединяющий 

начало системы координат с точкой М, называется радиус-вектором точки М. 

Координатами точки М пространства в системе координат называются 

координаты ее радиус-вектора 


ОМ  в соответствующем базисе: 

М(х,у,z)


ОМ = (х,у,z) 


ОМ =х


1е + у


2е +z


3е . 

В частности, М(х,у,z)


ОМ = (х,у,z) 


ОМ =х


i + у


j +z


k . 

х называется абсциссой, у – ординатой, z – аппликатой точки М. 

у 
О 

х 

у 



1е
 



2е
 

z 



i  

 

O 


j

z 



3е  


k  

x 

{О, 


1е , 


2е , 


3е } – аффинная систе-
ма координат в пространстве 

{О, 


i , 


j , 


k } – прямоугольная система 
координат в пространстве 

Рис. 8 
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Задание системы координат в пространстве устанавливает взаимно одно-

значное соответствие между точками пространства и упорядоченными тройка-

ми действительных чисел. 

Если вектор 


АВ  в пространстве задан своими концами: А(х1,у1,z1) и 

В(х2,у2,z2), то его координаты находятся по формуле:  121212 ,, zzyyxxАВ 


.  

Если в некоторой системе координат даны две различные точки 

),(и),,,( 222111 zyxBzyxА , то координаты точки M, делящей отрезок АВ в данном 

отношении 1  можно определить по формулам: 






1
21 xxx , 

,
1

21





 yyy







1
21 zzz . 

В частности, если М середина отрезка АВ, то .1  Отсюда следует фор-

мула для вычисления координат середины отрезка: 
2

21 xxx  , 

,
2

21 yyy 
2

21 zzz  . 

В декартовой координатной системе имеет точка G пересечения медиан 

(центроид) треугольника с вершинами ),(),,(),,,( 333222111 zyхСzyxBzyxА имеет 

координаты 
3

321 xxxхG
 , 

3
321 yyyyG

 , .
3

321 zzzzG
  

Расстояние между двумя точками ),(и),,( 222111 zyxBzyxА , заданными в 

прямоугольной системе координат определяется по формуле:  

2
12

2
12

2
12 )()()(),( zzyyxxABВА 



 . 

Упражнения 

1. Построить в аффинной системе координат на плоскости точки А(-1, 

3), В(0, 4), С(-2, 0), D(4, -5), выбрав базис {


1е , 


2е }. 

2. Построить в прямоугольной системе координат в пространстве точки 

M(0, 4, 2), K(-2, 0, 3), L(3, 2, -5), N(4, -3, 6). 

3. Даны точки M(3, -2, 4),  N(-1, 3, 0). Найти координаты векторов 2


NM , 

-3


MN . 
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4. Определить начало вектора 


с =(-
2, 1, 0), если его конец совпадает с точкой 

К(3, 2, 1). 
5. Дан квадрат АВСD, O – точка пе-

ресечения его диагоналей, E и F – середины 
сторон AD и CD соответственно (рис. 9). 

Найти координаты векторов 


АС , 


FO , 


BO  в 

базисе {


a , 


b }, если . 


a =


AE , 


b =


EF . 
6. Найти площадь треугольника, 

вершины которого находятся в точках А(6, 
5, -1), В(12, 1, 0), С(1, 4, 5). 

7. Даны точки А(2, -1, 2), В(1, 

2, -1), С(3, 2, 1). Найти [


 САВС 2 ,


СВ ]. 
8. Дан тетраэдр ABCD: А(2, -1, 

-1), В(5, -1, 2), С(3, 0, -3), D(6, 0, -1) 
(рис. 10). Найти площадь полной по-
верхности тетраэдра. 

9. Найти расстояние от точки 
С(3, 2, 2) до прямой, проходящей через 
А(1, 2, -3) и В(5, 2, 0). 

10. В условиях упражнения 8 вычислить высоту hA грани АВС. 

11. Установить, компланарны ли векторы 


a , 


b , 


с , если 


a =


АВ , 


b =


CD , 


с =


EF , А(0, 1, 1), В(3, -1, 0), С(-2, 3, 2), D(4, 0, -1), E(5, 1, 1), F(0, -2, 4).  
12. Найти объем тетраэдра, вершины которого находятся в точках А(2, 1, -

1), В(3, 0, 1), С(2, -1, 3), D(4, 2, 0). Найти расстояние от начала координат до то-

чек )3,7,3(),15,3,1(  РМ . 

13. Вычислить радиус сферы, с центром в точке (2, –1, 3) и проходящей 
через точку (–1, 5, –4). 

14. Найти отношение, в котором плоскость хОу делит отрезок АВ, где 
А(-4, –5, 2), В(–2, 1, –7). 

B 

А 
D 

C 

F 

E 

O 



a  



b  

Рис. 9 

hA 
А 

С 

В 

D 

Рис. 10 
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§ 3. ДРУГИЕ СИСТЕМЫ КООРДИНАТ В ПРОСТРАНСТВЕ 

1. Цилиндрическая система координат 

2. Сферическая система координат 

Помимо прямоугольной декартовой системы координат, в которой поло-

жение точки в пространстве однозначно определяется тройкой чисел (x, y, z), 

большое практическое значение имеют цилиндрическая и сферическая системы 

координат. 

Цилиндрическая система координат задается следующим образом: возь-

мем точку О – начало системы координат; проведем, через нее ось Оz – ось ап-

пликат; через точку О проведем плоскость, перпендикулярную оси Оz; в полу-

ченной плоскости введем полярную систему координат с полюсом в точке О: 

полярную ось ρ и полярный угол φ (рис. 11) 

Рис. 11       Рис. 12 

В цилиндрической системе координат положение точки М в пространстве 

однозначно определяется тройкой чисел (ρ, φ, z). z – аппликата точки М, ρ – 

длина радиус-вектора проекции М0 точки М на плоскость, φ – угол, образован-

ный радиус-вектором точки М0 с полярной осью.   ;0 ,   2;0 , 

  ;z . 

Совместив цилиндрическую систему координат с прямоугольной декар-

товой системой координат (начало координат с полюсом О, ось абсцисс с по-

лярной осью, ось аппликат остается прежней) можно получить формулы пере-

хода от цилиндрической системы координат к декартовой (рис. 12): 

z 

O ρ 
φ 

M 

M0 

z 

O 

ρ φ 

M 

M0 
x 

y 
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.
,sin
,cos

zz
y
x




 

Формулы  перехода от прямоугольной декартовой системы координат  

имеют вид: 22 yx  ,  
22

cos
yx

x


 , 
22

sin
yx

y


 . 

Сферическая система координат задается следующим образом: возьмем 

точку О – начало системы координат; через точку О проведем плоскость; про-

ведем через точку О прямую, перпендикулярную плоскости и луч, лежащий в 

этой плоскости. В сферической системе координат положение точки М в про-

странстве однозначно определяется тройкой чисел (ρ, φ, θ). θ – угол, образован-

ный радиус-вектором точки М с прямой, перпендикулярной плоскости, ρ – дли-

на радиус-вектора точки М, φ – угол, образованный проекцией радиус-вектора 

точки М на плоскость, с заданным в плоскости лучом (рис. 13).   ;0 , 

  ;0 ,   2;0 .  

Рис. 13      Рис. 14 

Совместив сферическую  систему координат с прямоугольной декартовой 

системой координат (начало координат с полюсом О, ось абсцисс с лучом в плос-

кости, ось аппликат с прямой, перпендикулярной плоскости) можно получить 

формулы перехода от сферической системы координат к декартовой (рис. 14): 











.cos
,sinsin
,sincos





z
y
x

 

O 

ρ 

φ 

M 

 

θ 

O 

ρ 

φ 

M 

 

θ 

z 

x 
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Формулы перехода от прямоугольной декартовой системы координат к 

сферической имеют вид: 222 zyx  , 
222

cos
zyx

z


 , 

22
cos

yx
x



22

sin
yx

y


 . 

Упражнения 

1. Найти цилиндрические координаты точек, заданных в декартовой пря-

моугольной системе координат: А(0,0,1), В(0,2,0), С(-1,0,3), D( 3 ,-1,-5). 

2. Найти сферические координаты точек, заданных в декартовой прямо-

угольной системе координат: А(0,0,1), В(0,2,0), С(-1,0,2), D( 3 ,-1,- 3 ). 

3. Найти прямоугольные декартовые координаты точек, заданных в ци-

линдрической системе координат: А(2,
3
 ,-3), В(1, 

6
5 ,5). 

4. Найти прямоугольные декартовые координаты точек, заданных в сфе-

рической системе координат: А(2,
3
 , 

2
 ), В(1, 

6
7 ,

6
5 ). 
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§ 4. СПОСОБЫ ЗАДАНИЯ ПЛОСКОСТИ В ПРОСТРАНСТВЕ  

И ЕЕ УРАВНЕНИЯ 

1. Уравнение плоскости, заданной точкой и двумя направляющими век-

торами 

2. Уравнение плоскости, заданной тремя точками  

3. Уравнение плоскости, заданной точкой и вектором нормали  

4. Общее уравнение плоскости 

Плоскость, заданная точкой и двумя направляющими векторами (рис.15). 

Пусть в аффинной системе коор-

динат заданы своими координатами 

точка ),,( 0000 zухМ  и два неколлине-

арных вектора ),,( 321 аааа 


 и 

),,( 321 bbbb 


 параллельные этой плос-

кости.  

Пусть М(х, у, z) – произвольная точка плоскости π. 

0,,0 









bаММM  . Таким образом, при данном способе  задания плоско-

сти ее уравнении имеет вид: .0

321

321

000




bbb
aаа

zzуухх
   

Плоскость, заданная тремя точками (рис.16).  

Пусть в некоторой аффинной 

системе координат даны три неколли-

неарные точки: ),,( 1111 zухМ , 

),,( 2222 zухМ , ),,( 3333 zухМ . Плос-

кость π, проходящую через точки 

321 ,, МММ  можно определить как плоскость, проходящую через точку 1М  и 

имеющую направляющие векторы ,21


ММ  ,31


ММ  ,21


ММ  



3121 MMММ . Сле-

b

 М0  

a 

Рис. 15 
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довательно, уравнение данной плоскости можно записать в виде:   

.0

131313

121212

111






zzуухх
zzуухх
zzуухх

 

Плоскость, заданная точкой и вектором нормали (рис.17).  

Вектором нормали плоскости π на-

зывается любой не нулевой вектор 


n , 

перпендикулярный этой плоскости. 

Пусть в прямоугольной системе 

координат заданы своими координатами 

точка ),,( 0000 zухМ  и вектор ).,,( CBAn 


 

Пусть далее, точка 0M  принадлежит плоскости π, а вектор 


n  является вектором 

нормали π. ),,( zухМ 0),( 0 


nMM . Данное равенство в координатах имеет 

вид: .0)()()( 000  zzСууВххА  Это и есть искомое уравнение плоско-

сти.  

Имеет место утверждения: 1) любая плоскость в пространстве определя-

ется уравнением 0 DСzВyАx , 0222  СВА ; 2) любое уравнение 

0 DСzВyАx , 0222  СВА , задает некоторую плоскость в пространст-

ве. Уравнение 0 DСzВyАx  )0( 222  СВА  называется общим уравне-

нием плоскости. Если система координат прямоугольная, то вектор 

),,( CBAn 


является вектором нормали плоскости.  В этом состоит геометриче-

ский смысл коэффициентов А, В, С при неизвестных в общем уравнении плос-

кости.  

Упражнения 

1. Определить координаты любых трех точек, лежащих в плоскости  

01223  zух . 
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2. Определить координаты точки, с абсциссой 1, принадлежащей 

плоскостям Оxy и 062  zух . 

3. Составить уравнение плоскости: а) проходящей через точку D(-1, 2, 

0) и параллельной векторам )1,0,1(1 

Р  и );3,1,2(2 


Р  б) проходящей через 

три точки );2,1,0(),3,1,2(),3,2,1( 321 МММ  в) проходящей чрез две точки 

)3,1,2(),3,2,1( 21 ММ  и параллельной вектору ).2,2,1(

Р  

4. Плоскость проходит через две точки ),,(),,,( 22221111 zyxMzухМ  и 

параллельна вектору ).,,( 321 аааа 


 Показать, что уравнение данной плоскости  

записывается в виде:  .0

321

121212

111




ааа
zzуухх
zzуухх

 

5. Указать, как расположены плоскости по отношению к системе ко-

ординат:  

а) ,01 zх  б) ,032  zyx   в) ,02  yx  г) ,03x  

д) ,02  zx  е) .01 zy  

6. Найти точки пересечения плоскости 013
2
1  zyx  с осями ко-

ординат. 

7. Пусть в некоторой аффинной системе координат дана плоскость 

0 DCBA zyx  и вектор ).,,( 

p  Проверить справедливость следую-

щего утверждения: для того чтобы данная плоскость была параллельна вектору 

,

p  необходимо и достаточно, выполнялось условие: .0  СВА   

8. В общей аффинной системе координат дана плоскость: 

.0532  zух  определить координаты нескольких векторов, параллельных 

данной плоскости.  
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9. Написать уравнение плоскости, проходящей через начало коорди-

нат перпендикулярно вектору ).4,3,0( 

k  Система координат прямоугольная 

декартова.  

10.  Найти координаты нормальных векторов плоскостей: а) 

012  zух , б) ,053  zx   в) ,01y   г) .043  zyx  

система координат прямоугольная декартова. 

11.  Исследовать положение плоскости, относительной системы коор-

динат, если один  из коэффициентов A,B,C,D равен нулю; два из коэффициен-

тов A,B,C,D равны нулю; два из коэффициентов А,В,С равны нулю, D равен ну-

лю. 

12. Вывести условие принадлежности четырех точек одной плоскости.  
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§ 5. ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ДВУХ ПЛОСКОСТЕЙ  

В ПРОСТРАНСТВЕ 

1. Условие совпадения двух плоскостей 

2. Условие пересечения двух плоскостей 

3. Условие параллельности двух плоскостей 

Пусть в некоторой аффинной системе координат даны плоскости 

21 и  своими общими уравнениями: 0: 11111  DzСyВxА  и 

0: 22222  DzСyВxА . 

Координаты любой общей точки плоскостей 21 и   определяются из 

системы уравнений: 







.0
,0

2222

1111
DzСyВxА
DzСyВxА

 С другой стороны, любое решение 

данной системы уравнений является координатами точки, общей плоскостей 

21 и  .  

Обозначим через /и rr соответственно ранги матрицы системы и 

расширенной матрицы системы. Очевидно, что ранг матрицы системы не пре-

восходит ранга расширенной матрицы. 

По теореме Кронекера-Капелли система уравнений 








0
,0

2222

1111
DzСyВxА
DzСyВxА

 имеет решения тогда и только тогда, когда /rr  . 

Если 1/ r , то уравнения 01111  DzСyВxА  и 

02222  DzСyВxА  равносильны (в силу пропорциональности коэффициен-

тов 1111 ,,, DСВА  коэффициентам 2222 ,,, DСВА ). Следовательно, уравнения 

01111  DzСyВxА  и 02222  DzСyВxА  определяют одну и ту же плос-

кость. Все точки 1  являются одновременно точками 2 . 

Если 2/  rr , то плоскости 21 и   не совпадают. В тоже время 

система уравнений имеет решение, следовательно, есть хотя бы одна общая 

точка у плоскостей 21 и  . По аксиоме стереометрии (10 класс) плоскости пе-

ресекаются по прямой (рис. 18). 
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Если 2,1 /  rr , то сис-

тема 







0
,0

2222

1111
DzСyВxА
DzСyВxА  несовместна, поэтому плоскости 21 и   не имеет 

общих точек, то есть параллельны (рис. 19). 

Упражнения 

1. Установить взаимное расположение плоскостей: 

0,01  zyxzyx . 

2. В аффинной системе координат даны плоскость уравнением 

0 DCzByAx и точка М0(х0, у0, z0), не лежащая в одной плоскости. Пока-

зать, что уравнение плоскости, проходящей через точку М0 и параллельной 

данной плоскости, можно записать в виде 

)(,0 00000 CzByAxDDCzByAx  . 

3. Составить уравнение плоскости, если она параллельна плоскости: 

а) 0672  zy  и точка (0, 0, 0); 

б) 043  zyx  и ей принадлежит точка М(2, -1, 4). 

4. В прямоугольной декартовой системе координат даны плоскости, пе-

ресекающиеся по прямой, и вектор p , направленный вдоль линии пересече-

ния этих плоскостей. Показать, что  p является векторным произведением 

векторов нормалей данных плоскостей. 

5. Плоскости заданы общими уравнениями: 

024,01262  zyxzyx . Найти: а) какую-нибудь точку (ее координаты), 

Рис. 19.

1

2

Рис. 18.
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принадлежащую обеим плоскостям; б) вектор p , параллельный данным 

плоскостями. 

6. Записать аналитическое условие пересечения трех плоскостей в един-

ственной точке. 

7. Установить, какие из следующих пар уравнений определяют парал-

лельные плоскости: 

1) ;03532,07532  zexzyx  

2) 0;1-2zy2x0,54z-2yx4   

3) 0762,023  zxzx . 

8. Установить, какие из следующих пар уравнений определяют перпен-

дикулярные плоскости: 

1) ;0239,0523  zyxzyx  

2) 0;5z-y-x0,3-z-3yx2   

3) 03-2zx0,z5y-2x  . 
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§ 6. МЕТРИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ПЛОСКОСТИ 

1. Расстояние от точки до плоскости 

2. Угол между двумя плоскостями 

Пусть в прямоугольной системе координат дана плоскость   общим 

уравнением 0 DCzByAx  и точка М0(х0, у0, z0), не лежащая в этой плоско-

сти. 

Пусть М1(х1, у1, z1) – основа-

ние перпендикуляра, проведенного из 

точки М0 к плоскости   (рис. 20). 

Вектор ),,( CBAn   нормали 

плоскости   коллинеарен вектору 

),,( 10101001 zzyyxxMM  , тогда 

)1(),()1(),(),cos(),( 222
00010101 


CBAMnMnMMnMMnMM  . 

Отсюда следует равенство 
222

0101010 ),()()()( CBAMCzzByyAxx   . Так как 1M , то 

0111  DCzByAx , поэтому 

DCzByAxCzByAxCzByAxCzzByyAxx  000111000101010 )()()()( . 

Отсюда следует формула для вычисления расстояния от точки М0 до плоскости 

 : 

222

000
0 ),(

CBA

DCzByAx
M




 . 

Пусть в прямоугольной системе координат даны две пересекающиеся 

плоскости своими общими уравнениями: 

0Dz:
0Dz:

22222

11111



СуВхА
СуВхА


 . 

Углом между пересекающимися плоскостями называется меньший из 

четырех двугранных углов, образованных этими плоскостями. Измеряется дву-

гранный угол с помощью линейного угла. 

1M

0M



n

Рис. 20.
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Векторы нормали данных плоскостей ),,( 1111 CBAn   и ),,( 2222 CBAn   

образуют угол ),( 21 nn   равный линейному углу, соответствующего двугран-

ному углу между плоскостями 21 и . Отсюда формула для вычисления угла 

между плоскостями имеет следующий вид: 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21 ),(cos
CBACBA

CCBBAA

nn

nn






  

Плоскости 21 и перпендикулярны тогда и только тогда, когда 

0),( 21 nn , то есть когда 0212121  CCBBAA . 

Упражнения 

1. Вычислить расстояние от начала координат до плоскости: 

а) 019061015  zyx ; 

б) 03532  zyx . 

2. Вычислить расстояние между следующими плоскостями: 

а) 015,0275  zyxzyx ; 

б) 03452,0123  zyxzyx . 

3. Определить двугранные углы между следующими парами плоско-

стей: 

а) 0522,012816  zyxzyx ; 

б) 0236,015452  zxzyx . 

4. Имеет место следующее утверждение: неравенство 0 DCzByAx  

задает то полупространство относительно плоскости 0 DCzByAx , кото-

рому принадлежит конец вектора нормали ),,( CBAn   этой плоскости, отло-

женного от некоторой точки плоскости; неравенство 0 DCzByAx  задает 

другое полупространство относительно указанной плоскости. Проверить спра-

ведливость этого утверждения. 

5. Определить положение точек )1,0,5()2,1,3( NM   относительно плос-

кости 04532  zyx . 

6. Даны точки 1)-2,-,3(),3,11,6(),1,5,2(),2,0,1( DCBA . Среди указан-
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ных точек выбрать те, которые расположены по ту же сторону от плоскости 

01 zyx , что и начало координат. 

7. Найти расстояние от точки до плоскости в каждом из следующих 

случаев: 

а) 0722),2,2,1(1  zyxM ; 

б) 0832),4,0,3(2  yxM ; 

в) 0235),2,2,1(3  zyxM . 
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§ 7. СПОСОБЫ ЗАДАНИЯ ПРЯМОЙ В ПРОСТРАНСТВЕ  

И ЕЁ УРАВНЕНИЯ 

1.Канонические уравнения прямой 

2. Уравнения прямой, заданной двумя точками  

3. Уравнения прямой, заданной двумя плоскостями  

4. Параметрические 

уравнения прямой 

Положение прямой в 

пространстве определяется 

полностью, если даны: а) на-

правляющий вектор прямой l  и 

некоторая её точка; б) две точ-

ки прямой; в) две плоскости, 

пересекающиеся по прямой l  

(рис. 21). 

1. Прямая, задана точкой 

и направляющим вектором.  

Пусть в пространстве выбрана общая декартова система координат и в 

этой системе известные координаты некоторой точки М0(х0, у0, z0) и координа-

ты направляющего вектора ),,( 321 рррр   прямой l . Точка М(х, у, z) лежит на 

прямой l  тогда и только тогда, когда векторы рММ и0  коллинеарны. Вектор  

ММ 0  имеет координаты (х-х0, y-y0, z-z0), а из условия коллинеарности векторов 

l 
l 

l 

M0 

M2 

M1 

π1 

π2 

р  

Рис. 21 

Пусть l  – прямая в пространстве. Любой ненулевой вектор, параллель-

ный этой прямой, называется её направляющим вектором. Прямая имеет бес-

конечное множество направляющих векторов, любые два из которых коллине-

арны. 
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рММ и0  имеем:  

3

0

2

0

1

0

p
zz

p
yy

р
хх 





 . 

Эти равенства являются уравнениями прямой l  и называются канониче-

скими уравнениями прямой. 

2. Прямая, задана двумя точками.  

Пусть в пространстве выбрана общая декартова система координат и в 

этой системе известны координаты двух точек М1(х1, у1, z1) и М2(х2, у2, z2) пря-

мой l . Тогда вектор 21ММ  имеет координаты (х2-х1, y2-y1, z2-z1), то канониче-

ские уравнения прямой l  имеет вид: 

12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

хх
хх










 . 

3. Прямая, задана двумя пересекающимися плоскостями.  

Пусть прямая l  является линией пересечения плоскостей 21 и  , ко-

торые в общей декартовой системе координат заданы уравнениями: 

01111  DzСyВxА  и 02222  DzСyВxА . Точка М(х, у, z) лежит на прямой  l  

тогда и только тогда, когда её координаты являются решением системы урав-

нений: 








,0
,0

2222

1111
DzСyВxА
DzСyВxА   

поэтому эта система и является уравнениями прямой  l . Обратно, любая систе-

ма уравнений 







0
,0

2222

1111
DzСyВxА
DzСyВxА  представляет собой уравнения некоторой 

прямой пространства, если ранг матрицы 








222

111

СВА
СВА  равен двум. Данную 

систему уравнений иногда называют общими уравнениями прямой в простран-

стве. Для того чтобы найти канонические уравнения прямой, заданной общими 

уравнениями, надо знать координаты какой-нибудь точки М0 этой прямой и не-

которого направляющего вектора р . Точку М0(х0, у0, z0) следует выбрать так, 

чтобы её координаты удовлетворяли системе линейных уравнений 
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,0
,0

2222

1111
DzСyВxА
DzСyВxА  в качестве направляющего вектора можно взять вектор 









22

11

22

11

22

11 ,, DA
BA

AC
AC

CB
CBр . 

4. Параметрические уравнения прямой. 

Выберем какую-нибудь общую декартову систему координат в про-

странстве и зададим прямую l  направляющим вектором  ),,( 321 рррр   и точ-

кой М0(х0, у0, z0). Точка М(х, у, z) пространства лежит на прямой l  тогда и 

только тогда, когда векторы  рММ и0  коллинеарны, то есть когда существу-

ет такое число t, что рtММ 0 . Это соотношение в координатах записывается 

так:  













tpzz
tpyy
tрхх

30

20

10

. 

Данные равенства называются параметрическими уравнениями прямой, 

а t – параметром. Для любого действительного числа t точка с координатами (х, 

у, z), удовлетворяющая данным равенствам, лежит на прямой  l , то найдётся 

такое t, что х, у, z  выражаются через х0, у0, z0, p1, p2, p3 при помощи указанных 

равенств. 

Упражнения 

1. При каком условии прямая, заданная каноническими уравнениями, 

пересекает ось Oх (Oу, Oz)? 

2. Определяет ли система уравнений: 











012
2
1

0742

zyx

zyx
 прямую в пространстве? 

3. Определить координаты точки, лежащей на прямой 
51

3
3

2 zyx





  

и имеющей: 

а) абсциссу, равную трем; 

б) ординату, равную -1. 
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4. Составить уравнения прямой: 

а) проходящей через две точки )
2
3,5,3(),

2
1,3,2( 21 MM  ; 

б) проходящей через точку )3,1,2(0 M  и параллельной вектору )1,3,1( p . 

в) образованной пересечения плоскости 013  zyx  с координатной плоско-

стью Oху; 

г) образованной пересечением плоскости 0 zyx  с плоскостью, проходящей 

через точки )3,4,2(),1,1,1(),3,0,2( CBA . 

5. Написать параметрические уравнения следующих прямых: 

 а) 







0
03

y
zyx ; 

 б) 







01
012

yx
zyx ; 

  в) 







0
0
zy

x . 
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§ 8. ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ПРЯМЫХ В ПРОСТРАНСТВЕ 

1. Скрещивающиеся прямые 

2. Пересекающиеся прямые 

3. Параллельные прямые 

4. Совпадающие прямые 

Пусть в пространстве даны: прямая 1l  - точ-

кой М1 и направляющим вектором 1р , и прямая 

2l  - точкой М2 и направляющим вектором 2р . 

Возможны четыре случая взаимного расположе-

ния двух прямых в пространстве: 1) прямые 

скрещиваются (рис. 22); 2) прямые пересекаются 

(рис. 23); 3) прямые параллельны; 4) прямые 

совпадают. 

Прямые 1l , 2l  лежат в одной плоскости 

тогда и только тогда, когда векторы 

2121 ,, ррММ  компланарны и, следовательно, 

имеет место равенство: 0),,( 2121 ррММ . 

Как известно, две прямые называются скрещивающимися, если они не 

лежат в одной плоскости (т.е. не существует плоскости, содержащей каждую из 

этих прямых). Следовательно, для того чтобы прямые 1l  и 2l  были скрещиваю-

щимися, необходимо и достаточно, чтобы для них имело место равенство 

0),,( 2121 ррММ . 

Пусть прямые 1l  и 2l  лежат в одной плоскости, и, следовательно, выпол-

няется условие 0),,( 2121 ррММ . Эти прямые пересекаются тогда и только 

тогда, когда их направляющие векторы не коллинеарны. Итак, прямые 1l  и 2l  

пересекаются тогда и только тогда, когда 0),,( 2121 ррММ , 21 рр . 

Прямые 1l  и 2l , лежащие в одной плоскости, параллельны, если не имеют 

1l  

2l  М1 

π 

Рис. 22 

1l  2l  
М1 π 

Рис. 23 
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общих точек. Это будет только в том случае, когда векторы  21, рр  коллинеар-

ны, а векторы 121 риММ  не коллинеарны.  

Прямые 1l  и 2l  совпадают тогда и только тогда, когда векторы 

2121 ,, ррММ  попарно коллинеарны. 

Упражнения 

1. Установить взаимное расположение следующих прямых: 

а) 



















032
09332

3
5
9

zyx
zyx

и
tz

ty
tx

; 

б) 














0732
08

04
032

zy
zx

и
z

yx ; 

в) 




















022
0

33
48

zyx
zyx

и
tz
ty

tx
. 

2. Показать, что прямые 




















023
023

:
1

21
: 21 zyx

zyx
и

tz
ty

tx
  параллельны. 

3. Показать, что прямые 

























tz
ty
tx

и
tz

ty
tx

12
92
67

:
81

6
42

: 21   лежат в одной плоскости. 

4. Доказать, что прямые 















0222
0222

0292
013

zyx
zyx

и
zyx

zyx  пересекаются 

5. Какому условию должны удовлетворять коэффициенты в уравнени-

ях прямой 







0
0

2222

1111
DzСуВхА
DzСуВхА , чтобы она совпадала с осью Oу? 

6. Записать аналитические условия параллельности и перпендикуляр-

ности двух прямых, заданных общими уравнениями. Система координат пря-

моугольная декартова. 
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§ 9. ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТИ 

1. Прямая и плоскость пересекаются 

2. Прямая параллельна плоскости 

3. Прямая лежит в плоскости  

Пусть в пространстве дана прямая l точкой М0(х0, у0, z0) и направляющим 

вектором ),,( 321 рррр  , и плоскость   - общим уравнением Ах+Ву+Сz+D=0 в 

некоторой аффинной системе координат. 

Возможны следующие случаи их взаимного расположения: 1) прямая и 

плоскость пересекаются, то есть имеют одну общую точку; 2) прямая парал-

лельна плоскости; 3) прямая 

лежит в плоскости (рис. 24). 

Плоскость   и прямая 

l  пересекаются только в том 

случае, когда вектор р , па-

раллельный прямой l  не явля-

ется одновременно парал-

лельным плоскости  . Или 

иначе когда 0321  СрВрАр . 

Координаты точки пересече-

ния прямой и плоскости, 

можно найти решив систему, включающую уравнение плоскости и уравнения 

прямой (лучше параметрические). 

Прямая l параллельна плоскости   тогда и только тогда, когда вектор 

р параллелен плоскости   и точка М0 не лежит в этой плоскости. Соотношения 








0
0

000

321
DСzВуАх

СрВрАр  выражают необходимое и достаточное условие того, что 

прямая l параллельна плоскости   . 

Если прямая l лежит в плоскости  , то это возможно только в одном 

 



 



0М

0М0М

р

р

Рис. 24.
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случае, когда вектор нормали плоскости и направляющий вектор прямой удов-

летворяют системе: 








0
0

000

321
DСzВуАх

СрВрАр . 

Упражнения 

1. Записать аналитические условия пересечения плоскости к прямой в 

случае задания прямой общими уравнениями. 

2. Доказать, что плоскость 01  yx  и прямая 







05
0

y
zx  пересекают-

ся. Найти координаты точки пересечения. 

3. Вывести условие перпендикулярности прямой и плоскости. 

4. Показать, что прямая 
1

2
2

1
1







zyx  параллельна плоскости 

0652  zyx , а прямая 
1

1
31

1 


 zyx  лежит в этой плоскости. 

5. Составить уравнение прямой, проходящей через точку )5,3,2(0 M  

и перпендикулярной к плоскости 02536  zyx . 

 



35 

§ 10. МЕТРИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ПРЯМОЙ В ПРОСТРАНСТВЕ 

1. Угол между прямыми в пространстве 

2. Угол между прямой и плоскостью в пространстве 

3. Расстояние от точки до прямой в пространстве 

4. Расстояние между двумя скрещивающимися прямыми 

Пусть в пространстве задана прямоугольная декартова система коорди-

нат  kjiO ,,,  и даны две непараллельные прямые 21 и ll . Возьмем произ-

вольную точку А пространства и проведем через неё прямые 21 'и' ll , соответ-

ственно параллельные прямым  21 и ll . Прямые 21 'и' ll  образуют четыре уг-

ла с вершиной А. Каждый из этих углов называется углом между прямыми 

21 и ll  (рис. 25). 

Если известен один из 

четырех указанных углов, то 

легко можно найти осталь-

ные три угла. Но один из 

этих четырех углов есть в 

точности угол между на-

правляющими векторами 

этих прямых. Если 21 и рр  

– направляющие векторы 

данных прямых d1 и d2, то 

угол  между этими прямы-

ми вычисляют по формуле: 
21

21 ),(

pp

ppсоs


 . 

Отсюда получаем условие перпендикулярности двух прямых: 

)90(0),( 0
21  рр . Две взаимно перпендикулярные прямые в пространстве 

могут быть как скрещивающимися, так и пересекающимися. 

Если прямая l  не перпендикулярна к плоскости  , то углом между пря-

мой l  и плоскостью   называется острый угол между прямой l  и её проекцией 

на плоскость  . 

1

2

1

2

1p

2p

1p

2p

12

1

3

4

A

Рис. 25.
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Если же прямя перпендикулярна к плоскости, то угол между прямой и 

плоскостью считается равными 900. 

Предположим, что прямая l  пересекает плоскость   и не перпендику-

лярна к ней. Пусть в прямоугольной системе координат прямая  l  имеет на-

правляющий вектор ),,( 321 рррр  , а плоскость   – уравнение 

Ах+Ву+Сz+D=0, ),,( СВАn   – вектор нормали плоскости   . (рис. 26). 

Тогда угол   определяется ра-
венством:  

 
2
3

2
2

2
1

222

321sinили
,

sin
pppCBA

CpBpAp

pn

pn







  . 

Формула остается верной и в 

случае перпендикулярности прямой и 

плоскости (когда nр и,
2
   коллинеарны). 

Пусть прямая определяется точкой М0 и направляющим вектором р . 

Если точка М не лежит на прямой l , то расстояние от точки М до прямой l  мо-

жет быть найдено по формуле: 

 
р

рММ
lМ

,
),(

0
 . 

Пусть даны скрещивающиеся прямые 21 и ll , М1 и 1р  – точка и на-

правляющий вектор прямой 1l , М2 и 2р  – точка и направляющий вектор прямой 

2l . Тогда расстояние между прямыми 21 и ll  может быть найдено по формуле: 

 
 21

2121

21
,

,,
),(

рр

ррММ
 . 

 

Упражнения 

1. Записать аналитическое условие перпендикулярности прямой и 

плоскости. 





pn


Рис. 26.
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2. При каких значениях коэффициентов А, В плоскость 

07  CzByAx  перпендикулярна к прямой 
3

1
4
5

2
2 






 zyx ? 

3. Вывести формулу для вычисления расстояния от точки до прямой, 

заданной общими уравнениями. 

4. Дана точка )1,3,1( A  вычислить расстояние от нее до прямой: 

а) 
34

1
2

3 zyx





 ; 

б) 













tz
ty

tx

2
41

3
; 

в) 







0423
052

zyx
zyx . 

5. Найти расстояние между скрещивающимися прямыми:  

1
1

1
1

4
2








 zyx  и 

3
2

2
2

2
4









 zyx . 

6. Найти угол между прямой 
6

4
3
12

2






zyx  и плоскостью 

010156  zyx . 

7. Найти угол между следующими прямыми: 








012
01

zx
y , 








1
0

z
x . 
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§ 11.  ПОВЕРХНОСТИ ВРАЩЕНИЯ 

1. Понятие поверхности вращения 

2. Уравнение поверхности вращения в декартовой прямоугольной сис-

теме координат 

Пусть некоторая точка пространства вращается вокруг прямой l . Если 

все точки полученной окружности принадлежат некоторой поверхности и дру-

гих точек, кроме полученных аналогичным образом, на поверхности нет, то та-

кую поверхность называют поверхностью вращения. Все сечения поверхности 

вращения плоскостями, перпендикулярными прямой l , являются окружностя-

ми, называемыми параллелями. Сечения поверхности вращения плоскостями, 

проходящими через прямую l  называют меридианами. Сама l  называется осью 

вращения. Если точка М лежит на прямой l , то окружность, полученная враще-

нием точки М вокруг прямой l , имеет нулевой радиус и состоит из самой точки 

М. 

Поверхность вращения может быть образована следующим образом. 

Пусть в плоскости   даны прямая l  и линия  . Поверхность, образованная 

вращением линии   вокруг прямой l , есть поверхность вращения с осью вра-

щения l . Каждая точка линии  , вращаясь вокруг прямой l  образует параллель 

этой поверхности (Рис. 27). 

Справедливо следующее утверждение. 

В прямоугольной системе координат  kjiO ,,,   

)(222 zfyx   является уравнением поверхно-

сти вращения, полученной вращением вокруг 

оси Оz кривой, определяемой уравнениями: 








0
)(

y
zfx . 

Аналогично в прямоугольной системе 

координат уравнение )(222 xgyz   определяет 
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поверхность вращения, образованную вращением вокруг оси Ох линии, задан-

ной уравнениями: 







0
)(

z
xgy , а уравнение )(222 yhzx   определяет поверхность, 

образованную вращением вокруг оси Оу линии, заданной уравнениями: 








0
)(

z
yhx . 

Упражнения 

1. Написать уравнение поверхности, образованной вращением окруж-

ности 







0
422

x
zy  вокруг оси Оу. 

2. Написать уравнение поверхностей, образованных вращением во-

круг оси Оz следующих линий: 

а) эллипса 0,12

2

2

2

 x
c
z

b
y ; 

б) гиперболы 0,12

2

2

2

 x
c
z

b
y ; 

в) параболы 0,22  xpzy . 

3. Доказать, что поверхность, заданная уравнением 12

2

2

2

2

2


a
z

b
y

a
x , яв-

ляется поверхностью вращения. Найти образующую кривую и ось вращения. 

4. Пусть в прямоугольной декартовой системе координат дана линия L 

уравнениями: )(),( 21 zfyzfx  . Доказать, что поверхность, образованная вра-

щением L вокруг оси Оz, имеет уравнение )()( 2
2

2
1

22 zfzfyx  . 
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§ 12. ЭЛЛИПСОИД 

1. Сжатие пространства 

2. Трехосный эллипсоид 

3. Каноническое уравнение эллипсоида 

4. Исследование формы эллипсоида методом сечений 

Пусть в пространстве задана некоторая плоскость  .  

Введем в пространстве прямоугольную декартовую систему координат 

 kjiO ,,,  так, чтобы координатная плоскость Оху совпала с заданной плоско-

стью  .  

Пусть далее k – положительное 

число, не равное нулю. 

Рассмотрим отображение f, кото-

рое каждой точке М пространства ставит в 

соответствие точку М/ этого же простран-

ства так, что РМkРМ / , где Р – ортого-

нальная проекция точки М на плоскость 

 (рис. 28). 

Отображение f является преобразо-

ванием пространства, которое называется сжатием пространства к плоскости  . 

Плоскость   называется плоскостью сжатия, а число k – коэффициентом сжа-

тия. 

Если точка М(х, у, z) – произвольная точка пространства, а точка М/(х/, 

у/, z/) – её образ при отображении f, то 














zkz
yy
xx

/

/

/

.  

Аналогично формулы сжатия к координатным плоскостям Охz и Оуz 

записываются соответственно в виде: 

zzyyxkxzzykyxx  ////// ,,,,, , где k – коэффициент сжатия. 

Поверхность, образованная вращением эллипса вокруг одной из его 
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осей симметрии, называется эллипсоидом вращения. 

Трехосным эллипсоидом (эллипсоидом), называется поверхность, в ко-

торую переходит эллипсоид вращения при сжатии к плоскости, проходящей 

через его ось вращения. 

Эллипсоидом называется поверхность, которая в некоторой прямо-

угольной декартовой системе координат определяется уравнением: 

12

2

2

2

2

2


c
z

b
у

а
х . 

Это уравнение называется каноническим уравнением эллипсоида. 

Пусть в плоскости хОz прямоугольной системе координат  kjiO ,,,  за-

дан эллипс 12

2

2

2


c
z

а
х . Из уравнения данного эллипса находим: 2

2

1
c
zax  . 

Знаку «+» соответствует одна часть эллипса, а знаку «-» другая часть данного 

эллипса. Ясно, что при вращении вокруг оси Оz каждой из этих частей эллипса 

получается та же поверхность, что и при вращении всего эллипса. Поэтому в 

качестве линии, которую будем вращать вокруг оси Оz выберем: 

0,1 2

2

 у
c
zax . 

Уравнение поверхности, образованной вращением выбранной линии, 

лежащей в плоскости хОz, вокруг оси Оz имеет вид: 2
2

2
22 )1(

c
zаух  , или 

12

2

2

2

2

2


c
z

b
у

а
х .  

В результате имеем уравнение эллипсоида вращения. Далее, воспользу-

емся формулами сжатия пространства к плоскости хОz с коэффициентом сжа-

тия 
a
bk  . Тогда результатом будет каноническое уравнение трехосного эллип-

соида (эллипсоида). 

Рассмотрим каноническое уравнение эллипсоида: 

12

2

2

2

2

2


c
z

b
у

а
х . 

Положительные числа a, b, с называются полуосями эллипсоида. 
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Из уравнения эллипсоида следует, что для каждой точки М(х, у, z) эл-

липсоида выполняются соотношения: 1,1,1 2

2

2

2

2

2


c
z

b
у

а
х , следовательно, 

czbyax  ,, . Отсюда получается, что все точки эллипсоида лежат внут-

ри прямоугольного параллелепипеда, длина ребер которого соответственно 

равны 2а, 2b, 2с. 

Если точка М(х, у, z) принадлежит эллипсоиду, то и точки М1(-х, у, z), 

М2(х, -у, z), М3(х, у, -z), М4(-х, -у, z), М5(-х, у, -z), М6(х, -у, -z), М7(-х, -у, -z) 

принадлежат эллипсоиду. Следовательно, координатные плоскости хOу, хOz, 

уOz являются плоскостями симметрии эллипсоида, оси координат Oх, Oу, Oz – 

осями симметрии эллипсоида, начало координат – центром симметрии эллип-

соида. 

Оси симметрии эллипсоида называется его осями, центр симметрии эл-

липсоида называется его центром. Каждая из осей пересекает эллипсоид в двух 

точках, которые называются его вершинами. 

У трехосного эллипсоида шесть вершин: 

),0,0(),,0,0(),0,,0(),0,,0(),0,0,(),0,0,( 212121 сСсСbВbВаАаА  .  

Изучим форму эллипсоида методом сечений.     

Пусть в  kjiO ,,,  эллипсоид определяется уравнением: 

1: 2

2

2

2

2

2


c
z

b
у

а
хФ . 

Тогда сечение поверхности Ф координатной плоскостью хOу (z=0), 

представляет собой эллипс: 











.0

,1: 2

2

2

2

z
b
у

а
х

 . 

Сечение координатной плоскостью уOz (х=0) является эллипсом: 











.0

,1: 2

2

2

2

1

x
c
z

b
y

  

Сечение координатной плоскостью хOz (у=0) является эллипсом: 
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.0

,1: 2

2

2

2

2

y
c
z

а
х

  

В сечении эллипсоида Ф плоскостью z=h, параллельной координатной 

плоскости хOу, образуется линия 










hz
c
h

b
у

а
х

2

2

2

2

2

2

1 , которая является эллипсом, 

если ch  ; двумя мнимыми прямыми, пересекающимися в точке (0, 0, с), если 

ch   и мнимым эллипсом, если ch  . 

Аналогично исследуется сечения эллипсоида плоскостями, параллель-

ными координатными плоскостям уOz и хOz. 

Изображение эллип-

соида дано на рис. 29. 

Если все три полуоси 

эллипсоида равны: а=b=с=r, 

то он представляет собой сфе-

ру: 2222 rzух  , радиуса r и 

центром (0, 0, 0). 

Следовательно, сфера 

есть частный случай эллипсоида. 

Если центр эллипсоида помещен в точку (х0, у0, z0), то его уравнение 

примет вид: 

1)()()(
2

2
0

2

2
0

2

2
0 








c

zz
b

уу
а

хх . 

В частности, уравнение сферы с центром в точке (х0, у0, z0) и радиуса r, 

записывается в форме: 22
0

2
0

2
0 )()()( rzzуухх  . 

Упражнения 

1. Эллипсоид задан уравнением 144364 222  zух . Найти полуоси, 

координаты вершин, сечения эллипсоида координатными плоскостями. По-

строить эллипсоид. 
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2. Написать уравнение эллипсоида, проходящего через точки А(5, 0, 

0), В(0, 3, 0), С(0, 0, -2), для которого координатные плоскости данной прямо-

угольной системы координат являются плоскостями симметрии. 

3. Пользуясь методом сечений, построить изображение эллипсоида 

0481243 222  zyx , заданного в прямоугольной системе координат. 

4. Доказать, что сечение эллипсоида 0842 222  xzyx  плоскостью 

03 z  является эллипс. Найти его полуоси и вершины. Построить эллипсоид и 

сечение его данной плоскостью. 

5. Составить уравнение сферы радиуса 5, центр которой находится в 

точке: а) С1(-1, 2, 5), б) С2(3, 0, 4), в) С3(-5, 0, 0), г) С4(0, 0, 0). 

6. Определить координаты центра и радиус r сферы:  

а) 25)1()2()5( 222  zyx ; 

б) 9)4()3( 222  zyx ; 

в) 031284222 222  zyxzyx . 

7. Найти необходимое и достаточное условие того, что плоскость 

0 ДCzByAx  касается эллипсоида 12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x . 

8. Точка М0(х0, у0, z0) лежит на сфере 2222 )()()( rczbyax  . Соста-

вить уравнение касательной плоскости к этой сфере в точке М0.   
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§ 13. ГИПЕРБОЛОИДЫ 

1. Однополостный гиперболоид 

2. Каноническое уравнение однополостного гиперболоида 

3. Исследование формы однополостного гиперболоида методом сечений 

4. Двуполостный гиперболоид 

5. Каноническое уравнение двуполостного гиперболоида 

6. Исследование формы двуполостного гиперболоида методом сечений 

I. Однополостный гиперболоид. 

Поверхность, образованная вращением гиперболы вокруг её мнимой 

оси, называется однополостным гиперболоидом вращения. 

Однополостным гиперболоидом называется поверхность Ф, в которую 

переходит однополостный гиперболоид вращения при сжатии пространства к 

плоскости, проходящей через ось его вращения. Вывод канонического уравне-

ния однополостного гиперболоида аналогичен таковому в случае эллипсоида. И 

поэтому в некоторой прямоугольной системе координат однополостный гипер-

болоид определяется следующим каноническим уравнением: 

1: 2

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
xФ . 

Положительные числа а, b, с называются полуосями однополостного 

гиперболоида. Так как в уравнении поверхности Ф x, y, z входят в четных сте-

пенях, то поверхность симметрична относительно координатных плоскостей, 

осей координат (оси поверхности) и начала координат (центр поверхности). Ось 

Oх пересекает поверхность в точках А1(а, 0, 0), А2(-а, 0, 0). Ось 0у пересекает 

поверхность в точках В1(0, b, 0), В2(0, -b, 0). Эти оси называются действитель-

ными осями однополостного гиперболоида, а указанные точки – его вершина-

ми. 

Третья ось (ось Oz) не имеет общих точек с однополостным гипербо-

лоидом и называется его мнимой осью. 

Положительные числа а, b – действительные полуоси, число с – мнимая 
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полуось. 

Изучим форму однополостного гиперболоида методом сечений. 

Пусть в прямоугольной системе координат  kjiО ,,,  однополостный 

гиперболоид определяется уравнением: 

1: 2

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
xФ . 

Тогда сечение поверхности Ф координатной плоскостью хOу (z=0) 

представляет собой эллипс: 










.0

,1: 2

2

2

2

z
b
у

а
х

 , с полуосями а и b, который называ-

ется горловым эллипсом однополостного гиперболоида. 

Сечение поверхностью Ф координатной плоскостью хOz (у=0) является 

гипербола с мнимой осью Oz: 










.0

,1: 2

2

2

2

1

y
c
z

а
х

 . 

А сечение поверхности Ф координатной плоскостью уOz (х=0) есть ги-

пербола: 










.0

,1: 2

2

2

2

2

x
c
z

b
y

 , мнимая ось которой Oz. 

В сечении однополостного гиперболоида Ф плоскостью z=h, параллель-

ной координатной плоскости хOу, образуется линия: 










hz
c
h

b
y

a
x

2

2

2

2

2

2

1 , которая 

определяет эллипс в плоскости z=h. 

При неограниченном возрастании h  полуоси эллипса 2

2
/ 1

c
haa  , 

2

2
/ 1

c
hbb   неограниченно возрастает. 

Если поверхность Ф пересечь плоскостью х=h, координатной плоскости 

уOz, то в результате получаем линию: 










hx
a
h

c
z

b
y

2

2

2

2

2

2

1 , которая является гипер-

болой с мнимой осью Oz, при ah  ; парой прямых, пересекающихся в начале 
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координат, при ah  и гиперболой с мнимой осью Oу, при значениях ah  . 

Аналогичный результат мы 

получим и при пересечении одно-

полостного гиперболоида Ф плос-

костью у=h. 

Изображение однополост-

ного гиперболоида дано на рис. 30. 

Уравнение однополостного 

гиперболоида с центром в точке 

(х0, у0, z0) имеет вид: 

1)()()(
2

2
0

2

2
0

2

2
0 








c

zz
b

уу
а

хх .  

II. Двуполостный гиперболоид. 

Поверхность, образованная вращением гиперболы вокруг её действи-

тельной оси, называется двуполостным гиперболоидом вращения. 

Двуполостным гиперболоидом называется поверхность, в которую пе-

реходит двуполостный гиперболоид вращения при сжатии пространства к 

плоскости, проходящей через ось его вращения. 

В прямоугольной системе координат двуполостный гиперболоид опре-

деляется каноническим уравнением: 

12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x  или 

12

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x . 

Из данного уравнения следует, что поверхность симметрична относи-

тельно плоскостей координат, осей координат (оси поверхности) и начала ко-

ординат (центр поверхности). Ось Oz пересекает поверхность в двух точках 

С1(0, 0, с) и С2(0, 0, -с) называемых вершинами двуполостного гиперболоида; 

сама эта прямая называется вещественной осью. Оси Oх и Oу не имеют общих 

точек с поверхностью двуполостного гиперболоида. 

Сечение двуполостного гиперболоида Ф плоскостью х=h, параллельной 
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координатной плоскости уOz, образуется линия: 










hx
a
h

c
z

b
y 12

2

2

2

2

2

, которая оп-

ределяет гиперболу в плоскости х=h с мнимой осью Oу. 

В сечении поверхности Ф 

плоскостью у=h, параллельной коор-

динатной плоскости хOz, есть гипер-

бола: 










hy
b
h

c
z

a
x 12

2

2

2

2

2

, с мнимой осью 

Oх. 

Изображение двуполостного 

гиперболоида дано на рис. 31. 

Если центр двуполостного ги-

перболоида помещен в точку (х0, у0, 

z0), то его уравнение примет вид: 

1)()()(
2

2
0

2

2
0

2

2
0 








c

zz
в

уу
а

хх . 

 

Упражнения 

1. Составить каноническое уравнение однополостного гиперболоида, 

если мнимая ось его совпадает с осью Ох (Оу), мнимая полуось равна 1, а дей-

ствительные полуоси равны 2 и 3. 

2. Составить каноническое уравнение двуполостного гиперболоида, 

вещественная ось которого совпадает с осью Ох (Оу), вещественная полуось 

равна 3, а мнимые полуоси равны соответственно 5 и 7.   

3. Найти полуоси, координаты вершин, действительные и мнимые 

оси, сечения гиперболоида координатными плоскостями, если он задан уравне-

нием: а) 364369 222  zyx ; б) 1222  zyx ; в) 1
468

222


zyx ;  

г) 1
41216

222


zyx . 
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4. Определить вид следующих поверхностей второго порядка, заданных 

следующими уравнениями: а) 064232 222  zyxzyx , 

                                   в) 05632444 222  zyzyx . 

5. Определить полуоси и вершины горлового эллипса однополостного 

гиперболоида 161642 222  zyx . 
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§ 14.  ПАРАБОЛОИДЫ 

1. Понятие эллиптического параболоида 

2. Уравнение эллиптического параболоида 

3. Исследование формы эллиптического параболоида методом сечений 

4. Уравнение гиперболического параболоида 

5. Исследование формы гиперболического параболоида методом сечений 

I. Эллиптический параболоид. 

Поверхность, образованная вращением параболы вокруг её оси, называ-

ется, параболоидом вращения. 

Поверхность, в которую переходит параболоид вращения при сжатии 

пространства к плоскости, проходящей через его вращения, называется эллип-

тическим параболоидом. 

Вывод канонического уравнения эллиптического параболоида аналогичен 

таковому в случае эллипсоида. 

И поэтому в некоторой прямоугольной системе координат  kjiO ,,,  эл-

липтический параболоид определяется следующим каноническим уравнением:  

z
b
y

a
xФ 2: 2

2

2

2

 . 

Так как х и у входят в уравнение поверхности Ф в четных степенях, то 

эллиптический параболоид симметричен относительно плоскостей хOz и уOz и 

относительно оси Oz (ось поверхности). Эта поверхность не симметрична отно-

сительно плоскости хOу, относительно осей Oх, Oу и начала координат. 

Точка О(0, 0, 0) – начало системы координат является точкой пересечения 

эллиптического параболоида с его осью и называется вершиной эллиптическо-

го параболоида. 

Из канонического уравнения поверхности Ф следует соотношение 0z , 

причем z=0 выполняется только для вершины, откуда заключаем, что все точки 

эллиптического параболоида, кроме его вершины, расположены по одну сторо-

ну от плоскости хOу. 

 Изучим форму эллиптического параболоида методом сечений. 
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Пусть в прямоугольной системе координат  kjiO ,,,  эллиптический па-

раболоид определяется уравнением: 

z
b
y

a
xФ 2: 2

2

2

2

 . 

Тогда сечение поверхности Ф координатной плоскостью хOу (z=0) пред-

ставляет собой одну точку О(0, 0, 0) 
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z
b
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a
x

 , вершину эллиптического па-

раболоида. 

Сечение поверхности Ф координатной плоскостью хOz (у=0) является па-

рабола с вершиной в точке (0, 0, 0) и осью симметрии Oz.  
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zax
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z
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x

 . 

В сечении поверхности Ф координатной плоскостью уOz (х=0), образует-

ся парабола с вершиной в точке (0, 0, 0) и осью симметрии Oz. 







0

2
:

22

1 x
zby

 . 

Сечение эллиптического параболоида Ф плоскостью z=h, параллельной 

координатной плоскости хOу есть линия 










hz

h
b
y

a
x 2: 2

2

2

2

2 , которая определяет 

эллипс с полуосями hbиha 22 , если 0h  и мнимый эллипс, если 0h . 

Если данную поверхность Ф пересечь 

плоскостями, параллельными координат-

ным плоскостям хOz и уOz, соответственно 

у=h и х=h, то в сечении получим параболы: 





















hx

h
a
bzbyи
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2
2

2
22

3
2:2: 

Изображение эллиптического параболои-

да дано на рис. 32. 
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Если вершину поверхности эллиптического параболоида поместить в 

точку (х0, у0, z0), то его уравнение примет вид:  

)(2)()(
02

2
0

2

2
0 zz

b
yy

a
xx





 . 

II. Гиперболический параболоид. 

Гиперболическим параболоидом называется поверхность, которая в неко-

торой прямоугольной декартовой системе координат определяется уравнением: 

z
b
y

a
x 22

2

2

2

 . 

Это уравнение называется каноническим уравнением гиперболического 

параболоида. 

Из уравнения гиперболического параболоида следует, что поверхность 

симметрична относительно плоскостей хOz, уOz и относительно оси Oz (ось 

поверхности). Эта поверхность не симметрична относительно плоскости хOу, 

осей Oх, Oу и начала координат. 

Точка (0, 0, 0) пересечения гиперболического параболоида с его осью 

называется вершиной. 

Изучим форму гиперболического параболоида методом сечений. 

Пусть в  kjiО ,,,  гиперболический параболоид определяется уравнени-

ем: 

z
b
y

a
xФ 2: 2

2

2

2

 . 

Тогда сечение поверхности Ф координатной плоскостью хOу (z=0), 

представляет собой пару прямых, пересекающихся в вершине (0, 0, 0) поверх-

ности: 
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 то есть 0,0 
b
y

a
x

b
y

a
x

. 

Сечение поверхности Ф координатной плоскостью уOz (х=0), является 

парабола 
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 , с осью симметрии Oz и вершиной (0, 0, 0). 
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А сечение гиперболического параболоида Ф координатной плоскостью  

хOz (у=0), есть парабола  
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zax
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z
a
x

 , с осью симметрии Oz и вер-

шиной в точке (0, 0, 0). 

Рассмотрим сечение гиперболического параболоида Ф плоскостью z=h, 

параллельной координатной плоскости хOу: 










hz

h
b
y

a
x 22

2

2

2

. 

Полученная линия определяет гиперболу с вещественной осью парал-

лельной Oх, если 0h  и гиперболу с действительной осью параллельной Oу, 

если 0h . 

Если поверхность Ф пересечь плоскостью y=h (или плоскостью x=h), то 

в сечении получим параболу. 

Изображение гиперболического параболоида дано на рис. 33. 

 
Если вершина гиперболического параболоида помещена в точку (х0, у0, 

z0), то его уравнение примет вид:  

)(2)()(
02

2
0

2

2
0 zz

b
yy

a
xx





 . 

Упражнения 

1. Написать уравнение эллиптического параболоида, вершина которо-

го расположена в начале координат, а его ось совпадает с осью Ох (осью Оу). 
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2. Написать уравнение гиперболического параболоида, ось симметрии 

которого 0у, а плоскости z=0 х=0 пересекают поверхность по линиям: 















0
2

,
0

2 2222

x
ybz

z
yax . 

3. Определить вид поверхностей второго порядка, заданных следую-

щими уравнениями:  

а) 163 22  yyxz ; 

б) 161242 22  xzyzy . 

4. Доказать, что эллиптический параболоид нельзя пересечь плоскостью 

по гиперболе. 

5. Доказать, что гиперболический параболоид нельзя пересечь плоско-

стью по эллипсу.  

6. Найти полуоси, координаты вершин сечения эллиптического парабо-

лоида 046332 22  xzzy  плоскостью 03 x . 
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§ 15. ЦИЛИНДРИЧЕСКИЕ И КОНИЧЕСКИЕ ПОВЕРХНОСТИ 

1. Понятие цилиндрической поверхности 

2. Уравнение цилиндрической поверхности 

3. Классификация цилиндров 

4. Понятие конической поверхности 

5. Уравнение конической поверхности 

Пусть в пространстве задан некоторый ненулевой вектор р .  

Поверхность, обладающая тем свойством, что с любой точкой М она со-

держит прямую, заданную точкой М и направляющим вектором 0


р , называ-

ется цилиндрической поверхностью (цилиндром). 

Эти прямые называются образующими этой цилиндрической поверхно-

сти. 

Цилиндрическую поверхность можно задать иначе. Если   – некоторая 

кривая второго порядка и 0


р . 

Все прямые, проходящие через точки линии  , имеющие направляющий 

вектор р , образуют цилиндрическую поверхность. Кривая   называется на-

правляющей линией цилиндрической по-

верхности (рис. 34). А все прямые, прохо-

дящие через некоторую точку линии   па-

раллельно ненулевому вектору р , называ-

ются образующими цилиндрической по-

верхности. 

Теорема. Пусть в плоскости хОу прямоугольной системы координат 

 kjiО ,,,  задана линия   уравнением 0),( yxF  определяет в пространстве ци-

линдрическую поверхность S с направляющей линией   и образующими, па-

раллельными вектору k  (оси Оz). (Без доказательства). 

Уравнение 0),( zxG  в плоскости хОz в прямоугольной системе коорди-
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нат  kjiО ,,,  определяет линию 1  и то же уравнение в пространстве определяет 

цилиндрическую поверхность, для которой линия 1  служит направляющей, а 

образующие параллельны оси Оу. 

Точно так же, если уравнение Н(у, z)=0 в плоскости уОz в системе 

 kjiО ,,,  определяет линию 2 , то это же уравнение в пространстве определяет 

цилиндрическую поверхность с направляющей 2  и образующими, параллель-

ными оси Ох. 

Если направляющая   цилиндрической поверхности является линией 

второго порядка, а именно, эллипсом, гиперболой, параболой, то цилиндриче-

ская поверхность называется цилиндром второго порядка, соответственно эл-

липтическим, гиперболическим, параболическим. 

Если направляющая   цилиндрической поверхности распадается на пару 

прямых (пересекающихся, параллельных, слившихся), то цилиндр распадается 

на пару плоскостей. 

Если прямоугольную систему координат  kjiО ,,,  выбрать так, чтобы об-

разующие цилиндрической поверхности второго порядка имели направляющий 

вектор k , а направляющая   в системе  kjiО ,,,  имела каноническое уравнение, 

то указанные выше цилиндрические поверхности классифицируют:   

1. Эллиптический цилиндр. 

Линия 0,1: 2

2

2

2

 z
b
y

a
x  – эллипс 

в плоскости хОу, который является на-

правляющей цилиндрической поверхно-

сти S. 

Тогда уравнение 12

2

2

2


b
y

a
x  в про-

странстве задает эллиптический цилиндр 

S с направляющей – эллипсом и обра-

зующими, параллельными оси Оz. 

Изображение эллиптического цилиндра дано на рис. 35. 
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2. Параболический цилиндр. 

Линия 0,2: 2  zpxy  – парабола в 

плоскости хОу, которая является направляю-

щей цилиндра S. Тогда уравнение pxy 22   в 

пространстве, есть уравнение параболического 

цилиндра S с направляющей параболой   и 

образующими параллельными оси Оz.  

Изображение параболического цилин-

дра дано на рис. 36.  

3. Гиперболический цилиндр. 

Линия 0,1: 2

2

2

2

 z
b
y

a
x  – это ги-

пербола в плоскости хОу, которая является 

направляющей цилиндрической поверхно-

сти S. Тогда уравнение 12

2

2

2


b
y

a
x  в про-

странстве определяет гиперболический ци-

линдр с направляющей гиперболой   и об-

разующими, параллельными оси Оz.  

Изображение гиперболического ци-

линдра дано на рис. 37. 

4. Цилиндр, распавшийся на пару пересекающихся по оси Оz плоскостей. 

Линия 0,0: 2

2

2

2

 z
b
y

a
x , определяет 

направляющую цилиндрической поверхности 

S в плоскости хОу – пару пересекающихся в 

точке (0, 0) прямых: 0
b
y

a
x  и 0

b
y

a
x .  

Тогда цилиндр S: 02

2

2

2


b
y

a
x  представ-

ляет собой пару пересекающихся по оси Оz плоскостей (рис. 38). 
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5. Цилиндр, распавшийся на пару параллельных плоскостей. 

Линия 0),0(,0: 22  zaax - 

направляющая на плоскости хОу, пред-

ставляет собой пару параллельных пря-

мых: 0 ax  и 0 ax . 

Тогда уравнение цилиндра 

0: 22  axS  представляет собой пару па-

раллельных плоскостей. 

Изображение данной поверхности на рис. 39. 

6. Цилиндр, представляющий собой пару слившихся плоскостей. 

Линия 0,0: 2  zx  – направляющая на плоскости хОу, представляет 

собой пару прямых: 0x  и 0x . 

Тогда в пространстве уравнение 

02 x  определяет цилиндрическую поверх-

ность S, которая представляет собой пару 

слившихся плоскостей, то есть 0x  - плос-

кость уОz в пространстве.  

Изображение данного цилиндра на 

рис. 40. 

Конической поверхностью (конусом) 

с вершиной в точке М0 называется поверхность, которая с любой своей точкой 

М, не совпадающей с М0 содержит прямую М0М. 

Такие прямые называются обра-

зующими конической поверхности. 

Коническую поверхность мож-

но получить следующим образом. 

Пусть в пространстве есть некоторая 

кривая  , точка М0   (рис. 41). 

Все прямые, проходящие через 

точку М0 и точку кривой  , образуют конус с вершиной М0. 
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Если вершина конуса находится в начале прямоугольной системе коор-

динат, а его направляющей   служит эллипс 











cz
b
y

a
x 12

2

2

2

, то уравнение конуса имеет вид: 

02

2

2

2

2

2


c
z

b
y

a
x . 

Это уравнение называется каноническим 

уравнением конуса второго порядка. Если на-

правляющей конической поверхности является 

окружность )( ba  , то конус называется круго-

вым (рис. 42). 

Упражнения 

1. Написать уравнение цилиндрической поверхности, если направляющая 

её лежит в плоскости Оуz и имеет уравнение 052  yzy , а образующие па-

раллельны оси Ох. 

2. Написать уравнение цилиндров, образующие которых параллельны оси 

0у, а направляющие заданы уравнениями: а) 







0

222

y
azx ; б) 








0
04 22

y
zxx ;  

в) 







0
04 2

y
zx . Построить изображение этих цилиндров. 

3. Написать уравнение конической поверхности, если направляющая её в 

плоскости хОу задана уравнением 1622  yx , а координаты вершины (0, 0, 1). 

4. Какие поверхности в пространстве задают следующие уравнения:  

а) 1
5

2
2 

yx ; б) 122  yx ; в) 322  zy ; г) zx 22  ; д) 02 22  yz ; е) 

02  zy . Построить изображения поверхностей. 

5. Определить вид поверхности: а) 064232 222  zyxzyx ;  

б) 363 222  yyxz .  
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