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ВВЕДЕНИЕ 

 
Реальные электрические сети непрерывно подвержены 

воздействию случайных факторов. Это приводит к изменению 
случайным образом, как параметров электрической сети, так и 
параметров режима, что не позволяет использовать в этих 
ситуациях детерминированные методы расчѐта режимов 
электрической сети. В связи с этим при расчѐтах в таких 
электрических сетях появляЕтся необходимость применения 
вероятностных подходов и методов, при которых результат 
решения, Y математически выражается как 

Y=f(X, Z) 

где  X – массив условно-постоянной исходной информации; Z – 
массив исходной информации, параметры которого изменяются 
случайным образом. 

Режим электроэнергетической системы – это еѐ 
состояние в любой момент времени или на некотором интервале 
времени, определяемое совокупностью показателей (параметры 
системы, параметры режима и технологические параметры). К 
параметрам системы (сети) относят активные и реактивные 
сопротивления и проводимости отдельных элементов схемы, 
собственные и взаимные проводимости, коэффициенты 
трансформации и т.д., а к параметрам режима – напряжения в 
различных точках электрической сети, углы сдвигов векторов 
ЭДС и напряжений, активные и реактивные мощности и т.д. В 
общем случае всю совокупность возможных режимов работы 
ЭЭС можно представить в виде следующей упрощенной блок-
схемы, представленной на рисунке В.1  

Нормальным установившимся режимом в электрической 
сети называют такое состояние, при котором ток в любой ветви 
и напряжение в любом узле остаются неизменными в течение 
сколь угодного длительного времени. При таком  режиме схема 
электрической сети ЭЭС соответствует требованиям 
надѐжности и устойчивости параллельной работы 
электрических станций и ЭЭС, входящих в объединѐнную 
энергосистему (ОЭС) и ЕЭС России. При этом как нагрузки 
отдельных элементов ЭЭС, так и перетоки мощности между 
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энергорайонами, ЭЭС и ОЭС не превышают значений, 
допустимых по условиям сохранности и надѐжной работы 
оборудования и предотвращения нарушения устойчивости 
параллельной работы. 

   
Рис. В.1 Упрощѐнная блок-схема возможных режимов работы 

электрической сети ЭЭС  

 
Если распределение нагрузки между электрическими 

станциями и уровни напряжений в контрольных точках 
электрической сети соответствуют наиболее экономичному 
режиму, при котором качественное и надѐжное 
электроснабжение потребителей обеспечивается при 
минимальных затратах топливно-энергетических ресурсов (в 
денежном выражении), то такой режим называется 
нормальным оптимальным.   

В условиях реальной эксплуатации ЭЭС может оказаться в 
одном из переходных режимов – утяжелѐнном или 
послеаварийном.  

Под утяжелѐнным понимают режим, при котором один или 
несколько параметров достигают значений, допустимых лишь в 
течение ограниченного промежутка времени. В этом режиме 
имеют место перегрузки оборудования, существенные 
отклонения напряжения и частоты от номинальных значений и 
создаѐтся повышенная опасность возникновения аварийных 
ситуаций. В утяжелѐнном режиме нарушается часть критериев 

Установившийся  

Нормальный оптимальный 

 
 

Нормальный 

Послеавар

ийный 

Утяжелѐн

ный 

Аварийный 
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надѐжности электроснабжения и качества электроэнергии, и 
поэтому его длительность должна быть ограничена. 

Аварийным называют режим, который характеризуется 
существенным отклонением значений его параметров от 
допустимых пределов. ЭЭС может оказаться в аварийном 
режиме, если при работе в утяжелѐнном режиме не будут 
своевременно приняты меры по его прекращению (например, в 
результате нарушения статической устойчивости параллельной 
работы при постоянном увеличении активной мощности, 
передаваемой по линии электропередачи). Аварийный режим 
ЭЭС может возникнуть и внезапно в результате короткого 
замыкания (КЗ), отключений ЛЭП, генераторов, нагрузок, 
приводящих к асинхронному ходу различных частей ЭЭС. 
Вследствие увеличения токов, проходящих по элементам ЭЭС, и 
опасности снижения напряжения (частоты) существование 
аварийного режима допустимо лишь в течение крайне малого 
промежутка времени. 

После ликвидации аварийной ситуации ЭЭС работает в 
послеварийном режиме, который часто является утяжелѐнным 
и в котором ЭЭС может оставаться длительное время (до 
нескольких часов). Выбор неэффективных мероприятий по 
переводу ЭЭС в нормальный режим может привести к 
дальнейшему развитию аварийных ситуаций. 

Чтобы обеспечить надѐжное и устойчивое 
функционирование энергетической системы требуется 
проведение широкомасштабных экспериментальных 
исследований и выполнение многочисленных расчѐтов режимов 
еѐ работы.  

В представленном учебном пособии «Применение методов 
теории вероятностей и математической статистики в 
электроэнергетике», содержащего 3 раздела и 7 глав, изложены 
основные подходы и методы теории вероятностей и 
математической статистики для анализа и расчѐта режимов 
электрических сетей при стохастическом характере исходной 
информации. 

В первой главе приведены основные положения теории 
вероятностей, как математической науки. Рассмотрены 
основные понятия теории вероятностей – случайные события, 
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случайная величина, случайная функция и случайный процесс. 
Представлены законы распределения случайных величин и 
указаны основные области их применения.  

Во второй главе показана необходимость применения 
вероятностных расчѐтов в электроэнергетике. Представлена 
вероятностная постановка расчѐта режима электрической сети. 
Приведены основные вероятностные методы решения задач в 
электроэнергетике. Проанализированы основные схемы 
испытаний и представлены примеры расчѐта вероятностей 
появления событий как с помощью точных выражений – формул 
Байеса и Бернулли, так и с использованием приближѐнных 
формул  Лапласа, позволяющих значительно упростить расчѐты 
вероятностей. 

Третья глава посвящена экспериментальному анализу 
случайных величин. Рассмотрены элементы корреляционного 
анализа случайных величин. Приведена процедура анализа 
экспериментальных данных методом Паретто.  

Основные принципы проверки статистических гипотез 
изложены в четвѐртой главе. Рассмотрены статистические 
критерии, применяемые в электротехнических расчѐтах. 
Значительное внимание уделено погрешностям измерений в 
электрических сетях. 

В пятой главе представлен вероятностный подход по 
определению закономерностей, характеризующих случайные 
процессы в электроэнергетике, базирующийся на методе 
статистических испытаний (метод Монте-Карло). Рассмотрены 
элементы регрессионного анализа, позволяющего отыскать 
устойчивые взаимосвязи между параметрами в электрических 
сетях при дефиците измерений, сбоях в каналах передачи 
данных и т.д. 

Основные вероятностно-статистические методы при 
расчѐтах режимов электрических сетей изложены в шестой 
главе. Подробно рассмотрены расчѐты потерь мощности и 
электроэнергии при вероятностном задании нагрузки.  

 В седьмой заключительной главе представлены некоторые 
технологии искусственного интеллекта применяемые в 
электроэнергетических расчѐтах. Приведены элементы 
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кластерного анализа экспериментальной информации в 
электрических сетях.   

 
 
 
 
 

 

РАЗДЕЛ I. ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ В 

ЭЛЕКТРОЭНЕРГЕТИКЕ 
 

Глава 1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

 
Теория вероятностей – математическая наука, изучающая 

закономерности массовых однородных случайных событий 
[5,6,9]. 

Возникновение теории вероятностей относят к середине 
XVII века, когда впервые в работах Кардано, Паскаля, Ферма и 
Гюйгенса были сформулированы правила подсчѐта 
вероятностей различных исходов азартных игр.  

Следующий этап развития теории вероятностей связан с 
именем Якоба Бернулли (1654-1705 гг.) Доказанная им теорема, 
получившая впоследствии название «Закона больших чисел» 
была первым теоретическим обоснованием ранее накопленных  
фактов.  

Дальнейшими успехами теория вероятностей обязана 
Муавру, Лапласу, Гауссу, Пуассону и др. Большой вклад в 
разработку вопросов теории вероятностей внесла русская 
математическая школа, в частности, В.Я. Буняковский П.Л. 
Чебышев, А.А. Марков, А.Н. Ляпунов и советские математики 
С.Н. Бернштейн, В.И. Романовский, А.Н. Колмогоров, А.Я. 
Хинчин, Б.В Гнеденко, Н.В. Смирнов и др.  

В основе теории вероятностей лежит понятие события. 
Случайным событием называют событие, которое при 

осуществлении определѐнной совокупности условий, S  
может либо произойти, либо не произойти. При этом 
достоверным называется событие, которое при конкретных 
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условиях S обязательно произойдѐт, а невозможным – событие, 
которое при заданных условиях S не может произойти. Таким 
образом, событие рассматривается как результат испытаний. 

Основные виды случайных событий и возможные связи 
между ними представлены в Приложении 1.  

Что же даѐт основание считать то или иное событие 
случайным, достоверным или невозможным? Только опыты или 
наблюдения за событиями могут привести к каким-либо 
выводам. Однако опыты или наблюдения должны быть при этом 
достаточно длительными (представительными). Иначе суждение 
о том, что событие является случайным, достоверным или 
невозможным, может оказаться ошибочным. Только при 
достаточно большом количестве наблюдений за данным 
событием можно установить, является ли вообще данное 
событие случайным. 

Естественно, возникает вопрос, существуют ли 
закономерности у случайных событий? Не являются ли понятия 
«закономерность» и «случайность» взаимно исключающими? 
Нет, эти понятия диалектически связаны между собой и не 
исключают друг друга. Произойдѐт ли в данном случае или не 
произойдѐт случайное событие определяется совокупностью 
большого числа причин, которые в большинстве случаев 
практически нельзя проанализировать, но всѐ же случайное 
событие происходит вполне закономерно. Так же как 
невозможно проанализировать все причины, влияющие на 
возникновение случайного события, то и невозможно с 
достоверностью предсказать, произойдѐт оно или нет в данном 
конкретном случае. Если же рассматривать достаточно большое 
число случаев (исходов), когда событие может произойти или не 
произойти, или производить большое число опытов 
(испытаний), то у любого случайного события начнѐт 
проявляться объективная закономерность. 

Случайной величиной называется величина, 
принимающая в результате опыта то или иное значение, 
неизвестное заранее (априори). Между случайной величиной и 
случайным событием существует тесная связь. Если каждому 
случайному событию можно поставить в соответствие какую-
либо величину, то появлению того или иного случайного 
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события также соответствует та или иная случайная величина. В 
качестве случайной величины можно принять и число 
однородных случайных событий за определѐнный промежуток 
времени. Случайные величины отличаются от 
детерминированных тем, что в разных случаях (или 
испытаниях) их значения, в отличие от последних, могут быть 
разными. Однако, в общем случае, все случайные величины 
подчинены тем или иным объективным закономерностям. Так, 
например, они могут иметь ограниченные области возможных 
значений; различные значения случайных величин могут иметь 
различные вероятности и т.д.. Заметим, что к числу случайных 
величин относятся такие величины, как погрешности измерения, 
ошибки прогнозирования и т.д. 

Случайной функцией называется величина, изменяющаяся 
случайным образом при изменении аргумента. В отличие от 
детерминированной функции, имеющей конкретные значения 
при определѐнном значении аргумента, случайная функция при 
заданном значении аргумента продолжает оставаться случайной 
величиной, т.е. может иметь различные значения с различной 
вероятностью их появления.  

Если аргументом случайной функции является время, как 
это имеет место в большинстве практических приложений, то 
такая случайная функция называется случайным процессом.  

В каждом отдельном опыте случайная функция имеет 
конкретное значение и представляется некоторой вполне 
определѐнной неслучайной функцией аргумента. Эта 
конкретная функция называется реализацией случайной 

функции в данном опыте.  
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Рис.1.1 Изменение случайного параметра 

      - случайная величина;                 -  случайные функции (реализации) 

                         - область изменения случайного процесса для параметра х 

 

В соответствии с рис. 1.1. для случайного параметра, x 
случайными величинами являются значения параметра в 
отдельные моменты времени, случайной функцией – 
изменения случайной величины во времени, а случайным 

процессом – семейство (ансамбль реализаций) случайных 
функций изменения параметра x во времени.  

 

1.1. Случайные события в электроэнергетике 

 
ЭЭС и системы электроснабжения объединяют большое 

число различных технических устройств генерирующих, 
передающих и преобразующих электрическую энергию [1]. 
Естественно, что условия работы большой совокупности даже 
однородных электротехнических устройств резко отличаются 
друг от друга и носят с точки зрения энергосистемы случайный 
характер. Это приводит к изменению случайным образом, как 
параметров схемы, так и параметров режима электрической 
сети. 

Примером случайного характера изменения параметров 
схемы системы (сети) может служить изменение конфигурации 



14 
 

(топологии) электрической сети, происходящее случайным 
образом из-за возникновения аварийных повреждений 
элементов электрической сети. В свою очередь, аварийные 
повреждения отдельных элементов электрической сети 
(генераторы, турбины, котлы, трансформаторы, линии 
электропередачи, выключатели, реакторы и т.д.) также являются 
случайными событиями, возникающими в результате наложения 
большого числа неблагоприятных факторов. При этом заранее 
нельзя предсказать какой конкретно элемент электрической сети 
и в какой момент времени откажет. Аварийные повреждения 
электрооборудования могут вызвать, при отсутствии 
достаточного резерва мощности генерирующих источников, 
нарушение электроснабжения электроприѐмников 
энергосистемы.   

К числу параметров режима, изменяющихся случайным 
образом, относится, в частности, величина электропотребления. 
Электрические сети энергосистем питают десятки и сотни тысяч 
приѐмников электрической энергии (промышленные установки, 
электродвигатели, насосы, нагревательные устройства, 
осветительные установки и т.п.), работающие во многих случаях 
независимо друг от друга. Эти электроприѐмники в течение 
суток могут быть подключенными или отключенными от 
электрической сети и работать с той или иной загрузкой. При 
этом, даже если электропотребление каждым 
электроприѐмником будет неслучайным событием, то 
электропотребление в целом по энергосистеме будет случайной 
величиной, т.к. заранее невозможно достоверно предсказать, 
какая будет нагрузка электрической сети тот или иной момент 
времени. 

В итоге, основные условия работы энергосистемы, а именно 
условия, определяющие величины электропотребления в 
энергосистеме и суммарной располагаемой мощности для его 
покрытия, в свою очередь определяются большим числом 
случайных событий. Только зная количественные 
характеристики таких случайных событий можно достоверно 
определить суммарное электропотребление, величину 
необходимого резерва мощности для обеспечения 
бесперебойного электроснабжения потребителей и т.д.  
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Для количественного сравнения случайных событий между 
собой по частоте их появления используют вероятность

1
 

события, p. Вероятность есть число, характеризующее степень 
возможности появления случайного события при конкретных 
условиях S. Если при вычислении вероятности появления 
события A никаких других ограничений, кроме конкретных 
условий S не присутствует, т.е. рассматривается независимое 
случайное событие, то такую вероятность называют 
безусловной, P(A). 

Для зависимых случайных событий имеются 
дополнительные условия (ограничения), лишь при выполнении 
которых может появиться случайное событие А. Вероятность 
появления такого зависимого случайного события А называют 

условной.  
Условная вероятность P(A/B) определяет вероятность 

появления случайного события A, вычисленную в 
предположении, что случайное событие B уже произошло. 

В электроэнергетике к зависимым случайным событиям 
можно отнести, к примеру, повреждения отдельных фаз линии 
электропередачи. При повреждении одной фазы линии 
электропередачи в сети с изолированной нейтралью напряжения 

других фаз возрастают в 3  раз, что увеличивает вероятность 
их повреждения. Но даже в сети с заземлѐнной нейтралью, где 
повышения напряжения на других фазах не происходит, 
ионизация воздуха, обусловленная коротким замыканием на 
одной фазе, является независимым случайным событием, а 
одновременное повреждение фаз в одном и том же месте 
является зависимым случайным событием.  

Возможны два метода определения безусловной 
вероятности случайного события – классический и 
статистический. 

Классическая вероятность случайного события А, P(A) 
применима только в том случае, если изучаемое случайное 

                                                 
1
 probability – вероятность 
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событие образует полную группу, Z элементарных
2
 

несовместных и равновероятностных исходов
3
 (Приложение 1)   

 nzzzzZ ...;; 321  

Еѐ численные значения определяются отношением числа 
благоприятствующих этому случайному событию А 
равновероятностных несовместных элементарных исходов, m к 
общему числу таких исходов n для случайного события, А 
образующих полную группу исходов 

                                 nm
n

m
AP  ,)(                             (1.1) 

  

Из определения классической вероятности и выражения 
(1.1) вытекают следующие еѐ свойства 

С в о й с т в о  1 .  Вероятность достоверного события, U 
равна единице. 

Действительно, если событие достоверно, то каждый 
элементарный исход испытания благоприятствует появлению 
такого события. По этой причине имеем  

1)( 
n

n

n

m
UP  

С в о й с т в о  2 .  Вероятность невозможного события, 
V равна нулю.  

Понятно, что если событие невозможно, то ни один из 
элементарных исходов испытания не благоприятствует 
появлению этого события. В этом случае m=0, следовательно,  

0
0

)( 
nn

m
VP  

С в о й с т в о  3 .  Вероятность случайного события есть 
положительное число, заключѐнное между нулѐм и единицей. 

                                                 
2
 под элементарным исходом понимают один из возможных результатов 

испытания   
3 если вероятность появления различных исходов (событий) в рамках полной 

группы одинакова, то такие исходы (события) являются равновероятностными  
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В большинстве случаев, случайному событию 
благоприятствует лишь часть из общего числа элементарных 
исходов испытания. При этом 0<m<n, значит, 0<m/n<1 

       1)(0  AP  

Итак, вероятность любого случайного события 
удовлетворяет двойному неравенству 

1)(0  AP  

Характеристика, противоположная появлению случайного 
события А, называется отказом

4
, q(A) и определяется по 

выражению 

                                    )(1)( ApAq                               (1.2) 

К сожалению, на практике общее число элементарных 
исходов случайного события, а также «благоприятных» 
элементарных исходов, крайне трудно определить. Кроме того, 
далеко не всегда удаѐтся доказать правомерность допущения о 
равной вероятности появления тех или иных случайных 
событий в рамках данной группы. Поэтому в электроэнергетике 
вместо классической вероятности случайного события 
значительно чаще используется статистическая вероятность, 

 )А(Р . Под статистической вероятностью случайного 

события понимают относительную частоту появления данного 
случайного события А при достаточно большом числе 
испытаний, n.  

                                     ,)(
n

m
AP A                                  (1.3) 

где Am - общее число появлений случайного события A  

Пример 1.1. В низковольтных электрических сетях 0,4 кВ в 
течение четырѐх часов с дискретностью  Δt = 15 мин. 

производились  измерения величины тока нагрузки, нагрI  (табл. 

                                                 
4
 quit – отказ 
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1.1). Какова вероятность того, что за период измерений 

величина нагрI  не превысила 15 А. 

Таблица 1.1. 

Исходные данные 

Часовые  
интервалы Величина тока нагрузки, А 

10:00 – 11:00 13 15 14 20 

11:00 – 12:00 9 14 12 16 

12:00 – 13:00 17 24 13 14 

13:00 – 14:00 13 9 7 11 

 
Решение. 

 
Используя выражение (1.3) вычислим статистическую 

вероятность появления величины А15Iнагр   при общем числе 

испытаний n=4x4=16 

75,0
16

4233
)I( нагр 


P  

Пример 1.2. Цифровая система содержит 5 электронных 
блоков и выходит из строя при отказе любых двух блоков. 
Какова вероятность того, что цифровая система выйдет из строя 
по причине отказа чѐтных блоков (№2 и №4), если известно, что 

;9.0pp 21   25.0qqq 543  . 

 
 

Решение 

В таблице 1.2. представим полную группу возможных 
вариантов выхода из строя цифровой системы при отказе любых 

двух блоков. Число таких вариантов – число сочетаний, 
n

mС , 

определяемое по формуле бинома Ньютона, составит: 
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10
21

45
С2

5 



  

Таблица 1.2 

Возможные варианты функционирования цифровой 
системы при отказе двух блоков. 

Н
о
м

ер
 

б
л
о
к
а 

Варианты 

I II III IV V VI VII VIII IX X 

1 –* +** + + + – – – + + 

2 – – + + – + + + + – 

3 + – – + + + + – – + 

4 + + – – – + – + + + 
5 + + + – + – + + – – 

 
* «–» отказавший блок 

** «+» работающий блок 

 
В соответствии с табл. 1.2. пятый вариант соответствует 

выходу из строя цифровой системы по причине отказа 2-го и 4-
го блоков.   

Тогда с учѐтом формулы полной вероятности (формула 
П.1.11, Приложение 1) искомая вероятность появления этого 

варианта из 10 возможных 


Q определится как  

 













543215432154321

54321543215432154321

543215432154321

54321VQ
Q

qppqpqpqppppqpq

pqppqqpppqpqpqpqqppp

qpqppppqqppppqq

pqpqp

Q
x

Ii

i
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    
        




25.09.019.025.0125.0125.019.019.01

25.0125.025.019.019.0

       25.019.09.00.25-10.250.250.90.925,0125,01

        25.09.09.0125.0125.025.019.019.025.025.0

       25.019.019.025.025.0125.09.09.025.01
 

 
064.0

1977.0

0126.0

25.025.01



 

 
Обычно в электроэнергетике приходится определять 

вероятности не простых случайных событий, а сложных 
случайных событий, являющихся комбинациями ряда простых 
(элементарных) случайных событий. В качестве примера 
рассмотрим аварийные повреждения электрооборудования на 
энергообъектах или в электрических сетях. При большом 
количестве агрегатов электростанций и элементов сети 
повреждения одних устройств могут сочетаться с 
повреждениями других устройств. Возникает задача 
определения вероятности одновременного повреждения двух, 
трѐх и более устройств (агрегатов) или элементов сети. В ряде 
случаев необходимо также определять вероятность того, что 
никаких повреждений в энергосистеме нет – вероятность 
безотказной работы, так как эта величина характеризует 
надѐжность работы всего оборудования. Аналогичные задачи 
возникают и при необходимости выбора оптимального решения, 
связанного с обеспечением или надѐжности работы 
энергосистемы (выбор оптимального резерва мощности), или 
надѐжности питания отдельных потребителей (выбор 
оптимальной схемы электроснабжения потребителя), или 
устойчивости энергосистемы (выбор оптимального уровня 
устойчивости). Во всех этих случаях отдельные повреждения 
рассматриваются как независимые и совместные случайные 
события. 
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Пример 1.3. Определить вероятность повреждения 

энергетического блока, 
блq , представляющего собой 

последовательное соединение парового котла с паровой 
турбиной и электрическим генератором. Паровая турбина 
получает весь пар от парового котла. Генератор расположен на 
одном валу с турбиной, т.е. использует всю еѐ мощность. 
Вероятности повреждения отдельных элементов блока известны 

и составляют: 
кq =0.02; 

тq =0,01 и 
гq =0,001 для котла, турбины 

и генератора соответственно.  

Решение 

Очевидно, что аварийный выход из работы всего блока 
может иметь место при повреждении хотя бы одного из трѐх 
указанных элементов блока. Так как безаварийная работа 

элемента блока, блp  является событием, противоположным 

повреждению, то вероятности безаварийной работы отдельных 
элементов блока можно рассчитать, исходя из выражения (1.2) 

к
p = 1 – 0,02 = 0,98; 

т
p = 1 – 0,01 = 0,99; 

г
p = 1 – 0,001 = 0,999 

Найдѐм вероятность того, что все элементы блока не 
повреждены, т.е. блок работает исправно. Так как аварийность 
каждого элемента можно считать независимой от других 
элементов, то вероятность того, что все три элементы не 

повреждены, т.е. вероятность безаварийной работы блока, блp  

составит: 

9692298,0999,099,098,0pppp
гткбл

  

Повреждение блока по любой причине является событием, 
противоположным по отношению к безотказной работе блока. 

Поэтому, согласно (1.2), вероятность повреждения блока, блq  

определится как: 

0307702.09692298.01qбл   

Можно найти эту же величину, если рассмотреть полную 
группу возможных повреждений элементов блока: а) котла; б) 
турбины; в) генератора; г) котла и турбины; д) котла и 
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генератора; е) турбины и генератора; ж) котла, турбины и 
генератора 

В таблице 1.3 представим полную группу возможных 
повреждений различных элементов блока. 

Таблица 1.3 

Возможные варианты повреждения элементов блока. 

Элемент 

Варианты 

I II III IV V VI VII 

Котѐл – + + – – + – 

Турбина + – + – + – – 

Генератор + + – + – – – 

 
Найдѐм вероятность появления каждого из возможных семи 

случаев повреждения элементов блока:  

а) вероятность повреждения котла, 
кq  

0197802,0999,099,062,0ppqq гткк   

Было бы неправильно считать, что вероятность 
повреждения только котла равна 0,02, так как в число событий 
«повреждение котла» вошли события одновременного 
повреждения котла и других элементов блока. 

В случае а) интерес представляет повреждение только котла 
при безотказной работе других элементов. Именно поэтому 
величина 0,02 умножается на 0,99 и на 0,999. 

б) вероятность повреждения турбины, 
тq  

0097902,0999,001,098,0pqpq гткт   

Аналогично рассчитаем вероятности для остальных 
случаев, представленных в таблице 1.3: 

в) ;0009702,0001,099,098,0qpp
гтк

  

г) ;0001998,0999,001,002,0pqq
гтк

  

д) ;0000198,0001,099,002,0ppq
гтк

  

е) ;0000098,0001,001,098,0qqp
гтк

  
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ж) ;0000002,0001,001,002,0qqq
гтк

  

Если сложить вероятности повреждений для всех семи 
случаев, то получится вероятность повреждения блока, равная 
0,0307702. Как видно из результатов вычислений, для 
определения вероятности повреждения блока первый способ 
гораздо проще и требует меньше расчѐтов. Зато второй способ 
позволяет не только получить величину общей вероятности 
повреждения блока, но и проанализировать  вероятности 
различных причин повреждения всего блока. Расчѐты показали, 
что наибольшее значение имеет вероятность повреждения котла, 
а затем – турбины. Вероятность этих двух случаев составляет 
0,00295704 из общей вероятности повреждения блока, равной 
0,0307702. 

Пример 1.4. Потребитель питается по двухцепной линии 
электропередачи. Вероятность повреждения и выхода из строя 

каждой цепи составляет q =0,001. Потребитель может получить 

всю требуемую мощность по любой из цепей. Какова 

вероятность сохранения бесперебойного электроснабжения, 
нP  

данного потребителя? 

Решение. 

Потребитель теряет электроснабжение только в случае 
аварийного выхода обеих цепей. Вероятность этого события  

равна 0,0000010,0010,001  . Вероятность сохранения питания, 
т.е. надѐжность энергоснабжения, по формуле (1.2) равна 1 – 
0,000001 = 0,999999. Если по одной цепи может быть передано 
только 50% мощности, то вероятность передачи только 50% 
мощности можно определить так. Вероятность отказа первой 

цепи, при сохранении второй, равна 0,0009990,9990,001  , где 
второй множитель соответствует вероятности сохранения 
второй цепи. Вероятность отказа второй цепи, при сохранении в 

работе первой, составляет  0,0009990,0010,999  . Суммарная 
вероятность отказа только одной цепи определится как сумма 
обеих вероятностей, т.е. 0,001998.  

С учѐтом вышеизложенного, вероятность сохранения 

полной нагрузки, нp  определится следующим образом: 
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998001,0999,0999,0Pн   

В свою очередь, вероятность полной потери питания, 
нQ  

составит  

000001.0001.0001.0Qн   

Заметим, что сумма вероятностей сохранения полной 
нагрузки, сохранения 50% нагрузки и полной потери питания 
равна единице, так как эти события составляют полную группу 
несовместных событий:  

10,0000010,0019980,998001   

Пример 1.5. Пусть статистическая вероятность 
повреждения любой из фаз линии, ∑P(A) составляет 0,001. 
Примем также, что если произошло повреждение одной из фаз, 
то повреждение любой другой фазы будет иметь 
статистическую вероятность 0,2, т.е. условная вероятность 

повреждения второй фазы при повреждении первой  ABP  

равна 0,2. Кроме того, пусть аналогичные вероятности 
повреждения одной фазы при повреждении двух других 

 BCAP ;  ACBP ;  ABCP  составляют 0,5. Определить 

соотношения вероятностей одно-, двух- и трѐхфазных коротких 
замыканий при условии, что авария началась с повреждения 
одной фазы.   

Решение 

Определим вероятность аварийного повреждения двух фаз: 

  0002.0001.02.0ABP   

По аналогии, вероятность аварийного повреждения трѐх фаз 
составит: 

  0001.00002.05.0ABСP   

Определим условные вероятности развития аварии, т.е. 
условные вероятности повреждений других фаз. Пусть 
статистистикой установлено, что однофазных коротких 
замыканий в данной сети за некоторый длительный период 
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времени было 100, а в 20 случаях из них повредилась и другая 
фаза. Приняв число аварий пропорциональным числу 
вероятности, можно, определить условную вероятность 
повреждения и другой фазы:  

      2.010020(AP  BPABPB  

Таким образом, соотношения вероятностей одно-, двух- и 
трѐхфазных повреждений в анализируемой электрической сети 
окажутся равными: 0,001; 0,0002; 0,0001, или примерно 77% 
однофазных, 15% двухфазных и 8% трѐхфазных коротких 
замыканий. 

1.1.1. Элементы алгебры логики 

При анализе случайных событий достаточно широко 
используется алгебра логики (булева алгебра) 

 Операция дизъюнкции (логическая операция «ИЛИ») 

В геометрической интерпретации при наличии двух 
множеств случайных событий А и В (рис. 1.2.а) операция 
дизъюнкции выполняется, если имеет место ИЛИ случайное 
событие А ИЛИ случайное событие В ИЛИ оба случайных 
события A и В, происходят одновременно. Математически это 
означает объединение и обозначается как ВА . 
Соответственно, вероятность появления логической операции 

«ИЛИ» записывается в виде   ВАP  . Область существования 

операции дизъюнкции на рис. 1.2. выделена толстой линией   

А
В

B1

B2

Л1
+ -

 

а                                              б 

Рис. 1.2. Операция дизъюнкции 
а - геометрическое представление; б - логическая схема «ИЛИ»  

Электрическая цепь с двумя параллельными контактами 
(рис. 1.2.б) образует логическую схему «ИЛИ». В соответствии 
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с этой схемой цепь будет замкнута (лампочка Л1 горит) если 
замкнут ИЛИ контакт В1, ИЛИ контакт В2, ИЛИ замкнуты 
одновременно оба контакта.  

 Операция конъюнкции (логическая операция «И») 

Как следует из рис. 1.3.а при наличии двух множеств 
случайных событий А и В операция конъюнкции выполняется, 
если происходят И случайное событие А, И случайное событие 
В. Математически это означает пересечение и обозначается как 

ВА . Соответственно, вероятность появления логического 

«И» записывается в виде  ВАP  . Область существования 

операции конъюнкции на рис. 1.3.а выделена толстой линией  

А
В

   

B2B1 Л1
-+

 

а                                              б 

Рис. 1.3. Операция конъюнкции 
а - геометрическое представление; б - логическая схема «И» 

Электрическая цепь с двумя последовательно 
соединѐнными контактами (рис. 1.3.б) образует логическую 
схему «И». В соответствии с этой схемой цепь будет замкнута 
(лампочка Л1 горит), если одновременно будут замкнуты И 
контакт В1 И контакт В2 

 Операция отрицания (логическая операция «НЕ») 
В соответствии с рис. 1.4.а при известной области 

существования случайного события А логическая операция 
«НЕ», имеет место вне этой области и математически 

обозначается как A  
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А
А

 

B1+ -
 

а                                           б 

Рис. 1.3. Операция логического «НЕ» 
а - геометрическое представление; б - логическая схема «НЕ» 

Электрическая цепь с постоянно разомкнутым контактом 
(рис. 1.4.б) образует логическую схему «НЕ».  

В настоящее время повышенный интерес к логическим 
схемам в электроэнергетике обусловлен массовой заменой 
электромеханических видов релейной защиты и автоматики на 
цифровые системы и комплексы. 

 
1.2. Случайные величины в электроэнергетике 

 
Как уже отмечалось, случайной называют величину, 

которая в результате испытания (опыта) принимает только одно 
возможное значение, заранее не известное и зависящее от 
случайных причин, которые априори не могут быть учтены. 

Различают дискретные и непрерывные случайные 
величины. Под дискретной  понимают величину, которая 
принимает отдельные изолированные значения с 
определѐнными вероятностями. Например, число 
электроприѐмников, отключенных во время аварийной 
ситуации. Непрерывной называют случайную величину, 
которая может принимать различные значения, из некоторого 
конечного промежутка (области) или бесконечного 
пространства. В качестве примера можно привести изменение 
величины напряжения отдельного узла электрической сети в 
часовом интервале времени.  

Количественная оценка наиболее просто осуществляется 
для дискретной случайной величины. Для этой цели 
используются основные статистические характеристики,  а 
именно: 
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 математическое ожидание, М(x); 

 дисперсия, D(x); 

 среднеквадратичное отклонение (электрический 

стандарт), D(x)x)(  . 

Математическим ожиданием дискретной случайной 
величины, x называют сумму произведений всех еѐ возможных 

значений, 
i

x  на соответствующие вероятности их появления, 
i

p   

            



n

i

iinn pxpxpxpx
1

2211 ...x)(M          (1.4) 

Для дискретной случайной величины с n 
равновероятностными элементарными исходами выражение 
(1.4) можно записать в следующем виде: 

                                     



n

i

ix
1n

1
x)(M                                (1.5) 

В общем случае M(x) характеризует среднее значение 
анализируемой случайной величины x. К сожалению, оно не 
позволяет судить о степени изменчивости (разбросе) этой 
случайной величины. Часто необходимо знать, насколько 
отклоняется случайная величина от своего математического 
ожидания. Если эти отклонения (разбросы) невелики, что 
характерно для медленно изменяющихся (стабильных) 
случайных величин, то математическое ожидание достаточно 
хорошо представляет случайную величину; если же отклонения 
велики, т.е. разброс значений случайной величины или их 
рассеяния велики, то одного математического ожидания уже 
недостаточно для всесторонней характеристики изучаемой 
случайной  величины. В этом случае, в качестве меры 
отклонений случайной величины, x от еѐ математического 
ожидания M(x) необходимо использовать дисперсию 

случайной величины, D(x), вычисляемую как 

                           
2

1

M(x)
1-n

1
x)(D 




n

i

ix                      (1.6) 
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Основные свойства математического ожидания и дисперсии 
дискретный случайной величины приведены в Приложении 1 
(выражения П.1.12 – П.1.19) 

Квадратный корень из величины дисперсии называется 

среднеквадратичным отклонением – электрическим 

стандартом, x)(  случайной величины x 

                                       D(x)x)(                                 (1.7) 

Количественную оценку для непрерывной случайной 

величины осуществляют с помощью дополнительных 

статистических характеристик, а именно: 

 интегральной функции распределения вероятностей, 
F(x); 

 плотности распределения вероятностей, f(x) 
Пример 1.6. По результатам измерений параметра тока, I в 

течение часа с дискретностью 10 минут (табл. 1.4) вычислить 

основные статистические характеристики: М(x); D(x); x)(  

Таблица 1.4 
Данные измерений тока 

№ измерения 1 2 3 4 5 6 

I, А 9 12 10 17 24 18 
 

Решение. 
 

1. В соответствии с выражением (1.5) определяем 
математическое ожидание, M(I) 

   A1518241710129
6

1
I)(M   

2. По формуле (1.6) произведѐм расчѐт величины 
дисперсии тока, D(I) 

        
2222

151715101512159
1-6

1
I)(D  

      222
A16415181524   

3. Используя выражение (1.7) рассчитаем величину 

электрического стандарта тока, I)(  
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 A81.12164I)(   

Если x – случайная величина, то вероятность того, что она 
примет значение, меньшее некоторого числа х, равна              

P (x < х)=F(x). 
Функция F(x) называется интегральной функцией 

распределения вероятностей или законом распределения 

вероятностей случайной величины. 
Для дискретных случайных величин функция F(x) есть 

неубывающая ступенчатая функция, скачки которой происходят 
в точках, соответствующих возможным значениям 
анализируемой случайной величины и равны вероятностям 
появления этих значений.  

Пример 1.7. Для дискретной случайной величины x с 
известной таблицей распределения (табл. 1.5) построить 
функцию распределения. 

 
Таблица 1.5. 

Распределение дискретной случайной величины 

x 1 4 8 

p 0.3 0.1 0.6 

 
Решение. 

 
Согласно данным, приведѐнным в таблице 1.5, при 1x   

функция распределения F(x)=0 

Если 4x1  , то F(x)=0,3 

При 8x4         F(x)=0,4 

Если 8x  , то F(x)=1 
В соответствии с вышеизложенным, искомая функция 

распределения может быть записана в виде 

 

      8 xпри1,

8x4при0,4,

4x1при0.3,

1x,0

xF











при
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Рис. 1.5. Функция распределения дискретной случайной  

величины 
 
График этой функции представлен на рис. 1.5.  
Для непрерывных случайных величин функция F(x) 

непрерывна для всех значений x (рис. 1.6). Как следует из 
рисунка график расположен в полосе, ограниченной прямыми y 
= 0; y = 1. При возрастании x в интервале (a, b), в котором 
заключены все возможные значения случайной величины, 
увеличивается и функция распределения от F(x)=0 до F(x)=1.  

 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
x

F(x)

 
Рис. 1.6. Функция распределения непрерывной случайной 

величины 

х 

х 
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Знание функции распределения даѐт возможность 
вычислить вероятности попадания непрерывной случайной 
величины в определѐнный интервал. Так, если известны 

значения )x(F 1
 и )x(F 2

, то искомая вероятность попадания 

непрерывной величины x в интервал )xx( 21   окажется равной  

     1221 xFxFxxxP   

Производная от F(x) называется плотностью 

распределения вероятностей случайной величины, f(x).  

                                     
x

)x(F
xf




                                (1.8) 

Из выражения (1.8) следует, что определение плотности 
распределения вероятностей f(x) для непрерывной случайной 
величины возможно только при наличии F(x). В то же время 
необходимо подчеркнуть, что для описания функции 
распределения вероятности дискретной случайной величины 
плотность распределения вероятностей неприменима. 

Таким образом, с вероятностной точки зрения, случайная 
величина будет полностью описана, если известен еѐ закон 

распределения – соотношение, устанавливающее связь между 
возможными значениями случайной величины и 
соответствующих им вероятностями. 

При анализе непрерывных случайных величин 
целесообразно строить гистограмму распределения, для чего 
интервал, в котором заключены все значения случайной 
величины, разбивают на несколько частичных интервалов 
длиной h и находят для каждого частичного интервала величину 

in  - число измерений, попавших в i-ый интервал. 

Гистограммой распределения называют ступенчатую 
фигуру, состоящую из прямоугольников, основаниями которого 
служат частичные интервалы длиной h, а высоты равны 
вероятностям появления значений случайной величины в 
заданных интервалах. 

Пример 1.8. По данным таблицы 1.6. построить 
гистограмму распределения параметра тока для 50 измерений  
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Таблица 1.6. 
Исходные данные 

Число измерений частичного 

интервала 
in   

3 12 11 24 

Частичные интервалы длиной, 

h=8 А  
1-8 8-15 15-22 22-29 

 
Решение 

В соответствии с таблицей 1.6. вычислим вероятность 
появления тока в заданных частичных  интервалах: 

06.0
50

3
p1  ; 24.0

50

12
p2  ;  22.0

50

11
p3  ; 48.0

50

24
p1 

 
Искомая гистограмма распределения представлена на рис. 

1.7. 
 

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

5 10 15 20 25 30

P

I, A
 

Рис.1.7. Гистограмма распределения параметра тока 
 

1.2.1. Основные законы распределения случайной величины 

 
В теории вероятностей известно достаточно большое 

количество законов распределения случайных величин. В 
электроэнергетике наиболее часто используются случайные 
величины со следующими распределениями вероятностей: 
равномерное, нормальное (распределение Гаусса), 
экспоненциальное, биноминальное, по закону Пуассона, по 
закону Вейбула и.т.д. В таблице 1.7. для перечисленных выше 
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законов распределения приведены формулы для определения 
функций и плотности 
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Таблица 1.7 
Законы распределения случайных величин 

Характери-

стики 

Закон распределения 
биноминальное 

(Бернулли) 
Пуассона равномерный 

нормальный 

 (Гаусса) 
Вейбула 

экспонен-

циальное 

Вид величин 

дискретные дискретные непрерывные непрерывные непрерывные непрерывные 

1 2 3 4 5 6 7 

Плотность 

распределения 

вероятностей 

knkk

n qpC)kx(P   

)mk0(   

  e
!k

)kx(P
k

 

)k0(   

 
ab

1
xf


  

(a<x<b) 

2

2

2

)ax(

e
2

1
)x(f 






 

 
 x1exxf   

 0,0   

  x0  

   exf  

  x0  

Функция 
распределения 

вероятности 





n

0k

kmkk

n qpC)nx(P
 

)mn0(   






n

ok

k

n e
!k

)nx(P
  

ab

ax
xF




  

(a<x<b)  

2

2

2

)ax(

e
2

1
)x(F 






 
 xe1)x(f  

  x0  

xe1)x(f   

  x0  

Графическое 

выражение 

плотности 

распределения 

вероятностей 0 1 2 m

P(x - k)

х

 
0 1 2 m

P(x - k)

 
0 a

f(x)

b  a

f(x)

х

 

f(x)

>1

х

 

x

f(x)

 

Математи-

ческое 

ожидание 

mp)x(M   )x(M   ba
2

1
)x(M   a)x(M           



1
1

1Г)x(M












 




1
)x(M

 

Дисперсия mpq)x(D   )x(D   2ab
12

1
)x(D 

 2)x(D   


2

2 1
1Г

2
1Г)x(D






























 
2

1
)x(D



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Окончание таблицы 1.7 
 

1 2 3 4 5 6 7 

Характеристика 

закона 

Дает вероятность  

того, что в 

последовательности 

из m независимых 

испытаний событие 
наступит ровно k 

раз, mk   

Даѐт вероятность 

появления 

события k раз за 
время t, если 

вероятность 

наступления 

независимого 

события за 
интервал ∆t 

пропорциональна 

этому интервалу 

и событие 

независимое  

Равномерным 
считается 

распределение, 

при котором 

все значения  

случайной 
величины (в  

области еѐ 

существования) 

равновероятны 

Сумма 
независимых 

величин при 

достаточно 

большом числе 

слагаемых имеет 
распределение 

близкое к 

нормальному 

Закону 

Вейбула 

подчиняется 

срок службы 
элементов 

аппаратуры 

Описывает 

надѐжность 

работы 

элементов во 
времени 

Область 

применения  
Теория надѐжности 

Теория 

надѐжности 

Метод 

статистических 
испытаний 

(метод Монте-

Карло) 

Теория 

надѐжности; 

расчѐт 
параметров 

режима 

электрической 

сети 

Теория  

надѐжности 

Теория  

надѐжности 
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распределения вероятностей, указаны основные области их 
применения. 

 Нормальный закон распределения 

Нормальным законом (законом Гаусса) называется закон 
распределения вероятностей непрерывной случайной величины 
если плотность распределения вероятностей, f(x)  имеет вид: 

                           2

2

2

))((

2

1
)( 



xMx

exf



                          (1.9) 

Значения функции распределения вероятностей и плотности 
распределения вероятностей представлены в Приложении 2 
(табл. П.2.2). 

Как видно из выражения (1.9) нормальное распределение 
определяется только двумя параметрами: M(x) – 
математическим ожиданием и σ – средним квадратичным 
отклонением нормального распределения.  

Для определения вероятности попадания нормальной 
случайной величины в заданный интервал, используют правило 

трѐх сигм. Сущность этого правила заключается в следующем: 

если случайная величина распределена по нормальному 
закону, то абсолютная величина еѐ отклонения от 

математического ожидания не превосходит утроенного 
среднего квадратичного отклонения. Другими словами, при 
нормальном законе распределения вероятность того, что 
абсолютная величина отклонения анализируемого параметра 
превысит утроенное среднее квадратичное отклонение σ, очень 
мала и не превышает 0,027. Это означает, что лишь в 0,27% всех 
возможных случаев так может произойти. Такие события, 
исходя из принципа невозможности маловероятных событий, 
можно считать практически невозможными. 

Математически правило трѐх сигм можно записать 
следующим образом:  

                     3)(3)(  xMxxM                      (1.10)  

Нормальный закон распределения имеет широкое 
распространение в электроэнергетике. Это объясняется тем, что 
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именно такому закону подчиняются случайные непрерывные 
величины параметров режима, значения которых обусловлены 
действием многочисленных случайных факторов.  

Пример 1.9. Построить гистограмму распределения 
вероятностей и по экспериментальной кривой распределения 
установить закон распределения. При этом имеются следующие 
исходные данные (табл. 1.8) 

Таблица 1.8 

Исходные данные 

P, МВт p, %  

10-15 10 
15-20 20 

20-25 40 
25-30 20 

30-35 10 

Решение 

На основании данных таблицы 1.8. построим гистограмму 
распределения, вид которой свидетельствует о нормальном 
законе распределения анализируемой величины P и изобразим 
соответствующую экспериментальную кривую распределения 
(рис. 1.8).  

0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

1 2 3 4 5 6 7 8 9

P, МВт

p, %

 
Рис. 1.8. Гистограмма и экспериментальная кривая 

распределения вероятностей 

                         10          15        20         25         30          35  



40 
 

Пример 1.10. Определить область изменений уровней 
напряжения при условии нормального закона распределения. 
При этом имеются следующие исходные данные (табл. 1.9) 

 
Таблица 1.9. 

Исходные данные 

Параметр 
Уровни напряжения 

1 2 3 4 5 6 7 8 

U,кВ 106,5 108,0 111,5 110,2 109,4 112,0 107,9 109,6 

 
Решение 

 В соответствии с выражением (1.5) – (1.7) найдѐм основные 
статистические характеристики: 

 кВU
n

UM
n

i

i 39.109
1

)(
1

 


 

   2

1

2
5.3)(

1

1
)( кВUMU

n
UD

n

i

i 


 


 

 кВUDU 87.1)()(   

По формуле (1.10) найдѐм возможную область изменения 
уровня напряжения 

)(3)()(3)( UUMUUUM    

61.539.10961.539.109  U  

кВUкВ 0.11578.103   

 Биноминальное распределение 

Пусть проводится n независимых испытаний, в каждом из 
которых событие А может либо произойти, либо не произойти. 
Вероятность появления события A постоянна и равна p, 
вероятность не наступления события q=1-p  

Чаще всего в качестве примера дискретной случайной 
величины x, рассматривается число появлений события А. 
Допустим, что  
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01 x  - событие А не произойдѐт ни разу 

12 x  - событие А не произойдѐт один раз 

   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

nxn  - событие А не произойдѐт n раз 

При решении практической задачи остаѐтся только найти 
вероятности этих возможных значений, для чего используется 
формула Бернулли: 

 

                         knkk

nn qpCkP )(                          (1.11) 

где k=1, 2, 3,…,n  
Биноминальным называют распределение вероятностей, 

определяемое формулой Бернулли, которая является 
аналитическим выражением искомого закона распределения. 
Закон назван «биноминальным» потому, что правую часть 
равенства (1.11) можно рассматривать как общий член 
разложения бинома Ньютона: 

  n

n

knkk

n

nn

n

nn

n

n
qCqpCqpCpCqp 011 ......  

 

Биноминальный закон можно записать в виде таблицы 1.10. 

Таблица 1.10 

Биноминальное распределение 

X n n-1 … k … 0 

P np  qnp 1n  … knkk
n qpС   … nq  

 
Пример 1.11. В работу вводится 2 идентичных энергоблока. 

Вероятность включения каждого из них равна 0,5. Записать в 
виде таблицы закон распределения случайной величины X. 

Решение 

Понятно, что энергоблоки могут либо оба включиться, либо 
включится один из них, либо ни один не включится. Таким 

образом, возможные значения X таковы: 2x1  , 1x 2  , 0x3  . 
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Найдѐм по формуле Бернулли: вероятности этих возможных 
значений  

25.0)2/1(pC)2(P 222
22   

5.0)2/1()2/1(2pqC)1(P 1
22   

25.0)2/1(qC)0(P 220
22   

Запишем в виде таблицы искомый закон распределения:   

 
X 2 1 0 

p 0.25 0.5 0.25 

 
Проверка: 0,25+0,5+0,25=1 

 Распределение Пуассона 

Распределение Пуассона (Приложение 2, табл. П.2.4) 
применяется в тех случаях, когда число испытаний, n велико, а 

вероятность возникновения события p мала ( 1.0p  ). Кроме 

того, чтобы использовать формулу Пуассона необходимо 

принять следующее допущение np . Это означает, что 

среднее число появлений события, k в различных сериях 
испытаний, т.е. при различных значениях n, остаѐтся 
неизменным. 

Задача, как правило, состоит в следующем: определить 
вероятность того, что при большом числе испытаний n при 
малой вероятности p событие наступит k  раз.  

Закон распределения Пуассона, в упрощѐнной форме, 
выражает формула вероятностей массовых (n велико) и редких 
(p мало) событий: 

                                !k/e)k(P k
n

                               (1.12) 

Пример 1.12. За месяц завод произвѐл 5000 вольтметров. 
Вероятность того, что какой-либо прибор находится вне класса 
точности равна 0,0002. Требуется найти вероятность того, что в 
указанной партии три прибора находятся вне класса точности 

Решение 

По условию n=5000, p=0.0002, k=3. Найдѐм λ: 
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10002.05000np   

По формуле Пуассона (1.12) искомая вероятность, )3(P
5000

  

приближѐнно равна: 

06.0e6/1!3/e!k/e)3(P 1k

5000
   

 
1.3. Случайные процессы в электроэнергетике 

 
Рассматривая случайные явления в электроэнергетике как 

случайные события и случайные величины, мы ограничивались 
их изучением как бы «в статике», при фиксированных 
постоянных условиях отдельного опыта. Однако такой подход к 
изучению случайных явлений в ряде задач является 
недостаточным. На практике часто приходится иметь дело с 
непрерывно изменяющимися случайными величинами.   

Примерами таких случайных величин могут служить 
электрическая нагрузка, напряжения в узлах электрической 
сети, коэффициент мощности нагрузки, частота в электрической 
сети и т.д. Набор случайных функций изменения таких 
случайных величин во времени называют случайными 

процессами. Рассмотрим применение теории случайных 
процессов в электроэнергетике на примере параметра 
напряжения в системе электроснабжения. 

Напряжение в какой-либо точке сети 
nU  (рис. 1.9) зависит 

от напряжения в начале линии 0U  и потери напряжения в 

линии, 0nU  

           
ном

n

1i

n

1i

oioii

0on0n
U

QXRP

UUUU
 
 



         (1.13) 
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Рис. 1.9. Напряжения в разных точках электрической сети 

Изменения как активных, так и реактивных нагрузок 
приѐмников электроэнергии имеют обычно случайный характер. 
Они зависят от случайных включений и отключений 
приѐмников, изменения их загрузки во времени и т.д. и 
представляют собой случайный процесс. Согласно (1.13) потери 
напряжения в сети, согласно (1.13), являются линейной 
функцией нагрузки. Следовательно, изменение напряжения в 
узлах сети также является случайным процессом. На рисунке 
1.10. показано семейство суточных реализаций случайного 
процесса изменения напряжения U(t), снятых с помощью 
самопишущего вольтметра в одной из точек электрической сети. 
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Рис. 1.10. Семейство суточных реализаций случайного процесса 
изменения параметра напряжения 

Из теории вероятностей известно, что случайный процесс 
описан полностью, если известен его многомерный закон 
распределения. При исследовании напряжения нереально и 
нецелесообразно пользоваться законами распределения 
функции U(t). Обычно оказывается достаточным знание 
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числовых характеристик: функции математического ожидания 

 tM
U

 и функции дисперсии  tD
U

. 

На рисунке 1.11 представлен график математического 
ожидания для случайного процесса изменения напряжения. 
Здесь же представлен график среднего квадратичного 

отклонения  tD)t(
UU

 , которое часто оказывается более 

удобной характеристикой напряжения, чем дисперсия. Так, 

например, зная   tM
U

 и  t
U

 , можно определить диапазон 

изменения всех возможных реализаций случайного процесса. 
Действительно, процесс представляет собой в каждом сечении 
случайную величину, а весь случайный процесс является как бы 
семейством случайных величин, зависящих от времени.  
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Рис. 1.11. Графики математического ожидания и среднего 

квадратичного отклонения для случайного процесса изменения  
параметра напряжения 

 
Согласно правилу «трѐх сигм», с достаточно большой 

вероятностью считают, что все практически возможные 
значения случайной функции находятся в пределах 

 tMU ±3  tU . На рисунке 1.11. эти границы показаны 

пунктирными линиями. Эти кривые позволяют довольно точно 
оценить возможные значения напряжения сети и наметить 
необходимые меры по улучшению этого параметра. 

 

  3tMU   

 tMU
 

  3tMU   

 tU  
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Контрольные вопросы к главе 1 

 
1. Приведите определение теории вероятностей  
2. Дайте понятие случайного события 
3. Назовите основные виды случайных событий 
4. Опишите возможные связи между случайными 

событиями 
5. Представьте определение полной группы событий 
6. Расскажите о случайных величинах, случайных 

функциях и случайных процессах 
7. Дайте определение вероятности появления события  
8. Представьте выражение для определения классической 

вероятности  
9. Запишите выражение для определения статистической 

вероятности  
10. Приведите основные законы при вычислении 

вероятностей для независимых случайных событий 
11. Перечислите основные законы при определении 

вероятностей для зависимых случайных событий 
12. Запищите теорему сложения вероятностей 
13. Приведите теорему умножения вероятностей  
14. Запишите формулу полной вероятности 
15. Охарактеризуйте безусловную и условную вероятности 

появления случайных событий 
16. Что называется операцией дизъюнкции? 
17. Опишите операцию конъюнкции 
18. Объясните логическую операцию отрицания 
19. Приведите основные виды случайных величин 
20. Запишите выражения для основных статистических 

характеристик (математическое ожидание, дисперсия, 
электрический стандарт) 

21. Перечислите основные свойства математического 
ожидания дискретной случайной величины  

22. Приведите основные свойства дисперсии дискретной 
случайной величины 

23. Охарактеризуйте дополнительные статистические 
характеристики (функция распределения вероятностей, 
плотность распределения вероятностей). 
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24. Расскажите о гистограмме распределения случайной 
величины 

25. Что называется законом распределения вероятностей?  
26. Приведите основные законы распределения 

вероятностей случайных величин 
27. Расскажите о нормальном законе распределения  
28. Изложите «правило трѐх сигм» 
29. Представьте биноминальное распределение случайной 

величины 
30. Приведите закон Пуассона 
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Глава 2. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ ТЕОРИИ  

ВЕРОЯТНОСТЕЙ В ЗАДАЧАХ ЭЛЕКТРОЭНЕРГЕТИКИ 
 

2.1. Факторы, определяющие необходимость вероятностных 

расчѐтов в электроэнергетике 

 
Электроэнергетическая система непрерывно подвержена 

воздействию случайных факторов, которые необходимо 
учитывать при управлении еѐ [3, 4]. Назовѐм некоторые из них: 

1. Случайный характер имеют нагрузки потребителей, 
причѐм эта случайность здесь проявляется тем больше, чем 
более детально представляется ЭЭС. 

2. Для принятия решений при управлении 
функционированием ЭЭС необходимо знать текущий режим, те 
исходные данные, которые используются соответствующими 
алгоритмами. Эти данные получаются на основе измерений, 
всегда содержащих погрешности, также являющиеся 
случайными величинами.  

3. Для расчѐта режима ЭЭС используется математическая 
модель, погрешность которой определяется как полнотой 
учитываемых в ней факторов (например, степенью 
эквивалентирования сетей, учѐтом нагрузки постоянными 
значениями, шунтами или статическими характеристиками и 
т.п.), так и погрешностями значений параметров, 
характеризующих еѐ элементы: сопротивлений и 
проводимостей, коэффициентов статических характеристик 
нагрузок и генераторов, предельных значений параметров 
режима, определяющих технологически допустимую область 
работы и т.п.  

4. Сами методы расчѐта, используемые для принятия 
решений, как правило, дают дополнительные погрешности, 
связанные, например, с незавершѐнностью итерационных 
процедур получения решения, с погрешностью округления 
результатов расчѐта на средствах вычислительной техники и т.д. 

5. Решения, принимаемые диспетчером, и уставки 
регуляторов, управляющих оборудованием, также практически 
никогда не реализуются точно. Регуляторы имеют некоторый 
люфт, сами уставки регуляторов устанавливаются с 
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определѐнной погрешностью, команды диспетчера верхнего 
уровня управления также могут выполняться в пределах 
различимости некоторого порога и не точно в указанное время. 

 Все эти факторы приводят к существенным трудностям при 
оценке текущего  режима. Помимо сложностей 
вычислительного характера построения модели электрического 
режима серьезной проблемой является недостаток необходимой 
исходной информации. 

Известно, что детерминированная постановка задачи 
расчѐта режима работы электрической сети базируется на 
использовании условно-постоянной информации для принятия 
достаточно заблаговременных решений (за месяц, за квартал, за 
год), практически игнорируя наличие случайных факторов. 
Естественно, инженеры прекрасно понимали условность 
получаемых результатов, но достаточно надѐжно оценить 
погрешность таких расчѐтов не могли. Возникавшие 
несоответствия приходилось учитывать введением 
определѐнных запасов, допусков, резервов, причѐм величина 
этих «мероприятий» определялась на основе опыта, интуиции и, 
как правило, с перестраховкой.  

Знание погрешностей результатов позволяет решить эту 
проблему запасов более обоснованно и обеспечивать 
экономический эффект тем больший, чем более сложна система, 
чем более сложный характер имеют погрешности исходных 
данных, чем меньше нужно использовать накопленный 
человеческий опыт, т.е. в условиях, когда решение принимается 
или на достаточно длительную перспективу или когда возникает 
ранее неизвестная ситуация, а времени на еѐ подробное 
обследование нет. Поэтому учѐт случайных факторов важен не 
только при проектировании электрических сетей и 
энергообъектов и планировании режимов работы энергосистем 
и систем электроснабжения с достаточной 
заблаговременностью, но и при оперативно-диспетчерском 
управлении, в первую очередь, при управлении электрическими 
сетями в темпе процесса в режиме «on-line»

1
. 

 Нагрузка потребителей      

                                                 
1 «on-line» -  в режиме реального времени 
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Электрическая нагрузка характеризует потребление 
электроэнергии отдельными приѐмниками или группой 
приѐмников. Различают четыре вида электрических нагрузок: 
активную мощность, P, реактивную мощность, Q, полную 
мощность S и ток, I. Расчѐт электрических нагрузок является 
первым этапом проектирования любой системы 
электроснабжения. Их определение необходимо для выбора 
мощности трансформаторов, расчѐта параметров режима 
электрической сети, выбора шин, проводов и кабелей и 
устройств релейной защиты. 

Нагрузка потребителя iнiнi PS нjQ  является функцией 

времени t, а также зависит от параметров режима – частоты f и 

модуля напряжения в узле 
iU  через свои статические 

характеристик. Будем считать, что эти функции могут быть 
представлены в виде:  

   iipiн afUtP ,,P (0)

iнi  ;     iiQiн bfUtQ ,,Q (0)

iнi   

где ii ba ,   - набор констант, определяющих вид статической 

характеристики, а  iipi afU ,,  таково, что при номинальных 

параметрах 00 fиU i  

  1, 00 fU ipi  

В этом случае составляющие  iipi afU ,,  и 

 iipi fU b,,  можно назвать нормированными статическими 

характеристиками. 
Нагрузки узлов электрических сетей в общем случае 

представляют нестационарный процесс. Случайный характер 
нагрузки определяется несколькими обстоятельствами. Во-
первых, случайным характером поведения самих потребителей, 

т.е. случайным характером функций  tPн

(0)

i  и  tн

(0)

iQ . Как 

правило, случайно для электрических сетей включение и 
отключение оборудования на энергообъектах. 

Среди основных внешних влияющих факторов можно 
выделить следующие:  
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1) топология электрических сетей и параметры режима. 
2) состояние электрооборудования: 
3) погодные условия.  

Для длительных интервалов времени при расчете нагрузок 
важен также учет таких явлений, как: 

 плановые ремонты электрического оборудования, что 
обуславливает значительные изменения величин электрических 
нагрузок: 

 ненормальные режимы, в первую очередь, аварийные. 
Всѐ это приводит к необходимости использования 

вероятностных моделей нагрузок узлов. 

 Измерения  

Измерения электрических величин: модулей и фаз 
напряжений и токов, активных и реактивных мощностей – 
неизбежно содержат погрешности. Эти погрешности возникают 
по всему тракту передачи измерительной информации от 
трансформаторов тока и напряжения до различных средств 
вычислительной техники, куда эти данные поступают для 
последующей обработки параметров. При считывании со 
щитовых приборов появляются дополнительные источники 
погрешностей – погрешности снятия погрешностей, передачи по 
телефонной связи и ручного ввода в ПЭВМ. 

Выделяют следующие источники исходной информации в 
электрических сетях: 

1) телеизмерения  
2) диспетчерские отчѐтные документы (ведомости), 

формируемые, в основном, на основе сообщений по телефону от 
персонала объектов, считывающего показания щитовых 
приборов. 

3) контрольный замер – проводимое несколько раз в год 
(в июне – для режима летних минимальных электрических 
нагрузок и в декабре – для режима зимних максимальных 
нагрузок) массовое одновременное считывание показаний 
приборов в максимально возможном числе точек электрической 
сети. 

Помимо погрешностей измерений, связанных с нормальным 
функционированием системы сбора данных, возникают 
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погрешности, вызываемые отказами аппаратуры, помехами в 
каналах передачи данных и т.д. 

Более подробно погрешности измерений будут рассмотрены 
в пятой главе 

 Погрешности моделей электрической сети 

Погрешности моделей электрической сети, используемых 
при расчѐтах режимов, могут возникать, в основном, в силу двух 
причин: 

1) расчѐтная схема представляет реальную сеть и еѐ 
элементы в эквивалентированном виде, при котором 
погрешности практически неизбежны. В свою очередь, каждый 
узел расчѐтной схемы может быть развѐрнут в виде схемы с 
более детальным представлением нагрузок, источников 
мощности и связывающей их сети;  

2)  параметры элементов расчѐтной схемы (даже тех, что 
соответствуют реальным объектам), имеют погрешности из-за 
различия паспортных и экспериментальных данных, старения и 
модернизации оборудования, а также из-за неучѐта некоторых 
физических свойств объектов, например, распределѐнности 
параметров, поверхностного эффекта в проводниках, 
неоднородности проводимости земли и изменения высоты 
подвеса, при вычислении емкостей линий и т.п. В качестве 
примеров приведѐм некоторые из погрешностей задания 
параметров схем замещения. 

Воздушные линии электропередач. Погрешности при 
задании активных сопротивлений линий из-за неучѐта 
поверхностного эффекта являются систематическими и 
составляют – 1,5-3%. При расчѐтах режимов возможно 
увеличение величины активного сопротивления до 20%. Неучѐт 
температуры воздуха и скорости ветра приводит к 
дополнительной погрешности – 20 +16 %, связанной с 
изменением сопротивления проводов при изменении 
температуры. 

Данные об индуктивных сопротивлениях линий 
электропередач содержат относительно небольшие погрешности 
составляющие 0,25%, обусловленные неточностями задания 
среднегеометрического расстояния между проводами 
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эквивалентного радиуса. Неучѐт многократно заземлѐнных 
тросов и параллельных цепей может приводить к 
систематическим погрешностям, составляющих соответственно 
1-3% и -4-8%, т.е. их совокупность в определѐнной мере 
компенсируется. 

Потери на корону определяют активную проводимость П-
образной схемы замещения высоковольтных линий 
электропередач. Зависимость этих потерь от конструктивных, 
режимных и метеорологических условий нелинейна и 
достаточно сложна. Поэтому представление проводимости 
постоянной величиной может привести к увеличению в 1,5  3 
раза погрешности этой составляющей потерь. 

Погрешности в емкостных проводимостях П-образной 
схемы замещения возникают из-за неучѐта изменения стрелы 
провеса и радиуса провода, наличия заземлѐнного троса и 
параллельных цепей. Эти погрешности для сетей 330 кВ и выше 
имеют систематический характер – проводимости занижены 

примерно на величину 0,01 номU %, где номU   – номинальное 

напряжение линии электропередач, а для сетей 220 кВ и ниже 
при наличии двух цепей на одной опоре завышены на 3-4%. 

Для трансформаторов, погрешности в определении 
активного сопротивления, реактивного сопротивления, активной 
и реактивной проводимостей на землю могут достигать, 
соответственно, величин порядка ±10, ±15 и +30%. Кроме того, 
возникает дополнительная погрешность в задании 
коэффициента трансформации, которая может достигать 
величины одной ступени регулирования трансформатора и, 
согласно Правилам устройства электроустановок, не должна 
превышать 2% от значения коэффициента трансформации.   

 Реализация управлений 

Конечной целью расчѐта режима ЭЭС, как правило, 
является принятие тех или иных решений – задание суточных 
графиков выработки электростанций, графиков поддержания 
уровней напряжения в контрольных точках, планов и графиков 
ремонтов оборудования, выбора уставок устройств релейной 
защиты и автоматики и т.д.  Но реализация решений всегда 
будет отличаться от плановых в силу ряда причин, таких как: 
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1) «люфты» в регуляторах скорости и возбуждения, 
реализующих запланированные графики параметров режима; 

2) дискретности возможных значений параметров, 
например коэффициентов трансформации трансформаторов, 
уставок устройств релейной защиты и автоматики;  

3) неточность контроля за реализацией графиков из-за 
погрешности самих контролирующих приборов и погрешности 
при считывании их показаний; 

4) недостаточная дисциплина диспетчерского персонала  
 Все эти причины и приводят, в конечном итоге, к 

необходимости проведения вероятностных расчѐтов режимов 
реальных электрических сетей.  

 

2.2 Вероятностная постановка задачи расчѐта режима 

электрической сети 

 
Детерминированная постановка математического решения 

задач расчѐта установившегося режима работы электрической 
сети была подробно представлена в четвѐртой главе первой 
части учебного пособия. Однако для реальных электрических 
сетей расчѐт режима производится в условиях случайного 
характера исходной информации (в первую очередь, для 
параметров режима) 

В качестве примера рассмотрим расчѐт режима 

электрической сети, содержащей только источники тока J . При 
этом предполагается, что задающие токи являются 
независимыми случайными величинами.   

Как известно, нагрузка ветвей в такой схеме определяется 
активными и реактивными мощностями в узлах, значения 
которых изменяются, как правило, случайным образом. При 
известных задающих токах, J и параметрах сети токи в ветвях 
схемы, I определяются из следующего матричного уравнения:  

                                        J  CI                          (2.1) 

При расчѐтах базисный узел выбирается так, чтобы он не 
содержал случайной переменной. Выражение для вычисления 

матрицы коэффициентов распределения токов  C  в замкнутой 
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схеме приведено в [ ]. Так как члены матрицы  J  в выражении 

(2.1) являются случайными величинами, то и члены исходной 

матрицы  I  также являются случайными величинами и могут 

быть описаны математическим ожиданием и дисперсией.  

Матрицу задающих токов  J , члены которой являются 

случайными величинами, можно записать в виде двух 
слагаемых: 

                                      gCJ  J                             (2.2) 

где  CJ  - столбцевая матрица математических ожиданий 

задающих токов;  g  - матрица средних квадратичных 

отклонений задающих токов, записанная в диагональной 

форме;    - столбцевая матрица стандартных случайных 

величин  

Для узлов, токи которых имеют стабильное (постоянное) 

значение, элементы матрицы  g  равны нулю. 

С учѐтом выражения (2.2) матричное уравнение (2.1) можно 
записать в следующем виде 

                                 gC СJСI                              (2.3) 

Матрица математических ожиданий токов ветвей согласно 
(2.1) равна математическому ожиданию произведения матрицы 

 C  на матрицу  J  

         JCMIC
 IM  

Учитывая, что в соответствии с выражением (П.1.12) 
математическое ожидание произведения случайной величины на 
постоянную равно произведению постоянной величины на 
математическое ожидание случайной величины, то можно 
записать: 

       JMСIC
           
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Или с учѐтом (2.3):  

                                      MСJСI yCC
   

Выше отмечалось, что математическое ожидание 
стандартной случайной величины β равно нулю. Поэтому 
окончательно можно записать  

     СС JCI    

Таким образом, расчѐт математических ожиданий токов 
ветвей производится обычным путѐм по математическим 
ожиданиям задающих токов. Иначе обстоит дело с 
определением средних квадратичных отклонений.  

Используя уравнение (2.3), запишем выражение для тока i-й 
ветви схемы:  

                     



n

1j

jjijcjij

n

1j

iji CJCII                     (2.4) 

где  ijI  - составляющая тока 
iI , создаваемого задающим током 

j-го узла jJ  в i-ой ветви; ijC  - коэффициент распределения тока 

между j-м узлом и i-й ветвью; j  - среднее квадратичное 

отклонение задающего тока jJ ; j  - стандартная случайная 

величина, соответствующая току jJ  

Математическое ожидание токов ijI  может быть найдено 

аналогично математическому ожиданию токов ветвей и равно: 

                              cjijcijij JCIIM                              (2.5) 

Дисперсия тока ijI  определяется следующим выражением:  

       


 




fIMI
2

1
ID

2

ijijijj
  
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Стандартная случайная величина β распределена по 
нормальному закону. Тогда, при известной плотности 
вероятностей и с учѐтом формул (2.4) и (2.5), можно записать 

                     
 




 





 22

j

2

jij

ijj

2
j

e
2

C
ID


                   (2.6) 

Интеграл 










 22

j

2
j

e
2

1
 представляет собой дисперсию 

стандартной случайной величины β и, согласно свойствам 
величины β, равен единице. Тогда  

              2
jijijj CID                               

Из выражения (2.4) следует, что случайная величина – ток i-

й ветви представляет собой сумму случайных величин ijI . 

Учитывая, что дисперсия суммы независимых случайных 
величин равна сумме дисперсий этих величин, для дисперсии 

тока 
iI  можно записать:    

                                  
2n

1j

jij

n

1j

ji CDID 


                        (2.7) 

При отсутствии ЭДС в ветвях схемы напряжения узлов 

относительно базисного, U  могут быть определены в виде: 

                                           JZU y
                                (2.8) 

Матрицу задающих токов  J , как и прежде, представим, 

состоящей из двух слагаемых. Тогда выражение (2.8) можно 
переписать в виде 

         yYСy ZJZU    

Можно также показать, что матрица математических 
ожиданий напряжений узлов относительно базисного узла равна 
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произведению матрицы узловых сопротивлений  yZ  на 

матрицу математических ожиданий задающих токов:   

       CyC JZUUM     

Аналогично можно показать, что дисперсия напряжения в i-
м узле схемы равна сумме квадратов произведений взаимных 

узловых сопротивлений, ijZ  между i-м и j-м узлами схемы на 

средние квадратичные отклонения  j  задающих токов в j-х 

узлах схемы электрической сети. 

   


 
n

1j

2

jiji ZUD                       

 

2.3. Основные вероятностные методы решения задач в 

электроэнергетике 

 
Решение электроэнергетических задач при случайном 

характере исходной информации требует знания основных 
положений теории вероятностей и умелого использования 
арсенала существующих вероятностных методов. 

Одна из самых существенных проблем при решении любой 
вероятностной задачи – выбор схемы испытаний. Рассмотрим 
несколько известных схем испытаний – схему испытаний Байеса 
и схему испытаний Бернулли 

 
2.3.1. Схема испытаний Байеса. Формула Байеса  

(формула гипотез)  

 
В ряде практических задач приходится иметь дело с 

опытами, в которых случайным образом может присутствовать 
то или иное условие. Требуется выяснить, какова вероятность 
того, что при проведении очередного опыта будет иметь место 
одно из известных условий.  

Пусть случайное событие А может произойти лишь при 
условии появления одного из несовместных случайных событий 
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1Н ; 
2Н ; 

3Н … 
nН , образующих полную группу событий. 

Поскольку априори не известно, какое из этих событий 
наступит, их называют гипотезами. Вероятность появления 
событий А определяется по формуле полной вероятности 
(Приложение 1) 

              nn2211 HAPHPHAPHPHAPHPAP    (2.9) 

Предположим, что произведено очередное испытание, в 
результате которого появилось событие А.Требуется 
определить, как изменились гипотезы, в связи с тем, что 
событие А уже наступило. Другими словами, необходимо найти 

условные вероятности   АНP 1
,  АНP 2

….  АНP n
. 

Подобная постановка называется схемой испытаний Байеса. 
Для определения вероятности в рамках этой схемы используют 
формулу Байеса

2
 (формула гипотез).  

                          
   

   







n

1i

ii

kk
k

HAPHP

HAPHP
АНP                   (2.10) 

Формула Байеса позволяет переоценить вероятности 
гипотез после того, как становится известным результат 
испытания, в итоге которого появилось событие А.  

Пример 2.1. Два цеха завода выпускают амперметры. При 
этом первым цехом выпускается 60% всех амперметров. 
Вероятность того, что выпущенный амперметр соответствует 
всем требованиям, предъявляемым к средствам измерений в 
электрических сетях для первого цеха составляет 0,94, а для 
второго – 0,98. Найти вероятность того, что прибор, 
соответствующий всем требованиям, поступил из первого цеха.  

Решение. 

Исходя из условий задачи, воспользуемся схемой 
испытаний Байеса. Обозначим через А событие, состоящее в 
том, что амперметр соответствует требованиям. Кроме того, 
можно выдвинуть две гипотезы: 

                                                 
2 получена английским математиком Байесом в 1764 г. 
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а) амперметр выпущен первым цехом (гипотеза  
1Н ) 

б) амперметр выпущен вторым цехом (гипотеза  
2Н ) 

По условию примера имеем:  

 1НP =0,6 –вероятность того, что амперметр выпущен 

первым цехом,  

 2НP =0,4 – вероятность того, что амперметр выпущен 

вторым цехом. 

 1HAP =0,94 – условная вероятность того, что 

амперметр, соответствующий требованиям, выпущен первым 
цехом 

  2HAP =0,98 – вероятность того, что амперметр, 

соответствующий требованиям, выпущен вторым цехом. 

Искомая условная вероятность,  АНP 1
 определится по 

выражению (2.10) 

 
   

       







2211

11
1

HAPHPHAPHP

HAPHP
АНP  

 

  59,0
98,04,094,06,0

94,06,0





  

Как видно, до испытания вероятность гипотезы 
1Н  

равнялась 0,6. После того, как стал известен результат 
испытания – амперметр, соответствующий требованиям, 
выпущен первым цехом, вероятность этой гипотезы изменилась 
и стала равной 0,59. Таким образом, применение формулы 
Байеса позволило переоценить вероятность рассматриваемой 
гипотезы.  

 
2.3.2. Схема испытаний Бернулли. Формула Бернулли 

 
Ряд практических задач сводится к схеме испытаний 

Бернулли: Пусть производится n независимых испытаний, в 
каждом из которых вероятность появления случайного события 
А постоянна и составляет P(A). Требуется определить 
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вероятность того, что при n независимых испытаниях случайное 

событие А произойдѐт m раз, nm,P . При этом nm  . 

Для расчѐта используют формулу Бернулли: 

                             
mnmm

nnm, qpСP                                    (2.11) 

где m

nС  - число сочетаний, определяемое по формуле Ньютона. 

Пример 2.2. Вероятность того, что суточный расход 
электроэнергии не превысит установленной нормы, равна 0,75. 
Найти вероятность того, что в ближайшие 6 суток расход 
электроэнергии в течение 4 суток не превысит нормы. 

Решение. 

Вероятность нормального расхода электроэнергии в течение 
6 суток постоянна и составляет p = 0.75. Следовательно, 
вероятность перерасхода электроэнергии в каждом из этих суток 
также неизменна и равна q = 1 – p = 1 – 0.75 = 0.25. Таким 
образом, имеет место схема испытаний Бернулли.  

В соответствии с формулой Бернулли (2.11) искомая 

вероятность 4,6P  определится следующим образом 

4,6P 3,025,075,0
4321

3456
qpС 24)46(44

6 





 

Необходимо подчеркнуть, что при больших значениях m и n 
воспользоваться формулой Бернулли крайне затруднительно, 
из-за сложности вычислений.  

Определенным выходом в таких ситуациях является 
использование приближѐнных формул Лапласа. 

 
2.3.3. Приближѐнные формулы Лапласа 

 

 Приближѐнная локальная формула Лапласа 
В рамках схемы испытания Бернулли вероятность того, что 

при n независимых испытаниях случайное событие А 

произойдѐт m раз, nm,P  может быть определена по 

приближѐнной локальной формуле Лапласа  
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











 


npq

npm

npq

1
P nm,                         (2.12) 

где 












 

npq

npm
  - локальная функция Лапласа, значения которой 

находятся по таблице П.3.1 (Приложение 3). Необходимо 
помнить, что локальная функция Лапласа является чѐтной, т.е. 

   xx   . 

Пример 2.3. Найти вероятность того, что 80 из 400 
цифровых вольтметров не будут соответствовать классу 
точности, если вероятность появления такого события в каждом 
испытании составляет 0,2 

Решение  

По условию имеем n = 400; m = 80; p = 0.2; q = 1–0.2 = 0.8. В 
рамках схемы испытаний Бернулли для упрощения расчѐтов 
воспользуемся, согласно выражения (2.12), приближѐнной 
локальной формулой Лапласа 

  



















 3989,0

8

1
0

8

1

8,02,0400

2,040080

0,80,2400

1
P80,400 

04986,0  

где   3989,00   найдено по таблице П3.1  (Приложение 3) 

Формула Бернулли приводит примерно к такому же 

результату 04985,0P80,400   (расчѐты ввиду их громоздкости 

опущены). 

 Приближѐнная интегральная формула Лапласа  

Для схемы испытаний Бернулли вероятность того, что 
событие А происходит от a до b раз в n испытаниях, 


 bma

nm,P можно определить по приближѐнной интегральной 

формуле Лапласа:   
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





























 npq

np-a
Ф

npq

np-b
ФP 21

bma

nm,
             (2.13) 

где  




























npq

np-a
Ф ;

npq

np-b
Ф 21

 - интегральные функции Лапласа, 

значения которых находятся по таблице П.3.2  (Приложение 3). 
Следует иметь в виду, что интегральная функция Лапласа 

является нечѐтной, т.е.    xФxФ   

Пример 2.4. Вероятность того, что в электрических сетях 
произойдѐт трѐхфазное короткое замыкание равна 0,2. Найти 
вероятность того, что из 400 случаев различных видов коротких 
замыканий число трѐхфазных коротких замыканий составит от 
70 до 100 раз.  

Решение. 

По условию примера имеем n = 400; a = 70; b = 100; p = 0.2; 
q = 1–0.2 = 0.8. 

В рамках схемы испытания Бернулли для упрощения 
расчѐтов воспользуемся,  согласно выражения (2.13), 
приближѐнной интегральной формулой Лапласа  








































 0,80,2400

0,2400-70
Ф

0,80,2400

0,2400-100
ФP 21

100m70

m,400
 

       25,1Ф5,2Ф25,1Ф5,2Ф 2121   

 

По таблице П3.2 (Приложение 3) находим  5,2Ф1 =0,4938; 

 25,1Ф2 =0,3944 

Окончательно, искомая вероятность составит 
 

8882,00,39440,4938P
100m70

m,400 


 

 

Контрольные вопросы к главе 2 
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1. Перечислите факторы, которые необходимо учитывать 
при управлении ЭЭС 

2. В чѐм заключается случайный характер электрической 
нагрузки? 

3.  Расскажите о погрешностях измерений 
4. Охарактеризуйте погрешности моделей электрической 

сети 
5. Расскажите о реализации управлений ЭЭС 
6. Изложите расчѐт режима электрической сети в 

вероятностной постановке 
7. Расскажите об основных вероятностных методах, 

применяемых в электроэнергетике  
8. Приведите схему испытаний Байеса и формулу Байеса 
9. Представьте схему испытаний Бернулли и формулу 

Бернулли 
10. Запишите приближѐнную локальную формулу Лапласа 
11. Приведите приближѐнную интегральную формулу 

Лапласа  

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 



65 
 

 

РАЗДЕЛ II. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА В 

ЭЛЕКТРОЭНЕРГЕТИКЕ 

 
Математическая статистика – раздел теории 

вероятностей, включающий регистрацию, обработку и анализ 
статистической информации [5, 6, 8, 13]. 

Основной целью математической статистики является 
разработка методов сбора и обработки статистических данных 
для получения научных выводов и практических результатов. 
Для еѐ достижения необходимо решить главные задачи. 

Первая задача математической статистики – указать 
способы сбора и группировки статистических данных. 
полученных в ходе наблюдений или в результате специально 
поставленных экспериментов; 

Вторая задача математической статистики – разработать 
методы анализа статистических данных в зависимости от целей 
исследования. Сюда, в первую очередь, следует отнести: 
           а) оценку неизвестной вероятности события; оценку 
неизвестной функции распределения; оценку параметров 
распределения, вид которого априори известен; оценку 
зависимости случайной величины от одной или нескольких 
других случайных величин и т.д. 
           б) проверку статистических гипотез о величине 
параметров распределения, вид которого априори известен 
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Глава 3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ 

СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 
 

3.1. Экспериментальный анализ одномерной случайной 

величины 

 
Пусть имеется набор (выборка)

3
 экспериментальных данных 

N21 x,...,x,x , взятых из генеральной совокупности (ГС)
4
. Их  

обработку для получения эмпирических характеристик 
одномерной случайной величины производят  в следующей 
последовательности.  

1. Построение вариационного ряда. Вариационный ряд 

N21 z,...,z,z  получают как правило из исходных данных путѐм 

расположения ),...,2,1( Nmx
m

 в порядке возрастания от minx  

до maxx  так, чтобы 
max21min

... xzzzx
N
  

Пусть, имеется 5 измерений: ;2;5
21
 xx ;4

3
x  

7;5
54
 xx . Тогда им соответствует следующий  

вариационный  ряд ;4;2
21
 zz ;5;5

43
 zz 7

5
z  

2. Построение диаграммы накопленных частот )x(F̂N , 

являющейся эмпирическим аналогом интегрального закона 
распределения. Диаграмму строят в соответствии со следующей 
формулой 

                                         



)(

1

1
)(ˆ

x

i

N

N

N
xF



                                 (3.1) 

где )(x
N

 - число элементов в выборке, для которых значение 

xx1  . 

На практике диаграмма накопленных частот строится 
следующим образом. На оси абсцисс откладывают значение 

измерения )zили(x im и далее во всех других точках mx  

                                                 
3
 Часть измерений, случайным образом взятых из генеральной совокупности  

4
 Совокупность всех имеющихся измерений принято называть генеральной 

совокупностью. На практике, при наличии большого объѐма ГС, еѐ полная 

обработка крайне затруднительна.  
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диаграмма, в соответствии с выражением (3.1), имеет скачок, 
равный 1/N. Если существует несколько совпадающих значений  

mx , то в этом месте на диаграмме происходит скачок равный 

λ/N, где λ – число совпадающих точек.  
Используя данные предыдущего примера, построим 

соответствующую диаграмму (рис. 3.1). 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.1. Диаграмма накопленных частот 

3. Построение диаграммы выборки – гистограмма )(ˆ xf N  

является эмпирическим аналогом функции плотности 

распределения )(xf . Обычно еѐ строят следующим образом:  

а) Находят предварительное количество интервалов на 
которое должна быть разбита ось Ox. Величину K определяют с 
помощью оценочной формулы 

                                   NK lg2,31 ,                                (3.2) 

В дальнейшем, найденное значение K округляют до 
ближайшего целого числа. 

       б) Определяют длину интервала  

                                        Kxxx minmax  .                         (3.3)  

Для удобства вычислений величину ∆x можно округлить. 

1          2          3          4          5          6          7          8           

1 

4/5  

3/5 

2/5 

1/5 

 

 
  

         

)x(F̂N
 

х 
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       в) Середину области изменения выборки   Kxx minmax   

принимают за центр некоторого интервала. Затем находят 
границы и окончательное количество указанных интервалов так, 
чтобы в совокупности они перекрывали всю область изменения 

параметра от 
minx  до 

maxx . 

       г) Подсчитывают количество измерений mN , попавшее в 

каждый интервал: значение mN  равно числу членов 

вариационного ряда, для которых справедливо следующее 
неравенство 

                                        xxzx mm  1 ,                           (3.4)  

где mx , xxm  - границы интервала 

        д) Подсчитывают относительное количество 

(относительную частоту) измерений NNm , попавших в 

интервал 
        е) Строят гистограмму выборки, представляющую собой 

ступенчатую кривую, значение которой на m-м интервале ( mx , 

xxm  ) равно NNm  

Пример 3.1. Имеется выборка из 40 измерений 
электрического тока, а соответствующий ей вариационный ряд 

имеет вид A1.7II,...,A4.0I;A3.0II maxN21min  . По 

имеющимся экспериментальным данным выборки (табл. 3.1), 
построить гистограмму.  

Таблица 3.1. 

Экспериментальные данные 

1N  2N  3N  4N  5N  6N  7N  

2 4 9 13 8 3 1 

 
Решение. 

По формуле (3.2) получаем 40lg2,31K =6,13; 

принимаем K=7. Тогда, согласно (3.3), 

  971,073,01,7 x ; выбираем ∆x=1. 
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Рис. 3.2. Гистограмма выборки  
 

Находим     7,32/1,73,02minmax  xx . Используя 

данные таблицы 4.1, получаем соответствующую гистограмму 
(рис. 3.2)  

4. Определение оценок математического ожидания М(х), 

дисперсии D(x) и среднего квадратичного отклонения σ(x) 
производят по следующим формулам 

                                  



N

1i

ix
N

1
)x(M ,                                  (3.5) 

                          
2N

1i

i )x(Mx
1N

1
)x(D 






 ,                  (3.6) 

                                )x(D)x(                                       (3.7) 

 

 

 

)x(f̂N

      0.2     1.2        2.2     3.2 3.7 4.2     5.2     6.2    7.2            I 

)I(fN
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3.2. Экспериментальный анализ двумерной  

совокупности 

 
Для описания системы двух случайных величин кроме 

математических ожиданий и дисперсий этих случайных величин 
используют и другие характеристики – корреляционные 

моменты, xy  и коэффициенты корреляции, xyr . 

Довольно часто случайные величины являются зависимыми, 
причѐм определение одной величины более доступно, чем 
другой, от неѐ зависящей. Зависимость двух случайных величин 
отличается от обычного понимания функциональной 
зависимости двух величин. Если одна из случайных величин 
принимает конкретное значение, то это не означает, что и другая 
принимает конкретное значение. Вторая величина также 
является случайной величиной, но еѐ вероятностные 
характеристики принимают те или иные значения в зависимости 
от конкретного значения первой случайной величины. Такими 
случайными величинами в электроэнергетике являются, 
например, суточная выработка электроэнергии и суточный 
максимум электрической нагрузки энергосистемы, суммарная 
электрическая нагрузка и температура наружного воздуха.  

Таким образом, если две случайные величины x и y, 
принимающие различные значения, независимы, то закон 
распределения вероятностей одной из них не зависит от 
случайного значения другой. Если же эти величины 
взаимосвязаны (коррелированны

5
), то любому значению одной 

из них соответствует тот или иной закон распределения 
вероятностей другой величины. Зависимость закона 
распределения вероятностей одной велич ины от значений 
другой называют корреляционной зависимостью.  

Корреляционным моментом xy
  случайных величин X и Y 

называют математическое ожидание произведения отклонений 
этих величин: 

                                                 
5
 correlat ion – теснота подобия, взаимосвязь 
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                              YMYXMXMxy                    (3.8) 

Для вычисления корреляционного момента дискретных 
величин используют формулу 

       iii

n

1i

m

1j

ixy y,xpYMyxMx 
 

  

а для непрерывных величин – формулу 

        yxyx,fYMyxMxxy   








  

Корреляционный момент служит для характеристики связи 
между величинами X и Y. Корреляционный момент равен нулю, 
если X и Y независимы. Следовательно, если корреляционный 

момент xy
  не равен нулю, то X  и Y — зависимые случайные 

величины. 

Из   определения   корреляционного   момента   следует, что 
он имеет размерность,  равную произведению размерностей   
величин X и Y. Другими   словами,   величина корреляционного 
момента зависит от единиц измерения случайных величин. По 
этой причине для одних и тех же двух величин   величина   
корреляционного  момента имеет различные значения в 
зависимости от того, в каких единицах были измерены 
величины. Такая особенность корреляционного момента 
является недостатком этой числовой характеристики, поскольку 
сравнение корреляционных моментов различных систем 
случайных величин становится затруднительным. Для 
устранения этого недостатка используют новую числовую 
характеристику – коэффициент корреляции, характеризующей 
корреляционную зависимость между случайными величинами.  

Коэффициентом корреляции случайных величии X и Y, xyr  

называют отношение корреляционного момента к произведению 
средних квадратичных отклонений, этих величин:  

 

  xy

yx

xy
N

r 
1

1


                                 (3.9) 
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Taк как размерность xy  равна произведению размерностей 

величин X и У, 
x  имеет размерность величины X, а y  имеет 

размерность величины Y, то xyr  – безразмерная величина. Таким 

образом, величина коэффициента корреляции не зависит от 
выбора единиц измерения случайных величин. В этом и состоит 
преимущество коэффициента корреляции перед 
корреляционным моментом. 

Очевидно, коэффициент корреляции независимых слу-

чайных величин равен нулю (так как xy =0). 

В общем случае для коэффициента корреляции можно 

записать 1rxy  . Знак при коэффициенте корреляции 

характеризует направление взаимосвязи, а абсолютная величина 

xyr  - степень тесноты рассматриваемой взаимосвязи. Причѐм, 

если 

 0r
xy
 , то случайные величины x и y не коррелированны; 

 3.0r
xy
 , то корреляционная связь между случайными 

величинами X и Y практически отсутствует  

 5.0r3,0
xy
 , то корреляционная связь между 

случайными величинами X и Y слабая 

 75.0r5,0
xy
 , то между случайными величинами X и Y 

существует достаточно устойчивая корреляционная зависимость 

 75.0r
xy
 , то корреляционная связь между случайными 

величинами X и Y очень высокая  
Наиболее часто используемый коэффициент корреляции 

Пирсона r называется также линейной корреляцией, т.к. 
измеряет степень линейных связей между переменными. 
Корреляция Пирсона (далее называемая просто корреляцией) 
предполагает, что две рассматриваемые переменные измерены, 
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по крайней мере, в интервальной шкале
6
. Она определяет 

степень, с которой значения двух переменных 
"пропорциональны" друг другу. Важно, что значение 
коэффициента корреляции не зависит от масштаба измерения. 
Например, корреляция между электрической нагрузкой и 
напряжением будет одной и той же, независимо от того, 
проводились измерения в ваттах и вольтах или в киловаттах 
и киловольтах. Пропорциональность означает просто 
линейную зависимость. Корреляция высокая, если на графике 
зависимость "можно представить" прямой линией (с 
положительным или отрицательным углом наклона) (рис. 3.3). 
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Рис. 3.3. Диаграмма рассеяния  
 
Проведенная прямая называется прямой регрессии или 

прямой, построенной методом наименьших квадратов. 
Причѐм последний термин связан с тем, что сумма квадратов 

                                                 
6
 эта шкала измерений позволяет не только упорядочить наблюдения, но и 

количественно выразить расстояния между ними (при этом на шкале не 

обязательно присутствует абсолютная нулевая отметка).  

../../../../DOCUME~1/FROSTY~1/LOCALS~1/Temp/Rar$EX01.750/textbook/glossary/gloss_i.html#Interval%20Scale
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расстояний (вычисленных по оси Y) от наблюдаемых точек до 
прямой является минимальной. Заметим, что использование 
квадратов расстояний приводит к тому, что оценки параметров 
прямой сильно реагируют на выбросы 

7
. 

Так на рисунке 3.3. показана диаграмма рассеяния 
8
 двух 

переменных: распределение потерь электроэнергии в январе и 

июне. Для этого примера коэффициент корреляции 81,0r
xy
 , а 

линейная зависимость (прямая регрессия) соответствует 

уравнению 0.76205x1.8396y   

Пусть получена выборка из двумерной совокупности при 
измерении двух случайных величин X и Y. (табл. 3.2). 

 
Таблица 3.2 

Двумерная совокупность измерения двух случайных величин 

i 1 2 3 … i … N 

X 1x  2x  3x  … ix  … Nx  

Y 1y  2y  3y  … iy  … Ny  

 
Обработку результатов измерений в данном случае можно 

осуществлять по следующей схеме: 
1. Построение диаграммы рассеяния является первым 

шагом при обработке результатов измерений двумерной 
совокупности случайных величин X , Y. Для этого на плоскости 
с координатами x, y наносят измерения. Возможный вид такого 
поля изображѐн на рис. 3.4.  

2. Составление таблицы двумерного распределения 
(табл. 3.3). Эту таблицу составляют следующим образом. Оси 
Ox и Oy разбивают на отдельные интервалы длиной ∆x и ∆y. 

Величины ∆x, ∆y, количество xK , yK  и размещение этих 

интервалов для каждой из переменных X и Y находят с помощью 
правил, изложенных в пункте 3.1. Соответствующие границы 
наносят на диаграмму рассеяния (рис. 3.5)  и  затем  

                                                 
7
 нетипичные, резко выделяющиеся измерения  

8
 в корреляционном анализе визуализируют зависимость между двумя 

переменными X и Y..  
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подсчитывают  количество точек 2,1 mmN , попавших в каждый из 

образовавшихся прямоугольников. Если какая-либо точка 
расположена на границе, то еѐ относят к правому или верхнему 
прямоугольнику.  
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Рис. 3.4. Возможный вид поля рассеяния 
 

Таблица 3.3 
Таблица двумерного распределения 

         Интервалы 

               для x 

 
Интервалы 

    для y 

1x , xx1   2x , xx2    

1y , yy1   

2m,1mN  

      

NN 2m,1m  

  

1y , yy1   

    0 
 
 

             0 
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Рис. 3.5. Диаграмма рассеяния с нанесѐнными границами 

 

В таблицу 3.3 заносят 2,1 mmN , а также относительные 

величины NN mm 2,1 . Подобную таблицу можно использовать 

как исходную для построения гистограмм и диаграмм 
накопленных частот в трѐхмерном пространстве. Необходимо 
отметить, что с помощью таблицы двумерного распределения 
легко получить исходные данные для построения гистограмм, 
соответствующих каждой из двух одномерных случайных 
величин X и Y. Для этого достаточно просуммировать значения 
таблицы либо по каждому столбцу, либо по каждой строке. 

3. Вычисление оценки коэффициента корреляции, xyr  

производят по формуле 

      
 

  






N

i

ii

yx

xy yMyхМx
N

r
1

,)()(
1

1


       (3.10) 

Если начало координат в диаграмме рассеяния перенести в 
точку с координатами x=M(x) и y=M(y), то  

1) если r>0, то точки сгруппированы в I и III квадрантах 
2) если r<0, то точки сгруппированы в II и IV квадрантах 

3) если 0r  , то точки беспорядочно рассеяны во всех 
квадрантах 

4) если 1r  , то точки группируются на прямых. 

∆x 

∆y 
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В практике электроэнергетических расчѐтов довольно часто 

встаѐт задача оценки двух случайных величин 
1

X  и 
2

X , 

представляющих сечения
9
 некоторой исследуемой случайной 

функции, к примеру, изменении электрической  нагрузки во 
времени. Хотя в большинстве случаев известен двумерный 
закон распределения, описывающий  исследуемую случайную 
функцию, он не характеризует случайную функцию 
исчерпывающим образом.  Исходя из этого, возникает задача, 
когда необходимо получить наиболее полное описание 
случайной функции, которая успешно может быть решена с 
помощью построения корреляционной функции. 

Корреляционной функцией случайной функции  tX  

называют неслучайную функцию  21;t tK X
 двух независимых 

аргументов 
1

t  и 
2

t , значение которой при каждой паре 

фиксированных значений аргументов равно корреляционному 
моменту сечений, соответствующих этим же фиксированным 
значениям аргументов:   

                           2121 tXM;t tXtK X
                      (3.11) 

где  
1

tX  и  
2

tX  соответствующие сечения случайной 

функции  
Помимо применения корреляционных функций, в 

электроэнергетических задачах довольно часто применяется 
автокорреляционная функция (АКФ). В теории случайных 
функций АКФ является корреляционным моментом двух 

значений одной случайной функции  tX : 

                      
221121A

tXMtXtXMtXMt;tK    (3.12) 

График АКФ можно получить, отложив по оси ординат 
коэффициент корреляции двух функций (базовой и функции 
сдвинутой на величину τ), а по оси абсцисс величину τ. Если 
исходная функция строго периодическая, то на графике АКФ 
тоже будет строго периодическая функция. Таким образом, из 

                                                 
9
 сечением случайной функции называют случайную величину, 

соответствующую фиксированному значению случайной функции  

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%BB%D1%83%D1%87%D0%B0%D0%B9%D0%BD%D0%B0%D1%8F_%D1%84%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D0%B8%D1%8F
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%BB%D1%83%D1%87%D0%B0%D0%B9%D0%BD%D0%B0%D1%8F_%D1%84%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D0%B8%D1%8F
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%BE%D1%8D%D1%84%D1%84%D0%B8%D1%86%D0%B8%D0%B5%D0%BD%D1%82_%D0%BA%D0%BE%D1%80%D1%80%D0%B5%D0%BB%D1%8F%D1%86%D0%B8%D0%B8
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этого графика можно судить о периодичности базовой функции, 
а следовательно и о еѐ частотных характеристиках. 

АКФ играет важную роль при математическом 
моделировании и анализе временных рядов. В частности АКФ  
позволяет определить насколько отдельная реализация 
исследуемого процесса (временной ряд) близка к стационарной. 
При отсутствии еѐ затухания, можно говорить о 
нестационарности реализации (рис. 3.6).  
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рис. 3.6. Автокорреляционная функция нестационарной  

реализации 

Также необходимо отметить, что АКФ является одним из 
основных критериев при идентификации вида реализации 
процесса, т.е. при выборе прогнозной модели, которая позволяет 
корректно описать реализацию.  

 
3.3. Корреляционный анализ в электроэнергетике 

 
Корреляционный анализ, разработанный К.Пирсоном и 

Дж. Юлом, является одним из методов статистического анализа 
взаимозависимости нескольких признаков - компонент 
случайного вектора X. Он применятся тогда, когда данные 
измерений можно считать случайными и выбранными из ГС, 
распределенной по многомерному нормальному закону. 
Основная задача корреляционного анализа состоит в оценке 
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корреляционной матрицы генеральной совокупности по 
выборке и определении на ее основе оценок частных и 
множественных коэффициентов корреляции и 
детерминации.  

Парный (частный) коэффициент корреляции 
характеризует тесноту линейной зависимости между двумя 
переменными соответственно на фоне действия (при 
исключении влияния) всех остальных показателей, входящих в 
модель.  

Множественный коэффициент корреляции 
характеризует тесноту линейной связи между одной переменной 
(результативной) и остальными, входящими в модель; 
изменяется в пределах от 0 до 1. Квадрат коэффициента 
корреляции называется множественным коэффициентом 

детерминации. Он характеризует долю дисперсии одной 
переменной (результативной), обусловленной влиянием всех 
остальных (аргументов), входящих в модель. 

Как правило, во многих технических исследованиях, в 
частности в электроэнергетических расчѐтах, первый шаг 
корреляционного анализа состоит в вычислении 
корреляционной матрицы всех переменных и проверке 
значимых корреляций. 

Исходной для анализа является матрица,
nk

X : 

                             

nknjn

ikiji

kj

nk

xxx

xxx

xxx

X











1

1

111


                           (3.13)    

где размерности ( kn ), i-я строка которой характеризует i-е 
измерение по всем k параметрам.  

В корреляционном анализе матрицу X (3.13) рассматривают 
как выборку объема n из k-мерной ГС, подчиняющейся k-
мерному нормальному закону распределения. По выборке 
определяют оценки параметров ГС, а именно: математическое 
ожидание М(х), среднеквадратичное отклонение σ(x)  и 
корреляционную матрицу (R) порядка k :  
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1

1

1

21

221

112









kk

k

k

rr

rr

rr

R                            (3.14) 

Матрица R является симметричной (rje = rej) и положительно 

определенной, где ijr  – выборочный частный коэффициент 

корреляции, рассчитываемый по формуле (3.9)   
Пример 3.2. В отделе энергосбыта проводится анализ 

потерь электроэнергии по ряду трансформаторных подстанций 
(ТП) обслуживаемого энергорайона. Известно распределение 
потерь электроэнергии в годовом интервале по каждой из 
исследуемых ТП. Необходимо по заданному массиву данных по 
потерям электроэнергии для ТП составить корреляционную 
матрицу (табл. 3.4). 

Таблица 3.4 
Данные по потерям электроэнергии 

Месяцы 
Потери электроэнергии в ТП, %  

ТП184 ТП54 ТП175 ТП176 ТП177 ТП452 ТП453 

Январь 2.29 1.07 8.40 0.48 1.95 0.10 0.07 

Февраль 2.10 0.95 6.73 0.39 1.56 0.09 0.06 

Март 1.65 0.72 10.08 0.58 2.34 0.07 0.05 

Апрель 1.34 0.61 7.06 0.40 1.64 0.07 0.04 

Май 0.99 0.46 1.16 0.07 0.27 0.04 0.03 

Июнь 0.21 0.11 2.60 0.15 0.60 0.03 0.02 

Июль 0.05 0.01 0.94 0.05 0.22 0.02 0.02 

Август 0.35 0.13 1.72 0.10 0.40 0.03 0.02 

Сентябрь 0.76 0.31 2.97 0.17 0.69 0.04 0.02 

Октябрь 1.53 0.77 4.53 0.26 1.05 0.06 0.04 

Ноябрь 2.92 1.38 8.91 0.51 2.06 0.08 0.05 

Декабрь 2.53 1.29 6.58 0.38 1.53 0.02 0.01 

 
Решение. 

 
Согласно формуле (3.10), рассчитаем частный коэффициент 

корреляции между ТП184 и ТП463  
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Аналогичным образом рассчитаем значения xyr  между 

остальными ТП. Важно отметить, что для удобства полученную 
матрицу целесообразнее представлять не в матричном виде, а 
виде таблицы. Поэтому результаты расчѐтов сведѐм в таблицу 
3.5.  

Таблица 3.5 

Корреляционная матрица по потерям электроэнергии в ТП 

 ТП184 ТП54  ТП175 ТП176 ТП177 ТП452 ТП453 

ТП184 1.00 1.00 0.83 0.83 0.83 0.66 0.66 

ТП54  1.00 1.00 0.80 0.80 0.80 0.61 0.61 

ТП175 0.83 0.80 1.00 1.00 1.00 0.74 0.74 

ТП176 0.83 0.80 1.00 1.00 1.00 0.74 0.74 

ТП177 0.83 0.80 1.00 1.00 1.00 0.74 0.74 

ТП452 0.66 0.61 0.74 0.74 0.74 1.00 1.00 

ТП453 0.66 0.61 0.74 0.74 0.74 1.00 1.00 

 
Уровень значимости, вычисленный для каждой 

корреляции, представляет собой главный источник информации 
о надежности корреляции. Такая статистическая значимость 
результата представляет собой оцененную меру уверенности в 
его "истинности". Выражаясь технически, q-уровень это 
показатель, находящийся в убывающей зависимости от 
надежности результата 

Более высокий q-уровень соответствует более низкому 
уровню доверия к найденной в выборке зависимости между 
переменными. Например, q=0.05

10
 показывает, что имеется 5%-

ая вероятность, что найденная в выборке связь между 

                                                 
10

 в большинстве электроэнергетических расчѐтах q-уровень равный 

0,05 рассматривается как «приемлемая граница» уровня ошибки    
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переменными является лишь случайной особенностью данной 
выборки.  

Заметим, что в двумерной модели достаточно проверить 
значимость только коэффициента корреляции. Если 
коэффициент корреляции незначим, то признаки х и y 
считаются независимыми в ГС.  

Следует отметить, что значимость определенного 
коэффициента корреляции зависит от объема выборок. 
Критерий значимости основывается на предположении, что 
распределение остатков (т.е. отклонений измерений от 
регрессионной прямой) для зависимой переменной y является 
нормальным (с постоянной дисперсией для всех значений 
независимой переменной x). Нарушение этих условий не 
является абсолютно критичным, если размеры выборки не 
слишком малы, а отклонения от нормальности не очень 
большие.  

 
3.4. Анализ экспериментальных данных методом Паретто 

 
Итальянский экономист В. Паретто предложил формулу, 

показывающую, что доходы распределяются неравномерно. Эта 
же теория была проиллюстрирована американским экономистом 
М. Лоренцом на диаграмме. Оба ученых показали, что в 
большинстве случаев наибольшая доля доходов принадлежит 
небольшому числу людей.  

Джуран применил диаграмму Лоренца, проиллюстрировав 
распределение доходов в обществе, в сфере контроля качества 
для классификации проблем качества на немногочисленные, но 
существенно важные и многочисленные, но несущественные и 
назвал такой анализ методом Паретто. Он указал, что в 
большинстве случаев подавляющее число дефектов и связанных 
с ними потерь возникают из-за относительно небольшого числа 
причин. Вышесказанное он проиллюстрировал с помощью 
диаграммы, которая получила название диаграммы Паретто.  

Диаграмма Паретто - инструмент, позволяющий 
распределить усилия для разрешения возникающих проблем и 
выявить основные причины, с которых нужно начинать 
действовать для устранения дефектов или неполадок.  
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В условиях реальной эксплуатации электрических сетей 
постоянно возникают всевозможные проблемы, связанные, 
например, с появлением аварийных режимов, неполадками и 
выходом из строя оборудования, значительными потерями 
электроэнергии и т.д.  Диаграмма Паретто позволяет 
распределить усилия для разрешения возникающих проблем и 
установить основные факторы, с которых нужно начинать 
действовать с целью преодоления существующих проблем. 

Различают два вида диаграмм Паретто.  
1. Диаграмма Паретто по результатам деятельности. Эта 

диаграмма предназначена для выявления основной проблемы и 
отражает в рамках отдельных составляющих следующие 
нежелательные результаты деятельности:  

 качество: дефекты, поломки, ошибки, отказы 
электрооборудования; 

 себестоимость: величина потерь, затраты; 

 сроки поставок: нехватка запасов топлива, ошибки в 
составлении отчѐтов, срыв сроков поставок; 

 безопасность: грубые ошибки, несчастные случаи, 
аварии. 

2. Диаграмма Паретто по причинам. Эта диаграмма 
отражает причины проблем, возникающих в ходе производства, 
и используется для выявления основной из них:  

 исполнитель работы: смена, бригада, возраст, опыт 
работы, квалификация, индивидуальные характеристики;  

 оборудование: станки, агрегаты, инструменты, оснастка; 

 сырье: изготовитель, вид сырья, завод-поставщик, 
партия; 

 метод работы: условия производства, заказы-наряды, 
приемы работы, последовательность операций; 

Построение диаграммы Паретто 
Построение диаграммы Паретто начинают с классификации 

возникающих проблем по отдельным факторам (например, 
проблемы, относящиеся к работе оборудования или 
исполнителей и т.д.). Затем производят сбор и анализ 
статистического материала по каждому фактору, чтобы 
выяснить, какие из этих факторов являются превалирующими 
при решении анализируемых проблем.  
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В декартовой системе координат по оси абсцисс 
откладывают равные отрезки, соответствующие 
рассматриваемым факторам, а по оси ординат — величину их 
вклада в решаемую проблему. При этом осуществляют 
приоритетный порядок расположения факторов, когда влияние 
каждого последующего фактора, расположенного по оси 
абсцисс, уменьшается по сравнению с предыдущим фактором 
(или группой факторов). В результате получается диаграмма в 
виде ступенчатого графика (или многоугольника 

распределения) – гистограммы, ступени которого 
соответствуют отдельным факторам, являющимися причинами 
возникновения проблемы, и высота ступеней уменьшается слева 
направо, как показано на рисунке 3.7. Суммируя 
последовательно высоту всех столбиков гистограммы, строим 
ломаную кумулятивную кривую, которая называется кривой 
Паретто или диаграммой Паретто. 
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Рис. 3.7. Диаграмма Паретто 

Пример 3.3. На электростанции проводится экспертиза 
электрооборудования с целью выявления наиболее значимых 
причин, приводящих к возникновению сбоев при работе. В 
результате такой экспертизы получен лист регистрации данных 
с перечнем различных видов дефектов (табл. 3.6). Требуется по 
полученным данным построить диаграмму Паретто.  
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Таблица 3.6 

Лист регистрации данных 

Типы дефектов 
Число  

дефектов 
Типы дефектов 

Число  

дефектов 

Разрыв 4 Трещины 20 

Пятна 10 Деформации 104 

Царапины 42 Прочие 14 

ИТОГО: 194 

 
Решение. 

Для построения диаграммы Паретто составим таблицу 
данных. С этой целью рассчитаем накопленные суммы  (табл. 
3.7) и вычислим проценты полученных дефектов. 

 
Таблица 3.7 

Таблица данных для построения диаграммы Паретто 

Типы 

дефектов 

Число 

дефектов 

Накопленная 

сумма числа 

дефектов 

Процент 

числа 

дефектов 

по 

каждому 

признаку 

в общей 

сумме 

Накопленный 

процент 

Деформации 104 104 54 54 

Царапины 42 146 22 75 

Трещины 20 166 10 85 

Пятна 10 176 5 91 

Разрыв 4 180 2 93 

Прочие 14 194 7 100 

ИТОГО: 194 - 100  

 
На основании данных таблицы 3.7. строится диаграмма 

Паретто (рис. 3.8) 
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Рис. 3.8. Диаграмма Паретто для дефектов электрооборудования 

 

 

Контрольные вопросы к главе 3 

 
1. Дайте определение вариационного ряда 
2. Приведите алгоритм построения диаграммы выборки 
3. В чѐм заключается экспериментальный анализ 

одномерной случайной величины? 
4. Объясните понятие «корреляционная зависимость» 
5. Дайте определение корреляционной функции 
6. Что такое коэффициент корреляции? 
7. Изложите сущность корреляционного анализа  
8. Что понимается под корреляционной функцией?  
9. Приведите области использования автокорреляционной 

функции  
10. Приведите общую схему экспериментального анализа 

двумерной случайной величины 
11. В чѐм заключается метод Паретто? 
12. Приведите алгоритм построения диаграммы Паретто 
 
 
 
 
 
 

дефекты  
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Глава 4.  ПРОВЕРКА СТАТИСТИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ И 

КРИТЕРИИ ЗНАЧИМОСТИ 
 

При расчѐте и анализе режимов электрической сети 
используются представительные массивы экспериментальной 
информации – генеральная совокупность (ГС), в первую 
очередь, о параметрах режима. 

Часто необходимо знать закон распределения ГС. Если 
закон распределения неизвестен, но есть основания 
предположить, что он имеет определѐнный вид (назовѐм его A), 
то выдвигают гипотезу: ГС распределена по закону A. Таким 
образом, в этой гипотезе речь идѐт о виде предполагаемого 
распределения. 

Возможен случай, когда закон распределения известен, а 
его параметры неизвестны. Если имеются основания 

предположить, что неизвестный параметр   равен 

определѐнному значению 0 , то выдвигают гипотезу 0H , 

называемую нулевой 0 . Таким образом, в этой гипотезе 

речь идѐт о предполагаемой величине параметра одного 

известного распределения. Гипотезу 1H , которая противоречит 

нулевой гипотезе, называют альтернативной 

(конкурирующей).  
Другими словами, статистическая гипотеза есть некоторое 

предположение относительно свойств генеральной 
совокупности, из которой извлекается выборка. Критерий 

статистической гипотезы – это правило, позволяющее принять 
или отвергнуть данную гипотезу на основании сформированной 
выборки. При построении такого правила используются 
определѐнные функции результатов измерений 

)x...,x,x(g N,21 называемые статистиками для проверки 

гипотез. Все возможные значения подобных статистик делятся 
на две части: область принятия гипотезы и критическую 

область.  
 

4.1. Проверка статистических гипотез 
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Проверка гипотезы сводится к выяснению того, попадает 
или нет конкретное значение статистики, вычисленное по 
выборке, в критическую область: если нет – гипотеза 
принимается, как не противоречащая результатам измерений, 
если да – гипотеза отвергается.  

Критерии значимости – это критерии, с помощью которых 
проверяют гипотезы об абсолютных значениях параметров или 
соотношениях между ними для генеральных совокупностей с 
известными функциями распределения вероятностей. 

После выбора определѐнного критерия множество всех 
возможных значений разбивают на 2 непересекающихся 
подмножества: одно из них содержит значения критерия, при 
которых нулевая гипотеза отвергается, а другая – критерии при 
которых она принимается. 

Критической областью называют совокупность значений 
критерия, при которых нулевую гипотезу отвергают. В свою 
очередь, областью принятия гипотезы (областью допустимых 
значений) называют совокупность значений критерия, при 
которых гипотезу принимают. 

Основной принцип проверки статистических гипотез 
можно сформулировать так: если значение критерия 
принадлежит критической области – гипотезу отвергают, 
если значение критерия принадлежит области принятия 
гипотезы – гипотезу принимают   

Поскольку критерий K – одномерная случайная величина, 
то все еѐ возможные значения принадлежат некоторому 
интервалу. Поэтому критическая область и область принятия 
гипотезы также являются интервалами и, следовательно, 
существуют точки, которые их разделяют. 

Критическими точками (границами) крk называют точки, 

отделяющие критическую область от области принятия 
гипотезы. 

Если нулевой гипотезе 00 :H   противопоставляется 

альтернативная гипотеза 01 :H  , то критерий для проверки 

0H  носит название двустороннего, а его критическая область 

состоит из двух частей (рис. 4.1).  
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Если же альтернативная гипотеза формулируется в виде 

01 :H   или   
01 :H  , то соответствующие критерии 

называются односторонними и их критические области 
содержат всего одну часть (рис. 4.2). 

Область

принятия

 гипотезы

Критическая

область

Критическая

область

H0 принимаетсяH0 отвергается H0 отвергаетсяKкр

1
Kкр

2

Рис.4.1. Двусторонняя критическая область 
 

 

Область

принятия

 гипотезы

Критическая

область

H0 отвергается H0 принимаетсяKкр

 
а) 

 

Область

принятия

 гипотезы

Критическая

область

H0 отвергаетсяH0 принимается Kкр

 
б) 

рис. 4.2. Односторонняя критическая область: 
а) левосторонняя; б) правосторонняя  

 
В таблице 4.1. приведены некоторые стандартные критерии, 

позволяющие проверять гипотезы о значениях математических 
ожиданий и дисперсий нормальных генеральных совокупностей 
при независимых измерениях в выборке.  

 

 



90 
 

 

 

 

Таблица 4.1. 

Стандартные статистические критерии  

№ 
Название 

критерия 

Проверяемая 

гипотеза 0H и 

альтернативная 

гипотеза  
1H  

Информ

ация о 
парамет

рах 

распред

еления  

Статистика g и 

еѐ обозначение 

для каждого 

критерия 

Распределение 

статистики g 

при 

справедливой 

гипотезе 
0H  

1 

Критерий 

Стьюдент

а 

  00 MxM:H 

  01 MxM:H 

  xD   

неизве

стно  
N

Mx
t

x

0




  

t-распре-

деление  

с 1N    

степенями  

свободы 

2 
  00 MxM:H 

  01 MxM:H   

3 
  00 MxM:H 

  01 MxM:H   

4 

Критерий 

Пирсона 

  00 DxD:H   

  01 DxD:H   

 xM   

неизве

стно  

   

0

2

D

x1N 



  

2 -распре-

деление  

с 1N    

степенями  

свободы 

5 
  00 DxD:H   

  01 DxD:H   

6 
  00 DxD:H   

  01 DxD:H   

7 

Критерий 

Фишера-

Снедекора 

  00 DxD:H   

  01 DxD:H   
 1xM , 

 2xM  

неизве

стно  

   21 xDxDF  , 

где   1xD  

    21 xD,xDmax  F-распре-

деление с 
1 , 

2  степенями 

свободы 

8 
  00 DxD:H   

  01 DxD:H   
   21 xDxDF   

9 
  00 DxD:H   

  01 DxD:H   
   12 xDxDF   
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Пример 4.1. Диспетчер, при обработке выборки из 10 
измерений отклонения частоты энергосистемы, f  получил, что  

Гц38.1f  , Гц23.1
f



 . Проверить гипотезу    

 
 

05.0q,
0fM:H

0fM:H

1

0





 

Решение. 

В соответствии с таблицей 4.1, целесообразно использовать 
критерий Стьюдента: 

55.3
1023.1

38.1

Ns

Mf
t

f

0 








 

Найдѐм распределение статистики g при справедливой 

гипотезе 0H  91101N  . Из таблицы значений 

критериев (таблица П.4.1, Приложение 4)  83.1t 05.0;9  . Так 

как ;9tt  , то гипотеза 0H  должна быть отвергнута. В 

противном случае, она была бы принята.  

Пример 4.2. Проведено исследование уровня напряжения в 
начале и конце высоковольтной линии электропередачи. 

Выполнено 13 измерений напряжения 
1U  в начале линии  и 16 

измерений напряжения 
2U  в конце линии. На основании 

полученных выборок рассчитаны оценки дисперсий 

  2

1 кВ52,4UD   и   2

2 кВ19,2UD  . Необходимо проверить 

гипотезу  
   

   
05.0q,

UDUD:H

UDUD:H

211

210





 

Решение. 

Согласно таблице 4.1. необходимо применить критерий 
Фишера-Снедекора: 

    06.219.252.4UDUDF 21   
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Кроме того, степени свободы в данном случае, 

соответственно равны 
1 = 15, 

2 =12 и с помощью таблицы 

П.4.2 (Приложение 4) получаем 18.3F 025.0;12;15 
. Так как 

величина F меньше табличного значения и, следовательно, не 
попадает в критическую область, то можно считать, что данные 
выборки измерений напряжения не противоречат нулевой 
гипотезе. Другими словами, в анализируемой генеральной 
совокупности дисперсии напряжений в начале и в конце линии 
электропередач равны. 

 

4.2. Основные статистические критерии 

 
Как отмечалось выше, в зависимости от того известен или 

нет закон распределения случайной величины K, могут 
применяться различные виды статистических критериев: 
критерий значимости или критерий согласия  

Статистическим критерием (или критерием значимости) 

называют случайную величину K, , служащую для проверки 
нулевой гипотезы, точное или приближѐнное распределение 
которой известно. Проверка гипотезы о предполагаемом законе 
неизвестного распределения производится также, как и 
проверка гипотезы о параметрах распределения, т.е. при 
помощи специально подобранной случайной величины – 

критерия согласия. 
Рассмотрим подробнее основные виды критериев, 

применяемых в технических расчѐтах.  
 

4.2.1. Критерий Стьюдента 

 
Если дисперсия ГС неизвестна (например, в случаях малых 

выборок), то в качестве критерия проверки нулевой гипотезы 
приминают критерий Стьюдента в виде: 

                                ис0 x)(NMxt                               (4.1) 
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где 
исx)( – «исправленное» среднеквадратичное отклонение

11
; 

x - выборочная средняя; n – объѐм выборки; 
0m - 

предполагаемое значение. 

Величина T имеет распределение Стьюдента 1N   с 
степенями свободы.  

Пример 4.3. По результатам измерений активной мощности 
на подстанции в течении месяца был сформирован массив 
экспериментальных данных. По выборке объѐма n=20, 
извлечѐнной из генеральной совокупности (месячный архив 
данных по активной мощности) найдены выборочная средняя 

P =16 кВт и «исправленное» среднеквадратичное отклонение 

ис = 4.5 кВт. Требуется, при уровне значимости 0.05, проверить 

нулевую гипотезу кВт15M(P):H0  , при конкурирующей 

гипотезе кВт15M(P):H1   

Решение. 

В соответствии с выражением (4.1), вычислим наблюдаемое 
значение критерия Стьюдента: 

    99.05.4201516)P(NMPt ис0набл    

По условию конкурирующая гипотеза имеет вид 

0MM(P) , поэтому критическая область двусторонняя. 

Количество степеней свободы равно 1N  =20-1=19. По 
таблице критических точек распределения Стьюдента 

(Приложение 4, таблица П.4.1)  09.2)19;05.0(t .кр.двуст  . 

Сравниваем наблюдаемое значение критерия с табличным. 

Так как .кр.двустнабл tt  , то нет оснований отвергать нулевую 

гипотезу.  
Для проверки гипотезы о значимости коэффициента 

корреляции используется критерий Стьюдента в виде: 

                                                 
11 «Исправленное» среднеквадратичное отклонение является несмещѐнной 

оценкой генерального среднеквадратичного отклонения, т.е. позволяет по 

выборочным данным рассчитать генеральное среднеквадратичное отклонение.  
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2

В

В

набл

r1

2Nr
t




                                (4.2) 

где 
Вr - выборочный коэффициент корреляции; N – объѐм 

выборки 
В этом случае, распределение Стьюдента имеет степень 

свободы равную 
12

  2N .  
Проверяемый коэффициент корреляции считается 

значимым, если значение tнабл по модулю будет больше, чем 
величина tкр , определенная по таблицам t-распределения 
(табл.П.4.1) 

Пример 4.4. В испытательной лаборатории изучалось 
влияние переменного магнитного поля на микропроцессорные 
реле. Был сформирован двумерный массив данных, содержащий 
значения напряжѐнности магнитного поля, H и времени 
срабатывания реле t. По выборке объѐмом N=122, извлечѐнной 
из двумерного массива, найден коэффициент корреляции 

Вr =0.4. Необходимо, при уровне значимости 0.05, проверить 

гипотезу о значимости выборочного коэффициента корреляции 
необходимо. Другими словами, узнать действительно ли 
напряжѐнность магнитного поля влияет на эффективность 
работы исследуемых реле. 

Решение. 

Вычислим наблюдаемое значение критерия Стьюдента: 

78.4
4.01

21224.0

r1

2Nr
t

2

2В

В

набл










  

Найдѐм число степеней свободы 2N =122 – 2=120. 
Далее по таблице критических точек распределения Стьюдента  

(табл. П4.1) 98.1)120;05.0(t .кр.двуст  . Поскольку .кр.двустнабл tt  , 

                                                 
12 числом степеней свободы в математической статистике называется 

разность между числом измерений n и числом коэффициентов m, 

входящих в уравнение  m21 a...a,ax,y  , т.е. ν = n −m. 
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то наше предположение (нулевая гипотеза) о значимости 
коэффициента корреляции в ГС ошибочны. Другими словами, 
напряжѐнность магнитного поля и время срабатывания реле в 
данном случае некоррелированны.  

 
 
 

4.2.2. Критерий Фишера-Снедекора 

 
Если необходимо проверить гипотезу о равенстве 

дисперсий двух нормальных генеральных совокупностей, то в 
этом случае используется критерий Фишера-Снедекора: 

                                            
 
 2

1xD

xD
F                                        (4.3) 

где     21 , xDxD  - выборочные дисперсии.  

Степени свободы для критерия Фишера-Снедекора 

соответственно равны 1n,1n 2211    

Пример 4.5. В лаборатории двумя приборами в течение 
нескольких дней были проведены измерения напряжения. Из 

полученных генеральных совокупностей 1U  и 2U  были 

извлечены независимые выборки объѐмами 1N =12 и 2N =15, и 

найдены выборочные дисперсии  1UD =11.41 2кВ , 

 2UD =6.52 2кВ . При уровне значимости 0.05 проверить 

нулевую гипотезу    210 UDUD:H   о равенстве 

генеральных дисперсий при конкурирующей гипотезе 

   211 UDUD:H  . 

 
Решение. 

 
Используя формулу (4.3), в рамках критерия Фишера-

Снедекора, найдѐм отношение большей дисперсии к меньшей: 
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75,1
52,6

41,11
наблF  

Конкурирующая гипотеза имеет вид    21 UDUD  , 

поэтому критическая область – правосторонняя. Степени 
свободы будут равны 

141151N,111121N 2211   . По таблице 

критических точек распределения Фишера-Снедекора (табл. 

П.4.2)  находим   56,214.11;05.0 крF . Так как 
крнабл FF  , то нет 

оснований отвергать нулевую гипотезу о равенстве генеральных 
совокупностей. Другими словами, различие «исправленных» 
выборочных дисперсий результатов измерений, выполненных 
двумя приборами, оказалось незначимым. Таким образом, 
приборы имеют одинаковый класс точности.  

 
4.2.3. Критерий Бартлетта 

Если необходимо выполнить сравнение нескольких 
дисперсий нормальных генеральных совокупностей по 
выборкам различного объѐма, то, как правило, используют 
критерий Бартлетта: 

                                
C

V
B                                            (4.4) 

Здесь  







 



l

i

ii xDxDV
1

lg)(lg303.2  ;  










 



l

i il
С

1

11

)1(3

1
1


,  

 l – количество генеральных совокупностей;      







 



l

i

ii xDxD
1

 - 

взвешенная «исправленная» дисперсия по степеням свободы, 

где 



l

i

i

1

 , 1 ii N  

Необходимо отметить, что критерий Бартлетта весьма 
чувствителен к отклонениям заданных распределений от 
нормального. Поэтому к выводам по этому критерию надо 
относиться с  определѐнной осторожностью.  
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Пример 4.6. В испытательной лаборатории четырьмя 
амперметрами в течение нескольких дней были проведены 
измерения электрического тока. Из полученных генеральных 

совокупностей 
4321 ,,, IIII  были извлечены независимые 

выборки 
1N =10 

2N =12, 
3N =15 

4N =16. Выборочные 

дисперсии в этом случае соответственно равны 0.25, 0.40, 0.36, 

0.46 2А . При уровне значимости 0.05 проверить гипотезу об 
однородности дисперсий. 

 

Решение. 

Составим расчѐтную таблицу 4.2 (столбец 8 пока заполнять 
не будем, поскольку ещѐ неизвестно, требуется ли вычислять C). 

Пользуясь расчѐтной таблицей, найдѐм: 
 

    2
l

1i

ii A3768.050/99.18IDID 







 



 ; 5795.13798.0lg   

 

      02.15305.225795.150303.2xDlgxDlg303.2V
l

1i

ii 







 



  

Таблица 4.2 

Результаты вычисления критерия 

i in  ik  2
is  

2
iisk  

2slg  
2
ii slgk  

1 10 9 0.25 2.25 1.3979 6.5811 

2 13 12 0.40 4.80 1.6021 5.2252 

3 15 14 0.36 5.04 1.5563 7.7822 

4 16 15 0.46 6.90 1.6628 6.9420 

   k=15  18.99  22.5305 

 
 

По таблице критических точек распределения (табл. 

П.4.3.)   8.73;05.02
кр  . Так как 

2
крV  , то естественно 

(поскольку С>1) и, используя (4.4),   2

кризм CVB  . 
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Следовательно, отвергнуть нулевую гипотезу об однородности 
дисперсий нет оснований. Другими словами, исправленные 
выборочные дисперсии различаются незначимо. 

 
4.2.4. Критерий Кочрена  

В том случае, когда независимые выборки сравниваемых 
дисперсий имеют одинаковый объѐм, используют критерий 
Кочрена. Он представляет собой отношение максимально 
«исправленной» дисперсии к сумме всех «исправленных» 
дисперсий: 

                             NxDxDxDxDG  ...21max
           (4.5) 

Распределение этой случайной величины зависит только от 

числа степеней свободы 1N   и количества выборок. 
Пример 4.7. В испытательной лаборатории четырьмя 

ваттметрами выполнены измерения активной мощности. Из 

полученных генеральных совокупностей 4321 P,P,P,P  были 

извлечены независимые выборки N=17. Найдены 
«исправленные»  дисперсии, которые в этом случае 

соответственно равны 0.26, 0.36, 0.40, 0.42 2Вт . Требуется 
проверить нулевую гипотезу об однородности дисперсий 
генеральных совокупностей . при уровне значимости 0.05 

Решение. 

В соответствии с формулой (4.5), найдѐм значение критерия 
Кочрена: 

  2917.042.040.036.026.042.0Gнабл   

По таблице критических точек распределения Кочрена 

П.4.4. (Приложение 4)   4356.04;16;05.0Gкр  . Так как 

кризм GG  , то нет оснований отвергать нулевую гипотезу. 

Другими словами, «исправленные» выборочные дисперсии  
различаются незначимо.  

4.2.5. Критерий согласия Пирсона (критерий
2 ) 
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Имеется несколько критериев согласия 2  («хи квадрат»): 

Пирсона, Колмогорова, Смирнова и т.д. Основным в 
практических инженерных расчѐтах является критерий согласия 
Пирсона.Сущность критерия согласия Пирсона состоит в 

сравнении эмпирических и теоретических частот 

исследуемой выборки. 
Обычно эмпирические (экспериментальные) и 

теоретические (вычисленные в предположении нормального 
закона распределения) частоты различаются. Возможно ли, что 
расхождение частот не случайно, и объясняется тем, что 
теоретические значения вычислены исходя из неверной нулевой 
гипотезы? Критерий Пирсона отвечает на этот вопрос, но, как и 
любой другой критерий, он не доказывает, а лишь 
устанавливает на принятом уровне значимости согласие или 
несогласие с имеющимися результататми измерений. 

Математически критерий согласия Пирсона можно записать 
следующим образом:  

                                       



rk

1i

'
i

2'
ii

2 nnn                            (4.6) 

где in , '
in  - соответственно эмпирические и теоретические 

частоты; rk - число групп выборки 

Пример 4.8. Сформирован месячный массив данных 
измерений напряжения в узле (табл. 4.3). При уровне 
значимости 0,05 проверить гипотезу о нормальном 
распределении ГС измерений напряжения, если известны 
эмпирические и теоретические частоты.  

Таблица 4.3. 
Исходные данные 

Эмпирические частоты 6 13 38 74 106 85 30 14 
Теоретические частоты  3 14 42 82 99 76 37 13 

Решение. 

Вычислим  2
набл , для чего составим таблицу 4.4.  

Таблица 4.4 
Результаты вычисления критерия 

i  
in  '

in  '
ii nn   2'

ii nn    '

i

2'

ii nnn 
2
in  '

i
2
i nn  



100 
 

   

1 6 3 3 9 3 36 12 

2 13 14 -1 1 0.07 169 12.07 

3 38 42 -4 16 0.38 1444 34.38 

4 74 82 -8 64 0.78 5476 66.78 

5 106 99 7 49 0.49 11236 113.49 

6 85 76 9 81 1.07 7225 95.07 

7 30 37 -7 49 1.32 900 24.32 

8 14 13 1 1 0.08 196 15.08 


 

366 366   2
набл =7.19  373.19 

 
 
Найдѐм число степеней свободы, учитывая, что число групп 

выборки (число различных вариант) s=8; ν=8-3=5. По табл.П.4.5 

критических точек распределения 
2 , при известном уровне 

значимости α=0.05 и числу степеней свободы ν=5 находим 

значение 1.11)5;05.0(2

.кр
 . 

Так как 
2
кр

2
набл   , то нет оснований отвергать нулевую 

гипотезу. Другими словами, расхождение эмпирических и 
теоретических частот незначимое. Следовательно, данные 
измерений согласуются с гипотезой о нормальном 
распределении ГС.  

 

 4.3. Погрешности измерений
13

 

 
Расчѐты режимов ЭЭС осуществляются с использованием 

представительных массивов экспериментальной информации, 
сформированных по данным измерений параметров в 
электрических сетях. Принято различать прямые  и косвенные 

измерения [10-12]. При прямом измерении значение 

                                                 
13

 При написании подраздела использованы материалы учебного пособия 
Саламатов Г.П., Попова Е.В. Основы метрологии и измерения электрических 

величин. – Братск: БрГТУ, 2002. – 90С. 
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конкретного параметра определяется непосредственно по 
показаниям измерительного прибора. Однако, в ряде случаев 
значение искомого параметра определяют косвенно, путѐм 
соответствующих расчѐтов. К примеру, по измерениям величин 
тока и напряжения, используя закон Ома, вычисляется величина 
электрического сопротивления. Но независимо от того, имеем 
ли мы дело с прямыми или косвенными измерениями 
определить истинное значение параметра невозможно. В 
лучшем случае, можно лишь указать (да и то приближѐнно) 
интервал возможных значений измеряемого параметра, x внутри 

которого расположено его искомое значение, истx . Иначе 

говоря, если измеренное значение параметра - измx , то в 

результате измерений можно записать следующее неравенство 

                       xxxxx измистизм                        (4.7) 

Величину x  называют погрешностью измерения. При 

этом, чем меньше величина x , тем точнее выполнено 
измерение.   

Результат всякого точного измерения имеет малую ценность 
до тех пор, пока не указана погрешность, с которой оно 
выполнено. Следует всегда помнить, что никакое измерение не 
может быть выполнено абсолютно точно. Его результат всегда 
содержит некоторую погрешность. Измерения, которые были 
произведены при сравнении измерительных инструментов и 
приборов с эталоном, также присуща большая или меньшая 
погрешностью.  

Таким образом, в результате измерений и расчѐтов всегда 
получают искомую величину параметра с некоторой 
погрешностью. Поэтому в задачу определения того или иного 
параметра входит не только нахождение самой величины 
параметра, но также и оценка погрешности, допущенной при 
измерении этого параметра 

При оценке погрешностей принято придерживаться 
следующей классификации: 

1. Типы погрешностей 
2. Условия возникновения 
3. Причины возникновения 
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Рис. 4.3. Блок-схема погрешностей измерений 

На основании представленной блок-схемы (рис. 4.3) 
рассмотрим подробнее такую классификацию. 

 Типы погрешностей.   
Погрешности измерений принято подразделять на 

систематические, случайные  и грубые . Систематические 

погрешности вызываются факторами, действующими 
одинаковым образом при многократном повторении одних и тех 
же измерений. Другими словами, это погрешности, значения 
которых одинаковы во всех измерениях, проводящихся либо 
одним и тем же методом, либо с помощью одних и тех же 
измерительных приборов. 

Пример 4.9. На миллиамперметре со шкалой 0…75 мА 
проведено измерение тока и получен результат 65.3 мА. 
Оценить систематическую погрешность измерений, если класс 
прибора равен 1.0 

Решение. 

Класс точности электроизмерительных приборов указывает 
максимальную погрешность прибора в процентах от верхнего 
предела измерений. Так, исследуемый миллиамперметр даѐт 

погрешность в измерении величины тока не более 01.075 = 
0,75 мА. Такая погрешность относится к статической и всегда 
будет присутствовать при измерении 

Следовательно, если получен результат I=65.3 мА, то, с 
учѐтом систематической погрешности, можем записать 
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I=65,3±0,8 мА (0,8 взято как округление найденной 
погрешности до первой значимой цифры). Таким образом, с 
учѐтом систематической погрешности, можно сказать, что 
действительное значение величины тока лежит в пределах от 
64.5 до 66.1 мА.  

Пример 4.10. Амперметр со шкалой 0…5 А и классом 
точности 0.5 подключен через трансформатор тока 
(коэффициент трансформации 20/5, класс точности 0,2) к 
электрической цепи. Показания прибора – 4,1 А. Определить 
величину измеренного тока и предел основной допустимой 
погрешности. 

 

 

 

Решение. 

Найдѐм действительное значения тока измеренного 
амперметром, умножив его показания на номинальный 
коэффициент трансформации трансформатора тока: 

 Аkном 4,16
5

20
1,4II изм1   

Рассчитаем пределы основной допустимой погрешности по 
следующей формуле: 

изм

N

maxmax
I

I
   

Класс точности амперметра – 0,5 
Класс точности трансформатора тока – 0,2  
Предел измерения – 5 А.  
Тогда имеем 

%62.0
1.4

5
5.0

max
  

Найдѐм предел суммарной допустимой погрешности:  

%82.062.02.0A

max

TT

max



  
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Случайные погрешности имеют различные значения даже 
для измерений, выполненных одинаковым образом. Своим 
происхождением случайные погрешности обязаны ряду причин, 
действие которых неодинаково в каждом опыте и не может быть 
учтено. 

Случайные погрешности считаются нѐустранимыми, но с 
помощью методов теории вероятностей можно учесть их влияние 
на оценку истинного значения измеряемого параметра. Случайные 
погрешности измерений характеризуются определенным законом их 
распределения. Существование такого закона можно обнаружить, 
повторяя много раз в неизменных условиях измерения 
отдельного параметра и подсчитывая число m  тех результатов 
измерения,  которые попадают в тот или иной интервал.  
Отношение числа m общему числу  произведѐнных измерений  n  
при достаточно большом n оказывается близким к постоянному 
числу. Это обстоятельство  позволяет применить к изучению 
случайных погрешностей методы теории вероятностей 

В вероятностной модели случайные погрешности 

axx  , (а значит и сами результаты измерений xax  ) 
рассматриваются как случайные величины.  В качестве закона 
распределения случайной погрешности чаще всего принимается 
нормальный закон распределения. Плотность, при котором равна 

                                  2

2

2

2

1




x

exP




  

где σ – параметр, характеризующий точность измерений и 
называемый средней квадратической ошибкой.  

Вероятность попадания случайной величины   в любой интервал 
вычисляется при этом по формуле 

                            
1221

xФxФxxxP  ,                         

а вероятность того, что случайная погрешность x  выйдет за 
границы интервала  , равна  

                                       ФxP 21 ,                         (4.8) 

В выражении (4.8) функция распределения вероятностей, 
Ф(β), называется интегралом вероятности и определяется по 
табл.П3. 
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При больших значениях β вероятность  xP  мала. 

При β =3 вероятность выхода случайных погрешностей за 
границы ±3β равна 0,0027, т.е. очень мала. Поэтому выход 
случайного параметра за трехсигмовые пределы считают 
практически невозможным. Другими словами, принимается, что 
случайные погрешности измерений ограничены по абсолютной 
величине значениями ± 3σ    

Параметр σ называется средней квадратической 

погрешностью измерения, стандартной погрешности или 
просто стандартом, Иногда применяют и другие показатели 
точности измерений.   

Вероятная погрешность 

  )5,02(,6745.0   Ф  

Средняя абсолютная погрешность 

  7979.0  xxPxV  

Мера точности  

 2

11
7071.0 h  

Третий тип погрешностей, с которыми приходится иметь 
дело, - это грубые погрешности, или промахи. Под грубой 
погрешностью измерения понимается погрешность, 
существенно превышающая ожидаемую при данных условиях. 
Подобное может произойти вследствие неправильной записи 
показаний прибора, неверного съѐма отсчѐта и т.п.  

 Условия возникновения 

В зависимости от класса точности средств измерений 
стандарт устанавливает различные пределы допускаемых 
основных и дополнительных погрешностей средств 
измерений в виде абсолютных приведѐнных или относительных 
погрешностей. При этом под основной погрешностью 
понимают погрешность, свойственную средству измерений, 
эксплуатируемому в нормальных условиях применения. 
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Важными факторами, определяющими точность средств 
измерений, являются условия их применения, которые могут 
изменяться, вызывая появление дополнительных 

погрешностей. В стандарте (технических условиях) введено 
понятие нормальных условий применения средств измерения. 
Это те условия, когда влияющие величины имеют нормальные 
значения или находятся в пределах нормальной области 
значений. При этом нормальное значение влияющей величины - 
значение величины (с нормированными отклонениями), 
устанавливаемое в стандарте, при котором значение 
погрешности для данного вида измерений не должно превышать 
установленных пределов. 

 Причины возникновения 

В классификации погрешностей очень важным моментом 
является выяснение причин возникаемых погрешностей. По 
этому критерию погрешности подразделяют на субъективные  и 
объективные. Субъективные погрешности появляются 
непосредственно по вине человека, проводящего измерения. Их 
можно отнести к рассмотренным выше промахам. 
Объективные же погрешности уже не связаны с человеком, а 
зависят от средства измерения и метода, с помощью которого 
проводится то или иное измерение. Исходя из этого, 
объективные погрешности можно дополнительно разделить на 
инструментальные и методические  

Инструментальными (приборными или 

аппаратурными) погрешностями средств измерений 
называются такие, которые принадлежат данному средству 
измерений, могут быть определены при его испытаниях и 
занесены в его паспорт. 

Необходимо подчеркнуть, что оценка по допустимым 
пределам погрешностей средств измерения даѐт предельные 
результаты, которые не могут быть превышены при самых 
неблагоприятных условиях. Принято считать, что реальная 
погрешность попадает в вычисленный интервал с вероятностью, 
равной единицы 

Рассмотрим несколько примеров оценки инструментальной 
погрешности.  
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Пример 4.11. Для измерения мощности используется анало-
говый ваттметр класса точности 1,5 с пределом измерения 500 
Вт. Записать результаты измерений, когда показания прибора 
равны соответственно 125 Вт и 400 Вт. 

 

Решение 

Предел допустимой абсолютной погрешности ваттметра со-
ставляет 

 

Тогда действительные значения мощности на отметках 125 
и 400 Вт со 100 %-й вероятностью находятся в интервалах 

 

 

 
 
Пример 4.12. При измерении частоты цифровым 

частотомером с пределом 100 кГц и классом точности 0,05/0,02 
получен результат 78 кГц. Оценить величину погрешности 
измерения. 

Решение 

Предел допустимой относительной погрешности 

 

Предел допустимой абсолютной погрешности 

 

Действительное значение измеренной частоты находится в 
интервале 
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f = (78,000 ± 0,044) кГц. 

При косвенных измерениях погрешность в самом 
неблагоприятном случае будет равна арифметической сумме 
пределов допустимых погрешностей используемых средств 
измерения. 

Пример 4.13. При измерении мощности двигателя постоян-
ного тока используется амперметр класса точности 0,5 с 
пределом измерения 100 А и вольтметр того же класса с 
пределом измерения 150 В. Показания приборов оказались 
соответственно равными 75 А и 110 В. Определить величину 
мощности и предел допустимой погрешности.  

 

Решение 

Измеренное значение мощности 

 

Пределы допустимых относительных погрешностей ампер-
метра и вольтметра соответственно 

 

 

Суммарная погрешность 

 

Предел абсолютной допустимой погрешности  

 

Действительное значение мощности 

Р = (8250±111,38) Вт. 
 
Однако, кроме инструментальных погрешностей, при 

измерениях возникают ещѐ и такие погрешности, которые не 
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могут быть приписаны данному прибору, не могут быть указаны 
в его паспорте и называются методическими, т. е. связанными 
не с самим прибором, а с методом проведения измерений.  

Очень часто причиной возникновения методической 
погрешности является то, что, организуя измерения, нередко 
измеряют или вынуждены измерять не ту величину, которая в 
принципе должна быть измерена, а некоторую другую, 
достаточно близкую, но не равную ей.  

Примером такой методической погрешности может служить 
погрешность, возникающая при измерении напряжения 
вольтметром. 

Вследствие шунтирования входным сопротивлением 
вольтметра того участка цепи, на котором измеряется 
напряжение, оно оказывается меньшим, чем было до 
присоединения вольтметра. Поэтому для одного и того же 
вольтметра, присоединяемого поочередно к разным участкам 
исследуемой цепи, эта погрешность различна: на низкоомных 
участках – незначима, а на высокоомных может быть очень 
большой.  

Естественно, размер этой переменной погрешности не 
может быть указан в паспорте прибора, и она является 
методической. Для расчѐта этой погрешности пользователь 
должен при каждом конкретном измерении напряжения 
измерять еще и выходное сопротивление исследуемой цепи 
между точками, к которым присоединѐн вольтметр, т. е. 
производить дополнительное исследование объекта измерения. 

Так, погрешность, рассмотренная выше, в примерах 4.9 и 
4.10, в более полной классификации можно охарактеризовать 
как систематическую, инструментальную и основную.   

 

Контрольные вопросы к главе 4 

 
1. Раскройте сущность нулевой и альтернативной гипотез 
2. Что такое статистическая гипотеза? 
3. Дайте определение критерия значимости 
4. Раскройте понятия «область принятия гипотезы» и 

«критическая область» 
5. Что такое критические точки? 
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6. Изложите основной принцип проверки статистических 
гипотез 

7. Чем отличается критерий согласия от критерия 
значимости? 

8. Приведите виды критических областей 
9. Каковы условия применения критерия Стьюдента? 
10. Дайте определение критерия Фишера-Снедекора 
11. Запишите критерий Кочрена и поясните область его 

применения 
12. Укажите условия применения критерия Бартлетта 
13. Раскройте сущность критерия Пирсона  
14. Приведите блок-схему возможных погрешностей 

измерений 
15. Представьте основные типы погрешностей измерений 

 

 

 
ГЛАВА 5. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОБРАБОТКА  

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ 
 
В электроэнергетике экспериментальные исследования 

получили большое распространение как на этапе 
проектирования, так и при текущей эксплуатации электрических 
сетей. 

До настоящего момента в учебном пособии основное 
внимание было уделено расчѐтам нормального установившегося 
режима. При этом предполагалось, что имеется необходимая 
исходная информация о параметрах режима и параметрах сети, 
позволяющая однозначно рассчитать исследуемый режим 
работы последней. К сожалению, необходимо отметить наличие 
серьѐзного дефицита измерений (в первую очередь, по 
параметрам режима) в отечественных электрических сетях. 
Неизбежные выходы из строя измерительных приборов и 
систем, сбои и отказы в работе каналов передачи данных, а 
также выводы их в ремонт и на профилактику лишь усугубляют 
проблему дефицита исходной информации. 

Определѐнным выходом из сложившейся ситуации, с целью 
восполнения исходной информации в электрических сетях, 
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является использования псевдоизмерений
14

. Это возможно в 
так называемых «жѐстких» технических системах, в которых 
строго выполняются определѐнные законы и правила. К 
примеру, в электроэнергетике законы Кирхгофа и Ома, с одной 
стороны, позволяют установить наличие устойчивых 
статистических взаимосвязей между отдельными параметрами в 
электрической сети. С другой стороны, они препятствуют 
внезапному (самопроизвольному) изменению отдельного 
параметра при неизменности других.  

 
5.1. Регрессионные модели в электроэнергетике 

 
При математической обработке массивов 

экспериментальной информации возникает необходимость в 
подборе эмпирических формул, устанавливающих связь одного 
измеренного параметра с другим. 

Задача определения точного вида выявленной 
взаимозависимости параметров решается с помощью 

регрессионного анализа. 
Регрессионный анализ заключается в определении 

аналитического выражения связи, в котором изменение одного 
параметра (у) обусловлено влиянием другого параметра (х). 
Количественная оценка данной взаимосвязи осуществляется с 
помощью построения регрессионной функции - уравнения 

регрессии. 
В общем случае уравнение регрессии зависимого параметра, 

у от независимого параметра х можно записать в виде 
аналитического полинома степени п: 

                    у = а + bх + сх
2
 +... +fx

n
 .                      (5.1) 

В простейшем случае между двумя коррелированными пара-
метрами существует линейная связь, для которой выражение 
(5.1) можно переписать в следующем виде: 

                                    y = α + βx.                                      (5.2) 

                                                 
14

 Дополнительные данные, получаемые с помощью математических моделей.  
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Выражение (5.2) является линейным уравнением 

регрессии, в котором величина α называется свободным 
членом уравнения регрессии, а величина β - коэффициентом 
уравнения регрессии.  

Предположим, что в результате измерений сформированы 
массивы экспериментальной информации по параметрам х и у, 
которые связаны зависимостью вида у =f(x), а график этой зави-
симости представлен на рис. 5.1. 

Из курса высшей математики известно, что через любые п 
точек всегда можно провести кривую, выражаемую 
аналитическим полиномом степени (n-1), так чтобы она в 
точности прошла через каждую из точек (рис. 5.1, непрерывная 
кривая). Однако вид такой кривой крайне сложен для еѐ 
математического описания. Возникает задача сглаживания 

экспериментальной зависимости. Экспериментальные данные 
желательно обработать так, чтобы по возможности достаточно 
точно отразить общую тенденцию зависимости у от х, но вместе 
с тем «сгладить» нехарактерные, случайные отклонения, 
вызванные, в том числе, и неизбежными погрешностями 
измерений, подробно представленными в предыдущей главе 
учебного пособия. Одним из эффективных методов расчѐтного 
сглаживания является метод наименьших квадратов (прил. 5). 
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Рис. 5.1 Вид экспериментальной зависимости между  

параметрами  
 
Пусть имеем данные экспериментальных измерений по 

параметрам xi, и yi. Рассмотрим случай линейной регрессии вида 
(5.2). Используя метод наименьших квадратов, можно записать 

 

                                       (5.3) 
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Раскроем скобки в этих уравнениях и, произведя 

суммирование, получим 

                                     (5.4) 
 
Выразим из второго уравнения системы (5.4) коэффициент 

уравнения регрессии 
 

                                                     
(5.5) 

 
Свободный член уравнения регрессии а также можно найти 

из системы уравнений (5.4). Но проще величину α выразить 
через β: 

                                     

                                              (5.6)  
         

Выражение (5.6) можно переписать в виде: 

                    (5.7)          

Величина α, вычисленная по формуле (5.7), позволяет 

отобразить наиболее характерную кривую с учѐтом поведения 

параметров xi и yi и математических ожиданий М(x) и М(у). 
Величина β характеризует угловой коэффициент (угол наклона к 

оси Oх). 

К сожалению, такой подход для расчѐта линейного 
уравнения регрессии очень трудоѐмок вследствие сложности 

расчѐтов α и β .  
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Расчѐты значительно упрощаются, если использовать коэф-
фициент корреляции r. Знак при r показывает характер 
тенденции корреляционной связи и является одним из 
критериев правильности выполненных расчѐтов: 

 знак «+» означает, что изменение исследуемых парамет-
ров х и y  имеет одинаковую тенденцию 
(корреляционная связь положительная); 

 знак « – » означает, что изменение исследуемых 
параметров х и у имеет разную тенденцию 
(корреляционная связь отрицательная); 

 значение r = 0 означает, что корреляционная связь 
между параметрами х и у  отсутствует. 

Для статистического определения коэффициента 

корреляции между двумя случайными величинами у  и х 

необходимо иметь данные их измерений. Пусть наблюдались 

следующие пары одновременных измерений величин y и x: 

   Тогда для получения зависимости 

 нужно найти α, β, σx, σy,и r по следующим формулам: 

 

                               
(5.8) 

Важной проверкой составления регрессионной модели явля-

ется знак коэффициента в правой части уравнения: 

 знак «+» означает, что изменение исследуемых парамет-
ров х и у  имеет одинаковую тенденцию; 

 знак «–»– разную тенденцию. 
Пример 5.1. В течение ряда лет максимум нагрузки энерго-

системы Р (МВт) и годовая выработка электроэнергии W (млрд 
кВт·ч) имели следующие значения:  
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P 1000 1100 1220 1350 

W 5,6 6,6 7,0 7,8 

 

Решение 

1. Для заданных параметров Р и W определим основные 

статистические характеристики:  

 нагрузка потребителей Р 

М(Р)= (1000 +1100 +1220 +1350)/4 = 1167,5 [МВт], 
 

 
 

 

 

 годовая выработка электроэнергии W 

M(W) = (5,6 + 6,6 + 7,0 + 7,8)/4 = 6,75 [млрд кВт·ч], 

  

2. По формуле (5.8) определим величину коэффициента кор-
реляции: 

 

 
 

Так как параметры Р и W имеют одинаковую тенденцию 
изменения - оба увеличиваются, положительный знак при коэф-
фициенте корреляции r определен верно. 

Запишем уравнение регрессии Р на W: 
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Окончательно имеем 
Р = 67,5 + 163,2W.  

Положительный знак у параметра W в правой части уравне-
ния регрессии свидетельствует об идентичной тенденции в 
изменении параметров, что соответствует истине. 

Зная ожидаемое значение W, можно определить 
математическое ожидание величины Р. 
Проверка 

Приняв из таблицы W= 5,6 млрд кВт · ч, по уравнению ли-

нейной регрессии находим Р = 67,5 + 163,2·5,6 = 981,4 МВт. В 

этом случае погрешность сглаживания будет равна 

 = |1000-981,4|/1000 = 1,858 % .  
 

5.2. Метод статистических испытаний (метод Монте -Карло) 

 
При изучении аварийных режимов в электрических сетях 

широко применяется метод статистических испытаний, назы-
ваемый методом Монте-Карло. 

Датой рождения метода Монте-Карло принято считать 1949 
г., когда американские учѐные Н. Метрополис и С. У лам 
опубликовали статью «Метод Монте-Карло», в которой 
систематически его изложили. Название метода связано с 
названием города Монте-Карло, где в игорных домах (казино) 
играют в рулетку - одно из простейших устройств для 
получения случайных числе, на использовании которых основан 
этот метод. 

Развитие метода Монте-Карло было тесно связано с 
созданием быстродействующих ЭВМ, т.к. достижение 
достаточной точности исследований случайных процессов (в 
том числе и аварийных режимов в электрических сетях) 
возможно лишь при большом числе испытаний, требующих 
значительных затрат времени. 
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Суть метода Монте-Карло заключается в том, что вме-
сто аналитических вычислений различных вероятностных ха-
рактеристик производится моделирование («розыгрыш») 
изучаемого режима с помощью массивов (датчиков) случайных 
чисел. По результатам моделирования составляется таблица 
Монте-Карло, при заполнении которой придерживаются 
следующего правила: если выбранное случайное число 
превосходит вероятность безотказной работы данного 
элемента, то считается что этот элемент отказал (в 
таблице ставится знак «-»), в противном случае принимается, 
что элемент остаѐтся в работе (в таблице ставится знак 
«+»). 

Пример 5.2. Система электроснабжения (СЭС) включает 
два последовательно работающих энергорайона (рис. 5.2). 
Первый энергорайон включает в себя три подстанции А, В и С, 
соединѐнные параллельно. Во второй энергорайон входят 
подстанции D и Е, соединѐнные последовательно. Найти: а) с 
помощью метода Монте-Карло вероятность безотказной работы 
СЭС Р, если Р(А) = 0,73; Р(В)  = 0,87; Q(C) = 0,12; Р(Е) = 0,73; 
Q(D) = 0,11. Выполнить 10 испытаний, начиная с 67 строки 
таблицы случайных чисел (прил. 7); б) определить абсолютную 

погрешность , где  вероятность безотказной работы 
СЭС, вычисленная аналитически. 

 

 
Рис.5.2. Система электроснабжения 
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Решение 

1. По данным задачи для всех анализируемых подстанций 
запишем вероятность безотказной работы: 

P( A)  = 0,73; Р( В)  = 0,87; Р(С) = 1-0,12 = 0,88; Р( Е)  = 0,73; P( D)  

= 1-0,11 = 0,89; Р( Е)  = 0,73. 

2. Приступаем к заполнению таблицы Монте-Карло 
(табл. 5.1). По таблице случайных чисел (прил. 6) из 67 строки 
выбираем первые пять чисел: 68; 43; 49; 46; 88, переводим их 
в значения вероятности безотказной работы отдельных 
подстанций: 0,68; 0,43; 0,49; 0,46; 0,88 и заносим в таблицу 
Монте-Карло. В соответствии с приведѐнным выше правилом 
производим моделирование. В дальнейшем с учѐтом 
особенностей работы при параллельном и последовательном 
соединениях элементов делаем заключение о работе как 
отдельных энергорайонов, так и энергосистемы в целом. 

Аналогично осуществляем моделирование и для остальных 
девяти опытов. 

 
 
 

Таблица 5.1 
Таблица Монте-Карло 

Э
н
ер

го
р
а

й
о
н
ы

 

Случайные числа Заключение о работе 

подстанции подстанции Энерго- 

A B C D E A B C D E района системы 

I 

II 

0.68 

 

0.43 

 

0.49 

 

 

0.46 

 

0.88 

+ 

 

+ 

 

+ 

 

 

+ 

 

- 

+ 

- 
- 

I 
II 

0.84 
 

0.47 
 

0.31 
 

 
0.36 

 
0.22 

- 
 

+ 
 

+ 
 

 
+ 

 
+ 

+ 
+ 

+ 

I 

II 

0.62 

 

0.12 

 

0.69 

 

 

0.84 

 

0.08 

+ 

 

+ 

 

+ 

 

 

+ 

 

+ 

+ 

+ 
+ 

I 

II 

0.54 

 

0.74 

 

0.52 

 

 

0.45 

 

0.91 

+ 

 

+ 

 

+ 

 

 

+ 

 

- 

+ 

- 
- 

I 

II 

0.35 

 

0.70 

 

0 

 

 

0.47 

 

0.54 

+ 

 

+ 

 

+ 

 

 

+ 

 

+ 

+ 

+ 
+ 

I 0.83 0.82 0.45   - + +   + - 
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II    0.26 0.92    + - - 

I 

II 

0.88 

 

0.30 

 

0.95 

 

 

0.28 

 

0.63 

- 

 

+ 

 

- 

 

 

+ 

 

+ 

+ 

+ 
+ 

I 

II 

0.01 

 

0.19 

 

0.89 

 

 

0.01 

 

0.14 

+ 

 

+ 

 

- 

 

 

+ 

 

+ 

+ 

+ 
+ 

I 

II 

0.97 

 

0.44 

 

0.03 

 

 

0.44 

 

0.10 

- 

 

+ 

 

+ 

 

 

+ 

 

+ 

+ 

+ 
+ 

I 
II 

0.32 0.68 0.08 
 

0.51 
 

0.43 
+ 
 

+ 
 

+ 
 

 
+ 

 
+ 

+ 
+ 

+ 

 
3. По результатам моделирования в рамках метода Монте- 

Карло определяем вероятность безотказной работы СЭС Р: 

 

4. Выполним аналитический расчѐт вероятности 
безотказной работы СЭС Р: 

а) с учѐтом последовательногосоединения энергорайонов 

 

       б) для первого энергорайона можно записать 

 

 =1-0,766 = 0,234;  

 = 

PI    =1 0,06 = 0,94; 

в) для второго энергорайона с учѐтом последовательного 
объединения подстанций D n E можно вычислить РII: 

РII=P(D)·P(E) = 0,89·0,73 = 0,65; 
 

г) искомая величина Р составит 

Р = 0,94 · 0,65 = 0,611. 

5. Определим абсолютную погрешность моделирования по 
методу Монте-Карло: 

= |0,7- 0,611| = 0,089.  
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5.2.1. Датчики случайных чисел 

 
Первоначально массивы случайных чисел, 

предназначенные для моделирования по методу Монте-Карло, 
заносились непосредственно в оперативную память ЭВМ. Это в 
конечном итоге негативно сказывалось на возможностях 
вычислительных машин (объѐмы оперативной памяти, 
быстродействие и т.д.) при решении основной задачи. 

 Физические датчики 

Определѐнным выходом явилось использование 
физических датчиков. Случайные числа выбирались 
непосредственно из ЭВМ по результатам измерений 
электрических параметров (к примеру, величины тока в цепях 
ЭВМ или значений напряжения на шинах питания). При таком 
подходе фиксированные значения параметров, обозначенные 
цифрами, начиная со второго-третьего знака после запятой, 
являлись случайными. Это позволяло получать необходимый 
объѐм случайных чисел при моделировании анализируемого 
случайного процесса. Известны и другие способы организации 
физических датчиков, в том числе на генераторе шумов, 
представляющем собой электронную лампу (случайно является 
число выбрасываемых электронов), или на радиоактивном 
элементе (случайным является число выбрасываемых частиц). К 
сожалению, дополнительное создание цепей измерения для 
физических датчиков приводило к существенному снижению 
надѐжности работы ЭВМ. 

 Математические датчики 

Датчик фон Неймана (рис. 5.3) В ЭВМ первоначально 
вводится произвольное число α0 с 20 разрядами. Машина 

вычисляет значение его квадрата , содержащего 40 разрядов. 
Затем машина выбирает α1, ,  получаемое из середины (с 11-го до 

30-го) разряда числа ,. Число α, является следующим 
случайным числом. При необходимости получения следующего 

случайного числа вычисляется ,, из середины его выбирается 
случайное число α2 и т.д. 
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Рис. 5.3. Математический датчик фон Неймана 

 
Усовершенствованный датчик фон Неймана. Перво-

начально в машину вводятся два произвольных числа α0, и α1, с 
20 разрядами каждое (рис. 6.4). Машина вычисляет произведе-
ние α0·α1 и выбирает его до середины (с 11-го по 30-й разряд), 
что даѐт число α2. Затем из середины произведения α1·α2 выби-
рается число α3 и т.д. 

 
 

Рис. 5.4. Усовершенствованный датчик фон Неймана 
 
Датчик Вейнгардена. Вводится ряд произвольных случай-

ных чисел α0,  α1, . . . ,  α, равномерно распределѐнных в интервале 
(О, 1). На ЭВМ с помощью произвольных коэффициентов к вы-
числяется величина k 1·α0+k2·α1+…+kp·αp.  Находится его дробная 
часть, которая и является случайным числом αp+1 , и т.д.  

 

Контрольные вопросы к главе 5 

 
1. Дайте определение псевдоизмерениям. 
2. Сформулируйте сущность регрессионного анализа. 
3. Что такое уравнение регрессии? 
4. Раскройте задачу сглаживания экспериментальной 

зависимости. 
5. Изложите суть метода Монте-Карло. 
6. Приведите правило заполнения таблицы Монте-Карло. 
7. Что относится к датчикам случайных чисел? 
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8. Охарактеризуйте физические и математические датчики 
случайных чисел. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

РАЗДЕЛ III. ВЕРОЯТНОСТНО-СТАТИСТИЧЕСКИЕ 

МЕТОДЫ ПРИ РАСЧЁТАХ РЕЖИМОВ 

ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СЕТЕЙ 

 
Глава 6. Расчѐт параметров режима вероятностными 

методами 

 
6.1. Расчет интегральных характеристик режимов  

сложных электрических сетей 
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Существующие алгоритмы расчета электрических режимов 
предполагают изменчивость как параметров режима, так и 
параметров схемы. Причем последние, в большинстве случаев 
являются менее изменчивыми (более стабильными). И чаще 
всего параметры схемы представляют в виде 
детерминированных массивов. 

С вероятностно-статистической точки зрения наиболее 
полную информацию об изменении параметров режима дает 
функция распределения. К сожалению, в условиях реальной 
эксплуатации достоверная информация о функциях 
распределения практически отсутствует. Трудность состоит еще 
и в том, что в подавляющем большинстве случаев в отдельном 
узле сосредоточено множество групп электроприѐмников, 
каждая из которых имеет свою индивидуальную функцию 
распределения. А результирующая функция распределения для 
такого узла также не является постоянной, а претерпевает в 
течении времени существенные изменения.  

Поэтому в большинстве практических расчетов режимов 
электрической сети ограничиваются данными о первых двух 
корреляционных моментах ( математическое ожидание, 
дисперсия, электрический стандарт, корреляционная функция 
).В этом случае определяющим является достижение с 
достаточной инженерной точностью (погрешность не 
превышает 15-20%) получаемых результатов. 

Необходимо напомнить, что при детерминированных 
расчетах главной задачей являлся расчѐт активной мощности 
(задача потокораспределения) и определение напряжений в 
отдельных узлах электрической сети. Для решения 
поставленной задачи широко использовались итерационные 
методы (простой итерации, Гаусса – Зейделя, ньютоновского 
типа и т. д.). При вероятностной же постановке приходится 
использовать вероятностные характеристики с априори заданий 
доверительной вероятностью, чаще всего принимаемой равной 
95%.  

В общем случае выбор значений доверительной 
вероятности предопределяется: 

 конкретными требованиями к точности производимых 
расчетов; 
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 возможностями используемого информационно-
измерительного обеспечения; 

 арсеналом средств вычислительной техники. 
Необходимо подчеркнуть, что на практике ориентируются 

на малоитерационные алгоритмы расчетов (как правило, не 
более 5 итераций).  

К особенностям вероятностных расчетов параметров 
электрического режима следует отнести то, что дисперсии 
перетоков мощности определяются по дисперсиям и 
математическим ожиданиям токов и  напряжений. 

При выполнении расчетов по определению вероятностных 
характеристик параметров режимов, к примеру, токов ветвей и 
напряжений в отдельных узлах электрической сети обычно 
используют обобщенные параметры схемы, а именно: 

1. матрица узловых сопротивлений [Z]; 
2. матрица коэффициентов токораспределения [C]; 

3. матрица собственных  iiY  и взаимных [ ijY ], 

проводимостей; 
4. матрица распределения напряжений в ветвях [Д]. 
Топологические особенности рассматриваемой 

электрической схемы представлены матрицами  


M  и  N . 

Проводимости элементов схемы замещения отражены в матрице 

  .  

С учетом такого набора исходной информации, можно 
записать следующие выражения: 

                                       11T
yMyMZ




                (6.1) 

                                      ZAZMyC
T


               (6.2) 

                                               TAZAyY                (6.3) 

                                               TT
CAZD                (6.4) 

Анализируя выражения (6.1)–(6.4) необходимо 
подчеркнуть, что с ростом размерности электрической схемы, 

заполненность исходной матрицы узловых проводимостей  ijY  

падает. В связи с этим учет слабой заполненности такой 
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матрицы позволяет на практике использовать высокоскоростные 
алгоритмы расчета для вычисления матрицы [Z].  

Токи ветвей, I и напряжения узлов, U определяются из 
следующих выражений: 

                                                EJCI                               (6.5) 

                                                EDJZU                              (6.6) 

где [J] – многомерные случайные величины токов узлов; [Е] – 
многомерные случайные величины ЭДС ветвей. 

В простейшем случае искомые параметры в выражениях 
(6.5) и (6.6) являются линейными комбинациями от токов узлов 
и ЭДС ветвей. Но нередки случаи, когда такие комбинации 
являются нелинейными. 

При слабой нелинейности удается несколько упростить 
расчет, приняв параметр с относительно малой нелинейностью 
за линейный. Тогда, пересчитав оставшиеся параметры под 
новые условия, удается в определенной степени снизить 
вычислительные затраты при сохранении относительно высокой 
точности расчетов.   

В общем случае параметры схемы и режима электрической 
сети, а, следовательно, и обобщенные параметры, являются 
комплексными величинами. Однако их использование для 
реальных электрических сетей достаточно трудоемко. Для 
упрощения громоздких расчетов обычно принимают, что ЭДС в 
ветвях электрической схемы отсутствует. Тогда расчет 
производится с использованием параметра тока, 
представленного следующим уравнением: 

                                   JCI                           (6.7) 

Используя выражение (6.7) можно с позиций 
корреляционных моментов рассчитать интегральные 
характеристики электрического режима. При этом целью такого 
расчета является определение математических ожиданий и 
дисперсий действительных и мнимых составляющих токов в 
ветвях, напряжений в узлах, а также корреляционных моментов 
между этими параметрами. При известных характеристиках 
электрической нагрузки матрица математического ожидания 
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действительной  I  , и мнимой  I   составляющих полного тока 

в отдельных ветвях имеют вид. 

                                CIM Re              (6.8) 

                                 CIM Im              (6.9) 

Вычисление вероятностных характеристик в ветвях 
электрической схемы по выражениям (6.8) и (6.9) значительно 
упрощается при наличии высокой степени однородности 
электрической сети. В этом случае мнимая часть матрицы 
коэффициентов токораспределения является 
слабодинамической, что позволяет использовать следующие 
приближенные формулы расчета. 

          







 





pk

ipikkik pk
KCCDCID 2

2
     (6.10) 

           







 





pk

ipikkik pk
KCCDCID 2

2
    (6.11) 

где i=1,2,3…k – число узлов электрической схемы; i=1,2,3….p – 
число ветвей электрической схемы.   

Одной из задач оценки интегральных характеристик режима 
является определение модулей и аргументов полного тока в 
каждой отдельной ветви анализируемой схемы замещения. 

Для упрощения введем 

                          IMIMIM 0

22
                 (6.12) 

             AKIIIDIMIDIM II 
2

22
    (6.13) 

С учетом (6.12) и (6.13) запишем математическое ожидание 
модуля случайной величины для параметра полного тока в виде 

                   
  20

0
2 IM

A
IMIM                     (6.14) 

Второе слагаемое выражения (6.14) является поправкой на 
нелинейность анализируемой схемы электрической сети. Ее 
значения в значительной степени предопределяются 
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величинами математических ожиданий и дисперсий 
действительных и мнимых составляющих полного тока, а также 
значениями корреляционного момента между ними. Величина 
дисперсии модуля комплексной случайной составляющей 
определяется как 

         
     60

2

0 4 IM

A

IM

A
IDIDID    (6.15) 

Определение дисперсии по выражению (8.15) в практике 
вычислений чрезвычайно трудоемко из-за присутствия в нѐм 
нелинейных слагаемых. При этом максимальное значение 
модуля  тока определяется видом распределения полного тока 
(чаще всего нормального), особенностями параметров схемы и 
режима электрической сети и т.д. Необходимость знания 
величин I max требуется для обеспечения устойчивости 
электрического режима в анализируемой электрической схеме. 

                                    IDII max                               (6.16) 

Для расчета в реальных электрических сетях верхняя 
граница для полного тока ветви обычно вычисляется с учѐтом 
поправок, присутствующих в выражениях (6.14) и (6.15). Для 
схем, обладающих высокой степенью однородности не 
требуется учета поправок на нелинейность и расчет, с 
использованием выражений (6.14), (6.15) значительно 
упрощается. 

                                  22

0 IIIMI                        (6.17) 

                                       IDIDID                              (6.18) 

С учетом (6.16) – (6.18) можно определить значение 

предельного тока, 
max

I  в отдельной ветви анализируемой 

электрической схемы. 

                         IDIDIII  
22

max           (6.19) 

Необходимо отметить, что для определения интегральных 
вероятностных характеристик недостаточно знать только  
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величину модуля тока в отдельных ветвях, а требуется хотя бы 
приближенно оценить значение аргумента тока относительно 
величины полного тока ветви. 

Для оценки математического ожидания случайных величин 
аргумента тока используются следующие формулы. 

             
 

 
 


































y
IM

I

IM

I
IM



 0

0

1

arccos       (6.20) 

                            
   








r

IIKIDID
ID                         (6.21) 

где          IIDIIKIID II
 

22
2                                

 

              IDIDII  ;     22
IIKy II
                                                        

 
Используя (6.20) и (6.21) можно определить вероятностные 

характеристики аргумента с точностью до нескольких 
процентов. Однако анализ возможного изменения значений 
величины аргумента гораздо эффективнее выполняется для 
ограниченного диапазона. На практике чаще всего используют 

не весь диапазон   900 , а ограничиваются диапазоном 

возможных значений аргумента исходя из условия, что ток 
ветви достиг предельного значения. В этом случае оценка 
аргумента диапазона возможных изменений осуществляется по 
следующему неравенству          

 

       maxmaxmaxmax IDIMIDIM     

 
Из анализа выражения (6.20) следует, что чем ближе 

значение расчетного тока к его математическому ожиданию, т.е. 
чем более стабилен процесс, тем с большей точностью можно 
воспользоваться более простой приближенной формулой для 
математического ожидания аргумента параметра полного тока в 
ветви. 
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                          
 IM

I
MIM

0

arccos


                   (6.22) 

К сожалению, в реальных электрических сетях далеко не 
всегда можно воспользоваться выражением (6.22).Для 
изменчивых процессов использование этой формулы попросту 
невозможно.  

 

6.2. Расчѐт параметров режима 

 
Как неоднократно подчѐркивалось, в сложных 

электрических сетях изменения параметров режима (перетоки в 
линиях электропередач, напряжения в отдельных узлах, 
величины нагрузок потребителей) носят вероятностный 
характер и для их  оценки требуется определение вероятностных 
характеристик режима. В общем случае такая оценка возможна 
с помощью представленных ранее интегральных характеристик 
режима. Однако в ряде случаев для сложных электрических 
систем более удобным с позиции вычислительных расчѐтов 
оказывается подход, базирующийся на элементах 
корреляционного анализа 

Анализ многочисленных реализаций параметров режима 
показал, что их  корреляционные функции часто можно описать 
выражением вида: 
 

                          cos)( jepk  ,                         (6.23) 

 
где   и   принимаются исходя из особенностей исследуемой 

электрической сети. 
Функция вида (6.23) называется  косинусной. 

При анализе  телеметрической информации, имеющей 
малый интервал дискретизации (секунды и менее) 
корреляционная функция принимает вид: 

                                        
jepk )(                          (6.23а) 

Графически такая функция  представлена на рисунке 6.1, а. 
Если в анализируемом параметре присутствует периодичность 
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изменения, то этот факт находит отражение и в поведении 
корреляционной функции (рис.6.1.б)                    

1

0,5

-0,5

К(р)

t, сек

1

0,5

-0,5

К(р)

t, сек

0 0

 
         а)                                                б) 

Рис 6.1. Графики изменения корреляционной функции для 
измеряемых перетоков мощностей 

  
Для выявления существующих периодичностей изменений 

того или иного параметра, к примеру, суточных графиков 
нагрузок узлов (табл. 6.1), необходима достаточно 
представительная статистика по этому параметру. На практике, 
для получения устойчивых оценок по определению 
периодичности изменения, длина этого периода должна 
составлять примерно 10-15 % от длины массива исходной 
информации. 

При практических расчетах считается, что устойчивая 
периодичность изменения параметра существует, если модуль 
коэффициента корреляции, r не менее 0,75. 

Корреляционный анализ достаточно просто выполнить для 
электрических схем, содержащих небольшое число узлов или 
для схем большой размерности, но с концентрированной 
электрической нагрузкой. В реальности, электрические схемы 
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содержат значительное число потребителей, которые 
объединяют в n групп электроприемников.  С учетом этого 
перепишем формулу (6.23) в виде 

                               



n

i

jepK
1

*cos)(
*

                      (6.24) 

Для реальных электрических сетей выражение (6.24) примет 
вид  

                          )cos()(
1

**

i

n

i

jepK   


                 (6.25) 

Необходимо заметить, что определение математической 
модели по формуле (6.25) не является однозначным и можно 
выделить несколько подходов как к оценке коэффициентов 
такой  модели, так и к определению начальной фазы каждой 
гармоники.  

Первоначально принималось, что фаза для одной из групп 
электроприемников равна нулю. В дальнейшем, относительно 
этой группы, используя соответствующие расчетные 
коэффициенты,  вычислялись гармоники для остальных групп. 

Следующий подход был основан на выделении 
доминирующих групп потребителей и первоочередном  
построении модели именно для них. Это позволяло получить 
более устойчивые модели, хотя и здесь возможен расходящийся 
вычислительный процесс. 

В последнее время широкое распространение получили 
итерационные методы оценки вероятностных характеристик 
параметров режима. В этом случае  на каждом шаге (итерации) 
осуществляется идентификация промежуточной 
корреляционной функции. Таким образом, удается определить 
наилучшую (с позиции описания исходной функции) систему 
математических моделей, позволяющую достаточно просто 
вычислить параметры режима в сложных электрических сетях. 

 

6.3. Расчет электрических нагрузок вероятностными  

методами 

 
Количественная информация об электрических нагрузках 

является основой рационального решения практически всех 
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вопросов, связанных с этапами проектирования и последующей 
эксплуатацией электрических сетей различных классов 
напряжений [4, 7]. При выборе и формировании модели 
электрической нагрузки, важное значение имеет интервал 
осреднения и интервал дискретизации в случае непрерывных 
процессов (например, при поступлении данных от систем 
телеметрии). Рассмотрим формирование процесса 
электропотребления группы независимых электроприѐмников 
на интервале времени, равном одним суткам.  

Необходимо подчеркнуть ,что включение и отключение 
отдельных  электроприѐмников целесообразно рассматривать 
как случайные процессы с заданной вероятностью их появления. 
Последовательность появления этих процессов во времени с 
учетом продолжительности их протекания и формирует 
случайный процесс изменения электрической нагрузки, который 
характеризуется математическим ожиданием, дисперсией, 
электрическим стандартом и плотностью распределения, 
корреляционными моментами разных порядков (к примеру, 
первого порядка – корреляционной функцией).  

Пусть задан суточный график и величина математического 
ожидания электрической нагрузки для промышленного 
предприятия с непрерывным производством  (рис.6.2). 

 
Рис. 6.2 Суточный график изменения электрической нагрузки 

предприятия.  
 

Предположим, что в суточном графике присутствует одна 
непрерывная составляющая. Рассмотрим изменение 
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периодической составляющей I, с частотой  , относительно 

величины 
CI  с нулевым математическим ожиданием 

Тогда имеем 

                 111 cos   tIII ct             (6.26) 

где 
1I  - средняя амплитуда периодической составляющей; 1 - 

угол фазового сдвига 

Представив периодическую составляющую в виде 
случайной величины с законом распределения вида  

                                   


























2

1

1
11

I

I
1IIP                (6.27) 

И, используя, вероятностные характеристики получим :  
 

                                     
2

1

1

I

1
I

I
1

2

1
IP

C














                (6.28) 

где 
CI - электрический стандарт случайной составляющей CI , 

распределѐнной по нормальному закону 
Вид результирующего закона распределения зависит 

главным образом от соотношения электрического стандарта 

CI и 1I  (рис 6.3) в зависимости от соотношения 
I

CI
. 

Как явствует из рис. 6.3 при соотношении 6
I

CI
   закон 

распределения близок к нормальному, при соотношении  

1
I

CI
  – похож на равномерный; а при 6.0

I

CI
:  

приближается к экспоненциальному. 
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Рис. 6.3  Изменение кривой закона распределения 

электрической нагрузки 
 
Вид закона распределения необходим не только для 

статистического анализа экспериментальных данных по 
электрической нагрузке, но также и для приближенного 
определения числовых вероятностных характеристик, в первую 
очередь, по величине потребляемой мощности при 
максимальном значении электрической нагрузки. Используя 
гипотезу о виде распределения, определяют электрический 

стандарт при заданном минимуме нагрузки. Так, при  05,0  

(т.е. в 5 % случаев), когда определяемые характеристики будут 

превышать допустимые значения для величины P  можно 

записать 

                                          1

minmaxP PP


                      (6.29) 

- при нормальном законе распределения 65,1  

- при равномерном   56,1  

- при экспоненциальном 99,1  

Величина нормируемого коэффициента корреляции между 

функциями t и t   для тока нагрузки, ttr   при коротких 

интервалах времени определяется как 
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  

tt

tttt

tt
n

IIIIM
r











)1(
                    (6.30) 

При длительном интервале времени случайный процесс для 
комплексной случайной электрической нагрузки чаще всего 
представляют в виде  

                        fIfIdtIfI
rN




0

1

cos


  ,      (6.31) 

где  , I ,   – соответственно, частота, усредненная 

амплитуда и фазовый сдвиг гармонической составляющей;  

 fI 0  - стационарный случайный процесс с нулевым 

математическим ожиданием; υ - число учитываемых гармоник 
При необходимости представления электрической нагрузки 

случайной величиной на длительный интервал времени 
числовые характеристики процесса M(I)  и D(I) записываются в 
виде 

           dtIfItI
T

dtfI
T T

c

Nr

   










0 0

1

1

cos
1

IM


  ,      (6.32) 

                       



rN

T

IdtItI
T

ID
1

22

0

22 5.0
1



        (6.33) 

Корреляционный момент между электрическими 

нагрузками i-го и j-го потребителей 
jiII

K  определяется в виде 

   
cijcjciji

N

jiji

T

iII rIIIIdtfI
T

K
r

ji
 



 



 cos5.0
1

1
0

 

(6.34) 

где cijr   - коэффициент корреляции между случайными 

составляющими нагрузки i-го и j-го  потребителя. 
На практике соотношения между числовыми 

характеристиками случайных процессов, необходимые для их 
определения на длительные интервалы времени, 
осуществляются по известным значениям для коротких 

интервалов времени. Пусть известны оценки  и D , а также 
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коэффициент корреляции между нагрузками i-го и j-го 

потребителя на короткие интервалы времени 
Kf . 

Необходимо выяснить идентичность характеристики для 
нагрузки применительно к длительным интервалам времени, Т  

                                             



n

K

Kf
m

T
1

1
                         (6.35) 

В этом случае математическое ожидание для максимальной 

нагрузки,  IM  определяется по следующему выражению  

                                   tk

m

k

tk IMI
m

IM 



  
1

1
                      (6.36) 

 
а величина дисперсии 

       2222 2)()( TtkktkkttkktkkT IMIIMIIMIIIMIIMID  

 (6.37) 

где tktT III   

Окончательно, с учѐтом (6.36) выражение (6.37) можно 
переписать в виде 

                           
2

1 1

1
 
 

 









m

k

m

k

TtktkT IIID
m

ID        (6.38) 

В практике расчетов на длительные интервалы времени 
вероятностных электрических нагрузок, сложным моментом 
является выбор эффективного интервала расчета. 

Следует отметить, что при нестационарных процессах 
изменения электрических нагрузок наиболее эффективными 
оказываются адаптивные модели расчета. 
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6.4. Расчѐт потерь мощности и электроэнергии при  

вероятностном задании нагрузки 
 

6.4.1 Расчет потерь мощности при вероятностном задании 

 нагрузки 

  
При анализе режима работы электрических сетей 

значительное внимание уделяется расчету величины 
электропотребления, а также определению потерь мощности в 
электрических сетях ЭЭС и в распределительных сетях. 

В общем случае потери мощности в отдельных элементах 

электрических сетей, 
iS можно определить в виде: 

                    
iiiiiii QjPjxrIUIS  )(33

2

1
    (6.39) 

Как отмечалось ранее, при вероятностном характере 

изменения нагрузки полный ток в ветвях схемы ЭЭС, 
iI  

представляют в виде суммой действительной и мнимой 
составляющих. Поэтому справедливы следующие выражения: 

                          '''2''2'2 )( iiiii IDIDIIIM                (6.40) 

                          '''

''''2''''2 844
ii IIiiiiiii KIIIDIIDIID      (6.41) 

Анализируя (6.40) отметим, что величину дисперсии 
квадрата полного тока можно вычислить с достаточной 
степенью точности лишь при условии сравнительно небольших 
изменений действительной и мнимой составляющих полного 
тока. 

С учетом представления вектора полного тока в виде двух 
составляющих математическое ожидание и дисперсию потерь 
полной мощности можно представить в следующем виде:  

             ji

''

i

'
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2''

i

2'

iiii jxrIDIDII3QMPM)S(M     (6.42) 
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i
'
i






           (6.43)   

Зная величины  iSM  и  iSD , можно определить 

область возможных изменений потерь полной мощности при 
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различной длительности периода расчета этого параметра. 
Однако на практике чаще всего наибольший интерес 
представляет не сама область возможных изменений параметра 
потерь полной мощности, а максимальное значение, 
достигаемое этим параметром для конкретного периода расчета. 

В соответствии с выражением (6.16) для вычисления 
максимальной составляющей используется параметр β. С 
учѐтом этого максимальное значение потерь полной мощности 

maxS можно определить по следующему выражению 

                              iimax SDSMS                       (6.44) 

Выбрав наиболее характерное значение β такое 

максимальное значение 
maxS с учетом выражений (6.42) и 

(6.43) определить достаточно просто.  

Зная величину iS  на отдельных участках, можно 

рассчитать S  для всей схемы электрической сети, содержащей 
m участков: 

                        



m

1i
i

m

1i
i

m

1i
i

2 QMPMZIMSM           (6.45) 

6.4.2 Расчет потерь электроэнергии при вероятностном  

задании нагрузки. 
 

В общем случае эта задача расчѐта потерь электроэнергии 
имеет вероятностный характер, обусловленный случайными 
изменениями нагрузок потребителей. Так, наряду с оценкой 
потерь мощности важное значение для электрических сетей 

имеет величина потерь электроэнергии Э . В зависимости от 
токов в ветвях исходной схемы и выбранного интервала Т 

величина Э  определяется по следующему выражению. 

                               



 

T
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2
ii tdtIIr3dtfIr3Э              (6.46) 

На практике чаще всего применяют следующую формулу: 

                                

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Анализируя (6.47) подчеркнем, что истинная картина о 
характере потерь электроэнергии, вследствие изменчивости 
интегральных характеристик параметров режима во многом 
будет определяться корректностью выбора интервала 
наблюдения, Т.  

При неудачном выборе этого параметра, полученная 
величина потерь не будет достоверно определять этот параметр 
на большей части периода наблюдения. В противном случае, 

величину iЭ можно рассчитать с достаточно высокой степенью 

точности. При этом, зная потери электроэнергии в отдельных 
элементах электрической сети, можно определить суммарные 
потери  электроэнергии 


Э  для всей электрической сети. 

Наиболее просто это осуществляется, используя следующее 
выражение 

                      






 




m

1i

'''2''2'
i IDIDIIrT3Э             (6.48) 

По аналогии с параметром потерь мощности наибольший 
интерес при практическом анализе функционирования ЭЭС 
представляют ―очаги‖

1
 возможных максимальных потерь 

электроэнергии. Наиболее простым подходом в этом случае 
является и расчѐт потерь электроэнергии линий в линиях 
электропередачи, детальный анализ участков электрических 
сетей на предмет определения потерь электроэнергии для 
выявления таких зон. К сожалению, в реальных электрических 
сетях с числом узлов превышающих 100 и имеющих несколько 
сотен связей такой подход крайне затруднителен. 
Определенным выходом является использование для таких 
сложных электрических схем принципа декомпозиции – 
представления исходной схемы в виде нескольких более 
простых электрических схем. Анализ получившихся 
простейших схем позволяет значительно сократить время 
расчетов и оперативно выявить зоны наибольших потерь. 
Однако существенной трудностью при таком подходе является 
пересчет параметров режима для вновь образованных после 

                                                 
1
 в общем случае, под «очагом» потерь ЭЭ понимают участок электрической 

сети с повышенными фактическими потерями ЭЭ. 
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декомпозиции электрических схем. Кроме того, в последнее 
время для эффективного выявления «очагов» потерь 
электроэнергии достаточно успешно используется процедура 
кластерного анализа.  

 

 

Контрольные вопросы по главе 6.  
 

1. Приведите обобщѐнные параметры схемы, используемые 
при вероятностном расчѐте характеристик параметров режима 

2. Запишите основные интегральные характеристики при 
вероятностном расчѐте параметров режима 

3. Приведите общий алгоритм расчѐта интегральных 
характеристик режимов сложных электрических сетей 

4. Выделите особенности расчѐта параметров режима 
5. Изложите расчѐт электрических нагрузок 

вероятностными методами 
6. Раскройте методику расчѐта потерь мощности при 

вероятностном задании электрической нагрузки  
7. Опишите алгоритм расчѐта потерь электроэнергии при 

вероятностном задании электрической нагрузки  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



143 
 

 

ГЛАВА 7. ТЕХНОЛОГИИ ИСКУССТВЕННОГО  
ИНТЕЛЛЕКТА В ЭЛЕКТРОЭНЕРГЕТИКЕ 

 

7.1. Искусственные нейронные сети 

 
Искусственные нейронные сети (ИНС) – это 

математические модели в рамках теории искусственного 
интеллекта, базирующиеся на самообучающихся алгоритмах и 
использующие для обработки информации явления, 
аналогичные происходящим в нейронах живых организмов. 

Понятие «нейронные сети» было введено в 1943 г. при 
исследовании принципов организации и функционирования 
нервной системы человека. В конце 50-х гг. прошлого века Ф. 
Розенблаттом была сформулирована идея, ставшая основой в 
современной теории ИНС: структура сети должна, как и в 
живых организмах, формироваться путѐм обучения на 
примерах.  

В общем случае ИНС представляют собой набор 
элементарных нейроподобных преобразователей информации – 
нейронов, соединѐнных друг с другом каналами обмена 
информации для их совместной работы.  

Нейрон – это элементарный  преобразовательный элемент, 

на который поступают входные сигналы n21 х....х,х  (рис 7.1). 

f(net)

w1

w2

w3

Q
x1

x2

x3

y

 
 

Рис. 7.1. Формальный нейрон 
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В блоке суммирования происходит накопление входного 
сигнала, net: 

                             Qxwnet i

n

i

i 
1

 ,                        (7.1) 

где 
iw  - весовой коэффициент; Q – параметр смещения. 

В дальнейшем, полученный суммарный сигнал проходит 
через нелинейную преобразующую функцию, в результате чего 
определяется выходной сигнал, y: 

                                   )(netfy                                     (7.2) 

Важнейшее свойство ИНС, свидетельствующее об их 
огромном потенциале и широких прикладных возможностях, 
состоит в параллельной обработке информации одновременно 
всеми нейронами. Благодаря чему при большом количестве 
межнейронных связей достигается значительное ускорение 
процесса обработки информации. Это позволяет во многих 
ситуациях осуществлять обработку сигналов в реальном 
масштабе времени. 

Другое не менее важное свойство ИНС – способность к 
обучению и обобщению полученных знаний. Сеть обладает 
чертами так называемого искусственного интеллекта. 
Обученная на ограниченном множестве обучающих выборок, 
она обобщает накопленную информацию и вырабатывает 
ожидаемую реакцию применительно к данным, не 
обрабатывавшимся в процессе обучения.  

Различные способы объединения нейронов между собой и 
организации их взаимодействия привели к созданию ИНС 
разных типов. Каждый тип сети, в свою очередь, тесно связан с 
соответствующим методом подбора весов межнейронных связей 
(т.е. обучения). Среди множества существующих видов ИНС в 
качестве важнейших для электроэнергетики можно выделить 
следующие (табл. 7.1) 

Многослойные персептроны (MLP), называемые также 
слоистыми (персептронными), находят наибольшее применение 
при решении прикладных  задач, в первую очередь задач 
распознавания и классификации, прогнозирования и 
идентификации параметров и характеристик. Классический 
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метод обучения перцептрона — это метод коррекции ошибки. 
Он представляет собой метод «обучения с учителем»

2
 и чаще 

всего реализуется в рамках процедуры обратного 
распространения ошибки.  

Таблица 7.1. 

Перечень электроэнергетических задач, решаемых на 
базенейросетевых моделей 

Архитектура ИНС  Виды задач 

Многослойный  

персептрон 

Прогнозирование режимных параметров и 

различных характеристик (величины 

электрической нагрузки, перетоков и потерь 

электроэнергии, метеоданных и т.д.)  

Сеть Кохонена  1. Задачи классификации (состояний 

электрической системы, аварийных ситуаций и  

т.д.) 

2. Диагностирование электрооборудования 

3. Достоверизация критических измерений ЭЭС 

4. Анализ потерь электрической энергии  

5. Оценка режимной надѐжности в ЭЭС 

Рекуррентные сети 

(сеть Хопфилда, 

рекуррентный 

персептрон,  

сеть Хэмиинга) 

 

1. Оценивание состояния ЭЭС 

2. Идентификация параметров при задаче 

распознавания зашумлѐнной информации 

3. Моделирование динамических процессов 

электрических машин в режиме «on-line» 

Сеть Вольтерри 1. Идентификации нелинейных объектов 

(электродвигателей, генераторов и т.д.)  

2. Прогнозирование переменных во времени 

нестационарных сигналов 

3. Устранение интерференционных шумов в 

исходной информации. 

 

                                                 
2 один из способов машинного обучения, в ходе которого испытуемая система 

принудительно обучается с помощью примеров «стимул-реакция» 
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Нейроны в этой сети организованы,  как  показано на 
рисунке П.5.2,  по слоям и взаимодействуют лишь с нейронами 
соседних – предыдущего и последующих, слоѐв. 

Первоначально выделяют слои входной, служащий для 
распределения входных сигналов между нейронами следующего 
слоя, и выходной, а также один или несколько скрытых слоѐв, 
расположенных между входным и выходным слоями. Входной 
сигнал, подаваемый на сеть, поступает на нейроны первого 
скрытого слоя, проходит по очереди все последующие и 
выделяется с выходов нейронов выходного слоя. По мере 
распространения сигнала по сети он претерпевает ряд 
преобразований, которые зависят от его начального значения, 
функции активации нейронов и величин весовых 
коэффициентов. В выходном слое k-й нейрон вырабатывает 

выходной сигнал 
ky , определяемый как: 

  

 

 

              

       входной слой           скрытые слои                выходной слой 
 

Рис.7.2. Многослойная нейронная сеть прямого  
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распространения 
 

                             







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

K

i

ikik vwfy
0

)2(
,                               (7.3) 

где 
)2(

kiw - весовой коэффициент скрытого слоя; 
iv - выходные 

сигналы нейронов скрытого слоя. 
Такая архитектура ИНС позволяет наиболее эффективно 

воспроизводить крайне сложные зависимости, которые 
сопутствуют плохо формализуемым задачам. Разработка 
оригинального алгоритма обратного распространения ошибки 
для определения весов в многослойном персептроне сделали эти 
сети наиболее применимыми в задачах прогнозирования 
случайных процессов (к примеру, величины электрической 
нагрузки, потерь электроэнергии, метеоданных и т.п.).  

Нейронные сети Кохонена - класс нейронных сетей, 
основным элементом которых является слой Кохонена. Слой 
Кохонена состоит из адаптивных линейных сумматоров 
(«линейных формальных нейронов»). Как правило, выходные 
сигналы слоя Кохонена обрабатываются по правилу 
«победитель забирает всѐ»: наибольший сигнал превращается в 
единичный, остальные обращаются в ноль. 

По способам настройки входных весов сумматоров и по 
решаемым задачам различают много разновидностей сетей 
Кохонена. Наиболее известные из них: 

 cети векторного квантования сигналов, тесно связанные 
с простейшим базовым алгоритмом кластерного анализа 
(метод динамических ядер или K-средних) 

 cамоорганизующиеся карты Кохонена (Self-Organising 
Maps, SOM) 

 cети векторного квантования, обучаемые с учителем 
(Learning Vector Quantization) 

Наибольшее применение в задачах электроэнергетики 
получила карты Кохонена, SOM.  



148 
 

Самоорганизующиеся карты Кохонена – 
соревновательная нейронная сеть с обучением без учителя

3
, 

выполняющая задачу визуализации и кластеризации. Состоит из 
одного слоя нейронов (слоя Кохонена) и входного слоя, 
предназначенного для распределения входных сигналов между 
нейронами (рис. 7.3). Тойве Кохонен предложил такую 
нейросетевую архитектуру для автоматической кластеризации, в 
которой учитывается информация о взаимном расположении 
нейронов, образующих решѐтку. В основу такой сети он 
положил процессы, происходящие в зрительной коре головного 
мозга человека.  

 
 

 

 

     входной слой                         слой Кохонена 

Рис. 7.3. Самоорганизующаяся нейронная сеть Кохонена  

 

                                                 
3 один из способов машинного обучения, при решении которых испытуемая 

система спонтанно обучается выполнять поставленную задачу, без 

вмешательства со стороны экспериментатора. 
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Самоорганизующаяся карта состоит из компонентов, 
называемых узлами или нейронами. Их количество задаѐтся 
аналитиком-экспертом. Каждый из узлов описывается двумя 
векторами. Первый — т. н. вектор веса m, имеющий такую же 
размерность, что и входные данные. Второй — вектор r, 
представляющий собой координаты узла на карте. Обычно узлы 
располагают в вершинах регулярной решѐтки с квадратными 
или шестиугольными ячейками. 

Изначально известна размерность входных данных, и по ней 
строится первоначальный вариант карты. В процессе обучения 
векторы веса узлов приближаются к входным данным. 
Изначально самоорганизующаяся сеть Кохонена – карты 
Кохонена представляет собой двумерную сетку из узлов, в 
которых располагаются нейроны,  соединѐнные  между  собой   
связями.  Каждому нейрону принадлежит множество объектов  
входного  пространства,  обладающих  близкими  свойствами. 
При подаче в сеть входного сигнала выявляется наиболее 
возбуждѐнный нейрон – «нейрон-победитель», определяющий  
класс,  к  которому  принадлежит входной объект.  Для 
каждого примера x(t), первый «нейрон-победитель» индекса c 
определяется условием 

                   )()()()( tmtxtmtx ic                    (7.4) 

где )(tmi — весовой коэффициент i-го узла; )(tmc — весовой 

коэффициент «нейрона-победителя». 
После этого, все векторы весов или часть из них, которые 

принадлежат нейронам вокруг узла  или )(xcc  будут 

автоматически обновляться согласно выражению  

 

))()(()()1( ),( tmtxhtmtm iixcii   

где ixch ),(  - функции соседства (к примеру, функция Гаусса).  

Циклический процесс обучения, перебирающий входные 
данные, заканчивается по достижении картой допустимой 
(заранее заданной экспертом) погрешности, или по совершении 
заданного количества итераций.  

Карты Кохонена применяются, в основном, для двух целей. 
Первая из них – предварительный анализ информации, в рамках 
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которого можно осуществлять наглядное упорядочение 
многопараметрической информации. На практике обычно 
используются одномерные и двумерные карты. Кластеры, 
задаваемые узлами карты, содержат группы в некотором смысле 
похожих измерений, которым может быть предписан групповой 
семантический смысл.  

Другой областью применения сети Кохонена является 
обнаружение в исследуемых массивах данных новых явлений 
(свойств). Сеть Кохонена способна выявить в анализируемых  
данных группу объектов с общими признаками – кластеры, а 
также установить их близость. 

Применительно к моделированию ЭЭС структуры SOM 
чаще всего используются для выявления особенностей и 
различий в режимах поведения энергосистемы и выделения 
ненормальных режимов работы. Неоднородности в «раскраске» 
карты могут отвечать различным режимам поведения 
электроприѐмника или электрической сети в целом, что при 
последующем моделировании может служить указаниями на 
нежелательные (или аварийные) соотношения параметров при 
текущей эксплуатации системы.    

Необходимо отметить, что наиболее эффективным 
способом наглядного представления карт данных

4
 Кохонена 

являются диаграммы Хинтона, когда на каждом узле сетки 
изображается квадрат, размер которого пропорционален числу 
точек данных, ближайших к данному узлу, а оттенок отражает 
значение соответствующего признака. Так, к примеру, в задаче 
анализа потребления электроэнергии в удобной и наглядной 
форме можно визуализировать информацию по ряду 
экономических показателей: дебиторской задолженности и 
среднегодовой оплате за ЭЭ с отображением на диаграмме 
Хилтона всей необходимой информации (рис. 7.4)   

                                                 
4 представляет собой ограниченное двумерное нелинейное образование, 
вложенное в многомерное пространство данных таким образом, чтобы 

служить моделью данных. В этом случае форма и расположение такого 

образования отражают основные особенности распределения исходного 

множества точек данных. В принципе, в качестве карты можно использовать 

любую координатную плоскость. 
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В общем случае использование карт данных в задаче 
визуализации и анализа различных параметров режима и схемы 
способствует решению важных электроэнергетических задач, в 
частности, задачи прогнозирования электрической нагрузки. 
Представление различных параметров режима и исследуемых 
электрических характеристик в виде карт позволяет в наглядной 
форме отобразить многомерную информацию и эффективно 
визуализировать анализируемые данные. 

 

- Низкие значения

- W= 0  19 МВТ*ч

- Месяцы:  август

- Высокие значения

- W= 240   460 МВТ*ч

- Месяцы:

  декабрь, январь

 
а) дебиторская задолженность по ЭЭ 

- Высокие значения

- Опл.= 130  190 %

- Месяцы:  август

- Низкие значения

- Опл.= 4   60 %

- Месяцы:

  декабрь, январь

 
б) среднегодовая оплата за потреблѐнную ЭЭ 

 
рис. 7.4. Пример визуализации с помощью диаграммы 

Хинтона некоторых экономических показателей в задаче 
анализа потребления ЭЭ 
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7.2. Кластерный анализ экспериментальных данных 

 
В настоящее время для решения задачи анализа параметров 

режима и характеристик в электроэнергетике используются ряд 
статистических методов: метод главных компонент, кластерный 
анализ, факторный анализ и т.д. Широкое применение при 
решении указанной задачи находят методы искусственного 
интеллекта, в частности, ИНС

5
 (Приложение 5), генетические 

алгоритмы
6
, мультиагентные системы

7
, методы нечѐткой логики 

и т.п.  
Методы кластерного анализа нашли достаточно широкое 

применение в ряде важных электроэнергетических задач, в 
первую очередь, при идентификации состояний электрической 
системы, в том числе, и аварийных ситуаций; диагностировании 
электрооборудования, анализе потерь электроэнергии, 
достоверизации критических измерений ЭЭС и т.д. 

Кластеризацию можно рассматривать как одну из форм 
машинного‖ обучения без учителя‖, используемую для 
обнаружения характерных или значимых закономерностей в 
больших наборах данных, когда нет априорной информации, к 
примеру, такой, как метки категорий. 

Кластерный анализ включает в себя набор различных 
алгоритмов классификации. Общий вопрос, возникающий в 
процессе решения технических задач, состоит в том, как 
представить исходные  данные в виде наглядных структур, т.е. 
провести разделение всего массива данных на несколько 
компактных групп-кластеров, имеющих похожие 
характеристики. Исходя из этого, кластеризация, в самой 
общей трактовке – это разделение исходного массива данных 

на компактные группы с близкими характерными 

                                                 
5
 математические системы, состоящие из большого числа простых 

вычислительных элементов, имеющих нейронную основу и работающих 

параллельно, способные приобретать, запоминать и использовать полученные 
опытные знания. 
6
 адаптивные поисковые алгоритмы, базирующиеся на эволюционных 

факторах получения информации 
7 это направление искусственного интеллекта, которое для решения сложной 

задачи или проблемы использует системы, состоящие из множества 

взаимодействующих интеллектуальных агентов.  

http://statist4/statsoft/textbook/glossary/gloss_a.html#Algorithm
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свойствами (особенностями).  Необходимо отметить, что в 
отличие от задачи классификации, количественные и 
качественные параметры таких кластеров априори неизвестны.  

Пример 7.1. Отдел энергосбыта электросетевого 
предприятия проводит анализ потребления электроэнергии в 
исследуемом энергорайоне на основании следующих исходных 
данных по ряду сетевых участков (табл. 7.2). Необходимо с 
помощью кластерного анализа выделить особенности 
потребления электроэнергии по данным энергорайона в 
определѐнные периоды  

Таблица 7.2 

Исходные данные по потреблению в энергорайоне 

Район 
Поступле

ние, 

кВт*ч 

Плановая 
реализация 

кВт*ч 

Фактическая 
реализация 

кВт*ч 

Сверхнормат

ивные 
потери8, 

кВт*ч 

1 2 3 4 5 

Южный Падун 1598400 1408087 574031 834056 

Сосновый Бор 112320 78110.4 25000 53110 

Коттедж 94624 84688.48 82919 1769. 

Стениха 138680 81338.6 16000 65338 

Энергетик 16800 10636 44323 33687 

Падун 7800 6279 9160 -2881 

Гидростроитель 143294 78437.13 79365 927.87 

Сухой 1014900 739563.5 300000 439563 

Бикей 420880 44157.6 171995 -127837 

Чекановский 565420 400865.9 43178 357687 

Порожский 2202964 1821652.78 118522 1703130 

Город 856323 640545.085 718090 77544.915 

Галачинский 542860 457419.7 200000 257419 

Курчатовский  132480 110829.6 39000 71829 

                                                 
8
 под сверхнормативными (коммерческими) потерями ЭЭ (СПЭ) понимаются 

потери ЭЭ, обусловленные несоответствием показаний счѐтчиков ЭЭ у 

бытовых потребителей, хищениями ЭЭ и другими причинами в сфере 

организации контроля за потреблением ЭЭ.  
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Сев.Артек 240960 53659.2 17916 35743 

Крылатый 59800 30033 13101 16932 

 
Решение. 

 
Критерием разделения сетевых участков на кластеры 

целесообразно выбрать количественный уровень каждого 
показателя потребления, представленного в таблице 7.2. 
Другими словами, необходимо сгруппировать сетевые участки с 
высокими и низкими значениями показателей потребления, к 
примеру, те, в которых имеют место высокие потери 
электроэнергии или, например, низкий уровень фактической 
реализации электроэнергии 

На основании этого критерия проводим кластеризацию 
исходных данных, и результаты сводим в таблицу 7.3 

 
Таблица 7.3 

Результаты кластерного анализа сетевых участков 

Ном
ер 

клас
тера 

Группа сетевых 
участков 

исследуемого 
энергорайона 

Характеристика кластера 

Поступление

, МВт*ч 
 

Плановая 

реализация, 
МВт*ч 

Фактическ

ая 
реализация 

МВт*ч 

Сверхнорм

ативные 
потери, 
МВт.ч 

A1 
«Галачинский»,  
«Город» 

Средние  
значения  

828 - 1510 

Средние 
значения  

662 - 1240 

Высокие  
значения 

236 - 340 

Низкие  
значения 

45,0 - 327 

A2 

«Бикей», 

Гидростроитель»
, «Падун», 
«Курчатовский», 
«Коттедж», 

«Сосновый Бор», 
«Стениха», 
«Энергетик» 

Низкие  
значения 

141 - 828 

Низкие  
значения 

83,7 -662 

Низкие  
значения 

28,9 -132 

Низкие  
значения 

45,0 - 327 

B1 
«Порожский», 

«Южный Падун» 

Высокие  
значения 

1510 – 2200 

Высокие 
значения 

1240 – 1820 

Высокие  
значения 

236 - 340 

Высокие 
 значения 

609 - 891 

B2 
«Сухой», 
«Чѐкановский» 

Средние  
значения  
828 - 1510 

Низкие  
значения 
83,7 -662 

Низкие  
значения 
28,9 -132 

Средние  
значения 
327 - 609 
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Как видно из таблицы 7.3. кластер A2, включающий 
большую часть сетевых участков, соответствует самым низким 
показателям потребления ЭЭ. В противоположность этой группе 
кластер B1 характеризуется самыми высокими показателями 
потребления ЭЭ, в том числе, высоким уровнем 
сверхнормативных потерь ЭЭ. В эту группу входят только два 
участка Порожский и Южный Падун. Таким образом, 
энергосбыту предприятия необходимо взять под особой 
контроль участки, входящие в кластер B1, и разработать меры, 
направленные на снижение в этих участках «очагов» потерь 
электроэнергии   

Фактически, кластерный анализ является не столько 
обычным статистическим методом, сколько "набором" 
различных алгоритмов "распределения объектов по кластерам". 
В отличие от многих других статистических процедур, методы 
кластерного анализа используются в тех случаях, когда нет 
каких-либо априорных гипотез относительно классов данных, и 
исследования находятся в описательной стадии. 

Выделяют следующие общие методы кластерного анализа: 
1. Иерархическое дерево  
2. Двухвходовое объединение 
3. Метод K средних. 
4. Адаптивная кластеризация SOM

9
 

Иерархическое дерево, один из самых распространѐнных 
методов кластерного анализа. Его назначение состоит в 
объединении объектов (например, аварийных ситуаций в 
энергосистеме) в достаточно большие кластеры, используя 
некоторую меру сходства, либо оценку расстояния между 
объектами. В качестве последней наиболее часто используют 
евклидово расстояние:  

                         



N

1i

2
ii )y(xy)z(x,                         (7.5) 

В случае успешного исследования в рамках этого метода 
появляется возможность обнаружить кластеры и 
интерпретировать их. 

                                                 
9
 Self-Organizing Maps – самоорганизующиеся карты  

http://statist4/statsoft/textbook/glossary/gloss_a.html#Algorithm
../../../../Documents%20and%20Settings/frostyduck/Application%20Data/Microsoft/Application%20Data/Microsoft/Application%20Data/USER/Application%20Data/рАзНое/referats/_§-§-_§/textbook.rar/textbook/modules/stcluan.html#h
../../../../Documents%20and%20Settings/frostyduck/Application%20Data/Microsoft/Application%20Data/Microsoft/Application%20Data/USER/Application%20Data/рАзНое/referats/_§-§-_§/textbook.rar/textbook/modules/stcluan.html#two
../../../../Documents%20and%20Settings/frostyduck/Application%20Data/Microsoft/Application%20Data/Microsoft/Application%20Data/USER/Application%20Data/рАзНое/referats/_§-§-_§/textbook.rar/textbook/modules/stcluan.html#k
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Двухвходовое объединение  используется в задачах, когда 
ожидается, что и измерения и переменные (количественные 
характеристики объектов исследования) одновременно вносят 
вклад в обнаружение кластеров. Получающиеся, по этому 
методу, кластеры по своей природе являются неоднородными, 
что в ряде случаев затрудняет интерпретацию полученных 
результатов кластеризации. Несмотря на это, двухвходовое 
объединение является мощным средством анализа данных.  

Метод К средних существенно отличается от 
вышеперечисленных методов. Если априори имеется гипотеза 
относительно числа кластеров (по измерениям, или по 
переменным), то необходимо выбрать такое число кластеров, 
чтобы они были настолько различны, насколько это возможно. 
С вычислительной точки зрения этот метод можно 
рассматривать, как «обратный» дисперсионный анализ.  

Адаптивная кластеризация SOM. В случае высокой 
стоимости экспериментальных данных или невозможности 
получения их в достаточном объѐме (например, при построении 
моделей аварийных ситуаций в энергосистеме), их высокой 
зашумлѐнности, неполноте и противоречивости нейросетевые 
модели оказываются более предпочтительными. ИНС 
избирательно чувствительны в областях скопления данных и 
дают гладкую интерполяцию в местах их разрежения. Такая 
особенность нейросетевых моделей основывается на адаптивной 
кластеризации данных, использующих при этом 
самоорганизующиеся карты SOM (рис. 7.5).  

 

- Низкие значения

- W= 0-19 МВТ*ч

- Месяцы:  август

- Высокие значения

- W= 240-460 МВТ*ч

- Месяцы:

  декабрь, январь
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Рис. 7.5. Пример SOM при анализе составляющей дебиторской 
задолженности по электроэнергии 

 

Карты SOM представляет собой ИНС, построенные, как 
правило, в виде двухмерной решѐтки нейронов

10
 для извлечения 

важных свойств, содержащихся во входном массиве данных 
(рис.7.5). Задачей SOM является автоматизированное 
преобразование набора входных данных произвольной 
размерности в карту кластеров меньшей размерности. В этом 
случае соседним кластерам соответствуют ближайшие друг 
другу входные векторы.  

Стоит отметить, что SOM дают высокую степень 
наглядности при изучении распределения экспериментальных 
данных, что позволяет эффективно оценить особенности 
исследуемой модели и еѐ параметров 

Применительно к моделированию ЭЭС структуры SOM 
чаще всего используются для выявления особенностей и 
различий в режимах поведения системы и выделения 
ненормальных режимов работы. Неоднородности в «раскраске» 
карты

11
 (рис. 7.5) могут отвечать различным режимам поведения 

энергообъекта или электрической сети в целом, что при 
последующем моделировании может служить своеобразным 
индикатором на нежелательные (или аварийные) соотношения 
параметров при текущей эксплуатации системы.    

Так, идея применения кластерного анализа в рамках 
методики SOM для диагностирования неисправностей 
электрооборудования состоит в следующем. В зависимости от 
условий работы, вида неисправного элемента и степени 
повреждения получаются различные характеристики одного и 
того же устройства. Как правило, неисправность каждого вида 
связана со специфическим изменением характеристик 
устройства, свойственным только этой неисправности. В рамках 
кластерного анализа можно получить набор кластеров, каждый 

                                                 
10

 элементарный математический преобразовательный элемент ИНС 
11 на карте SOM на каждом узле сетки изображается ограниченная область (к 
примеру, квадрат), размер которого пропорционален числу точек данных, 

ближайших к данному узлу, а оттенок отражает значение соответствующего 

признака.  
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из которых будет характеризовать либо определѐнную 
неисправность, либо нормальный режим работы устройства. 
Типовая схема обнаружения неисправностей 
электрооборудования посредством кластерного анализа 
представлена на рис. 7.6. 

База данных в этом случае состоит из множества 
характеристик, отвечающих различным нормальным и 
аварийным состояниям в определѐнных режимах работы, в 
которых, как правило, устройство подвергается 
диагностированию. Главное условие корректного 
функционирования системы - разделение характеристик при 
различных аварийных состояниях с целью своевременного 
обнаружения неисправностей. 

 

База данных

 

Кластерный

анализ

Нормальное

повреждение

Повреждение №1

Повреждение №2

Повреждение №n

Набор кластеров

Рис. 7.6. Схема применения кластерного анализа для 
обнаружения неисправностей в электрооборудовании 
 

Подобный кластерный подход используется для 
диагностирования типовых неисправностей силовых 
трансформаторов, электрических фильтров типа «активное 
сопротивление-ѐмкость», а также выявления коротких 
замыканий в ЛЭП.  

В последнее время нейросетевой кластерный анализ на базе 
карт Кохонена находит применение в задаче мониторинга и 
выявлении предаварийных режимов ЭЭС (рис. 7.7). Основная 
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идея использования нейросетевого классификатора Кохонена 
заключается в создании модели, которая обучается 
классифицировать (разбивать на кластеры), отслеживать и 
предсказывать аварийные ситуации.  Кластеризация состояний 
основана  на критериях «аварийный или неаварийный режим», 
которые, в свою очередь, подразделяются на «нормальный», 
«утяжелѐнный (предупредительный)», «аварийный 
(корректируемый)» и «аварийный (не корректируемый)». В этом 
случае нормальное состояние означает, что все параметры ЭЭС 
поддерживаются в пределах требуемых по условиям нормы 
эксплуатации: 
 

                    , 

                                            
(7.6) 

 
                    

                       для каждой ветви              
(7.7)         

 

где  – реальная генерация мощности узла  ,  – общее 

потребление мощности,   – реальные полные потери 

мощности в линиях ,  – величина напряжения на шине , 

 – переток мощности по ветви ),  и  – количество 
генераторов и узлов в ЭЭС, соответственно.   
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Рис. 7.7. Основная блок-схема кластерной системы 
мониторинга и выявления предаварийных состояний ЭЭС 
 
Сеть Кохонена обучается в автономном режиме и 

используется для ―online‖ классификации состояний ЭЭС на 
основе шаблонов, созданных в автономном режиме. Измерения 
в реальном времени будут использоваться для оценки текущего 
состояния ЭЭС. Когда, нейросетевая система определяет 
предаварийное состояние, активируется противоаварийная 
автоматика с целью предотвращения дальнейшего ухудшения 
режима ЭЭС.  

Кроме того, кластерный анализ успешно применяется для 
анализа потерь ЭЭ. В этом случае, как правило, также 
используется методика SOM, включающая следующие этапы. 

1. Формирование обучающей выборки на базе архива 
потерь ЭЭ. 

2. Первичная кластеризация данных о потерях ЭЭ на базе 
SOM – формирование базовой модели 

ЭЭС

SCADA 

Отбор признаков

Понижение размерности

1. Предобработка данных

2. Оценка надёжности 

Состояние 
безопасности

Сбор данных

Предобработка

1. Анализ выборки 

2. Кластеризация 
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-
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-
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3. Детальная кластеризация выявленных групп, 
отнесѐнных SOM к «очагам» потерь ЭЭ. 

4. Поиск конкретных мест и объектов электрической сети, 
приводящих к высоким потерям ЭЭ внутри кластера. 

5. Оценка «очагов» потерь ЭЭ на наличие 
сверхнормативной потерь.  

6. Использование полученной базовой модели для анализа 
изменения потерь ЭЭ в рамках перспективного 
прогнозирования уровня потерь ЭЭ. 

Идея такого подхода состоит в анализе потерь ЭЭ в рамках 
групп-кластеров, полученных в результате объединения 
определѐнных участков и объектов электрической сети по 
признаку идентичного распределения потерь ЭЭ в течение 
заданного периода времени (как правило, годового интервала). 
Необходимо подчеркнуть, что конечной целью такого анализа 
является выделение «очагов» потерь ЭЭ с выявлением причин 
их возникновения. 

Каждый полученный кластер карты SOM содержит 
следующую информацию: 

1. Количественные значения уровня потерь ЭЭ, задаваемые 
в виде интервалов, характерных для полученной группы 
участков (объектов) исследуемого энергорайона.  

2. Перечень участков (объектов) энергорайона, отнесенных 
нейросетевым алгоритмом в тот или иной кластер.  

Преимущество автоматического разделения на признаки 
заключается в том, что подобное разделение носит адаптивный 
характер. При этом учитываются особенности как конкретного 
энергорайона, так и  каждого заданного интервала времени (к 
примеру, месяца, при анализе потерь ЭЭ за годовой период).  

Пример 7.2. Имеется годовой архив данных по потерям ЭЭ 
(табл. 7.4) в распределительных электрических сетях 0,4-6 кВ 
двух сетевых участков (рис. 7.8). При этом известны основные 
характеристики участков исследуемых электрических сетей, а 
именно мощность и коэффициент загрузки трансформаторов, 
длина ЛЭП, количество силовых трансформаторов на 
трансформаторных подстанциях (ТП). По известным данным 
провести кластерный анализ потерь ЭЭ на базе метода  SOM.  

 



162 
 

Решение. 
 

1. На основе исходных данных создаѐтся нейросетевая 
модель SOM с учѐтом заданных параметров, а именно:  

 нормируются входные данные (к примеру, в рамках 
«среднее/дисперсия»); 

 выбирается  размерность карты SOM (к примеру, 2х2) 

ЛЭП 1

ЛЭП 2

ТП 454

ТП 455

ТП 453 ТП 4526 кВ

6 кВ

ТП 459

ТП 456

ТП 457 ТП 706

 

Рис. 7.8. Тестовая схема электроснабжения двух  
сетевых участков 
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Таблица 7.4. 

Исходные данные  для тестовой схемы 

Трансфор

маторные 

подстанц

ии 

Годовой архив расчѐтных потерь ЭЭ, % 

Дополнительные 

входные 

характеристики 
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ТП452 10,1 9,5 7,3 6,6 4,4 2,7 2,4 2,7 3,5 5,8 8,2 2,1 0,45 250 720 

ТП453 6,7 6,3 4,8 4,4 2,9 1,8 1,6 1,8 2,3 3,9 5,4 1,4 0,4 400 504 

ТП454 31,5 29,4 22,6 20,6 13,6 8,3 7,4 8,4 10,9 18,2 25,4 6,6 1,14 160 666 

ТП455 29,7 27,8 21,3 19,4 13 7,9 7 8 10,3 17,2 23,9 6,2 0,42 630 1026 

ТП456 0,7 0,6 0,5 0,5 0,3 0,2 0,2 0,2 0,2 0,4 0,6 0,1 0,3 250 234 

ТП457 0,8 0,8 0,6 0,5 0,4 0,2 0,2 0,2 0,3 0,5 0,7 0,2 0,48 400 918 
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- Низкие потери ЭЭ

-     W= 7.3-10.9 %

- Участки сети:

  ТП 452, 453, 456

- «Очаги» потерь ЭЭ

-     W= 7.3-10.9 %

- Участки сети: ТП 454

- Средняя протяжённость ЛЭП

-  L = 660-840 м

- Участки сети: ТП 455

- Большая протяжённость ЛЭП

-  L = 840-1050 м

- Участки сети: ТП 457

 

       а)                                                б) 
 

Рис 7.9 Примеры SOM для отдельных входных параметров: 
а) уровень потерь ЭЭ для сентября; б) длины ЛЭП 

 
2. Производится обучение SOM, после чего строятся 

полученные карты данных для каждого месяца 
исследуемого года и для каждой дополнительной 
входной характеристики (рис.7.9).  

Таким образом, на этапе первичной кластеризации, для 
выявления «очагов» потерь ЭЭ, вся информация о потерях ЭЭ 
исследуемого энергорайона визуализируется в виде компактных 
кластеров на базе карт SOM. Если такие «очаги» обнаружены, 
то проводится детальная кластеризация исследуемых данных. 

На основании полученных карт SOM строится таблица 
(табл. 7.5), куда сводится как количественная информация по 
каждому из кластеров, так и информация о перечне участков 
(объектов) энергорайона для данного кластера, и  
характеристика самого кластера. 
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Таблица 7.5. 
Результаты первичной кластеризации потерь ЭЭ для тестовой схемы 

Номе
р 

класт
ера 

Группы 
ТП  

Характеристика кластера 
Месяцы 

наибольших 
потерь ЭЭ 

Уровень 
потерь 

 ЭЭ 

Коэффициен
т загрузки 

трансформат
ора 

Мощность 
трансформатора 

Длина 
 участка 

ЛЭП 

А1 

 
ТП 454 

Очаги»  

потерь  
в течение 
всего года 

Низкие 
значения 

зk =0,42 

Трансформаторы 
высокой  

мощности  
P=450-630 кВт 

Участки 
большой 

протяжѐнности  
L=840-1050 м 

Все месяцы  
года 

B1 

 

 
ТП 457 

 

Низкие потери 
ЭЭ на 

протяжении 
всего года 

Низкие 
 значения 

зk =0,49 

Трансформаторы 
средней  

мощности 
P=300-450 кВт 

Участки 
большой 

протяжѐнности  
L=840-1050 м 

Подобные 
месяцы не 
выявлены 

A2 
 

ТП 455 

«Очаги»  

потерь  
в течение 
всего года 

Высокие 
 значения  

з
k =1,14 

Трансформаторы 
высокой  

мощностиP=160-
300 кВт 

Участки средней 
протяжѐнности  

L=660-840 м 

Все месяцы  
года 

В2 

 

ТП 452, 
453, 456 

Низкие потери 
ЭЭ на 

протяжении 
всего года 

Низкие 
 значения 

з
k =0,35 

Трансформаторы 
низкой  

мощности 
P=160-300 кВт 

Участки малой 
протяжѐнности  

L=480-660 м 

Подобные 
месяцы не 
выявлены 
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Результаты первичной кластеризации (табл. 7.5), позволяют 
сделать следующие выводы: «очаги» потерь ЭЭ в полученных 
группах А1 и А2 (ТП 454 и ТП 455 соответственно), отчасти 
«связаны» с рядом «технических причин», а именно с большой 
протяжѐнностью ЛЭП (L=840-1050 м) высокими номинальными 
мощностями и коэффициентами загрузки трансформаторов 

( =1,14), установленных на подстанциях. Потери ЭЭ в 
остальных ТП не превышают допустимых уровней. 

3. С группами-кластерами, которым в определѐнные месяцы 
было присвоена метка «очаги потерь» проводится 
дополнительная кластеризация. Возможны два способа 
проведения такого кластерного анализа: 

1) В случае, если «кластеры-очаги» включают в себя 
небольшое количество участков (объектов) энергорайона, то 
необходимо объединить в единую группу все входящие в них 
участки (объекты) и проводить детальную кластеризацию по 
данной объединѐнной группе. 

2) Если же «кластеры-очаги» включают в себя значительное 
количество  участков или объектов энергорайонов (более 10 
элементов), то кластеризацию целесообразно проводить 
отдельно в рамках каждого «кластера-очага». 

Согласно полученным данным, в примере применяется 
второй способ. При этом критерий детальной кластеризации 
аналогичен первичной. По результатам обработки формируются 
карты SOM и составляются соответствующие таблицы (табл. 
7.6). На схеме отмечаются выявленные очаги потерь ЭЭ (рис. 
7.10)  

 
Таблица 7.6 

Выявление очагов потерь ЭЭ на базе SOM 

Подстанции, приводящие к 
повышенному уровню потерь 

ЭЭ  

Месяц наибольших  
потерь ЭЭ 

ТП 454 В течение всего года 

ТП 455 В течение всего года 
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4. После выделения по результатам кластерного анализа, 
«очагов» потерь ЭЭ именно на этих участках энергорайона 
можно оценить влияние составляющей СПЭ с помощью оценки 

несоответствия А:  
 

 

ЛЭП 1

ЛЭП 2

ТП 454

ТП 455

ТП 453 ТП 4526 кВ

6 кВ

ТП 459

ТП 456

ТП 457 ТП 706

 
Рис. 7.10 Тестовая схема электроснабжения двух сетевых 

участков с нанесѐнными «очагами» потерь ЭЭ 
 

            2
оПСКЛХпоо W/Д)WWWWW(A               (7.8) 

где oW – отпуск ЭЭ в сеть для собственных потребителей; пoW  – 

полезный отпуск ЭЭ потребителям; xW – потери холостого 

хода; клW – климатические потери ЭЭ; псW – расход ЭЭ на 

собственные нужды подстанции; Д – количество дней в месяце. 

Для упрощения задачи принимаем, что xW =0, клW =0 и 

псW =0. По результатам расчѐта строится график А=f(t), где t – 

соответствующие месяцы года (рис. 7.10). 
Если отчѐтные потери ЭЭ не содержат составляющей СПЭ 

и величины перераспределения оплаты за потреблѐнную ЭЭ 
между месяцами, то значение А должно быть приблизительно 
одинаковым для анализируемых месяцев. Если же значение А 
для зимних месяцев выше, чем для летних, то это говорит о 
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недоучѐте полезного отпуска ЭЭ в зимние месяцы (отчѐтные 
потери выше расчѐтных) и переучѐте в летние месяцы 
(отчѐтные потери ниже расчѐтных) 

-0,00004

-0,00002

0

0,00002

0,00004

0,00006

0,00008

0,0001

0,00012

0,00014

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

t, мес

А, о.е.

 
Рис. 7.11. График оценки несоответствия изменения отчѐтных 
потерь ЭЭ изменениям нагрузки исследуемой электрической 

сети для участка ЛЭП 1 
 

При анализе зависимости А=f(t) (рис. 7.11) можно сделать 
следующие выводы: 

1) Высокие потери ЭЭ в данных ТП объясняются 
значительным содержанием составляющей СПЭ, так как 
используемые расчѐтные значения параметра А неодинаковы 
для исследуемых месяцев.  

2) Из графика следует, что имеется существенный недоучѐт 
полезного отпуска ЭЭ в зимние месяцы и переучѐт –  в летние.  

 

Контрольные вопросы к главе 7. 

 
1. Дайте определение термина «искусственный интеллект» 
2. Что называется искусственной нейронной сетью?  
3. Дайте понятие нейрона 
4. Приведите основные архитектуры нейронных сетей 

используемых в электроэнергетике 
5. Что называется многослойным персептроном?  
6. Представьте определение самоорганизующихся карт 

Кохонена 
7. Дайте определение кластерного анализа 
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8. Перечислите основные методы кластерного анализа 
9. Объясните принцип кластерного анализа потерь 

электрической энергии 
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Приложение 1 

СЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ 

Основные виды случайных событий 

Случайные события называют несовместными, если 
появление одного из них исключает появление других 
случайных событий в одном и том же испытании. И наоборот, 
случайные события называют совместными, если они в 
конкретном испытании появляются вместе.  

Если вероятность появления одного случайного события не 
изменяется от того, произошло или не произошло другое 
случайное событие, то такие случайные события называются 
независимыми. В противном случае говорят о зависимых 

случайных событиях.  
Противоположными называют два единственно 

возможных случайных события. Если одно из случайных 
событий обозначено А, то противоположное ему случайное 

событие принято обозначать А . 
Наглядное графическое представление имеющихся связей 

между случайными событиями даѐт таблица П.1.1.  

Таблица П.1.1 

Возможные связи между случайными событиями 

Символ
ьная 

запись
1
 

Геометрическ
ая 

представление
2
 

Описание связи 

1 2 3 

BА  

 
 
 
 
 

Если происходит случайное событие 
А, то происходит и случайное 
событие B (случайное событие А 
содержится в случайном событие B) 

                                                 
1 многие из этих символов соответствуют символам булевой алгебры  
2 выделенная часть области соответствует данному случайному событию 

 

 

      B 

A 
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Окончание таблицы П.1.1 

1 2 3 

BА   

 
 
 
 

 

Случайное событие А происходит 
если происходит случайное событие 
B и наоборот. Это условие 
эквивалентно двум условиям: BА  
и  АВ  

 

АB 

 
 
 
 
 

 

Случайные события А и В 
происходят одновременно 

BА   

 
 
 
 
 
 

Происходят или случайное событие 
А или случайное событие В или оба 

одновременно 

 
 
 
 
 
 

Происходит хотя бы одно из 
случайных событий А или В 

BА   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Случайное событие А происходит, 
но при этом случайное событие В не 

происходит 

    B 

A 

    B 

A 

  B 

A 

   B 
A 

  B 

A 

 

      B 
A 
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Продолжение таблицы П.1.1 

1 2 3 

VАB  

 
 
 
 
 
 
 

Случайные события А и В - 
несовместны, т.е. одновременно 

произойти не могут  

 

Совокупность случайных событий  iA  образует полную 

группу  случайных событий,  если в результате опыта 
непременно появляется хотя бы одно из элементарных 
случайных событий. Определение вероятностей сложного 
события через известные значения вероятности простых 
событий производится исходя из так называемых законов 

определения вероятностей случайных событий.  

 

Основные законы определения вероятностей случайных 

событий  
  

 независимые случайные события 

1. Теорема сложения вероятностей: вероятность 
появления одного из двух несовместных случайных событий, 
безразлично какого, равна сумме вероятностей этих случайных 
событий 

                                  )B(P)A(PBAP                               (П1.1)  

Следствие: вероятность появления одного из нескольких 
попарно несовместных случайных событий, безразлично какого, 
равна сумме вероятностей этих случайных событий  

        )A(P...)A(P)A(PА...АAP n21n21   (П1.2) 

A 

  B 
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Для полной группы событий с учѐтом выражения (П1.2) 
имеем 

                             1)A(P...)A(P)A(P n21                    (П1.3) 

2. Вероятность появления хотя бы одного из двух 
независимых и совместных событий  А и В может быть 
записана в виде  

                            BAP)B(P)A(PBAP                (П1.4)  

3. Вероятность появления несовместных случайных 
событий  А и В равна нулю  

                                        0BAP                                    (П.1.5) 

4. Теорема умножения вероятностей:  вероятность 
одновременного появления двух независимых и совместных 
событий равна произведению вероятностей этих событий 

                                 )B(P)A(PBAP                               (П1.6)  

Следствие: Вероятность одновременного появления 
нескольких событий попарно независимых равна произведению 
вероятностей этих событий  

            n21n21 Ap)A(p)A(pAAAP         (П1.7)  

5. Сумма вероятностей противоположных событий равна 
единице 

                                      1)А(P)A(P                                 (П1.8)  

 зависимые случайные события  

1. Вероятность одновременного появления двух случайных 
зависимых событий А и В равна 

                       )B(P)ВA(PBAP                               (П1.9) 

2. Для трѐх зависимых событий вероятность 
одновременного их появления находится из выражения 

                       АP)АB(P)АВС(PСBAP                (П1.10)  
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3. Формула полной вероятности. Вероятность появления 
случайного события А, которое может произойти лишь при 
условии появления одного из несовместных событий 

n21 BB,B   образующих полную группу событий равна сумме 

произведений безусловных вероятностей каждого из этих 
событий на соответствующую условную вероятность события А 

          nn2211 BAPBPBAPBP)BA(P)B(PAP 

   i

n

1i

i BAPBP 


                                                               (П.1.11) 

 

Свойства математического ожидания и дисперсии 
дискретной случайной величины 

 

 математическое ожидание 

Свойство 1. Математическое ожидание постоянной 
величины равно самой постоянной величине  

                                       M(C) = C                               (П.1.12) 

Свойство 2. Постоянный множитель можно вынести за знак 
математического ожидания  

                                M(Cx) = CM(x)                            (П1.13) 

Свойство 3. Математическое ожидание двух независимых 
случайных величин равно произведению их математических 
ожиданий 

                                  YMXMYXM                    (П.1.14) 

Свойство 4. Математическое ожидание двух случайных 
величин равно сумме математических ожиданий слагаемых 

                                YMXMYXM                  (П.1.15) 

 дисперсия дискретной случайной величины 

Свойство 1. Дисперсия постоянной величины С равна нулю  

                                         D(C) = 0                                 (П.1.16) 
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Свойство 2. Постоянный множитель можно вынести за знак 
дисперсии, возведя его в квадрат  

                                      XDCCXD 2                       (П1.17) 

Свойство 3. Дисперсия суммы двух независимых 
случайных величин равна сумме дисперсий этих величин 

                         YDXDYXD                      (П.1.18) 

Свойство 4. Дисперсия разности двух независимых 
случайных величин равна сумме дисперсий 

                           YDXDYXD                    (П.1.19) 
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Приложение 2 

 
ЗАКОНЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

 

Нормальный закон распределения  
Таблица П.2.1 

Функция распределения  
 

2

2

2

ax

e
2

1
xF 





  

 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

0.0 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0.5199 0.5239 0,5279 0,5319 0,5359 

0.1 0,5398 0.5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753 

0.2 0,5793 0,5832 0,5871 0.591 0,5948 0,3987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141 

0.3 0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0.6406 0,6443 0,6480 0,6517 

0.4 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879 

0.5 0.6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0.7190 0,7224 

0.6 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549 

0.7 0.758 0.7611 0.7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852 

0.8 0.7881 0,7910 0.7939 0,7967 0.7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133 

0.9 0,8159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8315 0,8315 0,8340 0,8365 0,8385 

1.0 0,8413 0,8438 0,8461 0,8435 0,8508 0,8554 0,8554 0.8577 0,8599 0,8621 

1.1 0,8643 0,8665 0.8686 0,8703 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830 

1.2 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0.898 0,8997 0,9015 

1.3 0,9032 0.8669 0,9066 0.90S2 0,9099 0,9115 0,9131 0,9147 0,9162 0,9177 

1.4 0,0192 0,9049 0.9222 0,9236 0,9251 0,9205 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319 

1.5 0,9332 0,9345 0.9357 0,9370 0.9382 0,9394 0,9406 0,9418 0.9429 0,5441 

1.6 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545 

1.7 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9399 0,9608 0,9616 0,9625 0.9633 

1.8 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0.9678 0,9636 0,9693 0,9699 0,9706 

1.9 0,9713 0.9719 0.9726 0,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767 

2.0 0,9772 0,9778 0,9733 0,9788 0,9793 0,9798 0,5803 0.9308 0,9812 0.9817 

2.1 0.9821 0,9826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9654 0.9857 

2.2 0,9561 0.9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0.9890 

2.3 0,9893 0,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916 

2.4 0,9913 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936 
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Окончание таблицы П.2.1 

 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

2.5 0,9935 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952 

2.6 0,9953 0,9955 0.9956 0,9757 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9944 

2.7 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9871 0.9972 0,9973 0,9974 

2.8 0,9974 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981 

2.9 0,9981 0,9982 0.99S2 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986 

3.0 0,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990 

3.1 0,9990 0,9951 0,9991 0,9991 0,9992 0,9952 0,9992 0,9992 0,9993 0,9993 

3.2 0.9993 0,9993 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0.9994 0,9995 0,9995 0,9995 

3.3 0.9955 0,9995 0,9995 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997 

3.4 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0.9998 

 
Таблица П.2.2 

Значения плотности распределения вероятностей   2

x2

e
2

1
xf






 

 
x 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

0,0 0,3989 0.3989 0.3985 0,3988 0,3986 0,3984 0,3982 0,3980 0.3977 0,3973 

0,1 0,3970 0,3965 0,3901 0,3956 0,3951 0.3915 0,3939 0,3932 0,3925 0,3918 

0,2 0,3910 0,3902 0,3894 0,3885 0,3876 0,3867 0,3857 0,3847 0,3836 0,3825 

0,3 0,3814 0,3802 0,3790 0.3778 0,3765 0,3752 0,3739 0,3725 0,3712 0.3697 

0,4 0,3GS3 0,3668 0,3653 0,3637 0,3621 0,3605 0.3589 0,3572 0,3555 0,3538 

0,5 0,3521 0,3503 0.3485 0,3467 0,3448 0,3429 0,3410 0,3391 0,3372 0.3352 

0,6 0.3332 0,3312 0,3292 0,3271 0,3251 0,3230 0,3209 0,3187 0,3166 0,3144 

0,7 0,3123 0,3101 0,3079 0,3056 0,3034 0,3011 0,2989 0,2966 0,2943 0,2920 

0,8 0,2897 0,2874 0,2850 0,2827 0,2803 0,2780 0,2756 0.2732 0,2709 0,2685 

0,9 0,2661 0,2637 0,2613 0,2589 0,2565 0,2541 0,2516 0,2492 0,2468 0,2444 

1,0 0,2420 0,2396 0,2371 0,2347 0,2323 0,2299 0,2275 0,2251 0,2227 0,2203 

1,1 0,2179 0,2155 0,2131 0,2107 0,2083 0,2059 0,2036 0,2012 0,1989 0,1965 

1,2 0,1942 0,1919 0,1895 0,1872 0,1849 0,1826 0,1804 0,1781 0,1758 0,1736 

1,3 0,1714 0,1691 0,1669 0.1647 0,1626 0,1604 0,1582 0,1561 0,1539 0,1518 

1,4 0,1497 0,1476 0,1456 0,1435 0,1415 0,1394 0,1374 0,1354 0.1334 0,1315 
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Окончание таблицы П.2.2 
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

1,5 0,1295 0,1276 0,1257 0,1238 0,1219 0,1200 0,1182 0,1163 0,1145 0,1127 

1,6 0,1109 0,1092 0,1074 0,1057 0,1040 0,1023 0,1006 0.0989 0,0973 0,0957 

1,7 0,0940 0,0925 0,0909 0,0893 0,0878 0,0863 0,0848 0,0833 0,0818 0,0804 

1,8 0,0790 0,0775 0,0761 0,0748 0,0734 0.0721 0.0707 0,0694 0,0681 0,0669 

1,9 0,0056 0,0644 0,0632 0,0620 0,0008 0.0596 0,0584 0,0573 0,0562 0,0551 

2,0 0.0540 0,0629 0,0519 0,0508 0,0498 0,0488 0,0478 0,0468 0,0459 0,0449 

2,1 0,0440 0,0431 0,0422 0,0413 0,0404 0,0396 0,0387 0,0379 0,0371 0,0363 

2,2 0,0355 0,0347 0,0339 0,0332 0,0325 0,0317 0,0310 0,0303 0,0297 0,0290 

2,3 0,0253 0,0277 0,0270 0,0264 0,0258 0,0252 0,0246 0,0241 0,0235 0,0229 

2,4 0,0224 0,0219 0,0213 0,0208 0,0203 0,0198 0,0194 0,0189  0,0184 0.0180 

2,5 0,0175 0,0171 0,0167 0.0163 0.0158 0.0154 0.0151 0,0147 0,0143 0.0139 

2,6 0,0136 0.0132 0,0129 0.0126 0,01222 0,0119 0,0116 0,0113 0,6110 0,0107 

2,7 0,0104 0,0101 0,0099 0,0096 0,0093 0,0091 0,0088 0,0086 0,0110 0,0081 

2,8 0,0079 0,0077 0,0075 0.0073 0,0071 0,0069 0,0067 0,0065 0,0063 0,0061 

2.9 0,0060 0,0053 0,0054 0.0055 0,0053 0,0051 0.0050 0,0048 0,0047 0,0046 

3,0 0,0014 0,0043 0.0042 0,0040 0,0039 0,0038 0,0037 0,0036 0,0035 0,0034 

3,1 0,0033 0,0032 0,0031 0,0042 0,0029 0,0028 0.0027 0,0026 0,0025 0,0025 

3,2 0,0024 0,0025 0,0022 0,0022 0,0021 0,0020 0,0020 0,0019 0,0018 0,0018 

3,3 0.0017 0,0017 0.0016 0.0016 0,0016 0,0015 0,0014 0,0014 0,0013 0,0013 

3,4 0,0012 0,0012 О,0012 0.0011 0,0011 0,0010 0,0010 0,0010 0,0009 0,0009 

3,5 0,0009 U,0008 0.OO08 0,0008 0,0008 0,0007 0,0007 0,0007 0,0007 0,0006 

3,6 0,0006 0,0006 О.ОО06 0,0005 0,0005 0,0005 0,0005 0,0005 0,0095 0,0004 

3,7 0,0004 0,0004 0.0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 

3,8 0,0005 0,0003 0,0005 0,0003 0,0003 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 

3,9 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0001 0,0001 

4,0 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 
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Распределение Пуассона !k/e)k(P k
n

   

Таблица П.2.3. 
 

X 0, 1 0,2 0,3 0,4 0,5 

0 

1 
2 
3 
4 

5 
6 

0,90484 
0,09048 

0,00452 
0,00015 

0,81873 
0,16375 

0,01638 
0,00109 
0,00006 

0,74082 
0,22223 

0,03334 
0,00333 
0,00025 
0,00002 

0,67032 
0,26813 

0,05363 
0,00715 
0,00072 
0,00006 

0,60653 
0,30327 

0,07582 
0,01204 
0,00158 
0,00016 

0,00001 

X 0,6 0,7 0.8 0,9 
 

0 

1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 

0,54881 
0,32929 
0,09879 
0,01976 

0,00296 
0.00036 
0,00004 

0,49669 
0,34761 
0,12166 
0,02839 

0,00497 
0,00070 
0,00008 
0,00001 

0,41933 
0,35910 
0,14379 
0,03834 

0,00767 
0,00123 
0.00016 
0,00002 

0,40657 
0,36591 
0,16456 
0,04940 

0,01112 
0.00200 
0.00030 
0,00004 

 

X 1.0 2,0 3.0 4,0 5,0 

0 
1 
2 

3 
4 
5 
6 

7 
8 
9 

10 

11 
12 
13 
14 

15 
16 
17 

0,36788 
0,36788 

0,18394 
0,06131 
0,01533 
0,00307 

0,00051 
0,00007 
0,00001 

0,13534 
0,27067 

0,27067  
0,18045 
0,09022 
0,03609 

0,01203 
0,00311 
0,00086 
0.00019 

0,00001 
0,00001 

0,04979 
0,14935 

0.22404 
0,22404 
0,16803 
0,10082 

0.05041 
0,02160 
0,00810 
0,00270 

0,00031 
0,00022 
0,00006 
0,00001 

0,01832 
0,07326 

0,14653 
0,195370 
0,19537 

0,156290 

0,101190 
0,05954 
0,02977 
0,01323 

0,00529 
0,00193 
0,00064 
0,00020 

0,00006 
0,00002 

0,00671 
0,03369 

0,08422  
0,1037  
0,17517 
0, 17517 

0,11622 
0,10115 
0,00523 
0,03627 

0,01813 
0,00821 
0,00343 
0,00132 

0,00047 
0,00016 
0,00005 

0,00001 
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Приложение 3 
 

ЛОКАЛЬНЫЕ И ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ  

ФУНКЦИИ ЛАПЛАСА 
 

Таблица П.3.1 

Значения локальной  функции Лапласа 22

2

1
)( 


  ex  

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0,0 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973 

0,1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918 

0,2 3910 3902 3984 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825 

0,3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3697 

0,4 3683 3668 3652 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538 

0,5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352 

0,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144 

0,7 3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920 

0,8 2987 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685 

0,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444 

           

1,0 0,2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203 

1,1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965 

1,2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736 

1,3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518 

1,4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315 

1,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127 

1,6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957 

1,7 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804 

1,8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669 

1,9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551 

           

2,0 0,0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449 

2,1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363 

2,2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290 

2,3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229 

2,4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180 

2,5 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139 

2,6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107 

Окончание таблицы П.3.1 
 

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

2,7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081 

2,8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061 

2,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046 

           

3,0 0,0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034 

3,1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025 

3,2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018 

3,3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 0013 

3,4 0012 0012 0012 0011 0011 0010 0010 0010 0009 0009 

3,5 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006 

3,6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004 

3,7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003 

3,8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002 

3,9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001 
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Таблица П.3.2 

Значения интегральной функции Лапласа dze
2

1
)x(Ф 2zx

0

2



 

x Ф(х) x Ф(х) x Ф(х) x Ф(х) 

0,00 0,0000 0,31 0,1255 0,63 0,2357 0,95 0,3289 

0,01 0,0400 0,32 0,1293 0,64 0,2389 0,96 0,3315 

0,02 0,0800 0,33 0,1331 0,65 0,2422 0,97 0,3340 

0,03 0,0120 0,34 0,1368 0,66 0,2454 0,98 0,3365 

0,04 0,0160 0,35 0,1406 0,67 0,2486 0,99 0,3389 

0,05 0,0199 0,36 0,1443 0,68 0,2517 1,00 0,3413 

0,06 0,0239 0,37 0,1480 0,69 0,2549 1,01 0,3438 

0,07 0,0279 0,38 0,1517 0,70 0,2580 1,02 0,3461 

0,08 0,0319 0,39 0,1554 0,71 0,2611 1,03 0,3485 

0,09 0,0359 0,40 0,1591 0,72 0,2642 1,04 0,3508 

0,10 0,0398 0,41 0,1628 0,73 0,2673 1,05 0,3531 

0,11 0,0438 0,42 0,1664 0,74 0,2703 1,06 0,3554 

0,12 0,0478 0,43 0,1700 0,75 0,2734 1,07 0,3577 

0,13 0,0517 0,44 0,1736 0,76 0,2764 1,08 0,3599 

0,14 0,0557 0,45 0,1772 0,78 0,2794 1,09 0,3621 

0,15 0,0596 0,46 0,1808 0,79 0,2823 1,10 0,3643 

0,16 0,0636 0,47 0,1844 0,80 0,2852 1,11 0,3665 

0,17 0,0675 0,48 0,1879 0,81 0,2881 1,12 0,3686 

0,18 0,0714 0,49 0,1915 0,82 0,2910 1,13 0,3708 

0,19 0,0753 0,50 0,1950 0,83 0,2939 1,14 0,3729 

0,20 0,0793 0,52 0,1985 0,84 0,2967 1,15 0,3749 

0,21 0,0832 0,53 0,2019 0,85 0,2995 1,16 0,3770 

0,22 0,0871 0,54 0,2054 0,86 0,3023 1,17 0,3790 

0,23 0,0910 0,55 0,2088 0,87 0,3051 1,18 0,3810 

0,24 0,0948 0,56 0,2123 0,88 0,3078 1,19 0,3830 

0,25 0,0987 0,57 0,2157 0,89 0,3133 1,20 0,3849 

0,26 0,1026 0,58 0,2190 0,90 0,3159 1,21 0,3869 

0,27 0,1064 0,59 0,2224 0,91 0,3186 1,22 0,3883 

0,28 0,1103 0,60 0,2257 0,92 0,3212 1,23 0,3907 

0,29 0,1179 0,61 0,2291 0,93 0,3238 1,24 0,3925 

0,30 0,1217 0,62 0,2324 0,94 0,3264 1,25 0,3944 
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Окончание  таблицы П.3.1 
 

x Ф(х) x Ф(х) x Ф(х) x Ф(х) 

1,26 0,3962 1,59 0,4441 1,95 0,4744 2,56 0,4948 
1,27 0,3980 1,60 0,4452 1,96 0,4750 2,58 0,4951 

1,28 0,3997 1,61 0,4463 1,97 0,4756 2,60 0,4953 
1,29 0,4015 1,62 0,4474 1,98 0,4761 2,62 0,4956 

1,30 0,4032 1,63 0,4484 1,99 0,4767 2,64 0,4959 
1,31 0,4049 1,67 0,4495 2,00 0,4772 2,66 0,4961 

1,32 0,4056 1,68 0,4535 2,02 0,4783 2,68 0,4963 
1,33 0,4082 1,69 0,4545 2,04 0,4793 2,70 0,4965 

1,34 0,4099 1,70 0,4554 2,06 0,4803 2,72 0,4967 
1,35 0,4115 1,71 0,4564 2,08 0,4812 2,74 0,4969 

1,36 0,4131 1,72 0,4573 2,10 0,4821 2,76 0,4971 
1,37 0,4147 1,73 0,4582 2,12 0,4830 2,78 0,4973 

1,38 0,462 1,74 0,4591 2,14 0,4838 2,80 0,4974 
1,39 0,4177 1,75 0,4599 2,16 0,4846 2,82 0,4976 

1,40 0,4192 1,76 0,4608 2,18 0,4854 2,84 0,4977 

1,41 0,4207 1,77 0,4616 2,20 0,4861 2,86 0,4979 
1,42 0,4222 1,78 0,4625 2,22 0,4868 2,88 0,4980 

1,43 0,4236 1,79 0,4633 2,24 0,4875 2,90 0,4981 
1,44 0,4251 1,80 0,4641 2,26 0,4881 2,92 0,4982 

1,45 0,4265 1,81 0,4649 2,28 0,4887 2,94 0,4984 
1,46 0,4279 1,82 0,4656 2,30 0,4893 2,96 0,4985 

1,47 0,4292 1,83 0,4664 2,32 0,4898 2,98 0,4985 
1,48 0,4306 1,84 0,4671 2,34 0,4904 3,00 0,49865 

1,49 0,4319 1,85 0,4678 2,36 0,4909 3,10 0,49898 
1,50 0,4332 1,86 0,4686 2,38 0,4913 3,20 0,49931 

1,51 0,4345 1,87 0,4693 2,40 0,4918 3,30 0,49949 
1,52 0,4357 1,88 0,4699 2,42 0,4922 3,40 0,49966 

1,53 0,4370 1,89 0,4706 2,44 0,4927 3,50 0,49976 
1,54 0,4382 1,90 0,4713 2,46 0,4931 3,60 0,499841 

1,55 0,4394 1,91 0,4719 2,48 0,4934 3,80 0,499928 
1,56 0,4406 1,92 0,4726 2,50 0,4938 4,00 0,499968 

1,57 0,4418 1,93 0,4732 2,52 0,4941 4,50 0,499997 

1,58 0,4429 1,94 0,4738 2,54 0,4945 5,00 0,499997 
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Приложение 4 
 

КРИТИЧЕСКИЕ ТОЧКИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ КРИТЕРИЕВ 

 
Таблица П.4.1 

Критические точки распределения Стьюдента 
 

k  \  α 0,1 0,05 0,02 0,01 0,001 

1 6,3138 12,7062 31,8205 63,6567 636,6192 

2 2,9200 4,3027 6,9646 9,9248 31,5991 

3 2,3534 3,1824 4,5407 5,8409 12,924 

4 2,1318 2,7764 3,7469 4,6041 8,6103 

5 2,0150 2,5706 3,3649 4,0321 6,8688 

6 1,9432 2,4469 3,1427 3,7074 5,9588 

7 1,8946 2,3646 2,9980 3,4995 5,4079 

8 1,8595 2,3060 2,8965 3,3554 5,0413 

9 1,8331 2,2622 2,8214 3,2498 4,7809 

10 1,8125 2,2281 2,7638 3,1693 4,5869 

11 1,7959 2,2010 2,7181 3,1058 4,4370 

12 1,7823 2,1788 2,6810 3,0545 4,3178 

13 1,7709 2,1604 2,6503 3,0123 4,2208 

14 1,7613 2,1448 2,6245 2,9768 4,1405 

15 1,7531 2,1314 2,6025 2,9467 4,0728 

16 1,7459 2,1199 2,5835 2,9208 4,0150 

17 1,7396 2,1098 2,5669 2,8982 3,9651 

18 1,7341 2,1009 2,5524 2,8784 3,9216 

19 1,7291 2,0930 2,5395 2,8609 3,8834 

20 1,7247 2,0860 2,5280 2,8453 3,8495 

21 1,7207 2,0796 2,5176 2,8314 3,8193 

22 1,7171 2,0739 2,5083 2,8188 3,7921 

23 1,7139 2,0687 2,4999 2,8073 3,7676 

24 1,7109 2,0639 2,4922 2,7969 3,7454 

25 1,7081 2,0595 2,4851 2,7874 3,7251 

26 1,7056 2,0555 2,4786 2,7787 3,7066 

27 1,7033 2,0518 2,4727 2,7707 3,6896 

28 1,7011 2,0484 2,4671 2,7633 3,6739 

29 1,6991 2,0452 2,4620 2,7564 3,6594 

30 1,6973 2,0423 2,4573 2,7500 3,6460 

35 1,6896 2,0301 2,4377 2,7238 3,5911 

40 1,6839 2,0211 2,4233 2,7045 3,5510 

45 1,6794 2,0141 2,4121 2,6896 3,5203 

50 1,6759 2,0086 2,4033 2,6778 3,4960 

55 1,6730 2,004 2,3961 2,6682 3,4764 

60 1,6706 2,0003 2,3901 2,6603 3,4602 

70 1,6669 1,9944 2,3808 2,6479 3,4350 

80 1,6641 1,9901 2,3739 2,6387 3,4163 

90 1,6620 1,9867 2,3685 2,6316 3,4019 

100 1,6602 1,9840 2,3642 2,6259 3,3905 
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110 1,6588 1,9818 2,3607 2,6213 3,3812 

120 1,6577 1,9799 2,3578 2,6174 3,3735 

∞ 1,6448 1,9600 2,3263 2,5758 3,2905 
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Таблица П.4.2 
Критические точки распределения Фишера-Снедекора 
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Таблица П.4.3 

Критические точки распределения 2  

 

 
 
 
 

Таблица П.4.4 
Критические точки распределения Кочрена 

 
При уровне значимости α=0.01 (υ – число степеней свободы,   
m – количество выборок). 
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При уровне значимости α=0.05. 
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Приложение 5 

МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

Если некоторая физическая величина зависит от другой величины , то эту зависимость можно 
исследовать, измеряя y при различных значениях x . В результате измерений получается ряд 
значений: 

x1, x2, ..., xi, , ... , xn; 
y1, y2, ..., yi, , ... , yn. 

По данным такого эксперимента можно построить график зависимости y = ƒ(x). Полученная 
кривая дает возможность судить о виде функции ƒ(x). Однако постоянные коэффициенты, 
которые входят в эту функцию, остаются неизвестными. Определить их позволяет метод 
наименьших квадратов. Экспериментальные точки, как правило, не ложатся точно на кривую. 
Метод наименьших квадратов требует, чтобы сумма квадратов отклонений экспериментальных 
точек от кривой, т.е. [yi – ƒ(xi)]

2
 была наименьшей. 

На практике этот метод наиболее часто (и наиболее просто) используется в случае линейной 
зависимости, т.е. когда 

y = kx    или  y = a + bx. 
Линейная зависимость очень широко распространена в физике. И даже когда зависимость 

нелинейная, обычно стараются строить график так, чтобы получить прямую линию. Например, 
если предполагают, что показатель преломления стекла n связан с длиной световой волны λ 
соотношением n = a + b/λ

2
, то на графике строят зависимость n от λ

-2
. 

Рассмотрим зависимость y = kx (прямая, проходящая через начало координат). Составим 
величину φ – сумму квадратов отклонений наших точек от прямой  

. 
Величина φ всегда положительна и оказывается тем меньше, чем ближе к прямой лежат наши 

точки. Метод наименьших квадратов утверждает, что для k следует выбирать такое значение, при 
котором φ имеет минимум 

 
или 

    
Вычисление показывает, что среднеквадратичная ошибка определения величины k равна при 

этом  

,    
где – n число измерений. 
 
Рассмотрим теперь несколько более трудный случай, когда точки должны удовлетворить 

формуле y = a + bx (прямая, не проходящая через начало координат). 
Задача состоит в том, чтобы по имеющемуся набору значений xi, yi найти наилучшие значения 

a и b. 
Снова составим квадратичную форму υ, равную сумме квадратов отклонений точек xi, yi от 

прямой 

 
и найдем значения a и b , при которых φ имеет минимум 

; 

. 

(П.5.1) 

(П.5.2) 
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. Совместное решение этих уравнений дает 

 
 

 
Среднеквадратичные ошибки определения a и b равны  

 

.   
При обработке результатов измерения этим методом удобно все данные сводить в таблицу, в 

которой предварительно подсчитываются все суммы, входящие в формулы (П.5.3)–( П.5.6).  
 
 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 

(П.5.3) 

(П.5.4) 

(П.5.5) 

(П.5.6) 
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