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Раздел 1. Комплексные числа. 

1.1.Основные понятия. 

Определение 1.1. Комплексным числом z называется выражение вида 

iyxz += , где x и y – действительные числа, а i – так называемая мнимая едини-

ца,  12 −=i . Если 0=x , то число iyiyz =+= 0  называется чисто мнимым, если 

0=y , то число xixz =⋅+= 0  отождествляется с действительным числом. Число  

x  называется действительной частью комплексного числа z  и обозначается 

zx Re= , а −y  мнимой частью z , zy Im= .  

Определение 1.2. Два комплексных числа 111 iyxz +=  и 222 iyxz +=  называ-

ются равными ( 21 zz = ) тогда и только тогда, когда равны их действительные 

части и равны их мнимые части: 21 xx = , 21 yy = . Два комплексных числа 

iyxz +=  и iyxz −= , отличающиеся лишь знаком мнимой части, называются со-

пряженными. 

 

1.2.Геометрическая интерпретация и форма записи комплексных чисел 

 

представляет собой абсциссу, а коэффициент при мнимой части – ординату 

точки. Каждому комплексному числу соответствует единственная точка коор-

динатной плоскости и, обратно, каждой точке координатной плоскости соот-

ветствует единственное комплексное число, при этом двум различным ком-

плексным числам соответствуют две различные точки координатной плоскости. 

Сопряженным комплексным числам iyxz +=  и iyxz −=  соответствуют точки, 

симметричные относительно оси абсцисс (рис. 1).  

Геометрическая интерпретация комплексных чисел 

состоит в том, что каждому комплексному числу 

iyxz +=  ставится в соответствие точка (x, y) коор-

динатной плоскости таким образом, что действи-

тельная часть комплексного числа представляет 
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Запись числа z  в виде iyxz +=  называют алгебраической формой комплексно-

го числа. 

Модуль r и аргумент ϕ  rкомплексного 

числа можно рассматривать  как по-

лярные координаты вектора OMr = , 

изображающего комплексное число 

iyxz +=  (рис.2).  
          

Тогда получаем ϕcosrx = , ϕsinry = . Следовательно, комплексное число 

iyxz += можно записать в виде )sin(cossincos ϕϕϕϕ irirrz +=+= .  Такая запись 

комплексного числа называется тригонометрической формой. Модуль ком-

плексного числа определяется по формуле: 22 yxzr +== . Аргумент ϕ  

определяется из формул: 
r

x=ϕcos , 
r

y=ϕsin , 
x

y
tg =ϕ  и изменяется в пределах 

πϕπ ≤<− . 

Комплексное число )sin(cos ϕϕ irz +=  можно записать в показательной форме 

ϕirez = , где zr =  - модуль комплексного числа. 

Пример 1.1. Записать комплексное число iz +−= 1  в тригонометрической 

и показательной формах. 

Решение: 
1Im

;1Re

==
−==

yz

xz
 

имеем 21)1( 22 =+−== rz , 
4

3

41

1 ππππϕ =+−=+








−
= arctg  

Тогда: 4

3

2
4

3
sin

4

3
cos21

πππ i
eiiz =







 +=+−=  

 

1.3. Действия над комплексными числами. 

1. Суммой двух комплексных чисел 111 iyxz +=  и 222 iyxz +=  называется 

комплексное число, определяемое равенством )()( 212121 yyixxzz +++=+ . 

Пример 1.2. Найти сумму двух комплексных чисел: iz 321 −=  и iz 452 +−= . 
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Решение: имеем 
3Im

;2Re

11

11

−==
==

yz

xz
 и 

4Im

;5Re

22

22

==
−==

yz

xz
. 

Тогда iizz +−=+−+−=+ 3)43()52(21 . 

2. Разностью двух комплексных чисел 111 iyxz +=  и 222 iyxz +=  называется 

комплексное число, определяемое равенством )()( 212121 yyixxzz −+−=− . 

Пример 1.3. Найти разность двух комплексных чисел: iz 321 −=  и 

iz 452 +−= . 

Решение: имеем 
3Im

;2Re

11

11

−==
==

yz

xz
 и 

4Im

;5Re

22

22

==
−==

yz

xz
. 

Тогда iizz 77)43()52(21 −=−−++=− . 

3. Произведением двух комплексных чисел 111 iyxz +=  и 222 iyxz +=  назы-

вается комплексное число, определяемое равенством 

)()( 2121212121 xyyxiyyxxzz ⋅+⋅+⋅−⋅=⋅ . Причем 22 yxzz +=⋅ . 

Пример 1.4. Найти произведение двух комплексных чисел: iz 321 −=  и 

iz 452 +−= . 

Решение: имеем 
3Im

;2Re

11

11

−==
==

yz

xz
 и 

4Im

;5Re

22

22

==
−==

yz

xz
. 

Тогда iizz 232))5()3(42()4)3()5(2(21 +=−⋅−+⋅+⋅−−−⋅=⋅ . 

Произведением двух комплексных чисел в тригонометрической фор-

ме )sin(cos11 ϕϕ irz +=  и )sin(cos22 θθ irz +=  называется комплексное число, опре-

деляемое равенством ))sin()(cos(2121 θϕθϕ +++⋅=⋅ rrzz . 

Тогда )sin(cos ϕϕ nnrz nn +=  − формула Муавра. 

Пример 1.5. Найти ( )931 i+ . 

Решение: запишем сначала число iz 31+=  в тригонометрической форме: 

( ) 231
2

=+=r , 
31

3 πϕ == arctg   

Значит 






 +=
3

sin
3

cos2
ππ

iz . 
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По формуле Муавра получим: ( ) 512
3

9sin
3

9cos231 999 −=






 +=+= ππ
iiz  

4. Частным двух комплексных чисел 111 iyxz +=  и 222 iyxz +=  )0( 2 ≠z  назы-

вается комплексное число, определяемое равенством 

2
2

2
2

2121
2
2

2
2

2121

2

1

yx

yxxy
i

yx

yyxx

z

z

+
−+

+
+= .  

Пример 1.6. Найти частное двух комплексных чисел: iz 321 −=  и 

iz 452 +−= . 

Решение: имеем 
3Im

;2Re

11

11

−==
==

yz

xz
 и 

4Im

;5Re

22

22

==
−==

yz

xz
. 

Тогда ( )
41

7

41

22

4)5(

425)3(

4)5(

4)3()5(2
2222

2

1 ii
z

z +−=
+−

⋅−−⋅−+
+−

⋅−+−⋅= . 

Для тригонометрической формы комплексного числа формула деления имеет 

вид: ( ))sin()cos(
sin(cos

)sin(cos

2

1

2

1

2

1 θϕθϕ
θθ
ϕϕ −+−=

+
+=

r

r

ir

ir

z

z . 

5. Корнем n-й степени из комплексного числа z  называется равенство 








 +++=+=
n

k

n

k
rirz nnn πϕπϕϕϕ 2

sin
2

cos)sin(cos , где =k 1, 2, …, 1−n  

Пример 1.7. Найти 3 i . 

Решение: запишем подкоренное выражение в тригонометрической форме:  








 +=
2

sin
2

cos1
ππ

ii . 

Значит 














 +
+

+
=+=

3

2
2sin

3

2
2cos1

2
sin

2
cos 333

k
i

k
ii

ππππ
ππ , 0=k ,1,2. 

При 0=k  получим: 
2

1

2

3

6
sin

6
cos

3
2sin

3
2cos13

0 iiiz +=+=
















+== ππ
ππ

 

При 1=k  получим: 
2

1

2

3

6

5
sin

6

5
cos

3

2
2sin

3

2
2cos13

1 iiiz +−=+=














 +
+

+
== ππππππ
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При 2=k  получим: iiiz −=+=














 +
+

+
==

2

3
sin

2

3
cos

3

4
2sin

3

4
2cos13

2

ππππππ

 

Задания для самостоятельного решения: 

1. Запишите числа в тригонометрической и показательной форме. Запишите 

к ним комплексно сопряженное число. 

a) z = 3+3i  

b) z = 2-3i  

c) z = 3i 

2. Вычислите сумму, разность, произведение и частное комплексных чисел:   

a) iz 331 +=  и iz 322 −=  

b) iz 31 =  и iz 332 −=  

c) iz 521 +−=  и iz 472 −−=  

3. Выполнить указанные операции: а) (2 - i)(2 + i)2 - (3 - 2i) + 7;              б) 

(1 + i)4;       в) 
6

22

3










+ i . 

4. Найти частное комплексных чисел: а) 
i

1 ; б) 
i+1

1 ; в) 

2

3

2

1
2

3

2

1

i

i

−

+
. 

5. Установить, при каких действительных значениях x и y равны следую-

щие комплексные числа: z1 = x2 = xyi - 5 + i и z2 = xi - y2 + yi. 

6. Найти координаты точки M, изображающей комплексное число   

i

i
i

i

i
z

−
−++

+
−=

2

38

13

25 . 

7. Найти все значения корней: а) 4 1 ;  б) 3 31 i−− . 

8. Решить уравнение z6 + 1 = 0. 

9. Доказать, что 2
2

31

2

31
33

=








 +−+








 −− ii . 

10. Найти число, сопряженное с числом i
ii

i
z +









+
+

+
+=

4)1(

12

7

3117

4

1 .     
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Домашнее задание: 

1. Вычислить:  

a) 151051 iii −+− ; 

b) 
i

i

i

i

23

443

+
−++ ; 

c) ( ) ( )44 1212 +−− ii ; 

d) ( )( )
i

ii

+
−+

2

532 ; 

e) ( )10
21 zz ⋅ , если 311 iz +−= , 311 iz +−= , ( )00

2 30sin30cos
4

1
iz += . 

2. Представить в тригонометрической и показательной форме числа: 

a) 31 iz −= ; 

b) iz 42 −−= ; 

c) iz 4,23,0 +−= . 

3. Найти модуль и аргумент комплексного числа: 

a) ( ) ( )iiz +−⋅−−= 55 ; 

b) 
10

5

34







 += i
z . 

4. Решить уравнения: 

a) 02042 =+− zz ; 

b) 01582 =−− izz ; 

c) 083 =+ iz ; 

d) 
i

z
16 = . 
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Раздел 2. Элементы векторной алгебры  

2.1. Линейные операции над векторами 

Определение 2.1. Вектором называется множество всех направленных от-

резков, имеющих одинаковую длину и направление.  

Обозначают векторы символами a  или ,BA  где A  – начало, а B  – конец на-

правленного отрезка AB .  

Определение 2.2. Длиной вектора BA  называется длина отрезка AB .  

Для обозначения длины вектора BA  вводят символ .aBAa ==   

Вектор нулевой длины называют нулевым вектором и обозначают .0  

Векторы a  и b , имеющие одинаковую длину и направление, считаются равны-

ми друг другу, т. е. .ba =  

Пусть даны два вектора a  и .b  Построим равные им векторы BA  и ,CB  т. е. со-

вместим начало вектора b  с концом вектора a  (рис. 1). Вектор CA  будем назы-

вать суммой векторов a и b  (правило треугольника). 

 B 

А C 

b

ba +  

a

 

Рис. 1 

Определение 2.3. Произведением вектора a  на число α  называется век-

тор ,a⋅α  удовлетворяющий условиям: 1) вектор a⋅α  коллинеарен (параллелен) 

вектору ;a  2) длина вектора a⋅α  равна ;a⋅α  3) векторы a⋅α  и a  сонаправле-

ны, т. е. имеют одинаковое направление, при 0>α  и противоположно направ-

лены при .0<α   

Пример 2.1. По данному вектору a  найдем векторы a2  и .3a−  Изобразим 

a , затем a2  и .3a−   

 
a  

a2   a3−  
 

Определение 2.4. Разностью векторов a  и b  называется вектор 
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bac −=  такой, что acb =+ (рис. 2). 

 bac −=
b  

a   

Рис. 2 

Легко проверить, что ( ),baba −+=−  где b−  – это вектор, противоположный 

вектору ,b т. е. такой, что ( ) .0=−+ bb  

Заметим, что для векторов a  и b  справедливы свойства: 

;abba +=+  

( ) ( ) .cbacbacba ++=++=++  

Проиллюстрируем первое свойство, построив поочередно ba +  и ab +  по пра-

вилу треугольника на одном чертеже (рис. 3).  

 b

b

a

a

ba +

ab +

 

Рис. 3 

Отсюда получаем правило параллелограмма сложения векторов: если на векто-

рах a  и b  построить как на сторонах параллелограмм, то сумма ba +  является 

диагональю параллелограмма, исходящей из общей точки приложения векторов 

a  и .b  

Если же построить вторую диагональ параллелограмма, то мы получим раз-

ность векторов a  и b  (рис. 4). 

 

a a

b

b

ba +

ba −

 

Рис. 4 
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2.2. Базис.  Декартова прямоугольная система координат 

Определение 2.5. Три вектора ba ,  и c  называются компланарными, если 

они параллельны некоторой плоскости в широком смысле (т. е. или лежат в од-

ной плоскости, или в параллельных плоскостях). 

После приведения к одному началу компланарные векторы лежат в одной 

плоскости.  

Определение 2.6. Базисом в пространстве называются три некомпланар-

ных вектора, взятых в определенном порядке; базисом на плоскости называют 

два неколлинеарных вектора, взятых в определенном порядке; базисом на пря-

мой называют любой ненулевой вектор на этой прямой.  

Теорема 2.1. Каждый вектор в пространстве, плоскости или на прямой может 

быть разложен по базису пространства, плоскости или прямой соответственно, 

причем это разложение единственно. 

Таким образом, если 21,ee  и 3e  – базис пространства, a  – вектор пространства, 

то ,332211 eeea ⋅+⋅+⋅= ααα  где 321 ,, ααα  – координаты вектора a  в базисе .,, 321 eee  

При сложении векторов складываются соответствующие координаты, при ум-

ножении вектора на число все координаты вектора умножаются на это число.  

Взаимно перпендикулярные и имеющие единичную длину векторы kji ,,  обра-

зуют ортонормированный базис. 

Определение 2.7. Совокупность точки – начала координат и ортонорми-

рованного базиса называют декартовой прямоугольной системой координат. 

 

i

k

O 
j

 

Рис. 5 
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Прямые, проходящие через начало координат в направлении базисных векто-

ров, называют осями координат, а плоскости, проходящие через оси коорди-

нат – координатными плоскостями. 

 

y

x

z

O 

( )zyxM ,,

x

z

y

 

Рис. 6 

Для каждой точки M  пространства существует ее радиус – вектор .MOr =  Под 

декартовыми координатами точки M  понимаются координаты ее радиус – век-

тора в базисе ,,, kji  т. е. kzjyixMO ++=  и ( ). ,, zyxM  

И вообще kzjyixa ++=  или ( ). ,, zyxa =   

Если точка ( )111 ,, zyxA  – начало, а точка ( )222 ,, zyxB  – конец вектора ,BA  то 

( ) ( ) ( ) .  121212 kzzjyyixxAB −+⋅−+⋅−=  

Пример 2.2. Найти координаты вектора ,BA  если ( )1,2,1A  и ( )8,4,3B . 

Решение. ( ) ( ) ( ) ( ). 7,2,2182413 =⇒⋅−+⋅−+⋅−= BAkjiBA   

Коллинеарные векторы a  и b  отличаются длиной и направлением (сонаправ-

лены или направлены противоположно), поэтому координаты таких векторов 

пропорциональны, т.е. векторы ( )111 ,, zyxa =  и ( )222 ,, zyxb =  коллинеарны тогда и 

только тогда, когда .
2

1

2

1

2

1

z

z

y

y

x

x ==   

Например, векторы ( )3,1,2 −=a  и ( )6,2,4−−=b  коллинеарны.  

2.3. Скалярное произведение векторов 

Определение 2.8. Скалярным произведением векторов a  и b  называется 

число, равное произведению длин векторов на косинус угла между ними, т. е. 

,cosϕ⋅⋅=⋅ baba  где a  и b  – длины векторов, а ϕ  – угол между ними.  
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a

b

ϕ
 

Рис. 7 

Если ,, 222111 kzjyixbkzjyixa ⋅+⋅+⋅=⋅+⋅+⋅=  то .212121 zzyyxxba ⋅+⋅+⋅=⋅  

Длина вектора ( )zyxa ,,=  вычисляется по формуле .2222 zyxaa ++==  

Косинус угла ϕ  между векторами a  и b  находят по формуле  

.cos
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

zyxzyx

zzyyxx

ba

ba

++⋅++

⋅+⋅+⋅=
⋅
⋅=ϕ  

Если векторы a  и b  взаимно перпендикулярны, то  

.0212121 =⋅+⋅+⋅=⋅ zzyyxxba  

Если ( )111 ,, zyxA  и ( )222 ,, zyxB , то длина отрезка AB  равна 

( ) ( ) ( ) .2
12

2
12

2
12 zzyyxxAB −+−+−=  

Пример 2.3. Найти величину угла при вершине A  треугольника с верши-

нами ( ) ( ) ( ).1,2,3,0,2,4,4,2,1 −−−−− CBA  

Решение. Изобразим треугольник ABC  (рис. 8).  

 

A B

C 

 

Рис. 8 

.cos
ACAB

CABA
A

⋅
⋅=

)
 ( ) ( ),4;0;340;22;14 −−=−+−+−=BA  ( ) ( ).3;0;441;22;13 −=−+−+=CA  

( ) ( )
,0

916169

34043
cos =

+⋅+
−⋅−++⋅−=A

)
 поэтому .

2

π=A
)

 

Замечание. При решении задач векторной алгебры, аналитической геометрии и 

других иногда приходится искать координаты середины отрезка ,AB  где 

( ) ( ).,,,,, 222111 zyxBzyxA  Координаты середины отрезка ищут по формулам: 

.
2

,
2

,
2

212121 zz
z

yy
y

xx
x ccc

+=+=+=  
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Рассмотрим в заключение этого пункта вопрос определения направления век-

тора и нахождение орта этого вектора, т. е. единичного вектора того же направ-

ления, что и сам вектор.  

Пусть γβα ,,  – углы между вектором a  и координатными осями .,, OzOyOx  

Косинусы углов γβα ,,  называют направляющими косинусами вектора 

( )zyxa ,,= . Находят γβα cos,cos,cos  по формулам:  

,cos
222 zyx

x

a

x

++
==α  ,cos

222 zyx

y

a

y

++
==β  ,cos

222 zyx

z

a

z

++
==γ  причем 

.1coscoscos 222 =++ γβα  

Пример 2.4. Найти направляющие косинусы вектора ( ).2,1,2 −−=a  

Решение: ;
3

2

212

2
cos

22
=

++
=α  .

3

2
cos;

3

1
cos −=−= γβ  

Пример 2.5. Найти единичный вектор того же направления, что и вектор 

( ).2,1,2 −−=a  

Решение. Единичный вектор находят по формуле .
a

a
e =  Так как длина вектора 

a  равна ,3  то единичный вектор 






 −−=
3

2
,

3

1
,

3

2
e , т.е. его координаты получают 

делением координат вектора a  на его длину. 

Замечание. Очевидно, ( ).cos,cos,cos γβα=e  

2.4. Векторное произведение 

Определение 2.9. Векторным произведением векторов a  и b  называется 

вектор ,c  удовлетворяющий следующим условиям:  

1) вектор c  перпендикулярен и вектору a  и вектору b ; 2) длина вектора c  рав-

на ϕsin⋅⋅ ba  (ϕ  – угол между a  и b ); 3) с конца вектора c  кратчайший поворот 

от вектора a  к вектору b  кажется происходящим против часовой стрелки. 
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a  

b

с

ϕ

 

Рис. 9 

Заметим, что такую тройку векторов принято называть правой (рис. 9). 

Обозначим векторное произведение ba × . Ясно, что abba ×−=× , так как изме-

нится на противоположное направление вектора c  при неизменной и равной 

площади параллелограмма со сторонами a и b длине этого вектора. 

Векторное произведение векторов ( )111 ,, zyxa =  и ( )222 ,, zyxb =  вычисляют по 

формуле: 

222

111

zyx

zyx

kji

ba =× . 

С помощью векторного произведения можно вычислить площадь параллело-

грамма, построенного на a  и b  как на сторонах: baS ×= , или площадь тре-

угольника, построенного на этих векторах: baS ×=
2

1 . 

Пример 2.6. Найти площадь треугольника ABC , если известны координа-

ты его вершин: ( ) ( ) ( ). 6, 8 ,5,4,2 ,0,6,4 ,2 −−−−− CBA  

Решение: Найдём векторы AB  и AC : 

,043,222 kjiACkjiAB ++−=+−=  тогда ACABS ×=
2

1 . Находим 

kji

kji

ACAB 268

043

222 +−−=
−

−=× . 

Имеем =⋅==++=+−−= 264
2

1
104

2

1
43664

2

1
268

2

1
kjiS  .26  
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2.5. Смешанное произведение 

Определение 2.10. Смешанным произведением векторов ba ,  и c  называ-

ется число cba ⋅× . Обозначают смешанное произведение cba . Численно сме-

шанное произведение равно объёму параллелепипеда, построенного на векто-

рах ba ,  и c  как на сторонах, взятому со знаком +, если эта тройка векторов 

правая, и со знаком -, если эта тройка левая. Если же ba ,  и c  компланарны, то 

.0=⋅⋅ cba  

Если ( ) ( )222111 ,,,,, zyxbzyxa ==  и ( ),,, 333 zyxc =  то  

.

333

222

111

zyx

zyx

zyx

cba =⋅⋅  

С помощью смешанного произведения можно вычислить объем параллелепи-

педа, построенного на векторах ba ,  и ,: cbaVc ⋅⋅=  или объем пирамиды, по-

строенной на этих векторах: .
6

1
cbaV ⋅⋅=   

 

Задания для самостоятельного выполнения: 

1. На оси Ох найти точку, равноудаленную от точек А(2;-4;5) и В(-3;2;7).  

2. Написать разложение вектора X по векторам (a, b, c), если x=(-4;4;4), 

a=(3;1;0), b=(-1;0;6), c=(-1;2;0).  

3. Найти косинус угла между векторами AB и AC, если A=(-4;4;4), B=(3;1;0), 

C=(-1;0;6).  

4. Вычислить площадь треугольника с вершинами A=(-4;4;4), B=(3;1;0),    C=(-

1;0;6).  

5. Компланарны ли вектора a=(-3;2;1), b=(3;1;2), c=(3;-1;4)? 

6. Заданы два вектора в пространстве a=(0;1;1), b=(-2;0;1). Найти:  

а) их сумму; 

б) их разность; косинус угла между ними; 

в) их векторное произведение.  
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7. Сила F приложена к точке А. Вычислить: а) работу силы F в случае, когда 

точка её приложения, двигаясь прямолинейно, перемещается в точку В; b) мо-

дуль момента силы F относительно точки В. F=(5;-3;9), A(3;4;-6), B(2;6;5). 

8. Найти равнодействующую двух сил 1F  и 2F , модули которых равны        F1 

= 5, F2 = 7, угол между ними θ = 60°. Определить также углы α и β, образуе-

мые равнодействующей с силами 1F  и 2F . 

9. При каких значениях α и β вектор );1;3( α−a  перпендикулярен вектору 

)1;;2( βb , если 3=b ? 

10. Векторы ,a  ,b  c  лежат в одной плоскости и образуют попарно друг с дру-

гом углы 2π/3. Разложить вектор a  по векторам b  и c , если 3=a , 2=b 1=c . 

11. Вектор a  задан координатами своих концов A и B: A(2, 1, -4); B(1, 3, 2). 

Найти проекции вектора a  на координатные оси и его направляющие косину-

сы. 

12. Два вектора a  и b  определены своими проекциями { }1;2;7 −a   и { }3;2;1 −b . 

Найти скалярное произведение этих векторов и угол между ними. 

 

Домашнее задание: 

1. Даны два вектора: kjia 432 −+=  и kjib 523 ++−= . Найти проекции на 

координатные оси суммы и разности этих векторов. 

2. Определить угол между векторами a  и b , заданными своими проекция-

ми { }2;1;2 −a  , { }2;4;1−b . 

3. Найти площадь параллелограмма, построенного на векторах 

kjia 745 +−=  и kjib 2−+= . 

4. Векторы AB  и CD  определены координатами своих концов: A(2, 4, 5); 

B(-1, -3, -2); C(4, 1, 7); D(-2, 3, 10). Найти: 1) векторное произведение 

CDAB × ; 2) его модуль; 3) направляющие косинусы векторного произ-

ведения. 
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5. Найти площадь треугольника, координаты вершин которого известны: 

A(-2, 1, 2); B(3, -3, 4); C(1, 0, 9). 

6. Дана сила { }2;4;3 −F  и точка ее приложения A(2, -1, 3). Найти момент си-

лы относительно начала координат и углы, составляемые им с коорди-

натными осями. 

7. Даны координаты вершин пирамиды A1(5, 1, -4), A2(1, 2, -1), A3(3, 3, -4) и 

A4(2, 2, 2). Определить ее объем. 
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Раздел 3. ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ 

3.1. Определители  

Определение 3.1. Определителем второго порядка, соответствующим квад-

ратной таблице элементов 








2221

1211

aa

aa
, называется число 12212211 aaaa ⋅−⋅ . Таким 

образом,  

12212211
2221

1211 aaaa
aa

aa
⋅−⋅==∆ .    

Числа 22211211 ,,, aaaa  называются элементами определителя. Индексы, стоящие 

внизу соответствующего элемента, означают номер строки и номер столбца оп-

ределителя, на пересечении которых, стоит указанный элемент. Элементы 

2211,aa  называют элементами главной диагонали определителя, а элементы 

2112,aa  - соответственно элементами побочной диагонали. 

Пример 3.1. Вычислить определитель 

23815)2(435
34

25
=+=−⋅−⋅=

−
=∆  

Определение 3.2. Определителем третьего порядка, соответствующим квад-

ратной таблице элементов  

















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

, 

называется число, определяемое равенством  

2213332112322311312312133221332211

3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaaaa

aa

aa
a

aa

aa
a

aa

aa
a

aaa

aaa

aaa

⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=

=⋅+⋅−⋅==∆
 

Пример 3.2. Вычислить определитель 

123

315

432

−−
−=∆ . 

Решение. Получим:  
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26281210)7(4)4(3)5(2

)310(4)95(3)61(2
23

15
4

13

35
3

12

31
2

−=−+−=−⋅+−⋅−−⋅=

=+−⋅+−⋅−−⋅=
−−

⋅+
−

−
⋅−

−
−

⋅=∆
 

Для вычисления определителя третьего порядка используют правило тре-

угольника (или Саррюса). 

•••
•••
•••
                           

•••
•••
•••
 

Определение 3.3. Определитель, в котором под главной диагональю (над 

главной диагональю) стоят нули, называется определителем треугольного вида. 

Определитель треугольного вида равен произведению элементов главной диа-

гонали. 

Определение 3.4. Минором некоторого элемента ija  определителя n-го по-

рядка называется определитель n-1-го порядка, полученный из исходного опре-

делителя путем вычеркивания строки и столба, на пересечении которых нахо-

дится выбранный элемент. Обозначается ijM . 

Определение 3.5. Алгебраическим дополнением элемента ija  определителя  

называется его минор, взятый со знаком «+», если сумма i+j – четное число, и 

со знаком «-», если эта сумма нечетная. Обозначается ijA . Согласно определе-

нию .)1( ij
ji

ij MA ⋅−= +  

Для определителя третьего порядка знак, который при этом приписывается 

минору соответствующего определителя, определяется следующей таблицей: 

+−+
−+−
+−+

. 

Пример 3.3. Вычислить определитель 
637

421

235

−=∆ , разлагая его по элемен-

там третьего столбца. 

Решение. Согласно теореме разложения имеем: 
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( )

.68782434)310(6)2115(4)143(2

)3)1(25()1(6)3735()1(4)273)1(()1(2

21

35
16

37

35
)1(4

37

21
)1(2642

654

333231
332313

=++−=++−−−−⋅=
=⋅−−⋅−+⋅−⋅−+⋅−⋅−⋅−=

=
−

−⋅+−⋅+
−

−⋅=++=∆ +++AAA

 

Определение 3.6. Выражение 

434241

333231

232221

14

444241

343231

242221

13

444341

343331

242321

12

444342

343332

242322

11

44434241

34333231

24232221

14131211

aaa

aaa

aaa

a

aaa

aaa

aaa

a

aaa

aaa

aaa

a

aaa

aaa

aaa

a

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

⋅−⋅+

+⋅−⋅==∆

 

называется определителем четвертого порядка. Этот определитель можно запи-

сать в виде: 

1414131312121111 AaAaAaAa ⋅+⋅+⋅+⋅=∆ ,  

где ijij
ji

ij MjiMA ,4,3,2,1,4,3,2,1,)1( ==⋅−= + -минор элемента, стоящего на пересече-

нии i-ой строки и j-го столбца, Aij-алгебраическое дополнение этого элемента. 

 

Свойства определителей 

Свойство 1: определитель не изменится, если его строки заменить столбца-

ми, и наоборот.  

Свойство 2: при перестановке двух строк (столбцов) определитель меняет 

знак. 

Свойство 3: определитель, имеющий одинаковые (пропорциональные) стро-

ки (столбцы), равен 0. 

Свойство 4: общий множитель элементов какой-либо строки (столбца) оп-

ределителя можно вынести за знак определителя. 

Свойство 5: если элементы какой-либо строки(столбца) определителя пред-

ставляют собой сумму двух слагаемых, то определитель может быть разложен 

на сумму двух соответствующих определителей. 
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Свойство 6: определитель не изменится, если к элементам одного ряда при-

бавить соответствующие элементы параллельного ряда, умноженное на любое 

число. 

Свойство 7: определитель равен сумме произведений элементов некоторого 

ряда на соответствующие им алгебраические дополнения. 

Свойство 8: сумма произведений элементов какой-либо строки (столбца) 

определителя на алгебраические дополнения соответствующих элементов па-

раллельной строки (столбца) равна 0.   

 

3.2. Матрицы. Основные понятия 

Определение 3.7. Матрицей называется прямоугольная таблица чисел, со-

держащая m строк одинаковой длины (или n столбцов одинаковой длины), ко-

торая записывается в виде 



















=

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

 

или, сокращенно, )( ijaA = , где mi ,1= , (т.е. mi ,...,2,1= ) – номер строки, nj ,1=  (т.е. 

nj ,...,2,1= ) – номер столбца, числа ija  называются элементами матрицы. Матри-

цу А называют матрицей размера nm ×  и пишут nmA × . Например: 








 −
=

8016

7523
A , 42×A . 

Определение 3.8. Две матрицы )( ijaA =  и )( ijbB =  равны между собой, если 

их размеры совпадают, а их соответствующие элементы равны, т.е. BA = , если 

ijij ba = , где njmi ,1,,1 == . 

Например: .,
752

413
,,

752

413
3232 ×× 







 −
=







 −
= BBAA Так как размеры матриц сов-

падают )32( ×  и соответствующие элементы равны, поэтому матрицы А и В рав-

ны, т.е.A=B. 
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Определение 3.9. Матрица, у которой число строк равно числу столбцов, на-

зывается квадратной. Квадратную матрицу размера nn ×  называют матрицей n-

го порядка. 

Например: ,,
40

72
22×







= AA  т.е. дана матрица второго порядка. 

Определение 3.10. Квадратная матрица, у которой все элементы, кроме эле-

ментов главной диагонали, равны нулю, называются диагональной. 

Например: Матрица 
















−=
700

010

003

A  - диагональная. 

Определение 3.11. Диагональная матрица, у которой каждый элемент глав-

ной диагонали равен единице, называется единичной. Обозначается буквой Е. 

Например: 
















=×

100

010

001

33E  или 



















=×

1000

0100

0010

0001

44E . 

Определение 3.12. Квадратная матрица называется треугольной, если все 

элементы, расположенные над главной диагональю (или под главной диагона-

лью), равны нулю. 

Например:














 −
=×

800

530

721

33A  или 
















−=×

058

013

004

33A  - треугольные матрицы. 

Важной характеристикой квадратной матрицы порядка n является ее опре-

делитель (или детерминант), который обозначается Adet  или A .  .1det =E  

Определение 3.13. Квадратная матрица, у которой определитель отличен от 

нуля, т.е. 0≠A , называется невырожденной. В противном случае матрица на-

зывается вырожденной. 

Например: .01212
64

32
  ,

64

32
=−==







= AA  Следовательно, матрица А – вы-

рожденная. 
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.025421
74

13
,

74

13
≠=+=

−
=







 −
= BB  Следовательно, матрица В – невырожден-

ная. 

Определение 3.14. Матрица, все элементы которой равны нулю, называется 

нулевой и обозначается буквой О. 

Определение 3.15. Матрица, содержащая одну строку, называется матрицей-

строкой )....( 21 naaaA =  

Матрица, содержащая один столбец, называется матрицей-столбцом 

.
...

2

1



















=

ma

a

a

A  

Матрица размера 11× , состоящая из одного числа, отождествляется с этим 

числом, т.е. 11)3( ×  есть 3. 

Определение 3.16. Матрица, полученная из данной заменой каждой ее стро-

ки столбцом с тем же номером, называется матрицей транспонированной к 

данной. Обозначается TA . 

Например: если 






=
41

32
A , то 







=
43

12TA ;  если ( )21=A , то 






=
2

1TA . 

Транспонированная матрица обладает следующим свойством: ( ) AA
TT = . 

 

3.3. Действия над матрицами 

Определение 3.17. Суммой двух матриц ( )ijnm aA =×  и ( )ijnm bB =×  одинаковых 

размеров называется матрица того же размера ( )ijnm cC =×  такая, что :ijijij bac +=  

( ) .,1,,1, njmibaBAС ijij ==+=+=   

Аналогично определяется разность матриц: ( ) .,1,,1, njmibaBAС ijij ==−=−=  

Пример 3.4. Найти сумму матриц А и В, если 

.
7191

1320
 ,

7632

8541









−
−

=






= BA  
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Решение: .
147121

9261

77169312

18352401







=








+++−
+−++

=+ BA  

Определение 3.18. Произведением матрицы ( )ijaA =  на число α  называется 

матрица ( )ijbB =  такая, что :ijij ab α= ( ) .,1 ,,1 , njmiaAB ij ==⋅=⋅= αα   

Пример 3.5. 
















−
−=

875

132

041

A , 2=α . Найти AB ⋅= α . 

Решение: .

161410

264

082

875

132

041

2
















−
−=

















−
−⋅=B  

Матрица AA ⋅−=− )1(  называется противоположной матрице А. 

Замечание: Операция умножения двух матриц вводится только для случая, ко-

гда число столбцов первой матрицы равно числу строк второй матрицы. 

Определение 3.19. Произведением матрицы ( )ijnm aA =×  на матрицу ( )jkpn bB =×  

называется матрица ( )ikpm cC =×  такая, что nkinkikiik bababac ⋅++⋅+⋅= ...2211 , где 

mi ,1= , pk ,1= . 

Если матрицы А и В квадратные одного размера, то произведения АВ и ВА 

всегда существуют. 

Пример 3.6. Найти произведение матриц А и В, если 










−
=









−
=

235

741
 ,

31

02
BA . 

Решение:  

.
11314

1482

237)1()3(34)1(531)1(

2072)3(0425012

235

741

31

02









−−
=









⋅+⋅−−⋅+⋅−⋅+⋅−
⋅+⋅−⋅+⋅⋅+⋅

=








−








−
== ABC

Матрицы А и В называются перестановочными, если АВ=ВА. 

 

3.4. Обратная матрица 

Пусть А-квадратная матрица n-го порядка 



26 
 



















=

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

. 

Определение 3.19. Матрица ,

...

............

...

...

21

22212

12111



















=

nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

A  

составленная из алгебраических дополнений к элементам матрицы А, называет-

ся присоединенной к матрице А.  

Алгебраические дополнения к элементам квадратной матрицы находятся так 

же, как к элементам ее определителя. В присоединенной матрице алгебраиче-

ские дополнения элементов строки стоят в столбце с таким же номером. 

Определение 3.20. Матрица 1−A  называется обратной матрице А, если вы-

полняется условие EAAAA =⋅=⋅ −− 11 , где Е – единичная матрица того же поряд-

ка, что и матрица А. Матрица 1−A  имеет те же размеры, что и матрица А.. 

Теорема. Для того, чтобы матрица А имела обратную матрицу, необходимо 

и достаточно, чтобы ,0det ≠A  то есть чтобы матрица была невырожденной. 

Обратная матрица находится по формуле: 
















⋅=−

332313

322212

312111
1

det

1

AAA

AAA

AAA

A
A   

для матрицы А третьего порядка. 

Свойства обратной матрицы: 

1. ;
det

1
)det( 1

A
A =−  

2. ;)( 111 −−− ⋅=⋅ ABBA  

3. .)()( 11 −= TT AA  

Пример 3.7. Найти матрицу, обратную для матрицы .

132

525

413















 −
=A  

Решение: Найдем определитель матрицы А: 
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.04551610606

3531)1(542225)1(435123

132

525

413

=−+−−+=

=⋅⋅−⋅−⋅−⋅⋅−⋅⋅−+⋅⋅+⋅⋅=
−

=A  

Матрица А – вырожденная, значит обратная для нее матрица не существует. 

Пример 3.8. Найти матрицу, обратную для данной матрицы .

213

401

312

















−=A  

Решение. Найдем определитель матрицы А: 

−⋅⋅−−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅−+⋅⋅=−= 21)1(30334131)1(202

213

401

312

A  

,038201230241 ≠=−+−+−=⋅⋅−   

значит матрица А невырожденная и для нее существует обратная матрица 1−A  

Вычислим алгебраические дополнения элементов матрицы А: 

,44120
21

40
)1( 11

11 −=⋅−⋅=⋅−= +A  

,14)122()432)1((
23

41
)1( 21

12 =−−−=⋅−⋅−−=
−

⋅−= +A  

,1031)1(
13

01
)1( 31

13 −=⋅−⋅−=
−

⋅−= +A  

,1)32()3121(
21

31
)1( 12

21 =−−=⋅−⋅−=⋅−= +A  

,5943322
23

32
)1( 22

22 −=−=⋅−⋅=⋅−= +A  

,1)32()1312(
13

12
)1( 32

23 =−−=⋅−⋅−=⋅−= +A  

,4043041
40

31
)1( 13

31 =−==⋅−⋅=⋅−= +A  

,11)38()3)1(42(
41

32
)1( 23

32 −=+−=⋅−−⋅−=
−

⋅−= +A  

.1101)1(02
01

12
)1( 33

33 =+==⋅−−⋅=
−

⋅−= +A  
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Составим матрицу 1−A : 























−

−−

−

=
















−
−−

−
=−

3

1

3

1

3

1
3

11

3

5

3

14
3

4

3

1

3

4

111

11514

414

3

11A . 

Проверка: 

( )

.

100

010

001

3

243

3

101

3

312
3

222042

3

11014

3

33528
3

8412

3

404

3

1218

213

401

312

3

1

3

1

3

1
3

11

3

5

3

14
3

4

3

1

3

4

2
3

1
4

3

1
3

3

1
1

3

1
0

3

1
1

3

1
3

3

1
1

3

1
2

3

1

2
3

11
4

3

5
3

3

14
1

3

11
0

3

5
1

3

14
3

3

11
)1(

3

5
2

3

14

2
3

4
4

3

1
3

3

4
1

3

4
0

3

1
1

3

4
3

3

4
)1(

3

1
2

3

4

1

E

AA

=
















=























++−++−+−−

−−−+−+

++−++−+−−

=

=






































































=

=
















−⋅























−

−−

−

=⋅

⋅+⋅+⋅−⋅+⋅+⋅−⋅+−⋅+⋅−

⋅−+⋅−+⋅⋅−+⋅−+⋅⋅−+−⋅−+⋅

⋅+⋅+⋅−⋅+⋅+⋅−⋅+−⋅+⋅−

−

 

Значит обратная матрица 1−A  найдена верно. 

 

3.5. Ранг матрицы 

Рассмотрим матрицу А размера nm ×  



















=

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

. 

Выделим в ней k строк и k столбцов ));min(( nmk ≤ . Из элементов, стоящих на 

пересечении выделенных строк и столбцов, составим определитель k-го поряд-

ка. Все такие определители называются минорами этой матрицы. 
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Определение 3.21. Рангом матрицы А называется наибольший из порядков 

миноров данной матрицы, отличных от нуля. Обозначают ранг матрицы )(, ArrA  

или rangA. 

Пример 3.9. Найти ранг матрицы: 

.

0701

0504

0302

















=A  

Решение: Дана матрица размера 43× . Возможный ранг матрицы равен трем, 

т.к. ))4;3min(( ≤k . Но матрица содержит два нулевых столбца, поэтому все опре-

делители третьего порядка, составленные из элементов данной матрицы равны 

нулю: 

0

701

504

302

= , 0

001

004

002

= , 0

070

050

030

= . 

Составим минор второго порядка, например  

0212103452
54

32
≠−=−=⋅−⋅= . Значит, .2)( =Ar  

Определение 3.22. Две матрицы А и В называются эквивалентными, если 

одна из них получается из другой с помощью элементарных преобразований. 

Записывается A ~В. 

Пример 3.10. Найти ранг матрицы .

1504

1120

2132

















−=A  

Решение: Умножим элементы первой строки на (-2) и прибавим к элементам 

третьей строки 

















−=
1504

1120

2132

A ~ .

3360

1120

2132

















−−
−  

Элементы второй строки умножим на 3 и прибавим к элементам третьей 

строки 
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















−−
−

3360

1120

2132

~ .

0000

1120

2132

















−  

Вычеркнем третью строку полученной матрицы, т.к. все ее элементы равны 

нулю: 

















−
0000

1120

2132

~ 








− 1120

2132
. 

Составим минор второго порядка: 

043022
20

32
≠=⋅−⋅= . 

Таким образом, .2)( =Ar В преобразованной матрице получилось две ненуле-

вые строки. 

Можно сделать следующий вывод: ранг матрицы равен количеству ненуле-

вых строк преобразованной к треугольному виду матрицы. 

 

3.6. Системы линейных уравнений 

Системой линейных алгебраических уравнений, содержащей m уравнений и 

n неизвестных, называется система вида: 













=+++

=+++
=+++

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

.....................................................

,...

,...

2211

22222121

11212111

    

где числа njmiaij ,1 ,,1 , ==  называются коэффициентами системы, числа ib  - сво-

бодными членами. 

Матрица, составленная из коэффициентов системы, называется основной 

матрицей и обозначается: 



















=

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

.    



31 
 

Расширенной матрицей системы называется матрица ∗A , полученная из ос-

новной матрицы А, дополненная столбцом свободных членов: 



















=∗

mmnmm

n

n

baaa

baaa

baaa

A

...

...............

...

...

21

222221

111211

.    

Решение системы называется n значений неизвестных nn cxcxcx === ,..., , 2211 , 

при подстановке которых все уравнения системы обращаются в верные равен-

ства. Всякое решение системы можно записать в виде матрицы-столбца 



















=

nc

c

c

C
...

2

1

. 

Определение 3.23. Система уравнений называется совместной, если она 

имеет хотя бы одно решение, и несовместной, если она не имеет ни одного ре-

шения. 

Определение 3.24. Совместная система называется определенной, если она 

имеет единственное решение, и неопределенной, если она имеет более одного 

решения. В последнем случае каждое ее решение называется частным решени-

ем системы. Совокупность всех частных решений называется общим решением. 

Решить систему – это значит выяснить, совместна она или несовместна. Ес-

ли система совместна, найти ее общее решение. 

Две системы называются эквивалентными (равносильными), если каждое 

решение одной из них является решением другой, и наоборот. 

Эквивалентные системы получаются, в частности, при элементарных преоб-

разованиях системы при условии, что преобразования выполняются лишь над 

строками матрицы. 

Система линейных уравнений называется однородной, если все свободные 

члены равны нулю. 
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











=+++

=+++
=+++

.0...

.....................................................

,0...

,0...

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

   

Однородная система всегда совместна, так как 0...21 ==== nxxx  является 

решением системы. Это решение называется нулевым или тривиальным. 

 

Теорема Кронекера-Капелли 

Система линейных алгебраических уравнений совместна тогда и только то-

гда, когда ранг расширенной матрицы равен рангу основной матрицы то есть 

)()( ArAr =∗ . 

Если система совместна и  

1) ранг системы равен числу неизвестных (r(A)=n), то система имеет един-

ственное решение; 

2) ранг системы меньше числа неизвестных (r(A)<n), то система имеет бес-

численное множество решений. 

Рассмотрим второй случай. Пусть r(A)=r<n.Возьмем первые r уравнений 

системы и оставим в левых частях этих уравнений первые r неизвестных, а ос-

тальные неизвестные перенесем вправо: 













−−−=+++

−−−=+++
−−−=+++

++

++

++

.......

.................................................................................................

,......

,......

112211

211222222121

111111212111

nrnrrrrrrrrr

nnrrrr

nnrrrr

xaxabxaxaxa

xaxabxaxaxa

xaxabxaxaxa

 

“Свободным” неизвестным nrr xxx ,...,, 21 ++  можно придать любые значения. 

Тогда соответствующие значения получают неизвестные rxxx ,...,, 21 . Таким обра-

зом можно найти частные и общее решения исходной системы уравнений. 

Пример 3.11. Исследовать на совместность систему  









=++
=++

=++

.512153

,38102

,145

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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Решение: Определим ранги основной матрицы системы и расширенной мат-

рицы системы. Для этого выпишем расширенную матрицу системы 

.

5

3

1

12153

8102

451

















=∗A  

Вертикальной чертой отделим элементы основной матрицы от свободных 

членов системы. Умножим элементы первой строки на (-2) и прибавим к эле-

ментам второй строки 

∗A ~
















5

1

1

12153

000

451

. 

Элементы первой строки, умноженные на (-3), прибавим к элементам треть-

ей строки 

∗A ~
















2

1

1

000

000

451

. 

Умножим элементы второй строки на (-2) и прибавим к элементам третьей 

строки 

∗A ~
















0

1

1

000

000

451

. 

Основная матрица системы А эквивалентна матрице  

A ~
















000

000

451

. 

В полученной матрице одна ненулевая строка, значит ранг матрицы А равен 

1, то есть r(A)=1. Расширенная матрица системы ∗A  эквивалентна матрице 

∗A ~
















0

1

1

000

000

451

. 

В полученной матрице две ненулевые строки, поэтому 2)( =∗Ar . 
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Так как )()( ∗≠ ArAr , тогда согласно теореме Кронекера-Капелли данная сис-

тема уравнений несовместна. 

Пример 3.12. Исследовать на совместность систему 














−=−
=+
=+
−=−

=+

.5163

,865

,12107

,14

,423

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

xx

 

Решение: Выпишем расширенную матрицу системы 

.

5

8

12

1

4

163

65

107

41

23























−

−

−

−
=∗A  

Поменяем местами первую и вторую строки 

∗A ~ .

5

8

12

4

1

163

65

107

23

41























−

−

−

−

 

Умножим элементы первой строки на (-3) и прибавим к элементам второй 

строки 

∗A ~ .

5

8

12

7

1

163

65

107

140

41























−

−

−

−

 

Элементы первой строки, умноженные на (-7), прибавим к элементам треть-

ей строки, а элементы второй строки умножим на 
7

1  
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∗A ~ .

5

8

19

1

1

163

65

380

20

41























−

−

−

−

 

Умножим элементы третьей строки на 
19

1 , а элементы первой строки, умно-

женные на (-5), прибавим к элементам четвертой строки 

∗A ~ .

5

13

1

1

1

163

260

20

20

41























−

−

−

−

 

Элементы четвертой строки умножим на 
13

1 , а элементы первой строки, ум-

ноженные на (-3), прибавим к элементам пятой строки 

∗A ~ .

2

1

1

1

1

40

20

20

20

41























−

−

−

−

 

Последовательно выполним следующие действия: умножим элементы вто-

рой строки на (-1) и прибавим к элементам третьей и четвертой строк, а затем 

элементы второй строки умножим на 2 и прибавим к элементам пятой строки 

∗A ~ .

0

0

0

1

1

00

00

00

20

41





















 −−

 

Основная матрица системы эквивалентна матрице 

A ~ ,

00

00

00

20

41





















 −
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в которой две ненулевые строки, поэтому r(A)=2. 

Расширенная матрица системы эквивалентна матрице 

∗A ~ ,

0

0

0

1

1

00

00

00

20

41





















 −−

 

в которой также две ненулевые строки, поэтому 2)( =∗Ar . 

Так как )()( ∗= ArAr , система совместна. В данной системе уравнений две не-

известные, то есть r=n , поэтому система уравнений является определенной.  

Найдем единственное решение данной системы. Для этого возьмем первые 

два уравнения системы  





−=−
=+

.14

,423

21

21

xx

xx
 

Из второго уравнения выразим 1x  через 2x  и полученное выражение подста-

вим в первое уравнение 




=+−
−=

;42)14(3

,14

21

21

xx

xx
 





=+−
−=

;42312

,14

21

21

xx

xx
 





=
−=
;714

,14

2

21

x

xx
 








=

−=

.
2

1

,14

2

21

x

xx
 

Окончательно получим  










=

−=

2

1

,1
2

1
4

2

1

x

x
 или 








=

=

.
2

1

,1

2

1

x

x

 

 

3.7. Матричный метод решения систем 

Рассмотрим систему n линейных уравнений с n  неизвестными 













=+++

=+++
=+++

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

.....................................................

,...

,...

2211

22222121

11212111
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Основная матрица системы 



















=

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

. 

Обозначим 



















=

nx

x

x

X
...

2

1

, 



















=

3

2

1

...

b

b

b

B . Пусть 0≠A , то есть матрица А невырожден-

ная.  

Тогда систему можно представить в виде уравнения ,BXA =⋅  которое назы-

вается матричным уравнением. Решим матричное уравнение. Умножим обе 

части уравнения  слева на 1−A . Получим BAXAA ⋅=⋅⋅ −− 11 , а так как 

EAA =⋅−1 XXE =⋅ , тогда −⋅= − BAX 1  решение матричного уравнения. 

Пример 3.13. Решить систему уравнений матричным методом 









=++
=++

=++

.23435

,103

,13223

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение: Выпишем основную матрицу системы 

.

435

131

223

















=A  

Проверим, является ли матрица А невырожденной: 

,05983010636

)133421235(512231433

435

131

223

≠=−−−++=

=⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅==A
 

значит матрица А является невырожденной, поэтому обратная матрица 1−A  к 

матрице А существует и данную систему уравнений можно решить матричным 

методом. 

Найдем алгебраические дополнения элементов матрицы А: 

,93121343
43

13
)1( 11

11 =−=⋅−⋅=⋅−= +A  



38 
 

,1)54()1541(
45

11
)1( 21

12 =−−=⋅−⋅−=⋅−= +A  

,121533531
35

31
)1( 31

13 −=−=⋅−⋅=⋅−= +A  

,2)68()2342(
43

22
)1( 12

21 −=−−=⋅−⋅−=⋅−= +A  

,210122543
45

23
)1( 22

22 =−=⋅−⋅=⋅−= +A  

,1)109()2233(
35

23
)1( 32

23 =−−=⋅−⋅−=⋅−= +A  

,4622312
13

22
)1( 13

31 −=−=⋅−⋅=⋅−= +A  

,1)2113(
11

23
)1( 23

32 −=⋅−⋅−=⋅−= +A  

.7292133
01

12
)1( 33

33 =−=⋅−⋅=
−

⋅−= +A  

Составим матрицу A
~ , присоединенную к матрице А:  

.

7112

121

429
~

















−
−
−−

=A  

Получим матрицу 1−A , обратную к матрице А: 

.

7112

121

429

5

11

















−
−
−−

=−A  

Найдем решение данной системы уравнений  

=
















⋅+⋅+⋅−
⋅−⋅+⋅
⋅−⋅−⋅

=
































−
−
−−

=
















=
2371011312

231102131

234102139

5

1

23

10

13

7112

121

429

5

1

3

2

1

x

x

x

X ,

3

2

1

15

10

5

5

1

















=
















=  то есть 

.3 ,2 ,1 321 === xxx  

 

3.8. Решение систем линейных уравнений по формулам Крамера 

Пусть дана система n линейных уравнений с n неизвестными 
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











=+++

=+++
=+++

,...

.....................................................

,...

,...

2211

22222121

11212111

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

 

определитель основной матрицы которой отличен от нуля, то есть система 

уравнений невырожденная. 

Обозначим .∆=A . Определитель 1∆  получается из определителя ∆  путем 

замены первого столбца столбцом из свободных членов: 

nnnn

n

n

aab

aab

aab

...

............

...

...

2

2222

1121

1 =∆ . 

Тогда 
∆
∆= 1

1x . Аналогично 
∆
∆= 2

2x , 
∆

∆
= 3

3x , и так далее, 
∆

∆
= n

nx . 

Формулы nix i
i ,1   , =

∆
∆=  - называются формулами Крамера. 

Пример 3.14. Решить систему уравнений по формулам Крамера 









=++
=−+

=++

.1643

,1432

,9232

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение: Составим и вычислим определитель ∆  данной системы уравнений 

.06243122784

))3(42131223(3)3(3241122

143

321

232

≠−=+−−−+=

=−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅−⋅−⋅+⋅⋅+⋅⋅=−=∆  

Данная система является невырожденной, поэтому ее решение можно найти 

по формулам Крамера. 

Вычислим 21,∆∆  и 3∆ : 

;12108426414411218))3(49

13142216(3)3(162414129

1416

3214

239

1

−=+−−−+=−⋅⋅+

+⋅⋅+⋅⋅−⋅−⋅+⋅⋅+⋅⋅=−=∆
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;1896984813228

)2)3(161912143()3(9321611142

1163

3141

292

2

−=+−−−+=

=⋅−⋅+⋅⋅+⋅⋅−−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=−=∆

.1211248541263664

)14421631923(14339411622

1643

1421

932

3

=−−−++=

=⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅==∆  

Значит, 2
6

12
1 =

−
−=x , 3

6

18
2 =

−
−=x , 2

6

12
3 −=

−
=x . 

 

3.9. Решение систем методом Гаусса 

Одним из наиболее универсальных и эффективных методов решений систем 

линейных уравнений является метод Гаусса, состоящий в последовательном 

исключении неизвестных. 

Пусть дана система уравнений 













=+++

=+++
=+++

....

.....................................................

,...

,...

2211

22222121

11212111

nnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

    

Процесс решения по методу Гаусса состоит из двух этапов. На первом этапе 

(прямой ход) система приводится к ступенчатому (треугольному или трапецие-

видному) виду. Для этого над строками расширенной матрицы системы ∗A  про-

водятся элементарные преобразования, приводящие эту матрицу к ступенчато-

му виду. Полученная матрица будет эквивалентной матрице ∗A , значит и сис-

тема уравнений, полученная с помощью новой матрицы будет равносильной 

данной системе уравнений. 

Если в процессе приведения системы к ступенчатому виду появятся нулевые 

уравнения, то есть равенства вида 0=0, их отбрасывают. Если же появится 

уравнение вида ib=0 , а ,0≠ib  то это говорит о том, что данная система уравне-

ний несовместна. 
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Второй этап (обратный ход) заключается в решении ступенчатой системы. 

Если в последнем уравнении  новой системы содержится одно неизвестное, то 

исходная система имеет единственное решение. Из последнего уравнения нахо-

дим nx , из предпоследнего уравнения 1−nx , далее поднимаясь по системе вверх, 

найдем все остальные неизвестные 2−nx , ),,...,( 123 xxxn− . Если в последнем уравне-

нии преобразованной системы более чем одно неизвестное, то данная система 

имеет множество решений (система является неопределенной). Из последнего 

уравнения выражаем первое неизвестное kx  через остальные неизвестные 

),...,( 1 nk xx + . Затем подставляем значение kx  в предпоследнее уравнение системы 

и выражаем 1−kx  через ),...,( 1 nk xx +  и так далее. Придавая свободным неизвестным 

),...,( 1 nk xx +  произвольные значения, получим бесчисленное множество решений 

системы. На практике удобно, чтобы коэффициент 11a  был равен 1 (уравнения 

переставить местами, либо разделить обе части первого уравнения на 111 ≠a ). 

Пример 3.15. Решить систему уравнений методом Гаусса: 









=−+
−=+−

=−+

.107

,522

,52

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение: Составим расширенную матрицу ∗A  данной системы 

.

10

5

5

117

221

112

















−
−

−
−

=∗A  

Так как 1211 ≠=a , 121 =a , поменяем местами первую и вторую строки матри-

цы ∗A  местами: 

∗A ~














 −

−
−

−

10

5

5

117

112

221

. 

Сначала элементы первой строки умножим на (-2) и прибавим к соответст-

вующим элементам второй строки, а затем элементы первой строки умножим 

на (-7) и прибавим к элементам третьей строки: 
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∗A ~














 −

−
−

−

45

15

5

15150

550

221

 

Элементы второй строки умножим на 
5

1 , а элементы третьей строки – на 
15

1 : 

∗A ~














 −

−
−

−

3

3

5

110

110

221

. 

От элементов третьей строки отнимаем элементы второй строки: 

∗A ~














 −
−

−

0

3

5

000

110

221

. 

От преобразованной расширенной матрицы перейдем к системе уравнений: 





=−
−=+−
.3          

522

32

321

xx

xxx
 

Получили систему, состоящую из двух уравнений и содержащую три неиз-

вестных, то есть с помощью элементарных преобразований данную систему 

уравнений привели к ступенчатому виду, в которой нет уравнений вида ib=0 , 

где 0≠ib . Поэтому система уравнений имеет бесчисленное множество решений. 

Выразим 2x  через 3x  из второго уравнения: 





+=
−=+−
.3          

522

32

321

xx

xxx
 

Подставим полученное выражение 2x  в первое уравнение: 





+=
++−−=

;3          

),3(225

32

331

xx

xxx
 




+=
++−−=
;3          

,2625

32

331

xx

xxx
 




+=
=

.3

,1

32

1

xx

x
 

Пусть 23 =x , тогда 








=
=
=

2

,5

,1

3

2

1

x

x

x

 - частное решение системы. 

Пусть cx =3 , где с – любое действительное число, тогда  
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







=
+=

=

cx

cx

x

3

2

1

,3

,1

 - общее решение системы. 

Пример 3.16. Решить систему уравнений методом Гаусса  









=++
=++

−=+−

.147

,92

,522

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение: Составим расширенную матрицу ∗A  данной системы уравнений 

.

14

9

5

117

112

221















 −−
=∗A  

Элементы первой строки умножим на (-2) и прибавим к элементам второй 

строки, затем элементы первой строки умножим на (-7) и прибавим к элемен-

там третьей строки: 

∗A ~














 −
−

−

49

16

5

13150

350

221

. 

Элементы второй строки умножим на (-3) и прибавим к элементам третьей 

строки: 

∗A ~
















−

−

−
−

−

8

16

5

400

350

221

. 

Элементы третьей строки умножим на 






−
4

1 : 

∗A ~














 −
−

−

2

19

5

100

350

221

. 

С помощью элементарных преобразований получили матрицу треугольного 

вида, значит, данная система уравнений имеет единственное решение. 

С помощью полученной преобразованной расширенной матрицы запишем 

соответствующую систему уравнений 
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







=
=−

−=+−

.2                     

,1935         

,522

3

32

321

x

xx

xxx

 

Зная значение 23 =x , из второго уравнения находим 2x : 









=
⋅+=

−=+−

.2                     

,23195         

,522

3

2

321

x

x

xxx

 или 








=
=
−=+−

.2                     

,5                     

,522

3

2

321

x

x

xxx

 

Используя значения 23 =x  и 52 =x , из первого уравнения находим 1x : 









=
=

⋅+⋅−−=

.2                     

,5                     

,52225

3

2

1

x

x

x

 или окончательно 








=
=
=

.2

,5

,1

3

2

1

x

x

x

 

 

3.10. Однородные системы уравнений 

Рассмотрим однородную систему линейных уравнений 













=+++

=+++
=+++

.0...

.....................................................

,0...

,0...

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

    

Однородная система всегда совместна ( )()( *ArAr = ), она имеет нулевое (три-

виальное) решение 0...21 ==== nxxx . 

Для того, чтобы однородная система линейных уравнений имела ненулевые 

решения необходимо и достаточно, чтобы ранг r ее основной матрицы был 

меньше числа n неизвестных, то есть r<n. 

Если число уравнений m системы совпадают с числом неизвестных n, то 

есть m=n, основная матрица системы является квадратной, в этом случае усло-

вие r<n означает, что определитель основной матрицы системы .0=A  

Пример 3.17. Решить систему уравнений 













=−++
=+−+
=−++

=−++

.0192483

,03254

,04653

,0342

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx
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Решение: Выпишем основную матрицу системы 



















−
−
−

=

192483

3254

4653

3421

A  

и найдем ранг этой матрицы.  

Элементы первой строки умножим на (-3)  и прибавим к элементам второй и 

четвертой строк, затем элементы первой строки умножим на (-4) и прибавим к 

третьей строке: 

A ~



















−
−−
−−

−

101220

151830

5610

3421

. 

Элементы третьей строки умножим на 






−
3

1 , а четвертой – на
2

1 : 

A ~



















−
−

−−
−

5610

5610

5610

3421

. 

Элементы второй строки прибавим к элементам третьей и четвертой строк 

A ~



















−−
−

0000

0000

5610

3421

. 

В преобразованной матрице ступенчатого вида получилось две ненулевые 

строки, поэтому ранг матрицы А равен двум, то есть 2)( =Ar , а число неизвест-

ных в системе уравнений равно 4 (n=4). Получили, что r<n, поэтому данная 

система уравнений имеет ненулевые решения. Укороченная система имеет вид: 





=+−−
=−++

.056       

,0342

432

4321

xxx

xxxx
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Выразим 1x  и 2x  через 3x  и 4x : 




−=
−=+

;65         

,432

342

3421

xxx

xxxx
 




−=
−−−=

;65

),65(243

342

34341

xxx

xxxxx
   

или 




−=
−=

.65

,78

342

431

xxx

xxx
 

Неизвестные 1x  и 2x  - базисные, а 3x  и 4x  - свободные. Полагая 2413 , cxcx == , 

получим общее решение системы, записанное в виде матрицы-столбца  

.
65

78

);(

2

1

12

21

21



















−
−

==

c

c

cc

cc

ccXX     

Назовем фундаментальной системой решений систему матриц-столбцов, 

полученную из общего решения при условии, что свободным неизвестным да-

ют последовательно значения 

.1 ,0...

.................................................

,0... ,1 ,0

,0... ,1

121

321

321

=====

=====
=====

− nn

n

n

cccc

cccc

cccc

 

Матрицы-столбцы, то есть фундаментальную систему решений обозначают 

nEEE  ,..., , 21 . Общее решение будет представлено в виде 

....2211 nn EcEcEcX +++=     

Найдем фундаментальную систему решений и выразим с ее помощью общее 

решение этой системы. 

Из общего решения системы найдем 21    EиE : 



















−
==

0

1

6

8

)0;1(1 XE , 

















−

==

1

0

5

7

)1;0(2 XE .   

С использованием фундаментальной системы  общее решение может быть 

записано в виде .);( 221121 EcEcccX +=  

Задания для самостоятельного решения. 

1.Вычислить определители:  
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;
43

52
 )
−
−

a       ;

145

121

312

 ) −−
−

в       

3884

7357

2579

4856

 )

−−

−

д   

2. Решить уравнения: 

;0
41

32
 ) =

+x
a  ;0

223

41
 ) =

+xx
б   

3. Выполнить действия над матрицами: 

а) 







⋅








−
−

52

43

45

23
;        б)

















−⋅
















−
−
−

569

314

523

374

596

485

;         г) 







⋅














 −−
⋅



















1

4

11

22

11

433

322

211

100

           

4. Найти значение многочлена f(A), если: 

а) 43)( 2 −= AAf , где 






=
30

12
A ; 

б) 523)( 2 +−= AAAf , где 
















−
−
−

=
253

142

321

A . 

5. Найти матрицы, обратные для данных и сделать проверку: 

а) 








43

21
; б)

















−− 325

436

752

. 

6. Найти ранг матрицы: 

а)
















−
−

−−

28112

71524

42312

;    б)
















6213

6132

6321

; в)



















−

65

107

41

23

. 

7. Исследовать совместность следующих систем. 

а)








=−−
−=++

−=+−

;323

,132

,22

321

321

321

xxx

xxx

xxx

        б) 













=+−−
−=−+

−=++−
=+−−

.2294

,34            2

,3532

,3523

4321

421

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx
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8. Решить системы уравнений: а) матричным методом; б) по формулам 

Крамера; в) методом Гаусса. 

а) 








=−+
=+−

=++

;872

,1353

,42

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  б) 








=++
=−+

=−+

;1625

,16732

,62

321

321

321

xxx

xxx

xxx

   

9. Найти фундаментальную систему решений и общее решение следующих сис-

тем: 

а) 








=++
=++

=++

;0234

,0345

,023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  б)  













=+++
=+−+
=+−+

=+++

.0475

,023

,0557

,03

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

 

Домашнее задание 

1.Вычислить определители:  

   ;
13

75
 )

−
а       ;

288

232

124

 ) −−
−

б     .

4335

3727

9498

6237

 )

−
−
−

с  

2. Решить неравенства: 

;0
1

233
 ) >

−
x

x
a     0

2

51
 ) <

+
x

x
б   

3. Выполнить действия над матрицами: 

а) ;
12

37

12638

9328

57

34







⋅








−
−

⋅






         б)
3

43

21









−
− . 

4. Доказать совместность данной системы линейных уравнений и решить ее 

тремя способами: 1) методом Гаусса; 2) матричным методом; 3) по формулам 

Крамера. 

1.








=+−
=++

=+−

.053

,21325

,452

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  2.  








=++
=−−
=++

.738

,475

,3523

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  3) 








=−−
=−+

=−+

.6327

,21432

,6

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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Раздел 4. Аналитическая геометрия на плоскости и в пространстве.  

4.1. Прямая на плоскости. 

Определение 4.1. Уравнением линии на плоскости Oxy  называется уравнение, 

которому удовлетворяют координаты x  и y  любой точки данной линии и не 

удовлетворяют координаты любой точки, не лежащей на этой линии.  

Теорема. Всякое уравнение первой степени ,0=++ CByAx  где A  и B  не обра-

щаются в нуль одновременно, представляет собой уравнение некоторой прямой 

линии на плоскости .Oxy  

Введем следующие понятия. Вектор, перпендикулярный прямой ,l  будем назы-

вать нормалью прямой и обозначать .n  Итак, ln  ⊥ . Вектор, параллельный пря-

мой ,l  будем называть направляющим вектором этой прямой. Обозначим его 

( ). ,mla =  

Тангенс угла наклона прямой к положительному направлению оси Ox  будем 

называть угловым коэффициентом этой прямой: ktg =ϕ  (рис. 10). 

 

ϕ

L 

O 

y 

x 

a

n

 

Рис. 10 

Укажем теперь основные уравнения прямой на плоскости:  

1) 0=++ CByAx  – общее уравнение прямой; 

2) ( ) ( ) 000 =−⋅+−⋅ yyBxxA  – уравнение прямой, проходящей через точку 

( )000 , yxM  перпендикулярно вектору ( ); ,BAn =  

3) 
m

yy

l

xx 00 −=−  – каноническое уравнение прямой, проходящей через точку 

( )000 , yxM  параллельно направляющему вектору ( ); ,mla =  

4) 
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx

−
−=

−
−  – уравнение прямой, проходящей через две точки ( )111 , yxM  

и ( ); , 222 yxM  
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5) 1=+
b

y

a

x  – уравнение прямой в отрезках, где a  и b  – величины направ-

ленных отрезков, отсекаемых прямой на координатных осях Ox  и Oy  соответ-

ственно; 

6) bxky +⋅=  – уравнение прямой с угловым коэффициентом, где k  – угло-

вой коэффициент прямой, а b  – отрезок, отсекаемый прямой на оси ;Oy  

7) ( )00 xxkyy −⋅=−  – уравнение прямой (или пучка прямых), проходящей 

через точку ( ),, 000 yxM  где k  – угловой коэффициент прямой. 

Рассмотрим теперь взаимное расположение прямых, заданных различными 

уравнениями.  

1. Пусть даны прямые ,: 111 bxkyl +⋅=  .: 222 bxkyl +⋅=  Тогда угол между эти-

ми прямыми определяют по формуле .
1 21

12

kk

kk
tg

⋅+
−=α   

Условие перпендикулярности: 

1l ⊥
2

12

1

k
kl −=⇔ . 

Условие параллельности:  

1l  //  .212 kkl =⇔  

2. Пусть две прямые заданы общими уравнениями  

.0:

,0:

2222

1111

=++
=++

CyBxAl

CyBxAl
 

Тогда угол α  между этими прямыми равен углу между их нормалями 

( )111 ,BAn =  и ( ),, 222 BAn =  т. е.  

.cos
2
2

2
2

2
1

2
1

2121

BABA

BBAA

+⋅+

⋅+⋅=α  

Условие перпендикулярности: 1l  ⊥  2l ⇔  

.0212121 =⋅+⋅⇔⊥ BBAAnn  

Условие параллельности: 2121 //// nnll ⇔  .
2

1

2

1

B

B

A

A =⇔  
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3. Пусть прямые 1l  и 2l  заданы каноническими уравнениями 

,:
1

0

1

0
1 m

yy

l

xx
l

−=−  .:
2

0

2

0
2 m

yy

l

xx
l

−=−  

Тогда угол α  между прямыми совпадает с углом α  между направляющими 

векторами ( )111 ,mla =  и ( ) :, 222 mla =  

.cos
2
2

2
2

2
1

2
1

2121

mlml

mmll

+⋅+

⋅+⋅=α   

Условие перпендикулярности: .021212121 =⋅+⋅⇔⊥⇔⊥ mmllaall  

Условие параллельности: .////
2

1

2

1
2121 m

m

l

l
aall =⇔⇔  

Пример 4.1. Написать уравнения прямых, проходящих через точку 

( )1,20 −M  параллельно, перпендикулярно и под углом o45  к прямой .4−= xy  

Решение: Для решения задачи воспользуемся уравнением (7) прямой, проходя-

щей через заданную точку. Имеем уравнение ( ). 21 −⋅=+ xky  

Определим k  прямой. Если прямая параллельна данной прямой ,4−= xy  то 

1=k  и 01221 =−−−⇒−=+ yxxy  03 =−−⇒ yx  – это уравнение прямой, парал-

лельной данной. 

Если искомая прямая перпендикулярна данной, то 1−=k  и тогда 

( ) 01221 =−−+−⇒−−=+ yxxy  01=−+⇒ yx  – это уравнение прямой, перпенди-

кулярной данной.  

Определим далее угловой коэффициент прямой, проходящей под углом o45  к 

данной прямой 4−= xy , по формуле .
1 21

12

kk

kk
tg

+
−

=α  Подставляя в эту формулу 

,45o=α  получим: 
1

1

1

1
1

k

k

+
−= (т. к. угловой коэффициент данной прямой 1=k ). 

 Имеем 011211 1111 =⇒−=⋅⇒−=+ kkkk . И тогда 01=+y  – уравнение пря-

мой, проходящей под углом o45  к данной.  

Пример 4.2. Найти уравнение прямой, проходящей через точки ( )1,51 −A  и 

( )5,22A . 

Решение: Воспользуемся уравнением (4):  
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6

1

3

5

15

1

52

5 +=
−
−

⇒
+
+=

−
− yxyx ( ) ( ) 01102152 =++−⋅⇒+−=−⋅⇒ yxyx  

092 =−+⋅⇒ yx . 

Пример 4.3. Найти угол между прямыми: а) xy ⋅= 3  и 52 +⋅−= xy ; 

б) 017618 =−⋅+⋅ yx  и 09105 =−⋅+⋅ yx .  

Решение: а) Для вычисления угла между прямыми с угловым коэффициентом 

воспользуемся формулой 
21

12

1 kk

kk
tg

⋅+
−

=α . Но 2,3 21 −== kk , поэтому 

5

5

61

23

−
=

−
+=αtg . Отсюда πα

4

3
)1( =−= arktg .  

б) В случае задания прямых общими уравнениями угол между прямыми можно 

искать по формуле 
2
2

2
2

2
1

2
1

2121cos
BABA

BBAA

++

⋅+⋅=α .  

Имеем  

2222 105618

106518
cos

+⋅+
⋅+⋅=α

125360

150

⋅
=

2

1

510

5

55106

150 =
⋅

=
⋅⋅⋅

= . 
4

πα = .  

И последнее. Расстояние d  от точки ( )11, yxM  до прямой 0=++ CByAx  находят 

по формуле 
22

11

BA

CByAx
d

+

++
= .  

 

4.2. Кривые второго порядка. 

Определение 4.2. Окружностью называется множество точек плоскости, 

равноудаленных от данной точки, называемой центром. 
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Каноническое уравнение: 222 Ryx =+  - центр в начале координат; 

22
0

2
0 )()( Ryyxx =−+−  - центр в т.А(x0; y0).  

Параметрические уравнения: 




=
=

tRy

tRx

sin

,cos
 

Пример 4.4. Доказать, что уравнение 042422 =−−++ yxyx  является урав-

нением окружности. Найти ее центр и радиус. 

Решение: Преобразуем левую часть данного уравнения 

04112444 22 =−−+−+−++ yyxx  или  9)1()2( 22 =−++ yx .  

       Это уравнение представляет собой уравнение окружности с центром в точ-

ке (-2;1); радиус окружности равен 3.  

Определение 4.3. Эллипсом называется множество точек, сумма расстоя-

ний от которых до двух данных точек (фокусов) есть величина постоянная.  

 



54 
 

Каноническое уравнение: 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x - центр в начале координат; 

 1
)()(

2

2
0

2

2
0 =−+−

b

yy

a

xx  - центр в т.А(x0; y0). 

Параметрические уравнения: 




=
=

tby

tax

sin

,cos
 

1. Эллипс пересекает ось ОХ в 

двух точках: (а; 0) и (-а; 0) . 

       Эллипс пересекает ось ОУ в 

двух точках: (b; 0) и (-b; 0). 

2. Границы эллипса  

       Для любых x и y: ax ≤  и 

by ≤ . 

        

3. Фокусы эллипса: так как )0;(1 cF −=  и )0;(2 cF = , то координаты этих точек 

можем записать по-другому: ( )0;22
1 baF −  и ( )0;22

2 baF −− . 

4. Эксцентриситет эллипса: 
a

c=ε  , где 10 ≤≤ ε .  

5.  Диаметры эллипса: всякая хорда, проходящая через центр эллипса, назы-

вается диаметром эллипса. В частности, диаметрами эллипса является его 

большая ось aAA 221 =  и малая ось bBB 221 = . Всякий диаметр эллипса, не 

являющийся его осью, больше малой оси, но меньше большой оси. 

6. Сопряженные диаметры эллипса: два диаметра эллипса называются со-

пряженными, если хорды, параллельные одному из них, делятся другими 

пополам. Оси эллипса тоже можно считать сопряженными диаметрами. 

Прямые xky 11 =  и xky 22 = , для которых 
2

2

21 a

b
kk −= , называются сопряжен-

ными направлениями для данного эллипса. 

7. Касательная к эллипсу имеет уравнение: 1
2
0

2
0 =+ y

b

y
x

a

x , где (x0; y0) - коор-

динаты точки касания.  
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Пример 4.5.  Написать каноническое уравнение эллипса, проходящего через 

точку М (5;0), если фокальное расстояние равно 6.  

Решение:  Так как 621 =FF , то с=3. Запишем каноническое уравнение эллипса: 

1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x . По условию точка М (5;0) принадлежит эллипсу, следовательно, 

1

25
2 =a

, откуда 252 =a . Из равенства 222 bca =− находим 169252 =−=b . Итак, ис-

комым уравнением эллипса будет уравнение: 1
1625

22

=+ yx . 

Определение 4.4. Гиперболой называется геометрическое место точек 

плоскости, для каждой из которых абсолютная величина разности расстояний 

до двух данных точек той же плоскости 1F  и 2F есть величина постоянная, 

меньшая, чем расстояние между 1F  и 2F . 
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Каноническое уравнение: 1
2

2

2

2

=−
b

y

a

x - центр в начале координат; 

 1
)()(

2

2
0

2

2
0 =−−−

b

yy

a

xx  - центр в т.А(x0; y0). 

Директрисами гиперболы называются прямые, параллельные канонической оси 

ОУ и отстоящие от этой оси на расстояние 
ε
a .  Уравнения директрис: 

ε
a

x =  и 

ε
a

x −= .  

Асимптоты гиперболы: прямые, проходящие через начало канонической систе-

мы координат и имеющие угловые коэффициенты 
a

b±  называются асимптота-

ми гиперболы. Уравнения асимптот гиперболы: x
a

b
y =   и  x

a

b
y −= .  

Эксцентриситет гиперболы: число 
a

c=ε   называется эксцентриситетом гипер-

болы. Причем 1>ε . 

Касательная к гиперболе: уравнение касательной к гиперболе имеет вид 

1
2

0
2

0 =⋅−⋅
b

yy

a

xx , где (x0; y0) - координаты точки касания.  

Пример 4.6. Даны фокусы гиперболы )0;10(1 −F  и )0;10(1F  и ее асимптота 

034 =+ yx . Написать уравнение гиперболы. 

Решение:   Записав уравнение асимптоты в виде xy
3

4−= , находим отношение 

полуосей гиперболы 
3

4=
a

b . Из условия задачи следует, что с=10.  

Задача свелась к решению системы уравнений:  








=+

=

100

,
3

4

22 ba

a

b
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Подставляя ab
3

4=  во второе уравнение системы получаем 100
9

16 2
2 =+ a

a .    

Откуда 362 =a . Теперь находим 6436
9

16

3

4
2

2 =⋅=






= ab . Следовательно, уравне-

ние гиперболы имеет вид: 1
6436

22

=− yx .  

Определение 4.5. Параболой называется геометрическое место точек 

плоскости, для каждой из которых расстояние до фиксированной точки (фоку-

са) этой плоскости, равно расстоянию до фиксированной прямой, лежащей в 

той же плоскости и называемой директрисой параболы.  

       






 0;
2

p
F - фокус параболы, а точка N - проекция текущей точки М на дирек-

трису d , где 
2

p
x −= .  

 

Каноническое уравнение: pxy 22 = .  

Пример 4.7. Дана парабола xy 32 = . Найти точки параболы, расстояние от 

которых до фокуса равно 1. 

Решение:  Так как 2p=3 , то 
4

3

2
=p  и фокус параболы находится в точке 







 0;
4

3
F .  
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        Пусть );( 000 yxM - искомая точка. Тогда, согласно условию, 

( ) 10
4

3 2
2

=−+






 − yx .  Следовательно, для нахождения координат точки М нуж-

но решить систему уравнений: 
( )









=

=−+






 −

xy

yx

3

,10
4

3

2

2
2

  

        Решив эту систему получаем 1
4

3
2

=






 −x  или 1
4

3 =






 −x  или 
4

7=x , тогда 

4

21

4

7
32 =⋅=y  или 

2

21±=y .    

        Таким образом, существуют две точки, расстояние которых до фокуса рав-

но 1:  










2

21
;

4

7  и 









−

2

21
;

4

7 .  

 

Задания для самостоятельного решения: 

1. Даны три точки 21, AA и 3A . Найти: 1) длину отрезка 21AA ; 2) уравнение 

прямой 21AA ; 3) уравнение прямой, проходящей через точку 3A  парал-

лельно прямой 21AA ; 4) уравнение прямой, проходящей через точку [ ]βα,  

перпендикулярно прямой 21AA ; 5) уравнение прямой 32AA ; 6) расстояние 

от точки 3A  до прямой 21AA ; 7) угол между прямыми 21AA и 32AA , если 

( ) ( ) ( )2;5,2;5,3;7 321 −−− AAA . 

2. Найти уравнение прямой: а) проходящей через т.А(2;-6) параллельно век-

тору )1;1( −p ;  б) проходящей через т.А(-1;1) и т.В(2;5). 

3. Дана прямая 052: =−− yxl . Найти: 

a) параметрическое уравнение прямой; 

b) уравнение прямой с угловым коээфициентом; 

c) уравнение прямой в отрезках; 

d) уравнение прямой, параллельной прямой l и проходящей через 

т.К(5;1).  
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4. Найти углы между прямыми: 

a) 053:1 =−− yxl  и 042:2 =++ yxl  

b) 0632:1 =+− yxd  и 056:2 =+xd  

5. Даны середины сторон треугольника АВС: М(2;-1), К(-3;-3), Р(-1;0).  Най-

ти уравнения его сторон. 

6. На прямой 022: =++ yxl  найти точку, равноудаленную от точек А(-2;5) и 

В(0;1). 

7. Вычислить расстояние от т.М до прямой l  : 

a) М(2;4), 0343: =++ yxl   

b) М(-4;5), 87: += xyl   

8. Для линии, заданной  своим каноническим уравнением, определить полу-

оси, расстояние между фокусами, эксцентриситет и уравнения директрис: 

1
14

22

=+ yx  . 

9. Написать уравнение множества всех точек плоскости, для каждой из ко-

торых расстояние до прямой, заданной уравнением 04 =−x , вдвое боль-

ше расстояние до т. А(1;0).   

10. Найти каноническое уравнение эллипса, если известны: 

a) уравнения его директрис: 
4

25±=x  и  эксцентриситет 
5

4 ; 

b) уравнения его директрис: 
5

27±=x  и  расстояние между фокусами 52 ; 

c) уравнения его директрис: 4±=x  и  малая полуось 52 ; 

d) уравнения его директрис: 
4

25±=x  и  расстояние от  фокуса до соответ-

ствующей директрисы 
4

9 ; 

e) уравнения его директрис: 34±=x  и  большая полуось 6. 

11. Найти каноническое уравнение гиперболы, если уравнения ее директрис  

5

27±=x   и эксцентриситет равен 
3

5 . 
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12. Найти каноническое уравнение гиперболы, если: 

a) ее эксцентриситет равен   
2

5   и мнимая полуось равна 1. 

b) ее эксцентриситет равен   
3

32   и действительная полуось равна 32 . 

c) ее эксцентриситет равен   
4

5   и расстояние между фокусами равно 20. 

d) ее эксцентриситет равен   
5

6   и расстояние между директрисами равно 

6

50 . 

13.  Найти каноническое уравнение параболы, если: 

a) расстояние от фокуса, лежащего на оси абсцисс, до вершины равно 4; 

b) парабола симметрична относительно оси абсцисс и проходит через 

т.М(1; 2); 

c) фокус имеет координаты F(3;0); 

d) уравнение директрисы имеет вид: 01 =+x ; 

e) расстояние между фокусом и директрисой равно 10 и парабола сим-

метрична относительно оси ординат. 

14. Дана линия второго порядка 07262: 22 =−+−+− yxyxyxγ . Составить 

уравнение прямой, проходящей через т. А(5;4) и пересекающей линию γ  

только в одной точке.  

15. Выяснить имеет ли центр линия второго порядка: 

a) 018534: 22 =−−−+− yxyxyxγ ; 

b) 0108296: 22 =−−−+− yxyxyxγ . 

16. Составить уравнение касательной к линии второго порядка 

094248: 22 =−−+++ yxyxyxγ , проходящей через т. А(-4;0). 

17. Определить вид линии второго порядка и изобразить эти линии: 

a) 01266: 22 =−++++ yxyxyxγ ; 

b) 0444323: 22 =−+++− yxyxyxγ ; 
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c) 0
8

5
22344: 22 =−−++− yxyxyxγ ; 

d) 0514: 22 =−− yxyxγ ; 

e) 064: 22 =+−+ yxyxγ . 

 

Домашнее задание. 

1. Определить вид линии второго порядка и изобразить эти линии: 

a) 074244: 22 =+−++− yxyxyxγ ; 

b) 031282: 2 =−++ yxyγ ; 

c) 02669: 22 =+−+− yxyxyxγ . 

2. Найти уравнения прямой, проходящей через точку пересечения прямых 

012 =−− yx  и 043 =+− yx  параллельно прямой 01324 =−+ yx .  

3. Даны последовательные вершины параллелограмма ABCD: A(-2;5), 

B(2;7), C(-4;-3). Найти координаты вершины D и составит уравнение диа-

гонали BD. 

4. При каких значениях А и С прямая 03 =++ CyAx : 

a) параллельна прямой 083 =+− yx ; 

b) перпендикулярна прямой xy 5= ; 

c) проходит через т. (2;2) и т. (-1;4); 

d) пересекается с прямой  0724 =+− yx . 

5. Даны три точки 21, AA и 3A . Найти: 1) длину отрезка 21AA ; 2) уравнение 

прямой 21AA ; 3) уравнение прямой, проходящей через точку 3A  парал-

лельно прямой 21AA ; 4) уравнение прямой, проходящей через точку [ ]βα,  

перпендикулярно прямой 21AA ; 5) уравнение прямой 32AA ; 6) расстояние 

от точки 3A  до прямой 21AA ; 7) угол между прямыми 21AA и 32AA , если 

( ) ( ) ( )3;8,4;1,1;5 321 AAA −− . 

6. Окружность проходит через точки )5;1(1М  и )3;5(2М  , а центр ее лежит на 

прямой 1
44

=+ yx . Найти уравнение окружности. 
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7. Через фокус параболы xy −=2  проведена прямая под углом 1350 в оси OX. 

Найти длину образовавшейся хорды. 

8. Найти уравнение гиперболы, зная, что ее эксцентриситет 2=ε , фокусы 

гиперболы совпадают с фокусами эллипса  1
10

2
2

=+ y
x . 

9. Дан эллипс 1
615

22

=+ yx . Найти уравнение гиперболы, вершины которой 

находятся в фокусах, а фокусы – вершинах данного эллипса. 

4.3. Плоскость и прямая в пространстве 

Назовем нормалью к плоскости вектор, перпендикулярный к этой плос-

кости. Обозначают нормаль ( )CBAn ,,=  (рис. 11). 

 

0M

( )CBAn ,,=

М

 

Рис. 11 

Определение 4.6. Уравнением поверхности в пространстве Oxyz  называ-

ется такое уравнение между переменными ,,, zyx  которому удовлетворяют ко-

ординаты всех точек данной поверхности и не удовлетворяют координаты то-

чек, не лежащих на этой поверхности.  

Пусть точки 0M  и M  лежат на плоскости (рис. 11). Тогда MMn 0⊥  и, значит, их 

скалярное произведение равно нулю: ( ) ( ) ( ) 0000 =−⋅+−⋅+−⋅ zzCyyBxxA  – это 

уравнение плоскости, проходящей через точку ( )0000 ,, zyxM  перпендикулярно 

вектору ( )CBAn ,,= . 

Укажем теперь основные уравнения плоскостей:  

1) ( ) ( ) ( ) 0000 =−+−+− zzCyyBxxA  – уравнение плоскости, проходящей через 

точку ( )0000 ,, zyxM  перпендикулярно вектору ( )CBAn ,,= ;  

2) 0=+++ DCzByAx  – общее уравнение плоскости ( CBA ,,  – координаты норма-

ли плоскости); 
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3) 0

131313

121212

111

=
−−−
−−−

−−−

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

 – уравнение плоскости, проходящей через три задан-

ные точки ( )1111 ,, zyxM , ( )2222 ,, zyxM  и ( )3333 ,, zyxM ;  

4) 1=++
c

z

b

y

a

x  – уравнение плоскости в отрезках, где cba ,,  – величины направ-

ленных отрезков, отсекаемых плоскостью на координатных осях OyOx,  и Oz  

соответственно.  

Если плоскости 1P  и 2P  параллельны или перпендикулярны друг к другу, то со-

ответственно параллельны или перпендикулярны их нормальные векторы.  

Ясно, что верно и обратное утверждение: если 21 nn ⊥ , то плоскости 1P  и 2P  вза-

имноперпендикулярны; если 21// nn , то 1P  и 2P  взаимнопараллельны.  

Итак, пусть плоскости 1P  и 2P  заданы общими уравнениями: 

01111 =+++ DzCyBxA , 

02222 =+++ DzCyBxA . 

Тогда имеем: 

1. 
2

1

2

1

2

1
21 //

C

C

B

B

A

A
PP ==⇔ ; 

2. 021212121 =++⇔⊥ CCBBAAPP . 

Из этих же соображений определяется и угол между двумя плоскостями, кото-

рый равен углу между нормалями к плоскостям (или дополняет этот последний 

до 0180 ) . 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21cos
CBACBA

CCBBAA

nn

nn

++⋅++
++=

⋅
⋅=ϕ . 

Расстояние от точки ( )111 ,, zyxM  до плоскости 0=+++ DCzByAx  находят по 

формуле 

222

111

CBA

DCzByAx
d

++

+++
= . 

Пример 4.8. Написать уравнение плоскости, проходящей через точку 

( )3,5,2 −A  перпендикулярно вектору CB , если ( )1,8,7 −B  и ( )4,7,9C . 
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Решение: Найдем ( ) ( )5.1,214,87,79 −=+−−=CB . Воспользуемся уравнением 

плоскости, проходящей через заданную точку: 

( ) ( ) ( ) 0000 =−+−+− zzCyyBxxA .  

Имеем  

( ) ( ) ( )
.01652

01554520355122

=++−⇒

=++−+−⇒=++−−−
zyx

zyxzyx
  

Пример 4.9. Найти уравнение плоскости, проходящей через точки 

( ) ( )3,6,3 , 7,5,1 21 −− MM  и ( )3,7,23 −M . 

Решение: В уравнение плоскости, проходящей через три точки, подставим ко-

ординаты данных точек: 

0

1023

1014

751

0

735712

735613

751

=
−
−

+−−
⇒=

+−−−
+−−−
+−− zyxzyx

. 

Раскладывая определитель по элементам первой строки, имеем  

( ) ( ) ( ) 01522075212 =++−⇒=++−−− zyxzyx . 

Прямая в пространстве однозначно определяется точкой ( )0000 ,, zyxM  и направ-

лением, т.е. некоторым вектором, называемым направляющим. Обозначим его 

( )nmea ,,= .  

Основные уравнения прямых в пространстве: 

1) 
n

zz

m

yy

e

xx 000 −=−=− - канонические уравнения прямой в пространстве, про-

ходящей через точку ( )0000 ,, zyxM  параллельно вектору ( )nmea ,,= ; 

2) 
12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx

−
−=

−
−=

−
−  – уравнения прямой в пространстве, проходящей че-

рез две точки ( )1111 ,, zyxM , ( )2222 ,, zyxM , получают из канонических, считая на-

правляющим вектором прямой вектор 21MM , лежащий на прямой; 

3) 




=+++
=+++

0

,0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
 – общие уравнения прямой задаются уравнениями 

двух плоскостей, объединенных в систему, а так как такая система имеет бес-
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численное множество решений, то их совокупность геометрически и представ-

ляет собой прямую. 

Взаимное расположение двух прямых в пространстве определяется расположе-

нием их направляющих векторов. 

Пусть ,:
1

0

1

0

1

0
1 n

zz

m

yy

e

xx
l

−=−=−  ,:
2

1

2

1

2

1
2 n

zz

m

yy

e

xx
l

−=−=−  где 

( ) ( )22221111 ,, ,,, nmeanmea ==  – направляющие векторы прямых 1l  и 2l  соответст-

венно. 

а) ,//// 2121 aall ⇔ т.е. ;//
2

1

2

1

2

1
21 n

n

m

m

e

e
ll ==⇔  

б) ;02121212121 =++⇔⊥⇔⊥ nnmmeeaall  

в) угол между прямыми 1l  и 2l  равен углу между направляющими векторами 

этих прямых, т.е.  

.cos
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21

nmenme

nnmmee

aa

aa

++⋅++

++=
⋅
⋅=ϕ  

В заключение темы рассмотрим взаимное расположение прямой и плоскости в 

пространстве. Ясно, что прямая 
n

zz

m

yy

e

xx 000 −=−=−  параллельна плоскости 

0=+++ DCzByAx  тогда и только тогда, когда направляющий вектор прямой 

( )nmea ,,=  перпендикулярен нормали ( )CBAn ,,=  плоскости (рис. 12), т.е. если 

0=⋅ na  или 0=++ CnBmAe . 

 

l 

n  

a

 

Рис. 12 

Прямая перпендикулярна плоскости при условии ,// an  т.е.  

n

C

m

B

e

A == . 

Угол между прямой и плоскостью находят по формуле  
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.sin
222222 nmeCBA

CnBmAe

an

an

++⋅++

++
=

⋅
⋅

=ϕ  

Пример 4.10. Даны координаты вершин пирамиды ( )2;1;11 −A , ( )2;1;22A , 

( )4;1;13A , ( )6;3;64 −A . 

Найти:  

1) длину ребра 31AA ;  

2) угол между ребрами 31AA  и 41AA ;  

3) угол между ребром 31AA  и гранью 421 AAA ;  

4) площадь грани 421 AAA ;  

5) объем пирамиды;  

6) уравнение прямой 41AA ;  

7) уравнение плоскости 421 AAA ;  

8) уравнение высоты, опущенной из вершины 3A  на грань 421 AAA . 

Решение: 1. Длина ребра находится по формуле расстояния между двумя точ-

ками: 

.8)24())1(1()11( 222
31 =−+−−+−=AA  

2. Найдем векторы 31AA  и 41AA : 

( ) ( ); 2;2;0)24());1(1();11(31 =−−−−=AA  

( ).4;2;541 −=AA  

Тогда 

.
103

2

5322

4

458

4

164258

242205
cos

4131

4131 =
⋅

=
⋅

=
++⋅

⋅+⋅−⋅=
⋅
⋅=

AAAA

AAAAϕ  

3. Угол между ребром и гранью находят по формуле угла между прямой и 

плоскостью, для чего следует найти направляющий вектор прямой 31AA  и нор-

маль к плоскости, проходящей через точки .,, 421 AAA  Направляющий вектор 31AA  

уже найден в пункте 2. Это вектор ( ).2;2;031 =AA  Нормаль к грани 421 AAA можно 

найти двумя способами. 
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Например, найти уравнение плоскости 421 AAA или (см. рис. 13) найти векторное 

произведение nAAAA =× 4121 , так как векторное произведение перпендикулярно 

и к 21AA , и к 41AA . Итак,  

.1248
25

21

45

01

42

02

425

021 kjikji

kji

n −−=
−

+−
−

=
−

=  

 n  

1A

4A  

2A   

Рис. 13 

Тогда ( ) ( )2;2;0,12;4;8 =−−= an . 

.7565.0
8224

32
2201248

2122408
sin

222222

≈
⋅

=

=
++⋅++

⋅−⋅−⋅
=

⋅
⋅

=
an

an
ϕ

 

4. Площадь грани 421 AAA находим по формуле 41212

1
AAAAS ×= . 

224144166412484121 =++=−−=× kjiAAAA . 

Тогда 224
2

1=S . 

5. Объем пирамиды находим по формуле: .
6

1
413121 AAAAAAV ⋅⋅=  Мы уже нашли 

векторы ( ) ( ) ( )4;2;5 ,2;2;0 ,0;2;1 413121 −=== AAAAAA . Найдем смешанное произведение 

этих векторов: 

.322012)10(212
45

20
2

42

22
1

425

220

021

413121 =+=−−=⋅−
−

⋅=
−

=⋅⋅ AAAAAA  

Таким образом, 
3

1
5

3

16
32

6

1 ==⋅=V . 
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6. Уравнение прямой, проходящей через две точки ( )2;1;11 −A  и ( )6;3;64 −A , имеет 

вид: 

12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx

−
−=

−
−=

−
−  или ,

26

2

13

1

16

1

−
−=

+−
+=

−
− zyx

т.е.  

4

2

2

1

5

1 −=
−
+=− zyx . 

7. Найдем уравнение плоскости, проходящей через три точки 21, AA  и 4A : 

0

425

021

211

0

261316

221112

211

=
−

−+−
⇒=

−+−−
−+−
−+− zyxzyx

. 

Раскладывая определитель по элементам первой строки, получим 

,0)2(12)1(4)1(8 =−−+−− zyx  откуда 0121248 =+−− zyx  и является уравнением 

грани 421 AAA . 

8. Нормаль к грани 421 AAA является направляющим вектором высоты пирамиды, 

опущенной на эту грань из вершины 3A , поэтому уравнение высоты имеет вид 

12

4

4

1

8

1

−
−=

−
−=− zyx . 

4.4. Поверхности второго порядка  

Определение  4.7.   Поверхностью второго порядка называется поверх-

ность, определяемая уравнением: 0222 =+++++++++ mlzkyhxgyzfxzdxyczbyax , 

где mlkhgfdcba ,,,,,,,,,  вещественные числа, причем хотя бы одно из чисел 

gfdcba ,,,,, отлично от нуля.      К невырожденным поверхностям второго по-

рядка относятся эллипсоид, эллиптический параболоид, гиперболический пара-

болоид, однополостной гиперболоид и двуполостной гиперболоид. Строгое 

изучение этих поверхностей проводится в курсе аналитической геометрии. 

Здесь же мы ограничимся определениями и иллюстрациями.  

Определение 4.8. Сферой называется геометрическое место точек про-

странства, равноудаленных от фиксированной точки, называемой центром.   

Сфера радиуса  с центром в точке ),,( 0000 zyxM  имеет уравнение 

22
0

2
0

2
0 )()()( Rzzyyxx =−+−+−  
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Определение 4.9. Поверхность, задаваемая в некоторой прямоугольной 

декартовой системе координат уравнением 1
2

2

2

2

2

2

=++
c

z

b

y

a

x , где a > 0, b > 0, c > 0, 

называется эллипсоидом.  

 

Определение 4.10. Поверхность, задаваемая в некоторой прямоугольной 

декартовой системе координат уравнением z
b

y

a

x
2

2

2

2

2

=+ , где a > 0, b > 0, называ-

ется эллиптическим параболоидом.  
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Определение 4.11. Поверхность, задаваемая в некоторой прямоугольной 

декартовой системе координат уравнением z
b

y

a

x
2

2

2

2

2

=−  a > 0, b > 0, называется 

гиперболическим параболоидом.  

 

Определение 4.12. Поверхность, задаваемая в некоторой прямоугольной 

декартовой системе координат уравнением 1
2

2

2

2

2

2

=−+
c

z

b

y

a

x , где a > 0, b > 0, c > 0, 

называется однополостным гиперболоидом.  

 

Определение 4.13. Поверхность, задаваемая в некоторой прямоугольной 

декартовой системе координат уравнением 1
2

2

2

2

2

2

=+−−
c

z

b

y

a

x , где a > 0, b > 0, 

c > 0, называется двуполостным гиперболоидом.  
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Определение 4.14.   Конусом второго порядка называется поверхность, 

уравнение которой в некоторой декартовой системе координат имеет вид 

0
2

2

2

2

2

2

=−+
c

z

b

y

a

x , где a > 0, b > 0, c > 0 

  

 

           Определение 4.15.   Поверхность, которая в некоторой декартовой систе-

ме координат задается уравнением 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x , называется эллиптическим ци-

линдром. 
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поверхность, которая задается уравнением 1
2

2

2

2

=−
b

y

a

x ,  

называется гиперболическим цилиндром.  

 

поверхность, которая задается уравнением pxy 22 = , называется параболиче-

ским цилиндром.          

 

Задания для самостоятельного выполнения: 

1. Уравнение плоскости 014362 =−+− zyx   привести к нормальному виду и 

уравнению в отрезках. 

2. Написать уравнение плоскости: 

a) параллельной оси OZ и проходящей через точки ( )2;1;31 −M  и ( )5;2;12 −M ; 

b) проходящей через т. ( )2;1;31 −M  перпендикулярно вектору 21MM ; 
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c) проходящей через т. ( )0;0;21 −M ; т. ( )0;4;02M ; т. ( )5;0;03M ; 

d) проходящей через т. ( )3;2;11 −M  и линию пересечения плоскостей 

0622 =−+− zyx  и 0323 =+−+ zyx . 

3. Через т. )2;4;6( −−M  провести прямую, параллельную плоскости 

07646 =+−− zyx  и пересекающую прямую 
2

1

2

4

3

2 −=
−
+=− zyx . 

4. Найти расстояние между скрещивающимися прямыми: 

a) 
2

1

2

5

3

5
:1 −

−=+=+ zyx
d  и 

1

2

26

9
:2 −

−=
−

=− zyx
d ; 

b) 








−−=
−=
−=

32

,44

,73

:1

tz

ty

tx

d  и 








+−=
−−=

+=

2

,54

,216

:2

tz

ty

tx

d  

5. Найти угол между плоскостями: 

a) 0157811:1 =−−− zyxπ  и 02104:2 =−+− zyxπ ; 

b) 04432:1 =+−+ zyxπ  и 0325:2 =−+− zyxπ . 

6. Составить параметрические уравнения прямых, проведенных через          

т. ( )3;1;20 −−M , если: 

a) прямая параллельна прямой 








=
−=
+−=

tz

ty

tx

,42

,21

 

b) прямая параллельна оси OY; 

c) прямая перпендикулярна плоскости 083 =−−+ zyx . 

7. Даны координаты вершин 4321 ,,, AAAA  пирамиды. Найти: 1) длину ребра 

31AA ; 2) угол между ребрами 31AA  и 41AA ; 3) угол между ребром 31AA  и 

гранью 421 AAA ; 4) площадь грани 421 AAA ; 5) объем пирамиды; 

6) уравнение прямой 41AA ; 7) уравнение плоскости 421 AAA ; 8) уравнение 

высоты, опущенной из вершины 3A  на грань 421 AAA , если 

)3;1;4(),12;3(),4;5;5(),1;1;2( 4321 AAAA −− . 

8. Проверить, лежат ли на одной прямой три данные точки: (-3;5;4), (2;4;6), 

(2;14;6)? 
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9.  Найти угол между прямыми: 

a) 
7

1

8

1

11

−=+= zyx  и 
8

1

27

4 +=
−

=− zyx ; 

b) 








=
−=
−=

tz

ty

tx

,42

,25

 и 
8

1

27

4 +=
−

=− zyx . 

10. Установите тип заданных поверхностей, и построить их: 

a) ;1
81164

222

=++ zyx  

b) ;14 222 −=−+ zyx  

c) );2(23 22 −=+ zayx  

d) ;
4

2
2

2 z
xy −=  

e) ;152 zy =  

f) .5 22 yxz −−=  

Домашнее задание: 

1. Определить координаты точек, принадлежащих плоскости: 

a) 06342 =−+− zyx ; 

b) 017 =−− yx ; 

c) 0724 =+− zyx ; 

d) 02 =+z . 

2. Составить каноническое и общее уравнения плоскости, которая: 

a) проходит через данные точки  );5;3;1(),0;4;0(),1;2;0( 321 −− AAA  

b) параллельна векторам );4;2;1( −a )1;0;3( −b  и проходит через начало коорди-

нат; 

c) параллельна плоскости XOY и проходит через т.А(1;2;3); 

d) проходит через ось OY и т.В(0;-1;2); 

e) параллельна оси OX и проходит через точки А(2;0;-1) и В(5;-3;0); 

f) отсекает на осях координат единичные отрезки. 

3. При каких значениях λ и µ плоскости 0232:1 =−++ zyx λπ   и 

0466:2 =+−− zyxµπ  будут совпадать; пересекаться; параллельны? 

4. Напишите канонические уравнения прямой: 

a) проходящей через т.А(2;1;-3) и параллельно вектору );1;3;1( −a  

b) проходящей через т. M(2;-3;0) и N(3;5;-1); 
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c) проходящей через т.А(1;-3;4) и параллельно прямой 








−=
−−=

+=

tz

ty

tx

4

,34

,15

; 

d) проходящей через т.К(2;-3;-1) и параллельной координатной оси OZ. 

5. На оси OX найти точку равноудаленную от точки (1;-7;9) и от плоскости 

0348:1 =−+− zyxπ . 

6. Даны координаты вершин 4321 ,,, AAAA  пирамиды. Найти: 1) длину ребра 

31AA ; 2) угол между ребрами 31AA  и 41AA ; 3) угол между ребром 31AA  и 

гранью 421 AAA ; 4) площадь грани 421 AAA ; 5) объем пирамиды; 

6) уравнение прямой 41AA ; 7) уравнение плоскости 421 AAA ; 8) уравнение 

высоты, опущенной из вершины 3A  на грань 421 AAA , если 

)8;4;5(),7;3;6(),2;1;4(),1;3;2( 4321 −−− AAAA . 

7. Установите тип заданных поверхностей, и построить их: 

a) ;014642222 =++++++ zyxzyx  

b) ;01172 222 =+− zyx  

c) 1
25169

222

=−+ zyx ; 

d) .152 −= yx  
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