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1 РАБОЧАЯ ПРОГРАММА УЧЕБНОЙ ДИСЦИПЛИНЫ. 

 Математика является универсальным языком науки и частью общей культуры 
человечества. Поэтому математическое образование − важнейшая составляющая в системе 
подготовки современного специалиста. 
 
 1.1 Цели и задачи дисциплины 
 Целью изучения дисциплины является получение фундаментального образования, 
способствующего развитию личности; формированию математического мышления и 
математической культуры.   
 Задачами дисциплины являются: обучение основным понятиям и методам 
математического анализа, алгебры, геометрии, теории вероятностей, математической 
статистики, дискретной математики; развитие навыков математического мышления; 
формирование понимания исторической роли математики в развитии науки, в практической 
деятельности людей, значение математики в современном мире;  подготовка к применению 
математических методов для решения практических задач общего характера и специальных 
задач профессионального характера.  
 1.2 Место дисциплины в структуре основной образовательной программы (ООП) 
 Учебная дисциплина «Математика» включена в базовую часть математического  и 
естественнонаучного цикла ООП. 
 Для  освоения дисциплины необходимы компетенции, знания и умения 
сформированные  в процессе обучения в средней образовательной школе. 
 Знания, умения и виды деятельности, сформированные в результате изучения 
дисциплины «Математика» потребуются при изучении дисциплин:  
«Физика», «Теоретическая механика», а также при изучении дисциплины вариативной части 
профессионального цикла.  
 Место дисциплины в модульной  структуре ООП. 
Дисциплина «Математика» является составной частью модуля   
«Математический и естественнонаучный цикл». 
 
 1.3 Компетенции обучающегося, формируемые в результате освоения 
дисциплины. 
 Процесс изучения дисциплины направлен на формирование следующих компетенций: 
- владение культурой мышления способностью к обобщению, анализу, восприятию 
информации,  постановке цели и выбору путей ее достижения 
 (ОК - 1); 
- умение логически верно, аргументировано и ясно строить устную и письменную речь  
(ОК-2); 
- готовностью к кооперации с коллегами, работе в коллективе (ОК - 3) 
-использование основных законов естественных дисциплин в профессиональной 
деятельности, методов математического анализа и моделирования, теоретического и 
экспериментального исследований в профессиональной деятельности (ПК - 2).  
 В результате изучения дисциплины студент должен: 
 знать: фундаментальные разделы математики, необходимые для выполнения работ и 
проведения исследований в сервисной деятельности, математические методы решения 
профессиональных задач.   
 уметь: применять математические методы при решении профессиональных задач. 
 владеть: базовыми знаниями в области математики, необходимыми  для усвоения 
дисциплин профессионального естественнонаучного циклов; методами математического 
анализа характеристик технологических процессов производств легкой промышленности; 
навыками решения прикладных задач при помощи вычислительной техники. 
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Федеральный  государственный стандарт курса учебной дисциплины «Математика» по 
направлению 262200.62 – Конструирование швейных изделий. 
 Аналитическая геометрия и линейная алгебра: последовательности и ряды:  
дифференциальное и интегральное исчисления: векторный анализ и элементы теории поля; 
гармонический анализ;  дифференциальные уравнения; численные методы; функции 
комплексного переменного; элементы функционального анализа; теория вероятностей и 
математическая статистика:  теория вероятностей, случайные процессы: статистическое 
оценивание и проверка гипотез; статистически методы обработки экспериментальных 
данных: вариационное исчисление и оптимальное управление; уравнения математической 
физики.  
 
 1.4 Матрица компетенций учебной дисциплины.  
 
   ОК-1 ОК-2 ОК-3 ПК-2 Всего 
1 Числовые и 

функциональные ряды 
16 + +  + 3 

2 Степенные ряды 8  + + + 3 
3 Ряды Фурье 8  +  + 2 
4 Функции комплексного 

переменного 
28 + + +  3 

5 Численные методы 12  + + + 3 
 
 1.5 Структура и содержание дисциплины «Математика» 
Общая трудоемкость дисциплины составляет 504 часов. (14 зач. ед.). 
Структура преподавания  дисциплины 
 

 
1.6 Содержание разделов и тем дисциплины. 

 Раздел 1. Числовые и функциональные ряды. 
Числовой  ряд. Необходимое условие сходимости ряда. Достаточные признаки сходимости 
рядов. Знакопеременные и знакочередующиеся ряды. Признак Лейбница. Область 
сходимости функционального ряда. 
 Раздел 2. Степенные ряды.  
Определение степенного ряда. Радиус  сходимости, интервал сходимости. 
Свойства степенного ряда.  Разложение функции в  степенные ряды Тейлора и Маклорена. 
Условие сходимости ряда Тейлора к порождающей функции.  Применение рядов к 
приближённым вычислениям.  

Виды учебной работы включая 
самостоятельную работу 
и трудоемкость (в часах) 

N

n
n

 

 
 
Раздел 
дисциплины 

Трудоем
кость  в 
часах 

 
 
Семестр 

 
 
Номер 
недели Лекции Практи- 

ческие 
занятия 

Самостоят
ельная 
работа 

1 Числовые и  
функциональные ряды 

16 4 1-2 4 4 8 

2 Степенные ряды 8 4 3 2 2 4 
3 Ряды Фурье 8 4 4 2 2 4 
4 Функции комплексного 

переменного 
28 4 5-7 8 6 14 

5 Численные методы 12 4 8,9 2 4 6 
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 Раздел 3. Ряды Фурье. 
 Определение ряда Фурье. Вывод коэффициентов. Условие разложения функции в ряд 
Фурье. Разложения в ряд Фурье периодических, четных, нечетных, непериодических 
функций.  
 Раздел 4. Функции комплексногопеременного. 
 Понятие функции комплексной; предел; непрерывность, производная; условия Коши-
Римана; дифференцируемость элементарных функций. Интегрируемость по комплексному 
переменному; теорема Коши, интегральная формула Коши; ряд Тейлора. Элементарные 
функции комплексного переменного. Изолированные особые точки. Ряд Лорана. Вычеты. 
 Раздел 5. Численные методы. 
 Метод решения нелинейных уравнений. Интерполяция и аппроксимация функций. 
Численное дифференцирование и интерполирование. Численное интегрирование 
дифференциальных уравнений. 
 
 
2. КРАТКОЕ ИЗЛОЖЕНИЕ ПРОГРАММНОГО МАТЕРИАЛА 
 
Тема 1,2. Числовые и функциональные ряды (4 часа). 
План. 1.Числовые ряды. Сумма ряда. 
 2.Признаки сходимости. 
 3.Знакопеременные, знакочередующиеся ряды. Признак Лебница.    

Абсолютная и условная сходимость рядов. Свойства абсолютно сходящихся 
 4.Функциональные ряды. Область сходимости. 
Цель. 1.Ознакомление с числовыми и функциональными рядами, признаками 

сходимости. 
 2.Нахождение интервала сходимости. 
Задачи. 1.Научить определять сходимости ряда, используя признаки Даламбера, 

Коши, Сравнения. 

 2.Научить определять условную и абсолютную сходимость 

знакочередующего ряда. 
 3.Определять интервал сходимости функционального ряда.. 
Ключевые вопросы: 
1 Определение числового ряда. 
2 Необходимое условие сходимости ряда. Действия с рядами. 
3 Признаки сходимости: а) сравнение; б) Даламбера; в) радикальный Коши; 
 г) интегральный Коши. 
4 Знакопеременные ряды. Определение. Примеры. 
5 Знакочередующиеся ряды. Признак Лейбница. 
6 Определение функционального ряда. 
7 Определение интервала сходимости. 
 
Числовые ряды. Сумма ряда. Признаки сходимости. 
 Числа 1 2, ,...u u  будем называть членами ряда, а un – общим членом ряда. 

 Суммы 1 2
1

...
n

n n k
k

S u u u u

     ,  n = 1, 2, … называются частными (частичными) 

суммами ряда. 
 Таким образом, возможно рассматривать последовательности частичных сумм ряда 
S1, S2, …,Sn,  
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  Ряд 1 2
1

... ...n n
n

u u u u



      называется сходящимся, если сходится 

последовательность его частных сумм. Сумма сходящегося ряда – предел 
последовательности его частных сумм. 

1
lim , .n n

n
S S S u




   

 Если последовательность частных сумм ряда расходится, т.е. не имеет предела, или 
имеет бесконечный предел, то ряд называется расходящимся и ему не ставят в соответствие 
никакой суммы. 
Свойства рядов. 
 1) Сходимость или расходимость ряда не нарушится если изменить, отбросить или 
добавить конечное число членов ряда. 
 2) Рассмотрим два ряда nu  и nCu , где С – постоянное число. 
 Теорема. Если ряд nu сходится и его сумма равна S, то ряд nCu тоже сходится, 
и его сумма равна СS. (C  0) 
 3) Рассмотрим два ряда nu и nv . Суммой или разностью этих рядов будет 
называться ряд ( )n nu v  , где элементы получены в результате сложения (вычитания) 
исходных элементов с одинаковыми номерами. 
 Теорема. Если ряды nu и nv сходятся и их суммы равны соответственно S и , 
то ряд ( )n nu v   тоже сходится и его сумма равна S+. 

( )n n n nu v u v S         
Разность двух сходящихся рядов также будет сходящимся рядом. 
Сумма сходящегося и расходящегося рядов будет расходящимся рядом. 
О сумме двух расходящихся рядов общего утверждения сделать нельзя. 
 При изучении рядов решают в основном две задачи: исследование на сходимость и 
нахождение суммы ряда. 
 1. Если ряд nu сходится, то необходимо, чтобы общий член un стремился к нулю. 
Однако, это условие не является достаточным. Можно говорить только о том, что если 
общий член не стремится к нулю, то ряд точно расходится. Например, так называемый 

гармонический ряд 
1

1
n n



  является расходящимся, хотя его общий член и стремится к нулю. 

 2. Если ряд сходится, то последовательность его частных сумм ограничена. 
Однако, этот признак также не является достаточным. 
Например, ряд 1-1+1-1+1-1+ … +(-1)n+1+… расходится, т.к. расходится последовательность 
его частных сумм в силу того, что 






nнечетныхпри

nчетныхпри
Sn ,1

,0

 
 Однако, при этом последовательность частных сумм ограничена, т.к. 2nS   при 
любом n. 
Ряды с неотрицательными членами. 
 При изучении знакопостоянных рядов ограничимся рассмотрением рядов с 
неотрицательными членами, т.к. при простом умножении на –1 из этих рядов можно 
получить ряды с отрицательными членами. 
 Теорема. Для сходимости ряда nu с неотрицательными членами необходимо и 
достаточно, чтобы частные суммы ряда были ограничены. 
 
Признак сравнения рядов с неотрицательными членами. 
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Пусть даны два ряда nu  и nv   при un, vn  0. 
 Теорема. Если un  vn при любом n, то из сходимости ряда nv следует сходимость 
ряда nu , а из расходимости ряда nu следует расходимость ряда nv . 

 Пример.  Исследовать на сходимость ряд 1 1 1... ...
ln 2 ln3 ln n

     

Т.к. 1 1
ln n n

 , а гармонический ряд 
1
n

  расходится, то расходится и ряд 
1

ln n
 . 

 Пример. Исследовать на сходимость ряд 
1

1 .
2nn n




  

Т.к. 
1 1
2 2n nn

 , а ряд 
1
2n  сходится (как убывающая геометрическая прогрессия), то ряд 

1

1
2nn n




  тоже сходится. 

 Также используется следующий признак сходимости: 

Теорема. Если 0, 0n nu v   и существует предел lim n

n
n

u h
v

 , где h – число, отличное от 

нуля, то ряды nu  и nv ведут одинаково в смысле сходимости. 
Признак Даламбера. 

 Если существует предел 1lim n

n
n

u
u




 , то при  < 1 ряд сходится, а при  > 1 – 

расходится. Если  = 1, то на вопрос о сходимости ответить нельзя. 

 Пример. Определить сходимость ряда 
1 2nn

n


 . 

1
1 1 1

111 ( 1)2 1 1; ; lim lim 1
2 2 2 2 2 2

n
n

n nn n nn n
n

n n u n n nu u
u n n


   

  
       . Ряд сходится. 

 Пример. Определить сходимость ряда 
...

!
1...

!2
1

!1
11 

n  

10
1

1lim
)!1(

!limlim;
)!1(

1;
!

1 1
1 














 nn
n

u
u

n
u

n
u

nn
n

n

nnn

. Ряд сходится. 
 
Радикальный признак Коши 

 Если для ряда  nu с неотрицательными членами существует такое число q<1, что 

для всех достаточно больших n выполняется неравенство qun
n  , 

то ряд  nu сходится, если же для всех достаточно больших n выполняется неравенство  
,1n

nu  то ряд  nu расходится. 

 Следствие. Если существует предел 



n

nn
ulim

, то при <1 ряд сходится, а при >1 
ряд расходится.  
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 Пример. Определить сходимость ряда 
2

21

2 1
3 5

n

n

n
n






 
  

. 

2 2

2

2

122 1 2lim lim lim 153 5 33
n

nn n n

n nu
n

n
  

   
 

.Ряд сходится. 

 Пример. Определить сходимость ряда 
1

11
n

n n




  
 

. 1lim lim 1 1.n
nn n

u
n 

    
 

 

Т.е. признак Коши не дает ответа на вопрос о сходимости ряда. Проверим выполнение 
необходимых условий сходимости. Как было сказано выше, если ряд сходится, то общий 
член ряда стремится к нулю. 

1lim lim 1 0
n

nn n
u e

n 

     
 

, 

таким образом, необходимое условие сходимости не выполняется, значит, ряд расходится. 
 
 Интегральный признак Коши. 
 Если (х) – непрерывная положительная функция, убывающая на промежутке [1;), 
то ряд (1) + (2) + …+ (n) + … = 

1
( )

n
n




  и несобственный интеграл 

1
( )x dx



  одинаковы в 

смысле сходимости. 

 Пример. Ряд 1 1 11 ... ...
2 3 n  

      сходится при >1 и расходится 1 т.к. 

соответствующий несобственный интеграл 
1

dx
x



  сходится при >1 и расходится 1. Ряд 

1

1
n n




  – обобщенный гармонический ряд. 

 Следствие. Если f(x) и (х) – непрерывные функции на интервале (a, b] и 

0

( )lim , 0,
( )x a

f x h h
x 

   то интегралы ( )
b

a
f x dx  и ( )

b

a
x dx  ведут себя одинаково в смысле 

сходимости. 
Выводы.1.Сформировано понятие ряда (числового, знакочередующегося и 
 функционального). 
 2.Приобретены навыки нахождения интервала сходимости; действий с рядами. 
 
 
Тема 3: Степенные ряды (2 часа). 
План. 1.Определение степенного ряда. 
 2.Теорема Абеля. 
 3.Нахождение интервала и радиуса сходимости ряда. 
 4.Действие со степенными рядами. 
 5.Разложение функций в степенные ряды Тейлора и Маклорена. 
Цель:      Ознакомление со степенными рядами и разложение функций в ряды Тейлора и  
     Маклорена. 
Задачи
. 

1.Научить находить радиус, интервал сходимости степенного ряда. 
 2.Научить разлагать функции в степенные ряды, применять разложения 

функций для вычисления её значений. 
Ключевые вопросы: 
1. Определение степенного ряда. Различная форма его записи. 
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2. Нахождение радиуса и интервала сходимости. 
3. Свойства степенного ряда. 
4. Ряды Тейлора и Маклорена. 
5. Условие сходимости ряда Тейлора к порождающей функции. 
6. Применение рядов к приближённым вычислениям значений функции и определённых 

интегралов. 
 
Степенные ряды. 
 Степенным рядом называется ряд вида 2

0 1 2
0

... ...n n
n n

n
a a x a x a x a x




      . 

Для исследования на сходимость степенных рядов удобно использовать признак Даламбера. 

Пример. Исследовать на сходимость ряд 
2 3

... ...
2 3

nx x xx
n

      

Применяем признак Даламбера:  
1

1 1lim lim lim lim 11 1

n

n
nn n n n

n

x
u xn xn x

xu n
nn





   

   
 

. 

Получаем, что этот ряд сходится при 1x  и расходится при 1x  . 
Теперь определим сходимость в граничных точках 1 и –1. 

При х = -1: 1 1 11 ...
2 3 4

      ряд сходится по признаку Лейбница.  

При  х = 1: 1 1 11 ... ...
2 3 n

      ряд расходится (гармонический ряд). Ряд сходится для 

[ 1,1)х   
 Теоремы Абеля. 
 Теорема. Если степенной ряд 2

0 1 2
0

... ...n n
n n

n
a a x a x a x a x




       сходится при x 

= x1 , то он сходится и притом абсолютно для всех 
1x x . 

Таким образом, если степенной ряд n
na x сходится в точке х1, то он абсолютно сходится в 

интервале длинной 2 1х  с центром в точке х=0. 

Следствие. Если при х = х1 ряд расходится, то он расходится для всех 1xx  . 
Таким образом, для каждого степенного ряда существует такое положительное число R, что 

при всех х таких, что Rx   ряд абсолютно сходится, а при всех x R ряд расходится. При 
этом число R называется радиусом сходимости. Интервал (-R, R) называется интервалом 
сходимости. 
Отметим, что этот интервал может быть как замкнутым с одной или двух сторон, так и не 
замкнутым. 
Радиус сходимости может быть найден по формуле: 1lim n

n
n

aR
a




  

 Пример. Найти область сходимости ряда 
2 3

... ...
2! 3! !

nx x xx
n

      

Находим радиус сходимости 1

1
!( 1)!lim lim lim lim1 ( 1)!

!

n

n n n n
n

a nnR n
a n

n



   

     


. 
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Следовательно, данный ряд сходится при любом значении х. Общий член этого ряда 
стремится к нулю. 
Действия со степенными рядами. 
 1) Интегрирование степенных рядов. 
Если некоторая функция f(x) определяется степенным рядом: 

0
( ) n

n
n

f x a x



 , то интеграл от 

этой функции можно записать в виде ряда:  
1

0 0 0
( )

1
n n nn

n n
n n n

af x dx a x dx a x dx x C
n

  


  
       


 

 2) Дифференцирование степенных рядов. 
Производная функции, которая определяется степенным рядом, находится по формуле:  

  














0

1

00
)(

n

n
n

n

n
n

n

n
n xnaxa

dx
dxa

dx
dxf

 
 3)Сложение и вычитание степенных рядов сводится к соответствующим операциям с 

их членами:
0 0 0

( )n n n
n n n n

n n n
a x b x a b x

  

  
      

 4) Произведение двух степенных рядов выражается формулой:  

0 0 0

n n n
n n n

n n n
a x b x с x

  

  
     

Коэффициенты сi находятся по формуле:  011110 ... babababac nnnnn    
 
Разложение функций в степенные ряды. 
Разложение функций в степенной ряд имеет большое значение для решения различных задач 
исследования функций, дифференцирования, интегрирования, решения дифференциальных 
уравнений, вычисления пределов, вычисления приближенных значений функции. 
Возможны различные способы разложения функции в степенной ряд. Такие способы как 
разложение при помощи рядов Тейлора и Маклорена были рассмотрены ранее. 
Существует также способ разложения в степенной ряд при помощи алгебраического деления. 
Это – самый простой способ разложения, однако, пригоден он только для разложения в ряд 
алгебраических дробей. 
 Рассмотрим способ разложения функции в ряд при помощи интегрирования. 
С помощью интегрирования можно разлагать в ряд такую функцию, для которой известно 
или может быть легко найдено разложение в ряд ее производной. 
 Находим дифференциал функции dxxfxdf )()(   и интегрируем его в пределах от 0 
до х. 

0 0 00

( ) ( ) ; ( ) ( ) ;
xx x x

df x f x dx f x f x dx         
0

( ) (0) ( ) ;
x

f x f f x dx    

 Пример. Разложить в ряд функцию ).1ln()( xxf   
Разложение в ряд этой функции по формуле Маклорена было рассмотрено выше. 
(См. Функция y = ln(1 + x).) Теперь решим эту задачу при помощи интегрирования. 

 При 1(0) 0, ( )
1

f f x
x

 


 получаем по приведенной выше формуле: 

 


x

dx
x

x
0 1

1)1ln(
 

Разложение в ряд функции x1
1

 может быть легко найдено способом алгебраического 
деления аналогично рассмотренному выше примеру. 
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...)1(...1
1

1 432 


nn xxxxx
x  

Тогда получаем: 
1

0 0 00 0 0

1ln(1 ) ( 1) ( 1) ( 1)
1 1

nx x x
n n n n n

n n n

xx dx x dx x dx
x n


  

  
           

 
 

Окончательно получим: 
2 3 4 1

ln(1 ) ... ( 1) ...
2 3 4 1

n
nx x x xx x

n



        


 

  

Окончательно получаем: 
3 5 2 1

... ( 1) ...
3 5 2 1

n
nx x xarctgx x

n



      


 

 
 Решение дифференциальных уравнений с помощью степенных рядов. 
 С помощью степенных рядов возможно интегрировать дифференциальные уравнения. 
 Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение вида: 

)()(...)()( )2(
2

)1(
1

)( xfyxpyxpyxpy n
nnn  

 
 Если все коэффициенты и правая часть этого уравнения разлагаются в сходящиеся в 
некотором интервале степенные ряды, то существует решение этого уравнения в некоторой 
малой окрестности нулевой точки, удовлетворяющее начальным условиям. 

Это решение можно представить степенным рядом: ...3
3

2
210  xcxcxccy  

 Для нахождения решения остается определить неизвестные постоянные ci. 
Эта задача решается методом сравнения неопределенных коэффициентов. Записанное 
выражение для искомой функции подставляем в исходное дифференциальное уравнение, 
выполняя при этом все необходимые действия со степенными рядами (дифференцирование, 
сложение, вычитание, умножение и пр.) 
 Затем приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях х в левой и правой 
частях уравнения. В результате с учетом начальных условий получим систему уравнений, из 
которой последовательно определяем коэффициенты ci. 
 Отметим, что этот метод применим и к нелинейным дифференциальным уравнениям. 
 Пример. Найти решение уравнения 0y xy   c начальными условиями y(0)=1, 
y’(0)=0. 
Решение уравнения будем искать в виде 2

0 1 2 ...y c c x c x     

...432 3
4

2
321  xcxcxccy  

...201262 3
5

2
432  xcxcxccy  

 Подставляем полученные выражения в исходное уравнение: 
0...)(...)201262( 4

3
3

2
2

10
3

5
2

432  xcxcxcxcxcxcxcc  
0...)30()20()12()6(2 36

4
25

3
14

2
032  ccxccxccxccxc  

Отсюда получаем:    02 2 c  

   
3 0

4 1

5 2

6 3

6 0
12 0
20 0
30 0

c c
c c
c c
c c

 
 
 

 

 

   ……………… 
Подставив начальные условия в выражения для искомой функции и ее первой производной,. 
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окончательно получим: 0 1 2 3 4 5

11; 0; 0; ; 0; 0;
6

c c c c c c       
6

1 ; ...
180

c   

Имеем решение дифференциального уравнения: 
3 6

1 ...
6 180
x xy      

 Существует и другой метод решения дифференциальных уравнений с помощью 
рядов. Он носит название метод последовательного дифференцирования.  
 Рассмотрим тот же пример. Решение дифференциального уравнения будем искать в 
виде разложения неизвестной функции в ряд Маклорена. 

2 3(0) (0) (0)(0) ...
1! 2! 3!

y y yy y x x x
  

      

 Если заданные начальные условия  y(0)=1,  y’(0)=0  подставить в исходное 
дифференциальное уравнение, получим, что .0)0( y  
 Далее запишем дифференциальное уравнение в виде y xy   и будем 
последовательно дифференцировать его по х. 

; (0) (0) 1;
; (0) 0;

2 ; (0) 0;
3 ; (0) 4;

..........................................................

IV IV

V V

VI IV VI

y y xy y y
y y y xy y
y y y xy y
y y y xy y

     
     
     
    

 

 После подстановки полученных значений получаем: 
3 6

1 ...
6 180
x xy      

Выводы 1.Ознакомлены со степенными рядами 
    2. Разложением функций в степенные ряды Тейлора и Маклорена. 
    3. Приобретены навыки вычисления значений функции методом разложения её в 
ряд  Маклорена. 
 
Тема 4. Ряды Фурье (2 часа). 
План. 1.Определение тригонометрического ряда. 
 2.Нахождение коэффициентов Фурье. 
 3.Теорема Дирихле. 
 4.Разложение в ряд Фурье периодических функций. 
 5.Ряд Фурье для чётных и нечётных функций. 
 6.Ряды Фурье для функций с любым периодом. 
Цель.    Сформировать понятие тригонометрического ряда, коэффициентов Фурье, ряда 
    Фурье. 
Задачи. Научить разлагать функции в ряд Фурье. 
Ключевые вопросы: 
1. Определение тригонометрического ряда Фурье. 
2. Вывод формул Фурье. 
3. Условие разложения функций в ряд Фурье. 
4. Разложение в ряд Фурье периодических функций. 
5. Разложеине в ряд Фурье чётных и нечётных функций. 
 
Ряды Фурье. 
Тригонометрический ряд. 
 Тригонометрическим рядом называется ряд вида: 

...)sincos(...)2sin2cos()sincos(
2 2211
0  nxbnxaxbxaxbxaa

nn
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или, короче, 0

1
( cos sin ).

2 n n
n

a a nx b nx



   

 Действительные числа ai, bi называются коэффициентами тригонометрического ряда. 
 Если ряд представленного выше типа сходится, то его сумма представляет собой 
периодическую функцию с периодом 2, т.к. функции sinnx и cosnx также периодические 
функции с периодом 2. 
 Пусть тригонометрический ряд равномерно сходится на отрезке [-; ], а 
следовательно, и на любом отрезке в силу периодичности, и его сумма равна f(x). 
 Определим коэффициенты этого ряда. 
 Для решения этой задачи воспользуемся следующими равенствами: 

0, , 0,1,2,..
cos cos

, , , 1,2,...
m n m

mx nxdx
m n m n



 


 
   

 

0, ,
sin sin

, , , 1,2,...
m n

mx nxdx
m n m n



 



   

 

cos sin 0, 0,1,2,..., 1,2,...mx nxdx m n



     

 Справедливость этих равенств вытекает из применения к подынтегральному 
выражению тригонометрических формул. Пусть функция f(x) непрерывна на отрезке [-; ], 

то существует интеграл  0
0

1
( ) ( cos sin )

2 n n
n

af x dx dx a nx b nx dx a
  

  




  
      . Получаем: 

0

1 ( )a f x dx


 
 . 

Далее умножаем выражение разложения функции в ряд на cosnx и интегрируем в пределах от 
- до . 

( )cosf x nxdx



  20

1
cos ( cos cos sin )

2 n n n
n

a nxdx a nx b nx nx dx a
 

 




 
     

Отсюда получаем: 1 ( )cos ; 1,2,...na f x nxdx n


 
   

Аналогично умножаем выражение разложения функции в ряд на sinnx и интегрируем в 

пределах от - до . Получаем: 1 ( )sin , 1,2,...nb f x nxdx n


 
   

Выражение для коэффициента а0 является частным случаем для выражения коэффициентов 
an. 
 Таким образом, если функция f(x) – любая периодическая функция периода 2, 
непрерывная на отрезке [-; ] или имеющая на этом отрезке конечное число точек разрыва 
первого рода, то коэффициенты 

,...2,1,0;cos)(1



 





nnxdxxfan

 

,...2,1,sin)(1



 





nnxdxxfbn

 
существуют и называются коэффициентами Фурье для функции f(x). 
 Рядом Фурье для функции f(x) называется тригонометрический ряд, коэффициенты 
которого являются коэффициентами Фурье. Если ряд Фурье функции f(x) сходится к ней во 
всех ее точках непрерывности, то говорят, что функция  f(x) разлагается в ряд Фурье. 
 
Достаточные признаки разложимости в ряд Фурье. 
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 Теорема. (Теорема Дирихле) Если функция f(x) имеет период 2 и на отрезке [-;] 
непрерывна или имеет конечное число точек разрыва первого рода, и отрезок [-;] можно 
разбить на конечное число отрезков так, что внутри каждого из них функция f(x) 
монотонна, то ряд Фурье для функции f(x) сходится при всех значениях х, причем в точках 
непрерывности функции f(x) его сумма равна f(x), а в точках разрыва его сумма равна 

( 0) ( 0)
2

f x f x   , т.е. среднему арифметическому предельных значений слева и справа. 

При этом ряд Фурье функции f(x) сходится равномерно на любом отрезке, который 
принадлежит интервалу непрерывности функции f(x). 
 Функция f(x), для которой выполняются условия теоремы Дирихле называется 
кусочно – монотонной на отрезке [-;]. 
 Теорема. Если функция f(x) имеет период 2, кроме того, f(x) и ее производная f’(x) – 
непрерывные функции на отрезке [-;]  или имеют конечное число точек разрыва первого 
рода на этом отрезке, то ряд Фурье функции f(x) сходится при всех значениях х, причем в 
точках непрерывности его сумма равна f(x), а в точках разрыва она равна 

2
)0()0(  xfxf

. При этом ряд Фурье функции f(x) сходится равномерно на любом 
отрезке, который принадлежит интервалу непрерывности функции f(x).  
 Функция, удовлетворяющая условиям этой теоремы, называется кусочно – гладкой на 
отрезке [-;]. 
 
Разложение в ряд Фурье непериодической функции. 
 Задача разложения непериодической функции в ряд Фурье в принципе не отличается 
от разложения в ряд Фурье периодической функции. 
 Допустим, функция f(x) задана на отрезке [a, b] и является на этом отрезке кусочно – 
монотонной. Рассмотрим произвольную периодическую кусочно – монотонную функцию 
f1(x) c периодом 2Т  b-a, совпадающую с функцией f(x) на отрезке [a, b]. 
     y 
        f(x) 
 
 
 
 
   - 2T                     a        b   +2T            + 4T          x 
Таким образом, функция f(x) была дополнена. Теперь функция f1(x) разлагается в ряд Фурье. 
Сумма этого ряда во всех точках отрезка [a, b] совпадает с функцией f(x), т.е. можно считать, 
что функция f(x) разложена в ряд Фурье на отрезке [a, b].  
 Таким образом, если функция f(x) задана на отрезке, равном 2 ничем не отличается 
от разложения в ряд периодической функции. Если же отрезок, на котором задана функция,  
меньше, чем 2, то функция продолжается на интервал (b, a + 2) так, что условия 
разложимости в ряд Фурье сохранялись. 
 Вообще говоря, в этом случае продолжение заданной функции на отрезок (интервал) 
длиной 2 может быть произведено бесконечным количеством способов, поэтому суммы 
получившихся рядов будут различны, но они будут совпадать с заданной функцией f(x) на 
отрезке [a,b].  
Ряд Фурье для четных и нечетных функций. 
  Отметим следующие свойства четных и нечетных функций: 
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1)  















 четнаяxfdxxf

нечетнаяxf
dxxf a

a

a )(,)(2

)(,0
)(

0  
 2) Произведение двух четных и нечетных функций является четной функцией. 
 3) Произведение четной и нечетной функций – нечетная функция. 
Справедливость этих свойств может быть легко доказана исходя из определения четности и 
нечетности функций. 
 Если f(x) – четная периодическая функция с периодом 2, удовлетворяющая условиям 
разложимости в ряд Фурье, то можно записать: 

,...)2,1,0(cos)(2cos)(1

0
 


nnxdxxfnxdxxfan



   

,...)2,1(;0sin)(1
 


nnxdxxfbn



  
 Таким образом, для четной функции ряд Фурье записывается:  







1

0 cos
2

)(
n

n nxaaxf
 

,...)2,1,0(cos)(2

0
  nnxdxxfan



  
 Аналогично получаем разложение в ряд Фурье для нечетной функции: 







1

;sin)(
n

n nxbxf
 

,...)2,1(;sin)(2

0




 


nnxdxxfbn

 
 Пример. Разложить  в ряд Фурье периодическую функцию 

3)( xxf   с периодом T = 
2 на отрезке [-;]. 
 Заданная функция является нечетной, следовательно, коэффициенты Фурье ищем в 

виде:  
0

2 ( )sin ; ( 1,2,...)nb f x nxdx n



   

3
3

3 2

2
0 00

; sin ;
2 2 cos 3sin coscos3 ; ;n

u x dv nxdx
x nxb x nxdx x nxdxnx n ndu x dx v

n

 

 
 

  
                

2
3 2

00

; cos ;
2 cos 3 sin 2 sin

sin2 ; ;

u x dv nxdx
n x nx x nx dxnx n n n ndu xdx v

n

  




                     

 

3

2
0

; sin ;
2 cos 6 sin cos; ;

u x dv nxdx
n x nxdx nxn n du dx v

n

 




  
                

 

3

2
00

2 cos 6 cos cosn x nx nx dx
n n n n

  



           

 

3 2 2

3 3 3 3
0

2 cos 6 cos 6 sin 2 cos 12cos 12 2( 1)nn nx n n
n n n n n n n n

       

                     

Получаем: 
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2
3

31 1

12 2sin ( 1) sinn
n

n n
x b nx nx

n n
 

 
 

 
    

 
. 

 Построим графики заданной функции и ее разложения в ряд Фурье, ограничившись 
первыми четырьмя членами ряда. 

-3 -2 -1 1 2 3

-30

-20

-10

10

20

30

 
 
Ряды Фурье для функций с любым периодом. 
 
 Ряд Фурье для функции f(x) периода Т = 2l, непрерывной или имеющей конечное 
число точек разрыва первого рода на отрезке [-l, l] имеет вид: 

0

1
( ) cos sin

2 n n
n

a n nf x a x b x
l l
 



    
 

 

0

1 ( ) ;

1 ( )cos , 1,2,...

1 ( )sin , 1,2,...

l

l

l

n
l

l

n
l

a f x dx
l

na f x xdx n
l l

nb f x xdx n
l l



















 

 

 

Для четной функции произвольного периода разложение в ряд Фурье имеет вид: 
0

1

0
0

0

( ) cos ;
2

2 ( ) ;

2 ( )cos ; 1,2,...

n
n

l

l

n

a nf x a x
l

a f x dx
l

na f x xdx n
l l














 



 

 

Для нечетной функции: 1

0

( ) sin ;

2 ( )sin ; 1,2,...

n
n

l

n

nf x b x
l

nb f x xdx n
l l














 

 

 
Выводы 1. Ознакомление с рядом Фурье. 
    2. Приобретены навыки разложения в ряд Фурье 
    а) периодических функции х(- ;); х(-l;l); б). чётных и нечётных функций;  
    в) непериодических функций 
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Тема 5. Функция комплексного переменного (8 часов)..  
План 1.Области и границы. 
 2.Открытые и замкнутые области. 
 3.Элементарные функции комплексного переменного. 
 4.Понятие функции комплексного переменного. Предел и непрерывность. 
Цель     Ознакомление с понятием функции комплексного переменного, изображением  
             Z на сфере областью определения, элементарными функциями. 
Задачи
. 

1.Научить вычислять значения функции комплексного переменного.  
 2.Знать основные функции комплексного переменного. 
 3.Находить предел и исследовать на непрерывность. 
Ключевые вопросы: 
1. Комплексные числа и действия над ними. 
2. Различные формы записи комплексных чисел. 
3. Определение предела и непрерывность. 
 
Рассмотрим еще одно геометрическое представление комплексного числа.   
Поместим сферу произвольного радиуса так, чтобы она касалась комплексной плоскости в 
начале координат. Точку касания назовем южным полюсом, а диаметрально 
противоположную – северным полюсом. 
Началу координат комплексной плоскости поставим в соответствие южный полюс и 
припишем ему значение Z=0. Каждой другой точке Z комплексной плоскости поставим в 
соответствие на сфере т. Z пересечения со сферой луча, проведенного  из северного полюса в 
точки плоскости. Так устанавливается взаимнооднозначное соответствие между точками 
сферы с выколотым полюсом Р и множеством всех точек комплексной плоскости. 
Изображение комплексной плоскости на сфере называется стереографической проекцией 
комплексной плоскости, а сама сфера – числовой сферой. 
Точке 0 припишем Z=0, а противоположной точке Z=∞. Комплексная плоскость вместе с 
бесконечно удаленной точкой называется расширенной или полной комплексной 
плоскостью, а без такой точки – открытой комплексной плоскостью. 
  Множество Д точек комплексной плоскости называется областью если, вместе с 
каждой точкой из Д множеству принадлежит и достаточно малый круг с центром в заданной 
точке. 
  Окрестностью С  , z , точки Z○ комплексной плоскости называется множество 
точек Z, удовлетворяющих неравенству  
 z z    с центром в точке Z. 
  Всякую область Д с присоединенной к ней границей называют замкнутой областью и 
обозначают   ;  . Так множество точек, удовлетворяющих неравенству |Z| ≤ r есть 
замкнутое множество. 
   Непрерывной кривой называется кривая, которую можно задать уравнением 
Z=x(t)+iy(t), где x(t) и y(t) непрерывная функция действительного аргумента t,  ;t   . 
На каждой кривой можно зафиксировать одно из двух направлений – в сторону возрастания 
или убывания параметра. В первом случае ( )z   – начало кривой, ( )z  – конец. Если начало и 
конец кривой совпадают, то кривая называется замкнутой. 
  Точка, соответствующая одному значению параметра, называется простой точкой. 
Точка, соответствующая двум и более значениям параметра называется кратной точкой.  
Кривая, состоящая только из простых точек, называется простой или жордановой кривой. 
  Область Д называется односвязной, если любая простая замкнутая кривая целиком 
принадлежащая области Д, может быть стянута в точку, с помощью непрерывной 
деформации без выведения из области Д. 
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  Область Д называется односвязной, если любая непрерывная  замкнутая кривая, 
проведенная в этой области ограничивает некоторую область, целиком принадлежащую Д 
 
Основные элементарные функции комплексного переменного. 
Элементарными функциями комплексного переменного называют функции, которые 
получаются из элементарных функций действительного переменного, определяемых 
разложением в степенной ряд. 
1. Показательная функция еz определяется как сумма абсолютно сходящегося степенного 

ряда на всей комплексной плоскости. 

 
...

!
...

!3!2
1

32


n
zzzzе

n
z

 
 Показательная функция обладает свойствами: 

 а) 
2121 zzzz eee 

, где z1 и z2-любые комплексные величины   

 б) 2

1
21

z

z
zz

e
ee 

 

 в) 
zikz ee  2
  ( ,...1,0 k ), т.е. является периодической функцией с периодом 2πi 

 г) zizeiz sincos   

 д) zize iz sincos 
  Формулы Эйлера. 

2. Общая показательная функция az (a≠0, z-любое комплексное число) определяется 

равенством:  
azz ea ln .Главное значение этой функции: 

azz ea ln при k=0. 
3. Логарифмическая функция Lnz (z≠0) определяется как функция обратная показательной.  

 )2(ln  kizLnz  ,    zarg ,   (k=0, ±1, ±2…),  lnz- многозначная функция. 

 Главное значение lnz  при k=0  обозначается izz  lnln ,  zarg . 

 Справедливы формулы:  2121 lnlnln zzzz  ,  
21

2

1 lnlnln zz
z
z


, ikznzn 2lnln  ,  

( 0, 1, 2...k    ). 
4. Тригонометрические функции zsin и zcos определяются степенными рядами 

 

   

    ...
!2

1...
!6!4!2

1

...
!12

1...
!5!3

2642

1253









n
zzzzCosz

n
zzzzSinz

n
n

n
n

 
 Абсолютно сходящиеся при любом z  функции zsin и zcos - периодические с 
периодом 2π и имеют только действительные нули: для  zsin - kz    

для  zcos  - 
 kz 

2 , ( ...2,1,0 k ) 
 В комплексной плоскости функции zsin  и zcos  могут принимать значения по модулю 
больше единицы. 
Известные из элементарной математики формулы: 

 

 
  212121

212121

sinsincoscoscos
,sincoscossinsin

zzzzzz
zzzzzz




 
справедливы и для комплексных значений z1и z2 
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 
  shyxichyxiyxz

xishychyxiyxz



sincoscos
cossinsinsin

 
 ishziz sin ,      chziz cos  

 2
cos

iziz eez



,     2

sin
iziz eez




,     z
ztgz

cos
sin


,     ithztgiz   

5. Обратные тригонометрические функции. 
 Arcsinz,  arccosz,  arctgz  определяются как функции обратные соответственно 
  sinz,  cosz,  tgz. 

 
   

iz
izziarctgzzzizziziz





1
1ln

2
,1lnarccos,1lnarcsin 22

 
6. Гиперболические функции  

2

zz eeshz



;        

;
2

zz eechz



       

       122  zshzch ;       
;zz

zz

ee
ee

shz
chzcthz 






       

 zchzshzch 222  . 
7. Обратные гиперболические функции ,Arshz  ,Archz  Arthz  определяются как функции 

обратные соответственно ,shz  ,chz  thz  – функции многозначные. 
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 Пример. Вычислить значение Arctg(1+i). 

Решение:  
,

1
1ln

2 iz
izziArctgz
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
 где z=1+i  
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Понятие функции комплексного переменного. Предел. Непрерывность. 
1. Говорят, что в области D определена функция W=f(z), если каждой точке zD 

поставлено в соответствие одно (однозначная функция) или несколько (многозначная 
функция) значений W  .  

Таким образом, функция W осуществляет отображение множества D во множестве  . Точка 
W   называется образом точки z D , а точка z – прообразом точки W. Для прообраза 
принято обозначение z=f -1(W).  
 При отображении, осуществляемом с помощью однозначной функции W=f(z) может 
оказаться, что двум различным прообразам z1  и z2  соответствуют разные образы, т.е. 
f(z1)  f(z2). Такое отображение называется взаимно однозначным или однолистным, и 
функция W=f(z) называется однолистной. 
 Пусть z=x+iy, а W=U+iV, то зависимость W=f(z) равносильна двум зависимостям 
U=U(x,y), V=V(x,y). 
2. 2. Комплексное число W0=U0+iV0 называется пределом функции W=f(z)=U(x,y)+iV(x,y), 

;zz

zz

ee
ee

chz
shzthz 







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при zz0, если для Е  0, можно указать такое число  0, что из неравенства   

z-z0     следует неравенство   f(z)-W0     и обозначают  
0

0

)(lim W
zz
zf


 . 

Из определения следует: 
1. Если значение W0 есть предел функции W=f(z) при zz0, то это значение не зависит 

от пути, по которому  z приближается к z0. 
2. Если предел существует, то существуют  и пределы: 

o

yy
xx

UyxU 



),(lim
0
0

   и   

o

yy
xx

VyxV 



),(lim
0
0

,  то 
0)()(lim 2

0
2

0
0




VVUU
zz .  

Для функции комплексного переменного справедливы теоремы 

1.  000
)(lim)(lim))()((lim 22112211

zzzzzz
zfCzfCzfCzfC




, где С1 и С2 – const. 

2.  
)(lim)(lim)()(lim 2121

00
zfzfzfzf

ozzzzzz 


. 

3. 
)(lim

)(lim

)(
)(lim

2

1

0

1

0

0

0 zf

zf

zf
zf

zz

zz

zz







,  если  0)(lim 2 zf  
3. Функция W=f(z) называется непрерывной в точке z0, если она определена в некоторой 

окрестности этой точки и 
)()(lim 0

0
zfzf

zz


 . 
Из определения непрерывности следует, что непрерывность функции  W=f(z)=U(x,y)+iV(x,y) 
в точке z0=x0+iy0  эквивалентна непрерывности функции U и V в точке (x0,y0). 
 Функция f(z) непрерывная в области D, если она непрерывна в каждой точке этой 
области. 
 Непрерывные функции комплексного переменного обладают теми же свойствами, что 
и непрерывные функции действительного переменного 
Выводы 1. Сформировано понятие функции комплексного переменного.. 
    2. Освоено вычисление значений функции. 
    3. Приобретены навыки вычисления пределов функции. 
 
Тема 6. Дифференцируемость и аналитичность функции комплексного переменного  
(2 часа). 
План. 1.Определение производной функции комплексного переменного. 
 2.Необходимое и достаточное условие существования. Равенство Коши – 

Ремана. 
 3.Свойства дифференцируемых функций. 
 4.Восстановление функции по одной из известной её частей. 
Цель.         Ознакомление с определением предела; правилами дифференцирования 
                  и восстановления  аналитической функции по одной из её частей. 
Задачи. 1.Научить дифференцировать функцию нескольких переменных. 
 2.Проверять условие Коши – Римана. 
Ключевые вопрсы: 
1. Определение производной. Условие существования. 
2. Свойства производной. 
3. Аналитичность функции. 
4. Условия Коши – Римана. 
5. Восстановление функции по известным U(x,y) или V (x,y). 
 Дифференцируемость и аналитичность функции комплексного переменного 
  Определение производной и дифференциала функции комплексного переменного ( )f z  
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дословно совпадает с соответствующими определениями для функций действительного 
переменного ( )f x . 
Однако дифференцируемые функции  комплексного переменного обладают многими 
дополнительными свойствами, не имеющими аналогий в случае функции вещественных 
переменных. И это связано с тем, что существование производной f  (z) накладывает на 
функцию ( )f z  более сильные ограничения. 

Так, функция ( )f x  имеет производную ( )f x , если существует 0
lim

xx x
у




 

 при  0x x  по двум направлениям : слева и справа                0х 0                  х        

 Для существования  производной ( )f z  таких направлений – бесконечно много. 

у       Из существования производной ( )f z  
      вытекает существование всех производных  

                
)(nf     (z), n N, а также разложимость функции  

    0z     ( )f z в степенной ряд. 
 
 
 
Рассмотрим заданную в области D плоскость комплексного переменного  
z x iy    однозначную и функцию ( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y    . 
Пусть точки z и z +  z принадлежат D.  
Разность ( ) ( )f z z f z f u i v            называется приращением функции  ,  
соответствующим приращению  z 0 независимого переменного z. 

Определение. Если существует предел отношения 
z



 при  любом стремлении  z0, то 

этот предел называется производной функции ( )f z  в точке z и для нее принято обозначение 
( )f z ,   т.е.  






 00

limlim)(
zz z

zf 
z

zfzzf


 )()(
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0
lim



y
x yix

viu



 
 Для существования производной функции f (z) в точке z необходима непрерывность 
функции в этой точке. 
 Теорема1. Пусть ( )w f z  - функция комплексного переменного, где   
z x iy  , ( , ) ( , )w u x y iv x y  Причем  ( , )u x y  и ( , )v x y – функции действительных 
переменных х и у.  
Для того, чтобы функция f (z) была дифференцируемой в точке z=x+iy, необходимо  и 
достаточно, чтобы в точке  (х; у) функции  u(x, y) и v(x, y) были дифференцируемы и 

выполнялись условия ;u v u v
x y y x
   

  
   

.  

Эти равенства называются  условиями  Коши – Римана  (CR). 
 Теорема 2. Функции ( )nw z   n N  ; zw   , w= sin z, w = cos z,  w =sh z,  w=ch z  
дифференцируемы в любой точке  z C . 

1. Функция w = tg z   дифференцируема  в любой точке zC   
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( , ;)
2

z z k k z     ) 

3.   Функция  w = th z дифференцируема в любой точке z C,  ( ) , );
2

z k C k z     

4.   Для функций w = Ln z,   w =
Za ,   w= z   (aC,   , a 0)  в окрестности каждой точки 

z 0 можно выбрать однозначную ветвь,  которая является дифференцируемой в точке z  
функцией. 

 Теорема 3. Если функции ( )f z и ( )z  дифференцируемы в точке Z ,то: 
1.   / / /( ) ( ) ( ) ( )f z z f z z      2.   / / /( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f z z f z z z f z        

3. 
 

/ / /

2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

f z f z z f z
z z

 
 

    
 

 
, ( )z 0     4.     / / /( ) ( ) ( )f z f z z     

5. 
 

/
/1

1( )
( )

f z
f w

 ,  

где  1( )f w функция, обратная функции ( )f z , при этом предполагается, что функция 
( )f z однолистная и   /1( ) 0f w  . 

 Если функция дифференцируемая не только в данной точке, но и в некоторой 
окрестности  точки, то она называется аналитической в этой точке. 
 Функция  дифференцируемая во всех точках области D называется аналитической  
или голоморфной в этой области.  
 Аналитическая и однозначная во всех точках области D функция называется 
регулярной в этой области. 
Для любой дифференцируемой функции ( )f z  производная '( )f z  вычисляется по любой из 

формул: x
ui

x
uzf








)(/

;  x
vi

y
vzf








)(/

 
Пример 1. Выяснить, является ли функция  3w i z   аналитической? 
Решение. Пусть z x i y   , тогда 

     33223333 33)( yiiyxiyxxiyixiziW  
  32233223 3333 yixyyxixiyxyyixxi   
   32323 33 xxyiyyxizW   

  ,3Re, 32 eyxWyxU     323Im, xxyWyxV   

Проверим выполнение условий Коши-Римана: y
v
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u
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
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Условия Коши-Римана выполняются, следовательно  22/ 336 xyixyW  . 
Аналитическую функцию ( )f z  можно восстановить по известным  ( , )U x y  
или ( , )V x y .  
Пример 4. Найти аналитическую функцию ( )W f z , если известна её действительная часть 

yeyxU x cos2),(  , и 2)0( f  
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Решение. Имеем 2 cos .xu e y
x





, по (1) условию ),( RC  




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
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


y
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Получим, что 
ye

y
u x cos2



. Интегрируя полученное равенство по y , имеем  

 ydyeyxV x cos2),(  )(sin2),( xyeyxV x  , где )(x  неизвестная функция.   

Дифференцируя ),( yxV  по x  и используя второе условие ),( RC  













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y
v
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u

 найдём 

,sin2)(sin2 / ye
y
uxye

x
v xx 






 

 откуда ,0)(/ x  а значит ,)( Cx   .constC   
Таким образом, найдена ( , ) 2 sinxV x y e y c    и  ( ) 2 cos 2 sinx xf z e y i e y c     

 2 cos sinxe y i y ic    2 2x y ze ic e ic    . При (0) 2f  ,  22 0  ice   ,0c zezf 2)(   
 
Выводы 1. Ознакомлены с понятиями дифференцируемости и аналитичности. 
    2. Условиями Коши – Римана. 
    3. Приобретены навыки нахождения производной Ф.Н.П. 
 
 
Тема 7. Интегрируемость функции комплексного переменного. Определение интеграла.  
Интегральная формула Коши.(2 часа). 
План. 1.Определение интеграла функции f(z) даже на кусочке гладкой линии С. 
 2.Вычисление интеграла. 
 3.Свойства. 
 4.Интегрирование по частям. 
 5.Интегральная формула Коши для многосвязной области. 
Цель.       Ознакомление с интегрированием функции комплексной переменной. 
Задачи
. 

1.Научить интегрировать функции комплексного переменного, 
непосредственно или заданной суммой в 2х функций в действительности 
переменного. 

 2.Научить интегрировать функциями по формуле Коши для многосвязной 
области. 

Ключевые вопросы: 
1. Определение интеграла вдоль кривой С. 
2. Теорема существования. 
3. Вычисление.. 
4. Свойства. 
5. Интегрирование по частям 
6. Интегральная формула Коши для односвязной и многосвязной областей. 
 
Интегрирование функции комплексного переменного. 
 Определение интеграла. Свойства. 
 
Пусть на плоскости  Z задана ориентированная кривая С  с концами α и β и на ней функция  

( )f z комплексного переменного. 
Разобьем кривую С на n частей произвольным образом. 1K K Kz z z    . 
В каждой части выберем произвольную точку tk вычислим в ней значение функции ( )Kf t  и 
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составим интегральную сумму  
1

( )k k
k

f t z



   

Предел интегральной суммы при  0kz   (если он существует и не зависит от способа  
разбиения и выбора  точек внутри каждой элементарной части) называется интегралом от 
функции ( )f z  вдоль кривой С и обозначается  ( )

с
f z dz , т.е.   

0 1
( ) lim ( )

k
k kz kс

f z dz f t z


  
   . 

 Теорема существования. Если  ( )f z  кусочно-непрерывная функция, а С – кусочно-
гладкая, то ( )

с
f z dz  всегда существует. 

 Придадим  ( )
с

f z dz  другую форму: 

Имеем  ( ) ( , ) ( , )
с

f z u x y iv x y   , где ( , )u x y  и ( , )v x y -функции действительных 

переменных. 

11 ,  ,   kkkkkkkkk yyyxxxiyxZ , 

    kkkkkkkkk Vuuit   ;V ; ; ; . Поэтому
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 Переходя в последнем равенстве к    
0

lim ( )
z с с с

f z dz udx vdy i udy vdx
 

        

Вывод: Вычисление интеграла от функции комплексной переменной сводится к вычислению 
двух криволинейных интегралов от функций действительных переменных. 
 
Свойства. 

1. Если ( )f z  и ( )z непрерывны на  дуге С, то 
        dzzdzzfdzzzf

ccс
  

 
2. Если кривая С разбита на 2 части С1 и С2 , то

1 2

( ) ( ) ( )
с с с

f z dz f z dz f z dz    . 

3. ( ) ( )
с

f z dz f z dz


   ,где - С имеет противоположное направление. 

 Если  ( )f z - аналитическая функция в односвязной области D, то интеграл не зависит 
от пути интегрирования. В этом случае  ( ) 0

с
f z dz  . 

Если кривая С задана параметрическими уравнениями ( )x x t ,  ( )y y t ,  и 1t t , 2t t  - 

начальная и конечная точки интегрирования, то    
2

2

1
1

|( ) '
t

z
z

с t
f z dz z t z t       ,  где 

     tiytxtz  . 
Если функция   ( )f z  аналитическая функция в односвязной   области D, содержащей точки 

Z1 и Z2,то имеет место формула Ньютона-Лейбница 2

12 1 |( ) ( ) ( ) ( ) z
zf x dz F z F z F z     , 

где ( )F z - одна из первообразных функции ( )f z .  
 
Интегрирование по частям. 
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           dzzfzzzfdzzzf
Z

Z

z

z

Z

Z
''

2

1

2

1

2

1

  
. 

Замена переменного    
1

( ) ( ) '
c c

f z dz f w w dw    . 

Если путь интегрирования является окружностью с центром точке Z0, то полезно делать 
замену переменных 0

iz z    , здесь const  , φ-действительная переменная 
интегрирования. 

Пример. Вычислить
2

2 2
0 ( 4)

x dx
x






 

Решение: поскольку  подынтегральная функция чётная, то 
2 2

2 2 2 2
0

2
( 4) ( 4)

x dx x dx
x x

 


 

 
  

Составим функцию 
 

2

22
( )

4
zf z

z



 . Определим её особые точки 2z i  . 

В верхней полуплоскости находится точка 2z i ,которая является полюсом второго 
порядка. Вычислим. 

   
     

















 2

2

222

22

2 2
lim

22
2lim2),(

iz
z

dz
d

iziz
izz

dz
dizf

izz  






























 22

/2

2 2
2

2
2lim

2
lim

iz
ziz

iz
z

iz
z

iziz
 

  . 
 22

4 1lim
82z

zi
iz i




 Тогда  
   

2 2

2 22 20

1 1 12
2 2 8 84 4

x x dxdx i
ix x




 


  

 
 

 
Интегральная формула Коши. 
Пусть область D односвязная, ограниченная кусочно - гладкой границей С и задана функция 

ƒ(z) аналитическая в области D .Тогда имеет место формула  0
0

1 ( )( )
2 C

f t dtf z
i t z



 (1), где 

0z -любая тоска внутри С, а интегрирование совершается против часовой стрелки. 
Пример 1. Вычислить 

2

sin
1C

z dz
z 

 ,где С - ориентирована против часовой стрелки. Контур 

содержит в себе точку i и не содержит точку ( )i . 

Решение. 
sin

sin 1
( 1)( 1)C C

z
z zdz dz

z z z i  
  

sin sin( ) 2 sin
1
z if z i i

z i i
       

 

 
Формула Коши для многосвязной области. 
 Если функция ( )f z  аналитическая в замкнутой многосвязной ограниченной области 

D , ограниченной контуром L (внешняя граница) и контурами 1 2, ... КГ Г Г то интеграл по 
внешнему контуру равен сумме интегралов по внутренним контурам, если интегрирование 
ведётся в одном направлении, т.е.

11 2
( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )

n

КL Г Г Гк
f z dz f z dz f z dz f z dz f z dz


          (2) 

Пример 2. Вычислить    4z      2 2
( 1)( 1)C

z i
z z

 
 

 

Решение. Подынтегральная функция 2 2( )
( 2)( )

z if z
z z i

 


 
 имеет разрыв в точках 2,z z i   
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Поместим окружности Г1 и Г2  с центром в точках 2z  ; z i  малых радиусов, так чтобы 
эти окружности и лежали целиком в круге радиуса 4. В трех связной области, ограниченной 
окружностью 

1 24, ,z Г Г  подынтегральная функция всюду аналитичная. По теореме Коши 
для многосвязной области имеем: 

1 2

( ) ( ) ( )
L Г Г

f z dz f z dz f z dz      

Тогда   
        1 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2L Г Г

z i z i z idz dz dz
z z i z z i z z i  

     
  

     
 

1 2

2 2 2 2
2 2

Г Г

z i z i
z zdz dz
z i z i 

   
   
  2| |

2 2 2 22 2
2 2z i z

z i z ii i
z z

  

   
 

 
 

2 22 2 2 2 4
2 2

i ii i i i i
i i

     
    

 
 

 
Если функция ( )f z аналитическая в односвязной замкнутой области D с кусочно – гладкой 

границей С, то для любого натурального n имеет место формула  
( )

0 1
0

! ( )( )
2 ( )

n
n

L

n f z dzf z
i z z 


 (3) 

Пример 3. Вычислите интеграл      
21

2
( 1)z

chz dz
z z




 

Решение. В области 1
2

z   находится кратная точка 0 0z  . Функция ( )
1

chzf z
z




 

аналитическая в данной области. По формуле (3) имеем: 

 

 

0 02 2 2
1
2

( 1)1 2 '( ) 2
( 1) ( 1)

2 0 0 2 ( 1) 2 .

Z Z
Lz

ch z
ch z sh z z ch zzdz dz i f z i

z z z z

i sh ch i i

 

  

 


 
        

     

 

 
Выводы 1. Ознакомлены с понятием, интегрируемости функции комплексного переменного 
для различных способов  интегрирования. 
    2. Ознакомлены с интегралом Коши. 
 

 
Тема 8. Ряды Тейлора и Лорана и вычеты. 
План. 1.Определение ряда Тейлора. 

  2.Коэффициент ряда с Тейлора. 
 3.Определение ряда Лорана. 
 4.Разложение функции в ряд Лорана. 
Цель:  1.Ознакомленне с рядами Тейлора и Лорана. 
 2.Ознакомление с вычислением интеграла с помощью вычетов. 
Задача. Научить вычислять интегралы с помощью вычетов. 
Ключевые вопросы: 
1. Определение ряда Тейлора и Лорана. 
2. Определение правильной и главной частей ряда Лорана. 
3. Определение вычета. 
4. Теорема о вычетах. 
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Ряды Тейлора и Лорана. 
 Функция f(z), аналитическая в круге 

0z z R  , разлагается в сходящийся к ней 
степенной ряд по степеням (z – z0). 
 Коэффициенты ряда вычисляются по формулам: 

( )
0

1
0

( ) 1 ( ) ; 0,1,2,...
! 2 ( )

k

k k
L

f z f z dzc k
k i z z   


 

 Степенной ряд с коэффициентами такого вида называется рядом Тейлора. 
 Рассмотрим теперь функцию f(z), аналитическую в кольце  

0r z z R   . Эта 
функция может быть представлена в виде сходящегося ряда: 

 











 


n n
n

n

n

n
n

n
n zz

czzczzczf
1 00

00 )(
)()()(

 
,...2,1,0;

)(
)(

2
1

1
0




 


 n
zt

dttf
i

c nn

 
 Ряд такого вида называется рядом Лорана. При этом функция f(z) может быть 
представлена в виде суммы: 

1 2 1 0 2
0 1

0

( ) ( ) ( ); ( ) ( ) ; ( ) ;
( )

n n
n nn n

cf z f z f z f z c z z f z
z z

 


 
     


 

 Ряд, определяющий функцию f1(x), называется правильной частью ряда Лорана, а ряд, 
определяющий функцию f2(x), называется главной частью ряда Лорана. 
 Если предположить, что r = 0, то можно считать, что функция аналитична в открытом 

круге Rzz  00  за исключением центральной точки z0. Как правило, в этой точке 
функция бывает не определена. 
 Тогда точка z0 называется изолированной особой точкой функции f. 
Рассмотрим следующие частные случаи: 
 1)  Функция f(x) имеет вид: 1 0

0
( ) ( ) ( )k

k
k

f z f z c z z



    т.к. степенной ряд сходится 

во всех точках внутри круга, то его сумма f1(x) определена и непрерывно дифференцируема 
во всех точках круга, а, следовательно, и в центре круга z0. 
 В этом случае говорят, что особенность функции f в точке z0 устранима. Для 
устранения особой точки достаточно доопределить функцию в центре круга (f(z0) = c0) и 
функция будет аналитической не только в окрестности центра круга, но и в самом центре. 
 В этом случае ( ) 0

L
f z dz   для любого контура L, содержащего точку z0 и 

принадлежащего к кругу 
0z z R  . 

 2) Функция f(x) имеет вид: 
1 0

1
0

( ) ( ) ( )
( )

m kk
kkk k m

cf z f z c z z
z z




 
    


. 

В этом случае точка z0 называется полюсом функции f(z) порядка (кратности) m. При m = 1 
точку z0 называют еще простым полюсом. 
Порядок полюса может быть определен по формуле: 

0
0lim( ) ( ) 0m

z z
z z f z c


    z0 – полюс порядка 

т. 

 3) Функция f(z) имеет вид 0 1 2
0 1

0

( ) ( ) ( ) ( )
( )

mk k
k kk k

cf z c z z f z f z
z z




 
     


, где в 

ряду 2
1

0

( )
( )

k
kk

cf z
z z








 не равно нулю бесконечное количество коэффициентов с-k. 

В этом случае  говорят, что функция f(z) имеет в точке z0 существенно особую точку. 
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Вычеты. Основная теорема о вычетах. 
 
 Пусть z0 – изолированная особая точка функция f(z), т.е. пусть функция f(z) – 
аналитическая в некотором круге 

0z z R   из которого исключена точка z0. Тогда интеграл  

0

1 ( ) ( )
2 z zL

f z dz Выч f z
i 
   

называется вычетом функции f(z) в точке z0, где L – контур в круге 
0z z R  , 

ориентированный против часовой стрелки и содержащей в себе точку z0. 
 Вычет также обозначают иногда.Re s  ( )f z  

 Если 0 0( ) ( ) ; 0 ;k
k

k
f z c z z z z R




      есть ряд Лорана функции f в точке z0, 

то 
0

1( )
z z

Выч f z c
 . 

 Таким образом, если известно разложение функции в ряд Лорана, то вычет легко 
может быть найден в случае любой особой точки. 
 В частных случаях вычет может быть найден и без разложения в ряд Лорана. 

 Например, если функция 
0

( )( ) , ( ) 0
( )
zf z z
z

 


  , а ( )z  имеет простой нуль при z = z0 

0 0( ( ) 0, ( ) 0)z z    , то z = z0 является простым полюсом функции f(z). 

 Тогда можно показать, что вычет находится по формуле:
0

0
1

0

( )
( )z z

zВыч c
z




 


 

 Если z = z0 – полюс  порядка m  1, то вычет может быть найден по 

формуле:
00

1
0

1 1

1 [( ) ( )]( ) lim
( 1)!

m m

mz zz z

d z z f zВыч f z c
m dz



 


 


 

 Пример. Найти вычет функции 
2

1( )
( 2) ( 3)

f z
z z


 

 относительно точки z=2. 

Эта точка является полюсом второго порядка.  
Получаем: 2

22 2 22

1 1lim [( 2) ( )] lim lim 1.
3 ( 3)z z zz

d dВыч z f z
dz dz z z  

     
 

 

 
Теорема о вычетах. 
 Теорема. Пусть функция f(z) – аналитическая на всей плоскости z, за исключением 
конечного числа точек z1, z2, …, zN. Тогда верно равенство: 

0)()(
1


 

 zfВычzfВыч
z

N

k zz k  
А интеграл от функции по контуру L, содержащему внутри себя эти точки, равен    

)(2)(
1

zfВычidzzf
N

j zz
L j







 
 Эти свойства применяются для вычисления интегралов. Если функция f(z) 
аналитическая в верхней полуплоскости, включая действительную ось, за исключением  N 

точек, то справедлива формула  
1

( ) 2 ( )
j

N

z zj
f x dx i Выч f z




   

 
Лекция 16. Применение вычетов к вычислению интегралов. 
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 Пример. Вычислить определенный интеграл 
2 2( 4)
dx

x






. 

Подынтегральная функция является аналитической в верхней полуплоскости за 
исключением точки 2i. Эта точка является полюсом второго порядка. 

 Найдем вычет функции 
2

2 2 2 2 22 22

1 ( 2 ) 1lim lim
( 4) ( 4) ( 2 )z i z iz i

d z i dВыч
z dz z dz z i 

 
      

 

3 32

2 2 1lim
( 2 ) (4 ) 32z i z i i i


   


.   Получаем 

2 2

12 .
( 4) 32 16

dx i
x i





   


 

 Вычислить самостоятельно определенный интеграл 
2 3 .

( 1)
dx

x






 

Выводы 1. Сформулировать понятия о ряде Тейлора и Лорана. 
    2. Приобретены навыки вычисления вычетов. 
 

 
Тема 9. Численные методы решения дифференциальных уравнений. 
План. 1.Метод Эйлера. 
 2.Уточнённый метод Эйлера. 
 3.Метод Рунге – Кутта. 
Цель.    Ознакомление с численными методами решения дифференциальных уравнений 
             не в виде аналитической функции, а в виде таблиц искомой функции в  
             зависимости от значения переменной.  
Задача. Научить примом решения дифференциальных уравнений численными методами.. 
Ключевые вопросы: 
1. В чём разница нахождения решения дифференциального уравнения в виде 
аналитической функции или в виде таблиц. 
2. В чём достоинство того и другого методов. 
3. Запишите общую формулу вычисления по методу Эйлера. 
4. В чём суть уточнённого метода Эйлера. 
5. Какой ряд разложения функций применяется в методе Рунге – Кутта. 
 
Численные методы решения дифференциальных уравнений. 
 Известные методы точного интегрирования дифференциальных уравнений позволяют 
найти решение в виде аналитической функции, однако эти методы применимы для очень 
ограниченного класса уравнений. Большинство уравнений, встречающихся при решении 
практических задач нельзя проинтегрировать с помощью этих методов. 
 В таких случаях используются численные методы решения, которые представляют 
решение дифференциального уравнения не в виде аналитической функции, а в виде таблиц 
значений искомой функции в зависимости от значения переменной. 
 Существует несколько методов численного интегрирования дифференциальных 
уравнений, которые отличаются друг от друга по сложности вычислений и точности 
результата. 
 Рассмотрим некоторые из них. 
Метод Эйлера. 
 Известно, что уравнение ),( yxfy   задает в некоторой области поле направлений. 
Решение этого уравнения с некоторыми начальными условиями дает кривую, которая 
касается поля направлений в любой точке. 
 Если взять последовательность точек х0, х1, х2, …. и заменить на получившихся 
отрезках интегральную кривую на отрезки касательных к ней, то 
 получим ломаную линию.   
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            y 
        M2 
            M1     M3 
                M0 
                       y0   M4 
 
             0    x0   x1   x2     x3     x4           x 
 
 При подстановке заданных начальных условий (х0,у0) в дифференциальное уравнение 

),( yxfy  получаем угловой коэффициент касательной к интегральной кривой в начальной 

точке  ).,( 000 yxfytg   
 Заменив на отрезке [x0, x1] интегральную кривую на касательную к ней, получаем 

значение  ).)(,( 010001 xxyxfyy   
 Производя аналогичную операцию для отрезка [x1, x2], получаем: 

).)(,( 121112 xxyxfyy   
 Продолжая подобные действия далее, получаем ломаную кривую, которая называется 
ломаной Эйлера. 
 Можно записать общую формулу вычислений:   1 1 1 1,n n n n n ny y f x y x x       

 Если последовательность точек хi выбрать так, чтобы они отстояли друг от друга на 
одинаковое расстояние h, называемое шагом вычисления, то получаем формулу:  

1 1 1( , )n n n ny y f x y h     
Следует отметить, что точность метода Эйлера относительно невысока. Увеличить точность 
можно, конечно, уменьшив шаг вычислений, однако, это приведет к усложнению расчетов. 
Поэтому на практике применяется так называемый уточненный метод Эйлера или формула 
пересчета. 

Суть метода состоит в том, что в формуле 1 0 0 0( , )y y f x y h   вместо значения ),( 000 yxfy   
берется среднее арифметическое значений f(x0, y0) и f(x1, y1). Тогда уточненное значение:  

(1) 0 0 1 1
1 0

( , ) ( , ) ;
2

f x y f x yy y h
   

 Затем находится значение производной в точке (1)
1 1( , )x y . Заменяя f(x0, y0) средним 

арифметическим значений f(x0, y0) и ),( )1(
11 yxf , находят второе уточненное значение у1. 

(1)
(2) 0 0 1 1
1 0

( , ) ( , ) ;
2

f x y f x yy y h
   

 Затем третье:    
(2)

(3) 0 0 1 1
1 0

( , ) ( , ) ;
2

f x y f x yy y h
   

и т.д. пока два последовательных уточненных значения не совпадут в пределах заданной 
степени точности. Тогда это значение принимается за ординату точки М1 ломаной Эйлера. 
 Аналогичная операция производится для остальных значений у. 
Подобное уточнение позволяет существенно повысить точность результата. 
 
Метод Рунге – Кутта. 
 Метод Рунге – Кутта является более точным по сравнению с методом Эйлера. 
Суть уточнения состоит в том, что искомое решение представляется в виде разложения в ряд 
Тейлора.  

2 3 4

1 ...
2! 3! 4!

IV
i i i i i i

h h hy y y h y y y
         
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 Если в этой формуле ограничиться двумя первыми слагаемыми, то получим формулу 
метода Эйлера. Метод Рунге – Кутта учитывает четыре первых члена разложения. 

2 3

1 2! 3!i i i i i i i

h hy y y h y y y y
         . 

 В методе Рунге – Кутта приращения yi предлагается вычислять по 

формуле:  ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 4

1 2 2
6

i i i i
iy k k k k      где коэффициенты ki вычисляются по формулам: 

( )
1 ( , );i

i ik hf x y
( )

( ) 1
2 ; ;

2 2

i
i

i i

h kk hf x y    
 

( )
( ) 2
3 ; ;

2 2

i
i

i i

h kk hf x y 
   

 
 

     ;; )(
3

)(
4

i
ii

i kyhxhfk   
 Пример. Решить методом Рунге – Кутта дифференциальное уравнение yxy   при 
начальном условии у(0) = 1 на отрезке [0; 0,5] с шагом 0,1. 
 Для i = 0 вычислим коэффициенты ki. 

;1,0)10(1,0)(1,0),( 0000
)0(

1  yxyxhfk  

  ;11,005,105,01,0
2

;
2

)0(
1

00
)0(

2 









kyhxhfk
 

;1105,0)055,105,0(1,0
2

;
2

)0(
2

00
)0(

3 









kyhxhfk
 

  ;1211,0)1105,11,0(1,0; )0(
300

)0(
4  kyhxhfk  

(0) (0) (0) (0)
0 1 2 3 4

1 0 1 0 0

1 1( 2 2 ) (0,1 0,22 0,221 0,1211) 0,1104;
6 6

0,1; 1 0,1104 1,1104;

y k k k k

x x h y y y

         

        

 

 Последующие вычисления приводить не будем, а результаты представим в виде 
таблицы. 
i xi k yi yi 

1 0,1000 
2 0,1100 
3 0,1105 

 
0 
 

 
0 

4 0,1155 

 
0,1104 

 
1 

1 0,1210 
2 0,1321 
3 0,1326 

 
1 

 
0,1 

4 0,1443 

 
0,1325 

 
1,1104 

1 0,1443 
2 0,1565 
3 0,1571 

 
2 

 
0,2 

4 0,1700 

 
0,1569 

 
1,2429 

1 0,1700 
2 0,1835 
3 0,1842 

 
3 

 
0.3 

4 0,1984 

 
0,1840 

 
1,3998 

1 0,1984 
2 0,2133 
3 0,2140 

 
4 

 
0,4 

4 0,2298 

 
0,2138 

 
1,5838 

5 0,5  1,7976 
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 Решим этот же пример методом Эйлера. 
Применяем формулу 1 1 1( , ).n n n ny y hf x y     

;1),(,1,0 000000  yxyxfyx  
      ;1,0)(),( 0000  yxhyxhf  
      .1,11,01),( 0001  yxhfyy  

;2,1),(1,11,0 111101  yxyxfyx  
      ;12,0)(),( 1111  yxhyxhf  
      .22,112,01,1),( 1112  yxhfyy  
 
 Производя аналогичные вычисления далее, получаем таблицу значений: 
i 0 1 2 3 4 5 
xi 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 
yi 1 1,1 1,22 1,362 1,528 1,721 
 Применим  теперь уточненный метод Эйлера. 
i 0 1 2 3 4 5 
xi 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 
yi 1 1,1 1,243 1,400 1,585 1,799 
 Для сравнения точности приведенных методов численного решение данного 
уравнения решим его аналитически и найдем точные значения функции у на заданном 
отрезке. 
 Уравнение 'y y x  является линейным неоднородным дифференциальным 
уравнением первого порядка. Решим соответствующее ему однородное уравнение:  

' 0y y  ; 'y y ; dy y
dx

 ;  dy dx
y
 ; 

dy dx
y   ln lny x C  ; ln y x

С
  ... xy Ce  

 Решение неоднородного уравнения имеет вид   xy C x e  

   ' ' x xy C x e C x e  ; 

     ' x x xC x e C x e x C x e   ;   ' xC x e x ;   ' xC x xe  

   ;
;

x
x x x x x

x
u x dv e dxC x e xe dx e dx e dx xe e Cdu dx v e


    

 
            

Общее решение: 1xy Ce x    ; 

 C учетом начального условия: 1 0 1С   ; 2С   Частное решение: 2 1чу е x    
 
Для сравнения полученных результатов составим таблицу. 

yi i xi 
Метод 
Эйлера 

Уточненный 
метод 
Эйлера 

Метод Рунге 
- Кутта 

Точное 
значение 

0 0 1 1 1 1 
1 0,1 1,1 1,1 1,1104 1,1103 
2 0,2 1,22 1,243 1,2429 1,2428 
3 0,3 1,362 1,4 1,3998 1,3997 
4 0,4 1,528 1,585 1,5838 1,5837 
5 0,5 1,721 1,799 1,7976 1,7975 

 Как видно из полученных результатов метод Рунге – Кутта дает наиболее точный 
ответ. Точность достигает 0,0001. Кроме того, следует обратить внимание на то, ошибка 
(расхождение между точным и приближенным значениями) увеличивается с каждым шагом 
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вычислений. Это обусловлено тем, что во – первых полученное приближенное значение 
округляется на каждом шаге, а во – вторых – тем, что в качестве основы вычисления 
принимается значение, полученное на предыдущем шаге, т.е. приближенное значение. Таким 
образом происходит накопление ошибки. 
 Это хорошо видно из таблицы. С каждым новым шагом приближенное значение все 
более отличается от точного. 
 
Выводы  Сформулированы понятия о численных решениях дифференциальных уравнений 
уравнениий методами Эйлера и Рунге – Кутта. 
 
 
 
3. МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
 Чтение учебника 
1. Изучая материал по учебнику, следует переходить к следующему вопросу только после 
правильного понимания предыдущего, проделывая на бумаге все вычисления (в том числе, и 
те, которые из-за их простоты в учебнике опущены), а также воспроизводя имеющиеся в 
учебнике чертежи и схемы.  
2. Особое внимание следует обратить на определение основных понятий. Студент должен 
подробно разобрать примеры, которые поясняют такие определения, и уметь привести 
аналогичные примеры самостоятельно.  
3. Необходимо помнить, что каждая теорема состоит из предположений и утверждения. Все 
предположения должны обязательно использоваться в доказательстве. Нужно добиваться 
точного представления о том, в каком месте доказательства использовано каждое из 
предположений теоремы. Полезно составить схемы доказательства сложных теорем. 
Правильному пониманию многих теорем помогает разбор примеров математических 
объектов, обладающих и не обладающих свойствами, указанными в предположениях и 
утверждениях теорем.  
4. При изучении материала по учебнику полезно вести конспект, в который рекомендуется 
выписывать определения, формулировки теорем, формулы, уравнения и т. п. На полях 
конспекта следует отмечать вопросы, выделенные для письменной или устной консультации 
с преподавателем.  
5. Письменное оформление работы студента имеет исключительно важное значение. Записи 
в конспекте должны быть сделаны аккуратно. Хорошее внешнее оформление конспекта по 
изученному материалу не только приучит студента к необходимому в работе порядку, но и 
позволит ему избежать многочисленных ошибок, которые происходят из-за небрежных, 
беспорядочных записей.  
6. Выводы, полученные в виде формул, рекомендуется в конспекте подчеркивать или 
обводить рамкой, чтобы при перечитывании конспекта они выделялись и лучше 
запоминались. Опыт показывает, что многим студентам помогает в работе составление 
листа, содержащего важнейшие и наиболее часто употребляемые формулы и теоремы курса. 
Такой лист не только помогает запомнить формулы и теоремы, но и может служить 
постоянным справочником для студента.  
 Решение задач  
1. Освоение материала дисциплины невозможно без умения решать практические задачи 
математическими методами. Поэтому чтение учебника должно сопровождаться решением 
задач, для чего рекомендуется завести специальную тетрадь.  
2. При решении задач нужно обосновывать каждый этап решения исходя из теоретических 
положений дисциплины. Если студент видит несколько путей решения задачи, то он должен 
сравнить их и выбрать из них самый удобный. Полезно до начала вычислений составить 
краткий план решения.  
3. Решения задач и примеров следует записывать подробно, вычисления должны 
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располагаться в строгом порядке, при этом рекомендуется отделять вспомогательные 
вычисления от основных. Ошибочные записи следует не стирать и не замазывать, а 
зачеркивать. Чертежи можно выполнять от руки, но аккуратно и в соответствии с данными 
условиями. Если чертеж требует особо тщательного выполнения (например, графическая 
проверка решения, полученного путем вычислений), то следует пользоваться линейкой, 
транспортиром, циркулем и указывать масштаб на координатных осях либо готовить 
чертежи при помощи компьютера. 
4. Решение каждой задачи должно доводиться до окончательного ответа, которого требует 
условие.  
5. Полученный ответ следует проверять способами, вытекающими из существа данной 
задачи. Полезно решить задачу несколькими возможными способами и сравнить полученные 
результаты.  
6. Решение задач определенного типа нужно продолжать до приобретения твердых навыков 
в их решении.  
7. При решении задач следует особое внимание уделять экономическому содержанию 
задачи, итоговых и промежуточных результатов и используемых при решении задачи 
формул, теорем и методов.  
 Самопроверка  
1. После изучения определенной темы по учебнику и решения достаточного количества 
соответствующих задач студенту рекомендуется по памяти воспроизвести определения, 
выводы формул, формулировки и доказательства теорем, проверяя себя каждый раз по 
учебнику. Вопросы для самопроверки, приведенные в настоящем пособии, должны помочь 
студенту в таком повторении, закреплении и проверке прочности усвоения изученного 
материала. В случае необходимости нужно еще раз внимательно разобраться в материале 
учебника и перерешать задачи.  
2. Иногда недостаточность усвоения того или иного материала выясняется только при 
изучении дальнейшего материала. В этом случае нужно вернуться назад и повторить плохо 
усвоенный раздел.  
3. Важным критерием усвоения теории является умение решать задачи на пройденный 
материал. Однако здесь следует предостеречь студента от весьма распространенной ошибки, 
состоящей в том, что благополучное решение задач воспринимается им как признак 
усвоения теории. Часто правильное решение задачи получается в результате механического 
применения заученных форм без понимания существа дела. Можно сказать, что решение 
задач является необходимым, но недостаточным условием хорошего знания теории.  
 Использование вычислительной техники  
При решении задач полезно использовать вычислительную технику. Компьютер может 
помочь как при проведении простейших вычислений и оформления графических 
результатов, так и при решении сложных комплексных задач, которые без применения 
компьютера являются очень трудоемкими. Мы советуем студенту ориентироваться на 
распространенный пакет Microsoft Excel, и использовать его при изучении всех разделов 
математики. 
 Консультации 
1. Если в процессе работы над изучением теоретического материала или при решении задач у 
студента возникают вопросы, разрешить которые самостоятельно не удается (неясность 
терминов, формулировок теорем, отдельных задач и др.), то он может обратиться к 
преподавателю для получения от него указаний в виде письменной или устной 
консультации.  
2. В своих запросах студент должен точно указать, в чем он испытывает затруднение. Если 
он не разобрался в теоретических объяснениях, в доказательстве теоремы или в выводе 
формулы по учебнику, то нужно указать название учебника, его авторов, год издания, номер 
страницы, где рассмотрен затрудняющий студента материал и описать, что именно 
затрудняет студента. Если студент испытывает затруднение при решении задачи, то следует 
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указать характер этого затруднения, привести предполагаемый план решения.  
3. За консультацией следует обращаться и в случае, если возникнут сомнения в правильности 
ответов на вопросы для самопроверки.  
 Расчетно – графические работы 
1. При изучении дисциплины «Математика» студент должен выполнить ряд расчетно – 
графические работы, главная цель которых — оказать помощь студенту в его работе. 
Рецензии на эти работы позволяют студенту судить о степени усвоения им 
соответствующего раздела курса, указывают на имеющиеся у него пробелы, на желательное 
исправление дальнейшей работы, помогают сформулировать вопросы для консультации с 
преподавателем.  
2. Не следует приступать к выполнению контрольного задания до изучения теоретического 
материала, соответствующего данному заданию, и решения достаточного количества задач 
по этому материалу. Опыт показывает, что чаще всего неумение решить ту или иную задачу 
контрольного задания вызывается тем, что студент не выполнил это требование.  
3. Расчетные  работы должны выполняться самостоятельно. Выполненная не самостоятельно 
работа не дает возможности преподавателю указать студенту на недостатки в его работе, в 
усвоении им учебного материала, в результате чего студент не приобретает необходимых 
знаний и может оказаться неподготовленным к экзамену.  
    4. Расчетно-графические работы выполняются аккуратно на одной стороне листа 
стандартного формата А4 либо рукописным способом, либо компьютерным (для 
компьютерного оформления работы рекомендуется использование пакета Microsoft Word). В 
любом случае необходимо приложение необходимых распечаток результатов работы 
компьютерных программ, которые требовалось использовать при выполнении заданий. 
Графики строятся либо при помощи компьютера (рекомендуется использование пакета 
Microsoft Excel), либо от руки (черными или цветными карандашами средней твердости на 
обычной или миллиметровой бумаге). Листы с текстом заданий и графики должны быть 
сшиты. 
 4. В работу должны быть включены все требуемые задания строго по положенному 
варианту. Работы, содержащие задания не своего варианта, не засчитываются. 
 6. Перед решением каждой задачи необходимо полностью выписать ее условие. В том 
случае, когда формулировка задачи одна для всех вариантов, а различаются лишь исходные 
данные, необходимо, переписывая общее условие задачи, заменять общие данные 
конкретными, соответствующими своему варианту. 
 7. Текст работы должен содержать все необходимые расчеты и пояснения. 
Обязательны оглавление и сквозная нумерация всех листов.  
 8.Работа сдается преподавателю до защиты для проверки. При указании рецензента на 
требуемую переработку все необходимые дополнения студент прилагает к первоначальному 
варианту работы, не делая в нем никаких исправлений. На защите студент должен показать 
умение ставить и исследовать конкретные финансовые задачи, которые он решал при 
выполнении контрольных заданий. 
9.Прорецензированные контрольные задания вместе со всеми исправлениями и 
добавлениями, сделанными по требованию рецензента, следует сохранять. Без предъявления 
преподавателю прорецензированного контрольного задания студент не допускается к сдаче 
экзамена.  
 Лекции и практические занятия  
Студенты очной и заочной формы обучения изучают дисциплину «Математика» с помощью 
посещения лекций, работе на практических занятиях и самостоятельной работы. Темп 
лекций и практических занятий одинаков (2 ч. лекций и 2 ч. практических занятий в неделю 
для студентов очной формы обучения и по одному часу — для студентов, обучающихся по 
заочной форме). После изучения теоретического материала на лекциях этот материал 
закрепляется на практических занятиях с помощью решения задач из учебников и учебных 
пособий, приведенных в списке рекомендованной литературы. При этом студент должен 
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систематически (перед каждым занятием) повторять изученный теоретический материал и 
регулярно решать самостоятельно задачи, рекомендованные преподавателем. Если для 
студентов очной лекции и практические занятия являются основной формой обучения и на 
них подробно рассматривается большая часть теоретического материала и разбирается 
большое количество задач, то студент-заочник эти виды работ должен выполнять 
самостоятельно.  
Вместе с тем, для заочников организуются установочные лекции и практические занятия. 
Они носят преимущественно обзорный характер. Их цель — обратить внимание на цели и 
задачи дисциплины, ее место в профессиональной деятельности специалиста, заинтересовать 
студента изучением дисциплины, обратить внимание на схему построения курса или 
некоторых его наиболее важных разделов. Кроме того, на этих занятиях могут быть 
разобраны вопросы, изложение которых в рекомендуемых учебниках и учебных пособиях 
отсутствует или является недостаточно полным.  
Таким образом, лекции и практические занятия не заменяют собой самостоятельной работы 
студента, а призваны оказать студенту помощь в его самостоятельной работе! 
 Экзамен  
На экзамене выясняется усвоение всех теоретических и прикладных вопросов дисциплины, а 
также умение применять полученные знания к решению задач. Определения, теоремы, 
формулы должны формулироваться точно и с пониманием существа дела, задачи должны 
решаться безошибочно и уверенно, всякая письменная и графическая работа должна быть 
аккуратной и четкой. Только при выполнении этих условий знания студента могут быть 
признаны удовлетворяющими требованиям, предъявляемым программой.  
При подготовке к экзамену учебный материал рекомендуется повторить по учебнику и 
конспекту. Экзамен проводится в устно-письменной форме, каждый студент получает в 
билете три теоретических вопроса (их список приведен в разделе 5) и 6 задач. Подготовку к 
ответу на билет следует начинать с решения задачи, так успешное решение задачи является 
наиболее важным при сдаче экзамена; без ее решения работа студента признается 
неудовлетворительной. Затем следует подробно ответить на теоретические вопросы билета. 
На подготовку теоретических вопроса  студенту дается не более 1 ч. На решения задач 1,5ч. 
После этого студент отвечает преподавателю в устной форме по подготовленному билету. 
Преподаватель может предложить студенту дополнительные вопросы и задачи, как 
относящиеся непосредственно к материалу билета, так и из других разделов дисциплины. 
 Организация самостоятельной работы  студентов 
Студентам с самого начала учебного года  нужно настроиться на повседневную серьезную 
работу, не откладывая составить расписание занятий в институте (чтобы оно постоянно было 
на виду). Составить режим работы дома: когда работать,  когда отдыхать, когда по дому 
помогать и заниматься уборкой помещений.  Нельзя позволять себе откладывать выполнение 
текущей работы: написание рефератов, выступлений, выполнение контрольных работ, 
подготовку  к лекциям, практическим и лабораторным занятиям. 
Потом  чаще всего не будет времени: оно будет бездарно упущено. При чтении лекций, 
конспектировании  сразу учитесь думать, анализировать, выбирать. Старайтесь понять, а не 
запомнить материал лекции. Всякое  настоящее образование добывается путем 
самообразования. Все, что делаешь и чего добиваешься самолично по своей воле и желанию 
– остается в голове всего крепче. 
 Формы  контроля знаний студентов 
Результативность работы  обеспечивается системой контроля, которая при  очной форме 
обучения включает опрос студентов  на практических занятиях, проверку  домашних 
заданий,  контрольные работы, выполнения и защита РГР, проведение коллоквиумов, зачеты 
и экзамены.  Каждое практическое занятие рекомендуется начинать с проверки домашнего 
задания, опроса по теоретическому материалу (10-15 мин.). На лекциях и практических 
занятиях рекомендуется проведение мини контрольных работ. Данная программа  
предусматривает в течении семестра проведение  двух плановых контрольных работ и двух 
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индивидуальных заданий  (РГР). Контроль за выполнение РГР осуществляется в 2 этапа: 
проверка письменных отчетов  и защита заданий в письменной  или устной форме. 
Индивидуальные задания студентами выполняется по большинству тем курса. Выполнение 
каждого задания требует  не менее 10 часов самостоятельной работы студентов.  
 
Методика формирования  результирующей оценки знаний по математики 
Результатирующая оценка учитывает:  
1) работу студента в течение всего периода изучения дисциплины; 
получается на основе обобщения отдельных видов работы: работа в течении всего семестра; 
экзаменационная оценка за ответ по теории; экзаменационная оценка за выполнение 
практических заданий. 
2)  все оценки выставляются по пятибалльной системе; 
3) для оценки относительной важности отдельных видов контроля вводиться их весовые 
коэффициенты:  
0,4 – для работы в течении семестра; 
0,4 – для экзаменационной оценки за теорию; 
0,2 – для экзаменационной оценки по практике.  
 Критерии оценок  
 ОТЛИЧНО – полно раскрыто содержание вопросов в объеме программы; четко и 
правильно даны определения; корректно использованы научные термины; для 
доказательства использованы различные теоретические  знания; ответ самостоятельный и 
исчерпывающий, без наводящих вопросов. 
 ХОРОШО –    раскрыто основное содержание вопросов; в  основном правильно даны 
определения и понятия, ответ самостоятельный, но допущены нарушения 
последовательности  изложения, небольшие неточности при  использовании  научных 
терминов или выводы, которые исправляться по дополнительным вопросам экзаменатора. 
 УДОВЛЕТВОРИТЕЛЬНО –  усвоено основное содержание  учебного материала, но 
изложение не всегда последовательна; определение  понятий нечеткое; допущены ошибки 
при изложении, в использовании научных терминов, определений. 
 НЕУДОВЛЕТВОРИТЕЛЬНО – ответ неправильный, не раскрыто основное 
содержание  программы, допущены грубые ошибки в определении  понятий, при 
использовании терминологии. 
 
Методические рекомендации профессорско-преподавательскому составу 
Самостоятельная работа  
Самостоятельная работа студентов (СРС) – это активны формы индивидуальной и 
коллективной деятельности, направленные на закрепление материала формирование умений 
и навыков быстро решать поставленные задачи. СРС предполагает не пассивное 
«поглощение» готовой информации, а ее поиск и творческое усвоение. Самостоятельная 
работа призвана подготовить студента к самостоятельной деятельности в будущем. 
Строго говоря, все, что не является лекцией, можно отнести к практическим формам 
обучения. Главная функция практических занятий – организация и проведение отработки 
(интериоризация) учебного материала и формирование у студентов умений и навыков по 
применению знаний на практике, самостоятельного их приобретения и углубления. 
Занятия такого типа, как правило, состоят из двух частей. Сперва проводится подготовка 
студентов к самостоятельной работе, затем они самостоятельно решают поставленные 
задачи. Эта форма занятий обеспечивает индивидуализацию обучения и способствует 
активизации познавательной деятельности студентов. Занятия должны быть организованны 
таким образом, чтобы все без исключения студенты были заняты решением посильной для 
них познавательной задачи. Значит, преподаватель должен хорошо знать (с позиции 
диагностики) индивидуальные особенности студентов. Желательно так организовать 
занятия, чтобы они содействовали предъявлению достаточно высоких требований к наиболее 
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подготовленным студентам, обеспечивали их максимальное интеллектуальное развитие и в 
то же время создавали условия для успешного приобретения знаний и умений менее 
подготовленными студентами. 
 
Аудиторные практически занятия 
Преподаватель спрашивает основной теоретический материал, относящийся к данной теме 
либо опросом каждого студента, либо организацией математического диктанта, либо 
опросом доказательства теорем, вывода формул. После чего педагог предлагает студентам 
проделать ряд упражнений для усвоения и закрепления рассматриваемого вопроса. Студенты 
работают под наблюдением преподавателя, который проверяет результаты деятельности и 
указывает ошибки. 
Все виды работы на практическом занятии оцениваются по пятибалльной системе.  
Консультация – форма учебного занятия, в процессе которого студент получает ответы от 
преподавателя на конкретные вопросы или пояснения по соответствующим теоретическим  
положениям или аспектам их практического применения. 
Консультация может быть индивидуальной или групповой, в зависимости от учебной 
ситуации: индивидуальное занятие, выполняемое студентам, может потребовать 
индивидуальной консультации, теоретические вопросы по учебному предмету – 
соответственно групповой консультации. 
 
 
3.1. Методические указания к практическим занятиям. 
 
Тема 1,2  

 
Ряды (4 часа) 

Цель: 
Задачи: 

Ознакомление с числовыми и функциональными рядами. 
1. Научить определять сходимость, радиус сходимости ряда. 
2. Разлогать функции в ряд Тейлора или Маклорена. 

Тематика практических занятий: 
1. .Числовые ряды 
2. .Функциональные ряды. 

 
Занятие 1. Числовые ряды (2 часа) 
 
Последовательность 1 2 ... ...nu u u     называется числовым рядом. 
Необходимое  условие сходимости ряда 
 Теорема. Если ряд 
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


 сходится, то предел общего член un стремился к нулю, т. 

е.  lim 0nn
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
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Однако это условие не является достаточным. Можно говорить только о том, что если 
общий член не стремится к нулю, то ряд точно расходится т е.т. теорема является 
необходимым услвием  и достаточным для исследования расходимости. 

 Например гармонический ряд 
1

1
n n



  является расходящимся, хотя его общий член  

стремится к нулю. 

Пример 1. Исследовать сходимость ряда 1 2 3 ... ...
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Найдем 1 1lim lim 013 1 33
n n

n
n

n
 

  
 

 - необходимый признак сходимости не выполняется, 

значит ряд расходится. 
 
 Достаточные признаки сходимости рядов с положительными членами. 
 1.  Признак Даламбера. 
 Если существует предел 1lim n

n
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u l
u




 , то при l < 1 ряд сходится, а при l > 1 – 

расходится. Если l = 1, то на вопрос о сходимости ответить нельзя, нужны 
дополнительные исследования. 
Пример 2.  Исследовать сходимость ряда 

1 2nn

n


 . 

Решение.  

1
1 1 1

111 ( 1)2 1 1; ; lim lim 1
2 2 2 2 2 2

n
n

n nn n nn n
n

n n u n n nu u
u n n


   

  
        

Вывод: ряд сходится. 

Пример 3. Исследовать сходимость ряда 
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  Вывод: ряд сходится. 
 
Задачи для самостоятельной работы. 
Исследовать сходимость рядов помощью признака Даламбера. 

1. 
1 5nn

n


  ;   2.  ; 

1

4
3

n

nn n



 ;   3.;

2

1 2nn

n


     4.  

1

!
5nn

n


 ;    5. 

 1

3
1 !

n

n n






;   6.   

 1

3
2 1 !

n

n n






  .      

 
2. Радикальный признак Коши. 
 Если существует предел lim n

n
т

u l


 , то при l<1 ряд сходится, а при l>1 ряд 

расходится.  Если l = 1, то на вопрос о сходимости ответить нельзя,  нужны 
дополнительные исследования. 

Пример 4. Исследовать  сходимость ряда. 
1

2 1
3 5

nn

nn

n
n






 
  

        

 Решение. 

1
3
2

53

12
lim

53
12limlim

2

2

2

2













n

n
n
nu

nn
n

nn

.    Вывод: ряд сходится. 
Пример 5. Исследовать  сходимость   ряда.

1

11
n n




  
 

 

1lim lim 1 1n
un n

u
n 

    
 
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 Решение.  
 
 Признак Коши не дает ответа на вопрос о сходимости ряда. Проверим выполнение 
необходимого условия  сходимости. Как было сказано выше, если ряд сходится, то 
общий член ряда стремится к нулю. 

011limlim 





 


e

n
u

n

nnn , 
таким образом, необходимое условие сходимости не выполняется, значит, ряд 
расходится. 
Задачи для самостоятельной работы. 
Исследовать сходимость рядов  с помощью радикального признака Коши. 

1. 












1 13
2

n

n

n
n

;  2. 



1

3arcsin
n

n

n  ;  3.  















1 12
4

5
1

n

n

n n
n

;  4. 















1 18
35

n

n

n
n

; 5.  


 1 1ln
1

n
n n  ;  

3. Интегральный признак Коши. 

Пусть дан ряд 
1

n
n

u



 , члены которого положительны, не возрастают и 

( )nu f n    Тогда, если несобственный интеграл 
1

( )f x dx


  сходится, то и  ряд 

1
n

n
u




 сходится, если несобственный интеграл 

1
( )f x dx



   расходится, то и   

ряд 
1

n
n

u



 расходится. 

 Ряд 
1

1
n n




  сходится при >1 и расходится 1 т.к. соответствующий 

несобственный интеграл 
1

dx
x



  сходится при >1 и расходится 1. Ряд 
1

1
n n




  

называется обобщенным гармоническим рядом. 
 
Задачи для самостоятельной работы. 
Исследовать сходимость рядов  с помощью интегрального признака. 

1. 



1

1
n n ;   2.  




1
2

1
n n ;   3. 




1
3

1
n n ;  4. 




 1 14
1

n n ;   5. 



 1
2 1
1

n n ;   6.  



 1
2 1n n
n

. 
         
Признак сравнения рядов 

Теорема. Если для знако положительных рядов 
1

n
n

u



  (1),  

1
n

n
v




   (2) выполняется 

неравенство nn VU  . Тогда: а) если сходится ряд (2), то сходится и ряд (1); если 
расходится ряд (1), то расходится и ряд (2). 

 Следствие. . Если для знако положительных рядов 
1

n
n

u



  и  

1
n

n
v




    

существует конечный предел отношения их общих членов lim k 0,n

n
n

U
V

   

то ряды одновременно сходятся, либо расходятся. 
 
Задачи для самостоятельной работы. 
Исследовать сходимость данных рядов с помощью признака  сравнения.  
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1. 
1
sin

2nn




 ;                       2. 

1 4n
tg

n



  ;                       3. 

2

41 1n

n
n







; 

4. 
21 4 1n

n
n n






 
;            5.  

3 21

1
1n n n






 
;               6. 

2

41 4 1n

n
n n






 
. 

 
 Домашнее задание 
1. Исследовать сходимость рядов  с помощью признака Даламбера. 

1.   ;       2.     ;        3.     ;          4. . 
        2. Исследовать сходимость рядов  с помощью  радикального признака  
        Коши. 

      1.   
1 2 1

n

n

n
n





 
  

;                         2. 
1

1 4
2 3 1

n

nn

n
n






 
  

. 

3. Исследовать сходимость рядов  с помощью интегрального признака. 

1. 
31

1
n n



 ;               2.  

41

1
n n



 ;       3.  

1

1
3 2n n







. 

 
4. Определить сходимость рядов  с помощью  признака сравнения 

 1. 
4

51 4n

n
n







;             2.  

31 1n

n
n







;              3. 

2

51 4 1n

n
n n






 
. 

 
5. Исследовать сходимость данных рядов 

 1. 
1 4n

n
n







 ;    2. 

1

2
1n

n
n







;   3.

2

1 1n

n
n







 

 
 
Занятие 2 Функциональные ряды (2 часа)  
  
1. Знакопеременные ряды. 
Знакочередующийся ряд имеет вид: 

...)1(... 1
4321  

n
n uuuuu ,    где ,...3,2,1,0  nun  

Признак Лейбница. 

 Если в знакочередующемся ряде ...)1(... 1
4321  

n
n uuuuu члены 

ряда убывают по абсолютной величине убывают ...321  uuu  и предел его общего  
члена при n    равен нулю, т. е., lim 0nn

u


  то ряд сходится, а его сумма не 

превосходит первого члена: 1uS  . 
2. Достаточный признак сходимости знакопеременных рядов. 
 Рассмотрим некоторый знакопеременный ряд (с членами произвольных знаков)              

1 2
1

... ...n n
n

u u u u



          (1) 

и ряд, составленный из абсолютных величин членов ряда (1): 
    1 2

1
... ...n n

n
u u u u




          (2), 

 то из сходимости ряда (2) следует сходимость ряда (1), а из расходимости ряда   
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(1) следует расходимость ряда (2). 

 Ряд nu называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд nu . 
 Очевидно, что для знакопостоянных рядов понятия сходимости и абсолютной 
сходимости совпадают. 

 Ряд nu называется условно сходящимся, если он сходится, а  ряд nu , 
составленный из абсолютных величин его членов расходится. 
 
Задачи для самостоятельной работы 
 1. Пользуясь признаком Лейбница, исследовать на сходимость следующие 
знакочередующиеся ряды. 
 

1.    1

21

11 n

n n
 


  ;      2.    

1

1

11
ln 1

n

n n
 


 


 ;    3.    1

1
1

3 1
n

n n
 


 


 . 

2.  Найти сумму ряда   1

1

11
3

n

nn n
 


   с точностью 0,001. 

1. Выяснить, какие из следующих рядов сходятся абсолютно. 

1.  
51

11 n

n n



  ;               2.  

1

11
!n n




    ;       3.   

1

11
3nn




  . 

 
Домашнее задание 
Пользуясь признаком Лейбница, исследовать на сходимость следующие 
знакочередующиеся ряды. 

1.   1

1

11
2 1

n

n n
 


 


;               2.   1

1

11
2

n

nn

 


  ;        3.  

1

4 11
2

n

n

n
n










 

4. Найти сумму ряда  
 

1

1

11
3 1

n

n
n n
 


 


 с точностью 0,001. 

 
Функциональные ряды. 
Ряд вида      1 2 ... ...nu x u x u x      =  

1
n

n
u x




  членами которого являются 

последовательность функции от х называется функциональным рядом. 
Значение 0хх  , при котором числовой ряд 
     1 0 2 0 ... ...nu x u x u x    сходится, называется точкой сходимости функциального 

ряда. Совокупность всех точек сходимости ряда называют областью сходимости  ряда. 
 
Выводы: 1) Ознакомлены с понятиями знакоположительных и знакопеременных  
  числовых рядов. 
 2) Приобретены навыки определения сходимости ряда, нахождение его суммы.  
 3) Приобретены навыки нахождения интервала сходимоти функционального 
 ряда, абсолютной и условной сходимости. 
 
Тема 3  Степенные ряды (2 часа) 
Цель: 
Задачи: 

Ознакомление со степенными рядами. 
1. Научить определять сходимость, радиус сходимости ряда. 
2. Разлогать функции в ряд Тейлора или Маклорена. 

 
1. Степенные ряды. Область сходимости степенного ряда.  
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 Степенным рядом называется ряд вида 
2

0 1 0 2 0 0 0
0

( ) ( ) ... ( ) ... ( )n n
n n

n
a a x х a x х a x х a x х




           (1) 

При 
0 0х   ряд имеет вид  

2
0 1 2

0
... ...n n

n n
n

a a x a x a x a x



      ,    (2) 

где 1 2 1, ,.... , ...n nа а а a  −коэффиценты степенного ряда. 

Ряд сходится  ;x R R  , где 
1

lim n

n
n

аR
a



 , при  х R   сходимость следует  исследовать 

дополнительно. 

 Пример. Исследовать на сходимость ряд 
2 3

... ...
2 3

nx x xx
n

      

Решение.    Найдем радиус сходимости ряда  

1

1
1lim lim lim 11

1

n

n n n
n

а nnR
а n

n
  




   



,     R=1. 

Получаем, что этот ряд сходится при 1x  и расходится при 1x  . 
Исследуем  сходимость ряда в  точках x = 1 и  x = –1. 
При х = -1  имеем 1 1 11 ...

2 3 4
      ряд сходится в силу признака  Лейбница. 

При х = 1 имеем  1 1 11 ... ...
2 3 n

      ряд расходится (гармонический ряд). 

Вывод. Ряд сходится при  1;1х  . 
 
 Задачи для самостоятельной работы. 
Найти область сходимости заданных степенных рядов.  

1. 
1 4

n

nn

x
n




 ;   2.  

21

n

n

x
n




 ;  3.  

1
1

n
n

n

x
n




  4.  

1
10n n

n
x




 ;  5. 

1
! n

n
n x




    6. 

1

3
!

n n

n

x
n




 ; 

7.  
1

3
2

n

nn

х




 ;              8.  
21

4 n

n

x
n






 ;          9. 
 

1

2 n

n

x
n







. 

 
Домашнее задание 
Найти область сходимости заданных степенных рядов.  

1. 
1

n

n

x
n




  ;      2.

1 !

n

n

x
n




 ;         3. 

1
( 1)

3

n
n

nn

x
n




   ;      4.   

1

1
4

n

nn

x
n






 . 

 
2. Формула Тейлора. 
  Пусть функция f(x) имеет в точке х = а и некоторой ее окрестности производные 
порядка до (n+1) включительно,  
 х− любое значение аргумента из этой окрестности, но х  а. 
Тогда между точками х и а найдется такая точка , что справедлива формула: 

1
)1()(

2 )(
)!1(

)()(
!

)(...)(
!2

)()(
!1

)()()( 











 n
n

n
n

ax
n

fax
n

afaxafaxafafxf 

 
Эта формула  называется формулой Тейлора, а выражение: 
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( 1)
1

1

( ) ( ) ( )
( 1)!

n
n

n

f x a R x
n




 


  − остаточный член ряда в форме Лагранжа. 

  При а = 0 получим  равенство  
( )

2(0) (0) (0)( ) (0) ... ( )
1! 2! !

n
n

n

f f ff x f x x x R x
n

 
       

                         
( 1)

1( )( ) ; 0 1
( 1)!

n
n

n

f xR x x
n

 


  


. 

. называемое  формулой Маклорена состаточным членом в форме Лагранжа 
Имеют место равенства; 

      1. 
2 3

1 ... ... ,
1 2! 3! !

n
x x x x xe

n
       . 

     
3 5 2 1

12. sin ... ( 1) ....
3! 5! (2 1)!

n
nx x xx x

n


      


  , 

 
2 4 2

3. cos 1 ... ( 1) ....
2! 4! (2 )!

n
nx x xx

n
        , 

      4.  
3 5 2 1

... ( 1) ...
3 5 2 1

n
nx x xarctgx x

n



      


, 

      5. 
2 3 1( 1)ln(1 ) ... ....

2 3

n
nx xx x x

n


       , 

      
      

    

2 31 1 2
6. 1 1 ...

2! 3!
1 2 ... 1

... .
!

m

n

m m m m m
х mx x x

m m m m n
x

n

  
     

   
 

 

Пример. Вычислить значение sin200 с точностью 0,01. 
Решение.Предварительно переведем угол 200 в радианы   
200 = 

0

0

20
180

 =/9=0,348154. 

Применим разложение  функции sinx в ряд Тейлора, ограничившись тремя первыми 
членами: 

341854,0000043,0007078,0348889,0
9!5

1
9!3

1
99

sin20sin
53

0 
















 
без потери в точности ограничиться первым членом разложения, т.е. 

34,020sin 0  .  
 
Задачи для самостоятельной работы 
Пример. Вычислить определенный интеграл, используя разложения в ряд  
подынтегральной функции с точностью 0,001     

 1.    
1
3 2

0
sin x dx ;     2.  

2

1
2

0

x dx
  ;         3.   

1
2

230 1
dx

x



;          4. 

1
2

40 1
dx

x



  . 

 
Вопросы для самоконтроля 
1.  Понятие числового ряда. Определение сходимости ряда  
2.  Примеры простейших числовых рядов. 
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3.  Необходимое условие сходимости ряда.  
4.   Признак сравнения рядов. 
5.  Признак Даламбера. 
6.   Признак Коши. 
7.   Интегральный признак сходимости. 
8.   Знакопеременные ряды. Признак Лейбница.            
9.   Сходимость функциональных рядов. 
10.    Степенные ряды. Сходимость степенных рядов. 
11.    Радиус (интервал) сходимости степенного ряда. 
12. Ряд Тейлора. 
13. Ряд Маклорена. 
14. Разложения функций в ряды Маклорена. 

   mх xуxуarctgxуxуxуеу  1,1ln,,cos,sin,  
 
 
 
Тема 4  Ряды Фурье (2 часа) 
Цель: 
Задачи: 

Ознакомление с тригонометрическими рядами Фурье. 
1. Научить разлогать функции в ряд Фурье в интервалах от  ;  , 

 ;  ,   0; .. 
 
 Тригонометрическим рядом называется ряд вида: 

...)sincos(...)2sin2cos()sincos(
2 2211
0  nxbnxaxbxaxbxaa

nn
 

или, короче, 0

1
( cos sin ).

2 n n
n

a a nx b nx



   

Пусть функция f(x) непрерывна на отрезке [-; ], разложение функции в ряд Фурье имеет 

вид  0
0

1
( ) ( cos sin )

2 n n
n

af x dx dx a nx b nx dx a
  

  




  
      . Получаем: 

0

1 ( )a f x dx


 
 . 

Далее умножаем выражение разложения функции в ряд на cosnx и интегрируем в пределах от 
- до . 

( )cosf x nxdx



  20

1
cos ( cos cos sin )

2 n n n
n

a nxdx a nx b nx nx dx a
 

 




 
     

Отсюда получаем: 1 ( )cos ; 1,2,...na f x nxdx n


 
   

Аналогично  получаем: 1 ( )sin , 1,2,...nb f x nxdx n


 
   

 
 

Текущий кантроль знаний 
Вариант 1 
 1.Определить сходимость рядов  а) 

1

4 2
3 1n

n
n

 
 ;       б) 

1

5
!

n

n n



  ; 

 2. Найти область сходимости степенного ряда    
1 3

n

n
n

x




 ; 
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 3. Вычислить с точностью до 10-3 интегралы  а) 

1
4

2

0

sinx x dx ;        б) 

1
3

0

cosx xdx ; 

 4. Разложить функции в ряд Фурье а) 24 1,y x   2;2x  ;   б) 4 ,y x    4;4x  ; 

 5. Разложить функции в ряд Маклорена а)
2sin ;xy

x
  б)  ln 1 2y x  .  ln 1 2y x  . 

 
Вариант 2 

 1. Определить сходимость рядов        а) 
1

2

4 ;
3n n



         б) 
   0

1
2 1 2n n n



  ; 

 2. Найти область сходимости степенного ряда       
1

2
4

n

n
n

x




 ; 

 3. Вычислить с точностью до 10-3 интегралы   а) 
20,5

2
0

sin x dx
x ;        б) 

20,5
3

0

x

e dx


 ; 

 4. Разложить функции в ряд Фурье а) 2 ,y x    1;1 ;x       б) 2 1,y x       1;1 ;x   

 5. Разложить в ряд Маклорена cos .
2
xy x  

 
Контороль знаний 
Вариант 1 

1.Определить сходимость рядов а) 
1

2 1
4 1

n

n

n
n





 
  

 ;    б) 
2

2

1 ;
lnn n n



  

 2. Найти область сходимости степенного ряда 
 1

;
2 1

n
n

n

n
n x





  

 3. Вычислить с точностью до10-3интегралы а) 
1

2

0

cos ;x dx  б) 
0,5

0

;xxe dx  

 4. Разложить функции в ряд Фурье а) 2 ,y x       ;x    ;  б) 2 ,y x       0;3 ;x  

 5. Разложить функцию в ряд Маклорена 2 .
1

xy
x




 

Вариант 2 

 1. Определить сходимость рядов      а) 
1

1 1 ;
4n

n

n

n
n

  
 
 

  б) 
1

5

1 ;
4 3n n



  

 2. Область сходимости степенного ряда       
1

3 ;
( 3)

n
n

n
x

n n




  

 3. Вычислить с точностью до 10-3 интегралы  а) 

1
2

0

cos ;x xdx  б) 
1

2

0

cos ;x dx  

 4. Разложить функции в ряд Фурье а) 2 ,y x       0;2 ;x   б) 1,y x        1;1 ;x   

 5. Разложить в ряд Маклерона функцию  ln 1 .y x x   

 
 
Вариант 3 
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1.Определить сходимость рядов а) 
1

3 ;
5

n

n
n n



     б) 
1

3 1;
5n

n
n

   

 2. Найти область сходимости степенного ряда 
4

1

;
!n

x
n



  

 3. Вычислить интегралы с точностью до 10-3 интегралы а) 

1
4

2

0

sin ;x x dx  б) 
20,5

3

0

;
x

e dx


  

 4. Разложить функции в ряд Фурье а) 
1 ,

2
xy  

      2;2 ;x   б) ,y x       2;2 ;x   

 5. Разложить в ряд Маклорена 

2

2 .
x

y xe


  
 
Выводы: Приобретены навыки разложения функций в степенные ряды; нахождение  
      радиуса сходимости и интервала сходимости; вычисление значений функций с 
      помощью рядов; интегрирование функций. 
 
 
Тема:5 Функции комплексного переменного. Практические занятия.(6 часов.) 
Цель: 
Задачи: 

Ознакомление с понятием функции комплексного переменного. 
1. Научить вычислять значения элементарных функций, находить 
производную, интегровать функцию комплексного переменного. 

Тематика практических занятий: 
1. Вычисление значений элементарных функций комплексного переменного. 
2. Производная функции комплексного переменного. 
3. Интеграл от функции комплексного переменного. Интеграл. Коши. 

 
Занятие 1. Вычисление значений элементарных функций комплексного переменного  
(2 часа). 

1) Дана функция 
2w z z  . Найти значения функции  

2w z z     при: 
1) 1 ;z i   2) 2 ;z i    3) ;z i  4) 1.z    
Решение: 
1)  21 1 1 2 1 1 1 3 ;w i i i i i            

2)    22 2 4 4 1 2 5 5 5 1 ;w i i i i i i              

3) 2 1 ;w i i i      
4) 1 1 0w    . 

2) Дана функция   2 2f z x y i  , где z x yi  . Найти 
1) (1 2 );f i   2) (2 3 );f i   3) (0);f   4) ( ).f i  

Решение: 
1) 1, 2x y    2 2(1 2 ) 1 2 1 4 ;f i i i      
2) 2, 3x y     (2 3 ) 4 9 ;f i i    
3) (0) 0;f    4) ( ) .f i i   

3) Дана функция 

1( )f z
x iy


 .  Вычислить: 

1) (1 );f i   2) ( );f i   3) (3 2 ).f i  
Решение 
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1) 1(1 ) ;
2

if i 
   

2) ( ) ;f i i  

3) 2 3(3 2 ) .
13

if i 
   

4) Найти  ln 3 i  

Решение: 

3 ,z i    2,z    ,
6
   тогда  ln ln 2z z i k     

 ln 3 ln 2 2 .
6

i k i
     

 
 

5) Вычислить  ln 1 i  

1 ,z i    2,z    ,
4
   тогда   1ln 1 ln 2 2

2 4
i i k

     
 

 

  0

1ln 1 ln 2 0,3465 0,7854
2 4ki i i


    

 

  1

1 1 9ln 1 ln 2 2 ln 2 0,3465 7,065 .
2 4 2 4ki i i i 




         
   

6) Вычислить  ln i    z i , 0a  , 1b  , 1z  , 4
 

 
Решение: 

0

ln ln 2 0 2
2 2 k

i i i i  


           
   

  ln 1,5708 ;i i  

1

0 2
2 k

i  


   
    

5ln 7,85;
2

i i
 

 

1

0 2
2 k

i  


   
    

3ln ; 4,71.
2

i i
   

 
7) Вычислить  ln(1 )i  

Решение: 

 ln(1 ) ln 2i z i k     , 2;z    7 .
4
   

1 7ln(1 ) ln 2 2 ,
2 4

i i k
     

   главное значение при k=0 
1 7ln(1 ) ln 2 0,3466 10,99 .
2 4

i i i
    

 
8) Найти ln( )i  
9) Найти  ln( 1 )i   

10) Найти  1ln
2
i  

11) Дана функция 
zw e . Найти ее значение при: 

1) ;
2

z i
  2) (1 );z i       3) 1 2 ,

2
z k i

    
 

 где k z .  

Известно, что   cos sinz x iy xe e e y i y   , тогда  
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1) : 
2

z i
 , 2 cos sin

2 2
i

e i i
  
    

2)  cos sinie e i e          

3) 1 2
2

z k i
    

 
, 

2
2 2

k ize e e e e
 

    . 

Так как период функции 2T k i  опускаем, тогда 

cos sin
2 2

e i e i     
 

 

Выводы: Приобретены навыки вычисления значений элементарных функций  
      комплексного переменного при заданных значениях функции. 
 
 
Тема:6 Дифференцируемость и аналитичность функции комплексного переменного  

(2 часа). 
Цель: 
 
Задачи: 

Ознакомление с понятием производной функции комплексного 
переменного. 
1. Научить находить производную функции комплексного переменного, 
восстанавливать функцию по одной известной ее части. 

 
 Производной однозначной функции комплексного переменного  w f z  

называется      
0

lim '
z

f z z f z
f z

z

 


�

�

�
, если 0z �  любым способом. 

 Таблица производных. 

  1' ;n nz n z      
2

1arcsin ' ;
1

z
z




 

  ' ;z ze e     
2

1arccos ' ;
1

z
z

 


 

 cos ' sin ;z z      2

1arc ' ;
1

tgz
z




 

 sin ' cos ;z z     ' ;shz cluz  

  1ln ' ;z
z

      ' ;chz shz      2

1' .
cos

thz
z

  

Найти производные следующих функций. 
3 5sin zw z z z e    ;     3 31 1w z z    ; 

222cos3 zw z z e   ;  
2

sin 2zw e z ; 

2zw e ch z ;    
2 2

cos 2
z zw

z





; 

3 2 23 1w z z   ;    2
2

43w z
z

   ; 

Если функция     , ( , )w f z u x y iv x y     дифференцируема в точке z x iy  , то в этой 

точке существуют частные производные ;u
x



 ;u
y



 ;v
x



 ,v
y



 причем, эти производные 

связаны условиями Коши-Римана  
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u v
x y
 


 

 и u v
y x
 

 
 

 (СR) 

Производная ( )f z  выражается через частные производные функций ( , )u x y  и ( , )V x y  по 
формулам:  

'( ) u vf z i
x x
 

 
 

;    '( ) u uf z i
x y
 

 
 

;    '( ) v uf z i
y y
 

 
 

;    '( ) v vf z i
y x
 

 
 

. 

Решение типовых заданий: 
1) Дифференцируема ли функция  2 2( ) 2f z x y xyi   . 

Решение: 2 2u x y  ; 2v xy ;   2 ,u x
x





 2 ,u y
y


 


 2 ,v y
x





 2v x
y





. Условие ( )CR  

выполняются, функция ( )f z  дифференцируема. 

Найдем '( ) u vf z i
x x
 

 
 

 ; '( ) 2 2 2f z x i y z   . Искомая функция 2( )f z z . 

2) При каком значении   функция ( )f z y xi   дифференцируема. 

Решение: u y ; V x ;   0,u
x





 1,u
y





 ,v
x





 0v

y





. Из условия ( )CR  v v
y x
 

 
 

 

следовательно 1   . Тогда ( ) ( )f z y ix i x iy iz       . Искомая функция ( )f z iz  . 
3) При каком значении a  функция ( )f z az

  дифференцируема. 

Решение: z x iy 
 , тогда ( )f z ax iay  . 

u ax ; V ay  ;   ,u a
x





 0,u
y





 0,v
x





 v a
y


 


 следовательно a a  . 

При 0a   искомая функция ( ) 0.f z   
 Восстановить функцию по известной части ( , )u x y  или ( , )v x y .  
 Пример 6 Найти ( , )v x y , если :. 2 2( , )u x y x y x   , z x iy  , 

Решение  2 1,u x
x


 


 2 ,u y
y


 


 ( )CR  ,u v
x y
 


 

   2 1v x
y


 


   

 2 1 2 ( )v x dy xy y x     , где ( )x  - произвольная функция. 

( )CR  ,u v
y x
 

 
 

    2 '( )v y x
x


  


   u v

y x
 

 
 

 

2 2 '( )y y x      '( ) 0x  , тогда ( )x с   
2 2( ) (2 )f z x y x i xy y c        

   22( ) 2f z x xyi iy x iy ic         
   2 2

1( )f z x iy x iy ic z z c        , где 1c ic . 
  Задания для самостоятельной работы. 
Восстановить функцию 

1. . 2 cos( ln 2)xu y ;  ( ) ( , ) ( , )f z u x y iV x y   ;  2 ln 2 cos ln 2xu y
x


  


   

  2 ln 2 sin ln 2xu y
y


   


;       2 ln 2 cos ln 2 2 ln 2 sin ln 2x xv y v y x
y


       


; 

   2 ln 2 sin ln 2 'xv y x
x


   

  
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   2 ln 2 sin ln 2 2 ln 2 sin ln 2 '( )x xv u y y x
x y

 
        

   
'( ) 0x     1( )x c  ,   12 ln 2 sin ln 2xv y c     

  1( ) 2 ln 2 cos ln 2 2 ln 2 sin ln 2x xf z y i y ic с         
  ln 2( ) 2 (cos ln 2 sin( ln 2)) 2x x y if z y i y e       

( ) 2 2 2 2 .x yi x iy zf z c      
2. При каком значении  функцию ( )f z y xi   дифференцируема 
3. При каком значении а функцию ( )f z az  дифференцируема. 

4. Восстановить функцию 1) 2 22 2v x y x   ; 2) 3 23v у x xy   ; 

3) sin sinx xv e y e y  ;   4) 2 sinxu e y ;  5)  2 2ln 2u x y x y    ; 
5. Найти  '( ) 'f z w , если: 

 1) 2 2 2 2

x yw i
x y x y

 
 

;   2) 2 2Re( 1) ( )w z i Im z i     ; 

 3) 2 2 2 2( ) ( )w x y i x y     ;  4) 2 2( )
2
iw xy x y   ; 

6. Является ли функция ( )f z z z    дифференцируемой. 
 

Выводы: 1) Приобретены навыки дифференцирования функции комплексного  
      переменного вида ( )w f z  и ( ) ( )w u x iv y  . 

      2) Приобретены навыки восстановления функции по известной одной из ее 
      частей. 
 
 

Тема 7. Интегрируемость функции комплексного переменного. Определение интеграла.  
Интегральная формула Коши.(2 часа). 
План. 1.Определение интеграла функции f(z) даже на кусочке гладкой линии С. 
 2.Вычисление интеграла. 
 3.Свойства. 
 4.Интегрирование по частям. 
 5.Интегральная формула Коши для многосвязной области. 
Цель.       Ознакомление с интегрированием функции комплексной переменной. 
Задачи
. 

1.Научить интегрировать функции комплексного переменного, 
непосредственно или заданной суммой в 2-х функций действительного 
переменного. 

 2.Научить интегрировать функциями по формуле Коши для многосвязной 
области. 

 
Пусть ( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y  , то  ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

C C C

f z dz u x y dx v x y dy i v x y u x y dy      , 

Интеграл от ( )f z  сводится к двум интегралам от функций действительных переменных. 
Пример 1. Вычислить  1 2

C

i z dz 
   по линиям, соединяющим точки 1 0z  , 2 1z i  . 

а) по прямой;  б) по параболе 2y x ; 
в) по ломаной 1 2 3, ,z z z , где 3 1z  . 
Решение. Перепишем подинтегральную функцию в виде: 
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1 2 1 2( ) 1 2 2 (1 2 ) (1 2 )i z i x iy i x iy x i y             
 . Откуда 1 2u x  , 1 2V y  . 

Используя формулу ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
C C C

f z dz U x y dx V x y dy i V x y U x y dy      , получим  

 
(1 2 ) (1 2 ) (1 2 ) (1 2 ) (1 2 )

C C C

i z dz x dx y dy i y dx x dy           


. 
а) Запишем уравнение прямой, проходящей через две точки 

 1 1

2 1 2 1

x x y y
x x y y
 


 

,  1 0z  , 2 1z i  ,   т.е.  1(0;0)z ,  2 (1;1)z ,  

тогда y x , dy dx . 

 
       

1 1 2 1 1

0 0
0 0

1 2 1 2 1 2 1 2 4 2 2( 1)
2 | |xI x x dx i x x dx x i                   

 
б) Интегрируем по параболе 2y x , 2dy xdx , тогда 

       
1 1

2 2

0 0

1 2 1 2 1 2 2 1 2 (1 2 )I i z dz x dx x xdx i x dx x xdx              


 
31 12 4 2

0 0

2 2 42 2 2 2
3 3 3| |xx x x i x x i i

                  
    

в) по ломаной  1 2 3, ,z z z . 
1 3 3 2

,
z z z z

I     

       
1 1 1 1 1

1 12

0 0
0 0 0 0 0

1 2 1 0 1 2 1 2 2 2| |I x dx i dx y dy i dy x x ix i dy                  
 

Пример 2. Вычислить ( )
AB

f x dz , где 2 2( )f z x y i   

АВ отрезок прямой соединяющий  
точки (1 )Az i   и (1 )Bz i   
Решение. 2u x , 2v y  

 
 ( ) .

AB AB AB

f z dz udx vdy i vdx udy      ;    2 2 2 2( )
AB AB AB

f z dz x dx y dy i y dx x dy      ,  

 
3 32 3

1 1 1

8 1 1 199
3 3 3 3 3 3| |x yI          

 
Пример 3. (1 2 )

L

z dz  по прямой L, соединяющей точки 1 0z  , 2 1z i   

( ) (1 2 )f x z   является аналитической всюду и поэтому интеграл от этой функции не 
зависит от пути интегрирования. Интегрируем по формуле Ньютона-Лейбница: 

   
1

12

0
0

(1 2 ) 1 2 1 3|
i

i
I z dz z z i i i




          

Пример 4.   21 2 1 1 1 1 2 1 1 1
2 2 2 2 2|

i
i

i
i

iz izdz i


    
       
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Пример 5. 
L

zdz
 , по линии : cosx t  , siny t  - окружность R=1. 

Решение. Т.к. z x yi 
 , то u x , v y   

L L

I xdx ydy i ydx xdy        первый интеграл равен нулю, т.к. это интеграл от 

полного дифференциала. Вычислим второй интеграл: 

 
2 2

22 2
2 0

0 0

sin cos 2|
L

I i ydx xdy i t t dt i dt it i
 


         

 
Пример 6. Вычислить (3 )

L

z dz
 , где L –соединяющая две точки (0;0)A , (1;1)B . 

AB: парабола 2y x , 1 0z  , 2 1z i  , x y  
( ) 3 3 ( 3 ) 3f z z x i x iy       


,  3u x  ,  v y  

( ) (3 ) (3 )
L L

f z dz x dx ydy i ydx x dy       
 

   
(1;1) 1 1 2 21 1

1 0 0
(0;0) 0 0

1 13 3 3 3 2
2 2 2 2| |x yI x dx ydy x dx ydy x              

 
2 (3 )

L

I i ydx x dy  
 

1 1 3 3 12 2
2 0

0 0

2 1 2 8(3 )2 3 3
3 3 3 3 3|x xI i x dx x xdx i x i i

                   
   

 
 

Ответ: 82 .
3
i

  

Пусть AB  (0;0)A , (1;1)B , y x , dx dy , тогда интеграл равен:  

 
1 1 1 1 2 2 2 21 1 1 1 1

0 0 0 0 0
0 0 0 0

3 (3 ) 3 3 2 3 .
2 2 2 2| | | | |x y x xI x dx ydy i xdx x dx x i x i

 
              

 
   

 
 
Задания для самостоятельной работы 
1. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой 

 2 1
AB

z dz  ,   2: , 0, 1A BAB y x z z i     

2. Вычислить интеграл   2Re
AB

x z dz ,   AB - отрезок прямой 0, 1 2A Bz z i    

3. Вычислить интеграл  2 3
AB

z z dz  ,  2:AB y x   1 , 2 4A Bz i z i     

Выводы: 1.Приобретены навыки  интегрирования функции комплексного переменного, 
     непосредственно и заданной суммой в 2-х функций  действительного переменного 
     2. Приобретены навыки интегрирования функций по формуле Коши для  
     односвязной и многосвязной областей 
 
 
Тема 8. Ряды Тейлора и Лорана и вычеты(2 часа) 
План. 1.Определение ряда Тейлора. 

  2.Коэффициент ряда с Тейлора. 
 3.Определение ряда Лорана. 
 4.Разложение функции в ряд Лорана. 
Цель:  1.Ознакомленне с рядами Тейлора и Лорана. 
 2.Ознакомление с вычислением интеграла с помощью вычетов. 
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Задача. Научить вычислять интегралы с помощью вычетов. 
 

 Разложение в ряд Лорана. 
Задание для самостоятельной работы. 
Найти область сходимости ряда, изобразить  с ее графиком: 

 1)
 

 
 1 0

15
1

nn

n n
n n

zn
z i n

 

 
 




 
;    2) 11 1

1
2

n

n nn n

z
z n

 


 
 


;    3)

4 4

1 0

5
3n n

z
z

 

 
 
      
   

 

 Вычеты. 
Пусть 0z  - изолированная точка функции ( )f z . 
Вычетом функции ( )f z  в точке 0z  называется число, обозначаемое ( )f z  или 

 0( ),Выч f z z  определяемое равенством 

 0
1( ),

2
Выч f z z

i
   ( )f z dz


� , (1) 

Где   - замкнутый контур интегрирования. Лежит в области аналитичности функции и 

не содержит внутри других особых точек функции ( )f z , кроме 0z . 
Вычет функции равен коэффициенту 1a  при 1z  в лорановском разложении функции 

( )f z  в окрестности точки 0z : 

 0 1( ),Выч f z z a ,  (2) 
Вычет в устранимой особой точки равен нулю. 
Вычет функции ( )f z  в полюсе m -го порядка вычисляется по формуле: 

 0 1( ),Выч f z z a  

Пример. Найти вычеты функции 2

1( )
2 5

f z
z z


 

, 2 2 5 0z z   , 1 1 2z i  , 2 1 2z i   

 
  

1( )
1 2 1 2

f z
z i z i


   

 

Простые полосы 1 2z i  , 1 2z i   

 
1 2

1 1( ),1 2 lim
1 2 4 4z i

iВыч f z i
z i i 

    
 

 

  21 2

1 1( ),1 2 lim
1 2 4 4z i

iВыч f z i
z i i 

     
 

 

 
  Задания для самостоятеьной работы 

1. Найти вычеты функции 
   2

2( )
1 2

f z
z z


 

, в особых точах 

2. Найти вычеты функции 
2 1( )

2
zf z
z





. 

3. Найти вычеты в особых точках функции 
1

2( ) zf z z e  . 
 Замечание  0( ),Выч f z z  коэффицент при 1z , т.е. 1a  

4. Найти вычеты функции 
2sin( )

cos
zf z
z

  в точке 
2

z 
  

 
Выводы: Приобретены навыки разложения функции в ряды Тейлора и Лорана, 
вычисление вычетов. 
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Тема 9. Численные методы решения дифференциальных уравнений (4 часа). 
План. 1. Метод последовательных приближений (итераций) 
 2. Интерполирование и экстраполирование функций. 
 3. Интегрирование функций. 
 4. Краевые задачи для обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Цель.    Ознакомление с численными методами решения дифференциальных уравнений 
             не в виде аналитической функции, а в виде таблиц искомой функции в  
             зависимости от значения переменной.  
Задача. Научить примом решения дифференциальных уравнений численными методами.. 
  1. Метод последовательных приближений (итераций) 
 Итерационные методы – специальные методы построения последовательных  
приближений к решению задачи. Применение их начинают с выбора одного или 
нескольких начальных приближений. Для получения каждого из последующих 
приближений выполняют однотипный набор действий с использованием найденных 
ранее приближений – итераций. Неограниченное продолжение итерационного процесса 
теоретически позволяет построить бесконечную последовательность приближений к 
решению – итерационную последовательность. Если эта последовательность сходится к 
решению задачи, то говорят, что итерационный метод сходится. Множество начальных 
приближений, для которых метод сходится, называется областью сходимости метода. 
 Скорость сходимости – одна из важнейших характеристик итерационных 
методов. Говорят, что метод сходится со скоростью геометрической прогрессии, 
знаменатель которой q<1, если для всех n справедлива следующая оценка:  
  ( ) *

0 .n nx x c q          (7) 
Итерационный метод называют одношаговым, если для вычисления очередного 
приближения x(n+1) используется только одно предыдущее приближение  x(n).   
Пусть одношаговый итерационный метод обладает следующим свойством: существует 
 -окрестность корня   

*x  такая, что если приближение x(n) принадлежит этой 
окрестности, то справедлива оценка 
  

( 1) * ( ) * pn nx x C x x    ,       (8)  

где С>0  и p1 – постоянные.  В этом случае число p называют порядком сходимости 
метода. 
Если уравнение ( ) 0f x   имеет корень x  , а функция ( )x  непрерывна в 
окрестности x  , то уравнение 
  ( ) ( ) ( )x x x x f x           (9) 
также имеет корень x  . Функцию ( )x  можно подобрать так, что итерационный 
процесс для уравнения (9) будет сходящимся. 
Метод хорд. Пусть ( )f x – действительная функция действительного переменного x , а 

x – действительный корень уравнения ( ) 0f x  . Предположим, что в некоторой 
окрестности точки  x  функция f(x) вместе с f'(x) и f"(x) непрерывна, a f'(x) и f"(x) в 
этой окрестности не меняют знака. Это означает, что при переходе через x   
функция f(x) меняет знак и имеет точку  x   простым  

корнем. Пусть 0x  – точка рассматриваемой окрестности, в которой 0 0( ) ( ) 0f x f x  . В 
(9) в качестве функции ( )x возьмем функцию 

  0

0

( )
( ) ( )

x xx
f x f x







  

Тогда уравнение 
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  0 0 0

0 0

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

x x x f x xf xx x x f x
f x f x f x f x


 

   
 

  (10) 

также имеет корнем через x . За начальное приближение примем любую, достаточно 

близкую к   точку 1x  рассматриваемой окрестности, в которой )( 1xf  имеет знак, 

противоположный знаку )( 0xf , а последующие приближения будем строить обычным 
способом: 

  0 1 1 0

1 0

( ) ( )
( ) ( )

n n
n

n

x f x x f xx
f x f x

 







       ),3,2( n     (11) 

Так как ( ) ( ) ( )n nf x f x f   ,  то, положив  

 0 1,
min ( ) ,

x x x
m f x


  будем иметь: 

  ( )n
n

f x
x

m
  ,          (12) 

что позволяет на каждом шаге по значениям ( )nf x следить за достигнутой точностью. 
Метод хорд является итерационным методом первого порядка. 
 
 Метод Ньютона для решения уравнения ( ) 0f x   получим, если положить в (9) 

1( )
( )

x
f x

 


, 

т.е. свести отыскание корня x  уравнения ( ) 0f x   к отысканию корня уравнения  

  ( ) ( ).
( )

f xx x x
f x

  


        (13) 

Будем предполагать, что на отрезке  ,a b , содержащем единственный корень x  

уравнения ( ) 0f x  , функция ( )f x  имеет непрерывные производные ( )f x и ( )f x , 
не обращающиеся в нуль на этом отрезке. В таком случае 

2

2

( ) ( ) ( )( ) 1
( )

f x f x f xx
f x


   


 

и ( ) 0   . Это означает, что существует такая окрестность точки  x  , что если 

начальное приближение 0xx   взято из этой окрестности, то последовательность  

  1
1

1

( ) ( 1,2, )
( )

n
n n

n

f xx x n
f x






  


      (14) 

будет сходиться к x . Начальное приближение 0x  целесообразно выбирать так, 
чтобы было 
  0 0( ) ( ) 0f x f x  .                (15) 
Так как в методе Ньютона '( ) 0   , a ''( )  , вообще говоря, не равна нулю, то этот 
метод является итерационным методом второго порядка. 
Скорость сходимости метода Ньютона можно оценить следующим образом: 

1

( ) .
( )

n
n n

n

f xx x
f x

     


 

Если 
   1 2, ,

min ( ) , max ( ),
a b a b

m f x m f x    где  ,a b  –  отрезок, содержащий 0x  и  , на 

котором не меняют знаки ( )f x  и ( )f x , то  
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22

1
12n n

mx x
m

     .       (16) 

При заданном  процесс итерации следует продолжать до тех пор, пока не будет 
выполнено неравенство         
 

1 1n n

qx x
q

   


.         (17)  

После этого полагают 1nx x  . 
При решении уравнений методом итераций основную трудность представляет процесс 
отыскания (х), которая удовлетворяет условию (9). Если  у уравнения несколько 
корней, функция (х) для разных отрезков, на которых отделены корни, чаще всего 
имеет разный вид. Выбор (х) влияет на скорость сходимости: чем меньше величина q, 
тем быстрее сходится метод. 
 
  Задания для самостоятельной работы. 
Используя метод Ньютона, решить систему нелинейных уравнений с точностью до 

0,001   

  1)  sin 1 1,2
2 cos 2

x y
x y

   


 
;  2)  cos 1 0,5

cos 3
x y

x y
   


 
. 

 
  2. Интерполирование и экстраполирование функций 
Пусть функция ( )y f x  задана таблицей своих значений: 

( ), 0,1,2, ,i iy f x i n   ,         (1) 
причем 0 1 nx x x   , а расстояние i 1h x ix    между соседними узлами таблицы 
значений аргумента постоянно. В этом случае величину h называют шагом таблицы, а 
узлы – равноотстоящими.  
Величину 1i i iy y y   принято называть конечной разностью первого порядка 
функции ( )y f x  в точке ix . Конечная разность второго порядка определяется 

формулой 2
1i i iy y y     . Общее определение конечной разности порядка k таково:  

1 1
1 .k k k

i i iy y y 
      Здесь 1k  b 0 .i iy y   Вычисления производятся в точках х, не 

совпадающих с табличными. 
Интерполяционная формула Лагранжа. 

Пусть ix   0,....,i n  – произвольные узлы, а  i iy f x  – значения функции ( )f x . 
Многочленом степени n , принимающем в точках ix  значения iy , является 
интерполяционный многочлен Лагранжа  

)())(())((
)())(())(()(

1110

1110

0 niiiiiii

nii
n

i
in xxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxyxL
















.    (9)  
Остаточный член равен 

 
( 1)

0 1

( )( ) ( )( ) ( )
( 1)!

n

n n

fR x x x x x x x
n



   


 ,      (10) 

где  – некоторая точка наименьшего промежутка, содержащего все узлы  ix  
( 0,..., )i n  и точку x . 
Если требуется найти не общее выражение ( )nL x , а лишь его значения при конкретных 
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x  и при этом значения функции даны в достаточно большом количестве узлов, то 
удобно пользоваться интерполяционной схемой Эйткина. 
 
 
  Задания для самостоятельной работы. 
Определить графически все корни уравнения и уточнить их с точностью 0,01   
методом хорд. Определить невязки для полученных корней. Оценить погрешность 
решений. 
  1) 3 5 0x x     2) 3 23 9 8 0x x x     
 
  3. Интегрирование функций 
1. Квадратурные формулы с равноотстоящими узлами 
Заменяя подынтегральную функцию каким-либо интерполяционным многочленом, 
получаем квадратурные формулы вида 

  
0

( ) ( )
b n

k k
ka

f x dx A f x R

   ,       

где kx  – выбранные узлы интерполяции; kA – коэффициенты, зависящие только от 
выбора узлов, но не от вида функции  0 ,1, ,k n  ; R – остаточный член, или 
погрешность квадратурной формулы. Отбрасывая остаточный член R, мы проводим 
погрешность усечения. При расчете к ней еще добавляются различные погрешности 
округления. 
Разобьем отрезок интегрирования [a,b] на n равных частей системой точек 

 0 ( 0,1, , )ix x ih i n    , 
0x a , nx b , 

b ah
n


  

и вычислим подынтегральную функцию в полученных узлах  
 ( )i iy f x  0,1, ,i n  . 
Квадратурные формулы для равноотстоящих узлов называются формулами Ньютона – 
Котеса. Формулы Ньютона – Котеса различаются степенями использования 
интерполяционных многочленов. Чтобы не иметь дело с многочленами высоких 
степеней, обычно разбивают промежуток интегрирования на отдельные участки, 
применяют формулы Ньютона – Котеса с невысокими степенями на каждом участке и 
потом складывают полученные результаты (что дает так называемые составные 
формулы). 
 Формула трапеций: 

  0
1 2 1( )

2
b

n
n

a

y yf x dx h y y y 
      

 
 ,      

где ( ) ( 0,1, , )i iy f x i n   .   
Остаточный член имеет вид 

  
  23

1 ( ) ( ),
12 12

b a hnhR f f a b  


       . 

Формула трапеций дает точное значение, когда подынтегральная  функция 
( )f x линейна, ибо тогда ( ) 0f x  . 

 Формула Симпсона (формула парабол): 

   0 2 2 4 2 2 1 3 2 1( ) 2 4
3

b

m m m
a

hf x dx y y y y y y y y                 
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где 
2

b a b ah
n m
 

   

Остаточный член имеет вид 

    45
(4) ( 4)

2 ( ) ( ),
90 90

b a hnhR f f a b  


      . 

Формула Симпсона является точной для многочленов до третьей степени 
включительно, т.к. в этом случае (4) ( ) 0f x  . 
Заметим, что в формуле Симпсона число узлов обязательно нечетное, т.е. n четное, 

2n m . 
  Задания для самостоятельной работы. 
Вычислить приближенно, пользуясь формулой трапеций и формулой Симпсона, данные 
интегралы. Число n различных интегралов задается в скобках. 
 1)

1
3

0
1 x dx     ( 10)n  ;   2) 

1
4

0
1 x dx     ( 10)n  ; 

 
 4. Краевые задачи для обыкновенных дифференциальных уравнений 
1.  Общая постановка задачи  
Пусть дано дифференциальное уравнение второго порядка 
  ( , , , ) 0F x y y y   .        (1) 
Двухточечная  краевая  задача  для  уравнения  (1)  ставится  следующим  
образом: найти функцию ( )y y x , которая внутри отрезка  ;a b  удовлетворяет 
 уравнению (1), а не на концах отрезка – краевым условиям. 

  1

2

( ( ), ( )) 0
( ( ), ( )) 0
y a y a
y b y b




  
  

        (2) 

Рассмотрим случай, когда уравнение (1) и граничные условия (2) линейны. Такая 
краевая задача называется линейной краевой задачей. В этом случае дифференциальное 
уравнение и краевые условия записываются так: 
  ( ) ( ) ( )y p x y q x y f x            (3) 

  0 1

0 1

( ) ( )
( ) ( )

y a y a A
y b y b B

 
 

  
  

,       (4) 

где ( ), ( ), ( )p x q x f x  – известные непрерывные на отрезке  ,a b  функции, 

0 1 0 1, , , , ,A B     – заданные постоянные, причем 
0 1 0    и 0 1 0   . 

Если 0A B  , то краевые условия (4) называются однородными.  
Пусть 0 0, , , ( 1,2, , 1)n ix a x b x x ih i n       – система равноотстоящих  узлов с 

некоторым шагом 
b ah

n


  и ( ), ( ), ( )i i i i i ip p x q q x f f x   . 

Обозначим получаемые в результате расчета приближенные значения искомой функции 
( )y x  и ее производных ( ), ( )y x y x   в узлах ix через , ,i i iy y y   соответственно. Заменим 

приближенно в каждом внутреннем  узле производные ( ), ( )i iy x y x   центрально-
разностными отношениями 

  1 1 1 1
2

2,
2

i i i i i
i i

y y y y yy y
h h

        ,     (5) 

а на концах положим  



 60 

  1 0 1
0 , n n

n

y y y yy y
h h

    .       (6) 

Тогда получаем систему 
1 1 1 1

2

1 0 1
0 0 1 0 1

2 , ( 0,1,2, , 1)
2

, .

i i i i i
i i i i

n n
n

y y y y y p q y f i n
h h

y y y yy A y B
h h

   

   



        
     



    (7) 

Оценка погрешностей метода конечных разностей для задач (3), (4) имеет вид: 

  
2

24( ) ( )
96i i

h My y x b a   ,      (8) 

где ( )iy x  – значение точного решения при (4)
4 [ , ]

, max ( )i a b
x x M y x  . 

 
  Задания для самостоятельной работы. 
1. Используя метод конечных разностей, составить решение краевой задачи для 

обыкновенного дифференциального уравнения с точностью 310  , шаг 0,1h  . 
2. Найти три последовательных приближения решений следующего 

дифференциального уравнения, полагая 0 0( )y x y . 
3. Найти три последовательных приближения решений следующей системы 

дифференциальных уравнений, полагая 0 0( )y x y , 0 0( )z x z  

а) 
" ' 2 ;
(0,7) 0,5;

2 (1) 3 '(1) 1,2.

y y x y x
y

y y

  
 
  

 б) 2 2' , (0) 0.y x y y    

в) 
' ,
' ,

y x y z
z y z
  

  
   (0) 1, (0) 2.y z    

 
Выводы: Приобретены навыки 
1. Метод последовательных приближений (итераций) 
2. Интерполирование и экстраполирование функций. 
3. Интегрирование функций. 
4. Краевые задачи для обыкновенных дифференциальных уравнений. 
 
3.2. МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ ПО САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЕ 
СТУДЕНТОВ. 
 
Самостоятельная работа 
 
  1 1-2 Числовые и функциональные ряды 

Устный опрос 
Проверка рабочей тетради. 
Выполнение тренировочных заданий. 
Выполнение домашних заданий 

16 

   
2 

3 Степенные ряды 
Устный опрос. 
Проверка рабочей тетради. 
Решение задач 
Выполнение тренировочных заданий. 

8 
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Подготовка к  контрольным, самостоятельным работам. 
Выполнение домашних заданий 

  3 4 Ряды Фурье 
Устный опрос. 
Проверка рабочей тетради. 
Решение задач. 
Выполнение тренировочных заданий. 

8 

  4 5-7 Функции комплексного переменного 
Устный опрос. 
Проверка рабочей тетради. 
Решение задач 

28 

  5 8,9 Численные методы 
Устный опрос. 
Проверка рабочей тетради. 
Решение задач. 
Выполнение тренировочных заданий. 

12 

 
3.3 Контроль знаний. 
 
Вариант контрольной работы по теме "Числовые и функциональные ряды" 
Вариант 1  

1.Исследовать на сходимость ряды:  а) 2
1

3 ;
n

n n




  б) 

1

3 2 ;
4 5

n

n

n
n





 
  

  

2. Исследовать на сходимость ряд   2
1

21
1

n

n n







   и, если он сходится, то вычислить его 

сумму с точностью до 0,001.  

3. Найти интервал сходимости ряда 
1

( 2)
5

n

n
n

x




 . 

4. Вычислить определенный интеграл с точностью до 0,001:
1

4
2

0

xx e dx   

Вариант 2  

1. Исследовать на сходимость ряды:  а) 
1

7 ;
3

n

n n



 
    б) 

1

1 ;
4 3

n

n

n
n





 
  

   

2. Исследовать на сходимость ряд   
1

11 n

n n




 и, если он сходится, то вычислить его 

сумму с точностью до 0,001.  

3. Найти интервал сходимости ряда 
1

( 3)
2

n

n

x
n








  

4. Вычислить определенный интеграл с точностью до 0,001: 
1

4

0

cos 2x xdx  

Вариант 3  

1. Исследовать на сходимость ряды : а) 
1

1 ;
5n

n n




   б) 

1

5 3 ;
2 4

n

n

n
n





 
  

   

2. Исследовать на сходимость ряд   2
1

1
2

n

n

n
n







  и, если он сходится, то 

вычислить его сумму с точностью до 0,001.  
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3. Найти интервал сходимости ряда. 1
1 7

n

n
n

x
n





  

4. Вычислить определенный интеграл с точностью до 0,001:  
1

3

0
ln 1x x dx   

 
Варианты контрольной  работы по теме  «Функции комплексного переменного» 
Вариант 1. 
      1. Представить значение функции в алгебраической форме. 

 ArcCos(-5i);    Sh(
4


-2i). 

2. Найти производную от функции W=f(z). 

 W=
3 2z -3z 2 +1;   W=

2 2

x
x y

-i
2 2

y
x y

 

3. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой.  

(cos 3)
AB

z dz   ,   AB:отрезок прямой   z A =0,  z B =i. 

4. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой. 

11
2

z 

 2 2( 1)

ze dz
z 

 

5. Найти область сходимости ряда. 
1n






1
nz

+
0n




 12

n

n

z
n 

 

6.  Найти вычеты функции W=f( z ) в ее особых изолированных точках. 
F(z)=

3

cos2
( 1)

z
z 

. 

 
Вариант 2. 

1. Представить значение функции в алгебраической форме 5 i1 ;  Ch(3+ )
4
i

. 

2. Найти производную от функции ( )w f x . 2 1 zw z e   ;  2w z z z   . 
3. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой. 

2( 3 )
AB

z z dz  ;    AB:y=x 2 ;   z A =1+i,   z B =2+4i. 

4. Вычислить интеграл от функции комплексного переменного по данной кривой. 

1z 


2

2( 2 )
z dz

z i
 

5. Найти область сходимости ряда. 
1 0

5
3

n n

n n

z
z

 

 

      
   

    

6. Найти вычеты функции  ( )w f z  в ее особых изолированных точках. 
1( )

( 2)( 3)
F z

z z z


 
 

 
Вариант расчетно-графической работы по теме: «Функции комплексного  
переменного»  
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1. Изобразить область решения неравенства  плоскости 2 1z z     
2. Представить значение функции в алгебраической форме  

а) cos
6

i  
 

;   б) 
4 3

5
iArcth  

 
 

; 

3. Восстановить аналитическую в окрестности точки 0z  функцию f (z) по 

известной действительной U(x,y) или мнимой  (x,y) части и значению )( 0zf   

.2)1(,22 


 fx
yx

xU
 

4. Вычислить интеграл по данной кривой  
43 ,z

L
z dz L ломаная ABC    

.0,1,  cBA zziz   
5. Вычислить интеграл при помощи интегральной формулы Коши.  

   2
2 1 3z

dz
z z  

  

6. Найти изолированные особые точки функции и определить их тип 

3 2

1( )
( 1)

z

f z
z z







 

7. Определить область сходимости ряда  
1 0

3
2

n n

n
n n

n z
z n

 

 



    

8. Разложить функцию 
2 2

1 ,
( 1)z 

 в ряд Лорана по степеням (z–1)  в кольце 

210  z .  

9. Найти вычеты в особых точках  2 5

1( )f z
z z




 

10.  Вычислить интеграл при помощи формулы Коши  о вычетах  2
3 1

sin 3 2
( )z

zY dz
z z  




  

11. Вычислить несобственные интегралы при помощи вычетов   2
cos
2 10

x x dx
x x



    

 
Тест «Ряды» 

1.Какие из следующих рядов сходятся: 

1) 
2

2

1 ;
lnn n n



                      2) 
1

5

1 ;
4 3n n




                     3) 

1
2

1 .
n n n



   

2.Коэффициент a5 разложения функции   64 4f x = - +5x 7xx в ряд Тейлора по степеням (х-2) 
равен… 
3.Укажите сходящиеся числовые ряды: 
1)

5
1

1 ;
2n n n



 
             2)

4
1

12 ;
1n n



 
                    3)

1

1 ;
4 100n n



 
            4)

3
1

1
n n n


 
  . 

 4.  Радиус сходимости степенного ряда 
1

n
n

n
a x




  равен 5. Тогда интеграл сходимости 

имеет вид:  1) (0;10)          2) (-10;10)            3) (-10;0)              4) (-5;5). 

 5. Если 2

3
1n

nU
n





, то три первых члена ряда равны… 
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 6. Выполняется ли необходимое условие сходимости ряда 
1

2 3
1 3n

n
n






 . 

 7. Установить сходимость рядов: 1) 
2

4 ;
!n n




            2) 

1

5 ;
!n

n n
n




            3) 

1

2 3.
4n

n
n





  

 8. Исследовать сходимость рядов:1)    1

2 1 ;
1

1 n

n

n
n n








   2) 
1

;
1n

n
n



    3)  
1 4

1 n

n

n
n






 . 

 9. Указать интервал сходимости ряда:  
1

3
2

n

n
n

x
n






 . 

 10. Если ( 1)
3 1

n

nU
n





, то четыре первых члена ряда равны… 

 11. Записать nU  если ряд имеет вид: 
2 2 2

1 1 11 ...
4 7 10

     

 12. Если    f x f x   , то разложение ( )f x  в ряд Фурье этой функции имеет вид: 
1) 0

12
cos ;n

n

a nxa



                             2) 0

12
sin ;n

n

a nxb



  

3)  0

1
cos sin ;

2 n n
n

nx nxa a b



                   4) 

1
sin .n

n
b nx




  

 13. Разложение функции 4x5-3x3+5x2-2 в ряд по степени (х-3) имеет вид… 
 14. Разложение функции 2xe в ряд по степеням (х-1) имеет вид… 

 15. Сколько нужно взять членов ряда   1

2
1

11
3

n

n n
 


 …, чтобы найти сумму ряда с 

точностью до 0,001. 
 16. Какие ряды сходятся:1) 2

2
1

;4
2 1n

n
n








     2) 

1
;

3n
n

n


     3) 

4
1

1 ;
n n



     4)  

1

1 .1
n

n n




  

 17. Радиус сходимости степенного ряда  
1

5n
n

xa



 равен 6, тогда интервал 

сходимости имеет вид: 
   1) (-5;5);                           2) [-5;5];                           3) (-1; 11);                      4) (5;6). 

 18. Какие ряды сходятся:1) 
1

5 ;
3 1n

n
n






       2) 

1
;2n

n n




        3) 5

1

1 ;
n n



      4)  

1

1 .
6

1
n

n n



 
  

 19. Радиус сходимости степенного ряда  
1

1n
n

xa



 равен 1, тогда интервал сходимости 

имеет вид:    1) (-2;0);             2) [-1;1];              3) (-1; 1);           4) (0;1). 

 20. Определить сходимость ряда: 1) 
1

5 1;
2n

n
n






                      2) 

2
1

1 .
3n

n

n







  

 21. Найти область сходимости степенного ряда:  1) 
1

;
( 3)
3n

n

n n n x





           2) 

1
.

!

n

n n
x


  

 22. Разложить в ряд Маклорена функцию       
2

2
x

y xe .  

 23. Вычислить с точностью до 10-3 интеграл        

1
3

0

cos .x xdx  

 24. Разложить функцию в ряд Фурье      3 ,y x      если  3;3 .x   

 25. Найти область сходимости степенного ряда      1) 
1

.
( 3)
3n

n

n n n x





  
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Задания к зачету  
Вариант 1 
1. Записать число 6 6Z i   в трех формах: 1) аналитической; 2) тригонометрической; 

3) показательной.  
2. Вычислить значения функции в точке: cos(2 2 )i  
3. Найти производную от функции:  а) 3( )iz            б) 3( )x yi    
4. Найти интеграл: 2Im , 1, 3 2 ,A B

AB

z dz z z i AB     часть прямой. 

5. Найти интеграл, применив интегральную формулу Коши: 2
1| |
2

( 1)
z

chz dz
z z


  

6. Определить область сходимости ряда и изобразить ее графически:    

1 0

2 ( 1)
( 1) !

n n

n
n n

z
z n

 

 





   

7. Найти вычеты:  2
4( )

( 4) ( 2)
f z

z z


 
 

8.  Вычислить интеграл, применив теорему Коши о вычетах: 
( 1)( 2)

zdz
z z    

9. Вычислить несобственный интеграл, применяя теорию вычетов:
2

2 2( 16)
x dx

x



  . 

10. Найти логарифмический вычет данной функции относительно данного контура:  

2|:|,
4

)( 2

2



 zC

z
zzf

 
11. Выписать элементы множества: ( \ ) ( ),M A B A B    если:  
1)    1,3,5 , 3,4,5A B   2)    2, 4,5 , 1, 4A B   3)  1 ,A B Ø 

12. Найти подмножества данного множества:  , ,I a b c  
13. Изобразить по приведенному рисунку и найти 

)(),\(\,\)\(,, CBACBACBACBABA    
 если      mefaCkfcbBdcbaA ,,,,,,,,,,,  .  
14. Выяснить, какими из основных свойств – рефлексивностью, 

симметричность, анти симметричность, транзитивностью – обладает следующее 
отношение:  ( , ) / , ,S x y x y N x y N     

15. Составить таблицу истинности для формулы: (( ) ( )) ( )x y x z x z      
16. Определить является ли данные предложения высказываниями, и если являются то 

какими, а если нет, то обоснуйте ответ:   
1)  «Если у четырехугольника диагонали пересекаются под прямым углом и делятся 
пополам, то этот четырехугольник - квадрат»; 
2)  «–5x ≥ 0»; 
3)  «Является ли x= –1 корнем уравнения x+1 = 0?»; 
4)  «Около четырехсот рек впадает в озеро Байкал»; 
5)  «Мы сегодня сдали не сложный экзамен»;  
17. Найти: ?, ?, ?A B A A B B       изобразить на плоскости, если    2,1,6,4,2  BA  
18. Указать какое высказывание: а) «Киев-столица Украины»; б) «Париж-столица 

России». 
19. Дано А: «На улице идет дождь», В: «Над моей головой раскрыт зонтик». Составить 

A

C
B
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высказывания: а) ;A б) ;B в) ;A B г) ;A B д) ;A B е) .B A  
20.  Придумать свое высказывание и составить для него таблицу истинности. 
21.  Нарисуйте полный граф с n вершинами, если : а) n=2, б) n=3, в) n=4. 
22.  Изобразить: 1) плоский граф, 2) не плоский граф, 3) не полный граф и его 
дополнение. 
 
Вариант  2  

1. Вычислить: 
4

2 2 .
1 i

 
   

 

2. Вычислить значения функции в точке: .44 ie 
 

3. Найти производную от функции:  а) 2( ) 2 sin 2 ;f z z z   

б) ).2()24()( 2322 xxyiyxxzf   
4. Найти интеграл: 2( 3 ) , 1 , 2 4 ,A B

АВ

z z dz z i z i AB       парабола 2y x . 

5.  Найти интеграл, применив интегральную формулу Коши: 2
| | 1

sin
2 2z

z dz
z z    

 6.  Определить область сходимости ряда и изобразить ее графически:    

.
)3(

(
)(

2
01








 


 n

n

n
n

n

n
iz

iz
n

 
8. Найти вычеты: 2 .

( 1)( 2)( 4)
z dz

z z z


    

9. Вычислить несобственный интеграл, применяя теорию вычетов: 2 2
0 ( 9)

dx
x



  

10. Найти логарифмический вычет данной функции относительно данного контура:  

2

1( ) , :| | 2
2

f z C z
z

 
  

   11. Выписать элементы множества: ( ) , ( ) ( ), \ , \M A B C A C A B A C A B       если: 
     , 1,0 , 1, 2,3 , 1,0,1A A B C        3)  1 ,A B Ø 

  12. Найти подмножества данного множества:   , , ,I m n k f  
  13. Изобразить и найти 

, , , , , , \ , \ , \ ( \ ), ( )A B A C A B C A B A C A B C A B B A A B C A B C            
 если      5,8,9,10 , 5,6,7,15, 20 , 1,0, 2,5,6A B C      
20. Выяснить, какими из основных свойств – рефлексивностью, симметричность, анти 

симметричность, транзитивностью – обладает следующее отношение: 
 2 2( , ) / , ,S x y x y Z x y    

21. Составить таблицу истинности для формулы: ( ( )) ( )x y z x z     
22. Определить является ли данные предложения высказываниями, и если являются то 

какими, а если нет, то обоснуйте ответ:   
1)  «Если треугольник прямоугольный, то катет лежащий против угла в 30º равен 
половине гипотенузы»; 
2)  «В темноте у кошки светятся глаза»; 
3) «Вы сегодня пойдете в ночной клуб?»; 
4) «0< -3»; 
5) «Шерлок Холмс – герой боевика».  
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23. Найти: ??,?,  BBAABA  изобразить на плоскости, если 
   1, 2,3 , 0,1,2A B    

24. Указать какое высказывание: а) «Байкал впадает в Балтийское море»;  
б) «Река Ангара протекает в Иркутской области». 

25. Дано: А: «Сегодня хорошая погода», В: «Мы поехали на дачу». Составить 
высказывания: а) ;A б) ;B в) ;A B г) ;A B д) ;A B е) ..AB   

20.  Придумать свое высказывание и составить для него таблицу истинности. 
21.  Нарисуйте плоский граф с n вершинами, если : а) n=3, б) n=4, в) n=5, г) n=6. 
22.  Изобразить: 1) связный граф, 2) не связный граф, 3) ориентированный граф и 
составить для него матрицу инцидентности. 
 
 
4. Интерактивные технологии, используемые в образовательном процессе 
 
 Индивидуальные методы обучения применяются на практических занятиях при 
выполнении индивидуальных заданий, при подготовке рефератов, сообщений – темы 
5,9. 
Активные формы работы используются на практических (семинарских) занятиях:  
- деловые игры: тема 4 – разработка группой студентов решения экономических задач.  
Коллективные формы работы на занятиях способствуют овладению культурой 
мышления, способностью к обобщению, анализу, формируют у обучающегося 
готовность к кооперации с коллегами, бесконфликтной работе в коллективе, готовность 
к организации и выполнению проектов в профессиональной деятельности.  
 
5. Оценочные средства аттестации по итогам освоения  дисциплины 
    Результативность работы студентов обеспечивается системой контроля, которая 
при очной форме обучения включает: 
− устный или письменный  опрос студентов на практических занятиях; 
− проверку выполнения текущих заданий; 
− самостоятельные работы; 
− контрольные работы; 
− выполнение и защита типовых расчетов (РГР); 
− проведение коллоквиумов; 
− зачеты и экзамены. 
Каждое практическое занятие рекомендуется начинать с краткого (10-15 мин.) опроса 
студентов по теоретическому материалу и выяснения вопросов по текущим заданиям. 
На лекциях и практических занятиях проводятся мини - контрольные работы. Рубежный 
контроль осуществляется контрольными работами. Данная программа предусматривает 
проведение в течение семестра двух рубежных контрольных работ и двух 
индивидуальных заданий (РГР). Контроль за выполнением индивидуального задания 
осуществляется в два этапа: Проверка письменных отчётов; Защита задания в устной 
или письменной форме. 
Выполнение каждого индивидуального задания требует не менее 10 часов 
самостоятельной работы студентов. Выполнение домашнего задания обеспечивает 
непрерывный контроль за процессом освоения учебного материала каждым  
обучающимся, своевременного выявления и устранения отставаний и ошибок.  
Промежуточная  аттестация по итогам освоения дисциплины.   
Рефераты студенты выполняют по усмотрению преподавателя.  
Студенты заочной формы обучения текущий контроль усвоения материала 
осуществляют самостоятельно по контрольным вопросам и заданиям для упражнений 
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5.1 Положение о рейтинговой системе  оценки успеваемости студентов 
кафедры общей математики и информатики 
 Рейтинговая система оценки успеваемости  студентов  по кафедре ОМиИ 
является одной из форм контроля  текущей успеваемости обучаемых. Она 
предусматривает еженедельный мониторинг и оценку в баллах учебной активности и 
уровня  знаний по дисциплине. 
1. По этой системе в баллах оценивается уровень следующих видов учебной 
деятельности студентов:  
- активность на практических занятиях; 
- экспресс тестирования на лекциях; 
- расчетно-графическая работа; 
- контрольная (самостоятельная) работа; 
- коллоквиум; 
- лабораторная работа. 
 Указанные виды учебной деятельности имеют следующее содержание. 
 Активность на практических занятиях. Оценивается учебная активность и 
самостоятельность работы студентов. 
 Экспресс-тестирование на лекциях. Систематически проводится на лекциях с 
целью проверки усвоения текущего теоретического материала. Заключается в ответе на 
один теоретический вопрос или решение одной простейшей задачи. Проводится  
письменно, как правило, в течение 5-6 минут.  
 Контрольная (самостоятельная) аудиторная работа. Проводится письменно, с 
целью оперативного контроля степени усвоения изученного материала, например, 
базовых положений отдельных дидактических  единиц. 
 Расчетно-графическая работа. РГР содержит задачи, решение которых требует 
применения типового арсенала вычислительных приемов, усвоенных при изучении 
соответствующих  дидактических единиц. РГР зависит от содержания и 
вычислительной  сложности дидактической единицы.  
 С целью выявления качества усвоения изученного материала вводится процедура 
«Защита РГР». 
 Коллоквиум. проводится письменно, с целью текущего контроля знаний по 
соответствующей теме. 
2. Рейтинговая оценка студента по дисциплине складывается из оценки за работу в 
семестре  максимально 60 баллов и экзаменационной оценки – максимально 40 балов. 
Таким образом, максимально возможное количество баллов, которыми оценивается 
успеваемость за семестр по дисциплинам кафедры ОМиИ, равно 100. 
3. При пропуске рейтингового теста или контрольной работы в течении семестра по 
документально подтвержденной уважительной причине студент имеет право написать 
их в дни консультаций преподавателя группы. В случае пропуска теста по 
неуважительной причине или при неудовлетворительной  оценке за тест (менее 
половины от максимально возможного балла), переписывание теста возможно только в 
течение последней недели семестра (не белее двух встреч с преподавателем на все 
тесты и контрольные работы). Баллы, полученные студентом в таком случае, 
учитываются  с коэффициентом 0,8. 
4. Студент, активно участвовавший в учебном процессе (доклады, рефераты, 
выступления на олимпиадах и конференциях) может быть поощрен лектором потока 
или заведующим кафедрой дополнительными баллами (как правило, не более 5 баллов 
за семестр). 
5. Минимальное количество баллов за работу в семестре, необходимое для получения 
студентом допуска на экзамен, равно 30 баллов (половина баллов от максимального 
балла за работу в семестре). 
 Минимальное количество баллов  за выполнение экзаменационной работы, 
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необходимое для получения  оценки: 
 «удовл.» – 15 баллов; 
 «хорошо» –  20 баллов; 
 «отлично» – 30 баллов. 
6. В течении семестра студенты выполняют рейтинговые мероприятия (см. 
приложение). 
7. Распределение  модульных баллов:  
Соответствие итогового рейтинга студента и традиционных оценок устанавливается по 
следующей шкале:  
 

Баллы (%) Оценка 

0-50 Неудовлетворительно 
51-75 Удовлетворительно 
76-90 Хорошо 
91-100 Отлично 

8. Студент,  набравший в семестре менее 30 баллов, сдает экзамен по дисциплине  в два 
этапа: предварительный и основной. 
8.1. Предварительный этап экзамена 
 Предварительный этап проходит в день сдачи экзамена своей группы. На нем 
студент выполняет практическое  экзаменационное задание по материалу, изученному в 
семестре и вошедшему в тесты, контрольные и домашние работы по данной 
дисциплине. Это практическое  задание оценивается в 20 баллов. Предварительный  
экзамен считается сданным при условии набора на нем 10 и более баллов. Результат 
сданного предварительного  экзамена суммируется  с семестровым рейтингом, а 
студент со своим новым рейтингом допускается к основному экзамену. При наборе 
студентом на предварительном этапе менее 10  баллов экзамен считается не сданным и 
его результат не добавляется в итоговый рейтинг. В любом  из указанных случаев 
после предварительного этапа экзамена в ведомость студенту выставляется оценка 
«Неудовлетворительно», а в  графу «Суммарный балл» проставляется рейтинг с 
учетом результата предварительного экзамена.  
8.2. Основной  этап экзамена 
 Для студентов, успешно сдавших предварительный экзамен, основной экзамен 
проводиться в установленный на кафедре день пересдач. 
 Как исключение, студент, имевший семестровый рейтинг  в диапазоне от 20 до 
30 баллов и успешно сдавший предварительный этап экзамена (т.е. набравший на нем 
10 баллов и более), с разрешения ответственного экзаменатора, назначенного на 
экзамен,  может быть допущен к основному экзамену в день сдачи предварительного 
экзамена (т.е. со своей группой). 
 Студенты, имеющее семестровый рейтинг в диапазоне от 10 до 20 баллов и 
успешно преодолевшие предварительный этап (10 баллов и более), сдают основной  
экзамен только в день пересдач.   
 Студенты, набравшие в семестре менее 10 баллов и успешно прошедшие  
предварительный этап экзамена, допускается к сдаче основного экзамена только по 
назначению заведующего кафедрой или заместителя по учебной работе.  
 Замечание. Руководству кафедры сдаются экзаменационные работы:  
- предварительного экзамена (10 и более баллов) – в день его сдачи студентом; 
- основного экзамена (для прошедших предварительный экзамен) – в день основного 
экзамена. 
9. Для дисциплин с зачетом:  
9.1. Минимальное значение рейтинговой оценки, набранной студентом по результатам 
текущего контроля по всем видам занятий, при которой студент допускается к сдаче 
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зачета, составляет 40 баллов. 
9.2. Если к моменту проведения зачета студент набирает 51 и более баллов, они могут 
быть выставлены ему в виде поощрения в ведомость и в зачетную книжку без 
процедуры принятия зачета. Выставление баллов производится на последней неделе 
теоретического обучения по данной дисциплине. 
9.3. Устранение задолженности студента по отдельным контролируемым темам 
дисциплины может проходить в течение семестра в часы дополнительных занятий или 
консультаций, установленных в расписании. 
9.4. Устранение задолженности по текущему контролю для допуска студента к зачету 
проводится на последней неделе теоретического обучения по данной дисциплин 
 
5.2 Формы контроля по разделам программы представлены в таблице 
 

Рейтинг-план дисциплины 
МАТЕМАТИКА 

IV семестр 

Всего. 60 
 
 

Коллоквиум   Оценка  Тест 25 заданий   Расчетно-графическая  
          контрольных        работа 
 
    «3»   −   3  б                «3»   −   3  б                 9 –  12   –  2 б           Сдача в срок  − 2 б 
     «4»   −   4  б              «4»   −   4  б                 13 – 19   −  3  б              Защита:   «3»   − 1б 
     «5»   −   5  б              «5»   −   5  б                 20 – 22   −  4  б                              «4»   − 2б 
                                                                            23−  25   −  5  б                              «5»   − 3б 
 
 

  Модуль 
 1 

Модуль 
2 

Модуль 
3 

Модуль  
4 

Модуль  
5 

 

  
 
Вид работы 

Числовые 
и функц. 
ряды 

Степенные 
ряды 

Ряды 
Фурье 

Функции 
комплексного 
переменного 

Численн
ые 
методы 
 

  
 

1 Контрольная 
работа 

 
5 

 
5 

 
5 

 
5   

20 
2 Тест   5   5 
3 Расчетно- 

графическая 
работа 

 
 

 
 

 
5 

 
5   

10 

4 Коллоквиум 5     5 
5 Домашние  

задания 5 5  5 5 20 
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Программное обеспечение и Интернет-ресурсы: 
№ Наименование 

ресурса 
Краткая характеристика  

1 http:// iqlib.ru Интернет-библиотека образовательных изданий, в 
которой собраны электронные учебники, справочные и 
учебные пособия. Удобный поиск по ключевым 
словам, отдельным темам и отраслям знаний. 

2 Электронная 
библиотечная система 
«Университетская 
библиотека - online» 

ЭБС по тематике охватывает всю область 
гуманитарных знаний и предназначена для 
использования в процессе обучения в высшей школе. 

 
 
Материально – техническое обеспечение дисциплины (модуля) 
Лекционная аудитория с мультимедийным оборудованием. 
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