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1. ЦЕЛИ И ЗАДАЧИ ДИСЦИПЛИНЫ,  

ЕЕ МЕСТО В УЧЕБНОМ ПРОЦЕССЕ 

 

1.1. Цели и задачи курса 

 

Дискретная математика объединяет совокупность математических дис-

циплин, изучающих свойства абстрактных дискретных объектов, имеющих 

конечный характер – математических моделей объектов, процессов, зависи-

мостей. Многие направления дискретной математики бурно развиваются в 

последние десятилетия, что обусловлено прогрессом компьютерной техники, 

необходимостью создания средств обработки и передачи информации, а так-

же представления различных моделей на компьютерах, являющихся по своей 

природе конечными структурами.  

Дискретный анализ объединяет отдельные разделы, ранее сформирован-

ные как самостоятельные теории, и занимает важное место в системе при-

кладного математического образования. Целью преподавания дисциплины 

является ознакомление с основными разделами современной математики, 

изучающими свойства различных дискретных структур и их приложений.  

Задачей изучения курса является освоение математического аппарата 

дискретного анализа – взаимосвязанной совокупности языка, моделей и ме-

тодов математики, ориентированных на решение различных, в том числе и 

прикладных, задач по основным разделам дисциплины: теория множеств, ал-

гебра высказываний, булевы функции, теория графов, теория кодирования, 

теория автоматов. 

 

1.2. Требования к уровню освоения содержания дисциплины 

В результате освоения дисциплины студенты должны иметь четкое 

представление о понятиях, терминологии, объектах, специфичных методах 

исследования объектов, возможных приложениях и взаимосвязи основных 

разделов дискретной математики.  



В процессе обучения студенты должны приобрести навыки применения 

методов дискретного анализа для решения задач, характеризовать информа-

ционные объекты («структура», «отношение», «связь»), самостоятельно осу-

ществлять выбор методики решения и построения алгоритма той или иной 

задачи, давать полный анализ результатов решения и оценивать границы 

применимости выбранного метода. 

 

1.3. Перечень дисциплин с указанием разделов (тем), усвоение 

которых студентами необходимо при изучении данной дисциплины 

Данный курс базируется на ранее изученных дисциплинах: «Математи-

ческий анализ», «Аналитическая геометрия и линейная алгебра», связан с 

дисциплинами компьютерного цикла. 

 

 

2. СОДЕРЖАНИЕ ДИСЦИПЛИНЫ 

 

2.1. Федеральный компонент 

Дисциплина «Численные методы и математическое моделирование» 

является дисциплиной, входящей в блок общепрофессиональных дисциплин 

федерального компонента для специальностей 010101– «Математика», 

010501 – «Прикладная математика».  

Государственный стандарт для специальности 010501 – «Прикладная 

математика» – ОПД.Ф.02.  

Функциональные системы с операциями; дискретные структуры (гра-

фы, сети, коды); дизъюнктивные нормальные формы и схемы из функцио-

нальных элементов. 

Государственный стандарт для специальности 010101– «Математика»– 

ОПД.Ф.05. 

Комбинаторика и графы: выборки, перестановки, сочетания, переста-

новки с повторениями; сочетания с повторениями; биномиальные коэффици-



енты, их свойства; биномиальная теорема; полиномиальная теорема; форму-

ла включения и исключения. Производящие функции и рекуррентные соот-

ношения.  

Графы: основные понятия; способы представления графов, перечисле-

ние графов; оценка числа неизоморфных графов с q ребрами; эйлеровы цик-

лы; теорема Эйлера; укладки графов; укладка графов в трехмерном про-

странстве; планарность; формула Эйлера для плоских графов; деревья и их 

свойства; оценка числа неизоморфных корневых деревьев с q ребрами. Тео-

рема Кюли о числе деревьев на нумерованных вершинах. 

Потоки в сетях: теорема Форда-Фалкерсона о максимальном потоке и 

минимальном разрезе; алгоритм нахождения максимального потока; теорема 

о целочисленности; задача о назначениях; паросочетания; теорема Холла о 

паросочетаниях в двудольном графе. 

Дискретные экстремальные задачи, алгоритм Краскаля нахождения 

минимального основного дерева; метод ветвей и границ. 

Булевы функции: булевы функции; табличный способ задания; сущест-

венные и несущественные переменные; формулы; эквивалентность формул; 

элементарные функции и их свойства; разложение функций по переменной; 

совершенная дизъюнктивная нормальная форма; полные системы функций; 

полиномы Жегалкина; представление булевых функций полиномами. 

Замыкание; свойства операции замыкания; замкнутые классы; классы 

Т0 и Т1; линейные функции; лемма о нелинейной функции; самодвойствен-

ные функции; принцип двойственности; лемма о несамодвойственной функ-

ции; монотонные функции; лемма о немонотонной функции; теорема о не-

полноте систем функций алгебры логики; предполные классы; базисы; при-

меры базисов. Дизъюнктивные нормальные формы (ДНФ); тупиковая, мини-

мальная и сокращенная ДНФ; геометрическая интерпретация; алгоритм на-

хождения всех минимальных ДНФ; свойство сокращенной ДНФ для моно-

тонных булевых функций; методы построения сокращенной ДНФ; градиент-

ный алгоритм; локальные алгоритмы. Функции k - значной логики; элемен-



тарные функции; полнота систем; алгоритм распознавания полноты конеч-

ных систем функций в Рk ; представление функций из Рk полиномами. Осо-

бенности функций k-значной логики; пример замкнутого класса в Рk, не 

имеющего базиса; пример замкнутого класса в Рk , имеющего счетный базис; 

пример континуального семейства замкнутых классов в Рk . Теорема Кузне-

цова о функциональной полноте в Рk; существенные функции; теорема Слу-

пецкого. 

Теория кодирования: побуквенное кодирование; разделимые коды; 

префиксные коды; критерий однозначности декодирования; неравенство 

Крафта-Макмиллана для разделимых кодов; условие существования разде-

лимого кода с заданными длинами кодовых слов; оптимальные коды; методы 

построения оптимальных кодов; метод Хафмана; самокорректирующиеся ко-

ды; коды Хэмминга, исправляющие единичную ошибку. Линейные коды и их 

простейшие свойства; коды Боуза-Чоудхури. 

Синтез и сложность управляющих систем: схемы из функциональных эле-

ментов; сложность схем; синтез схем из функциональных элементов для ин-

дивидуальных функций; схемы сложения и умножения n-разрядных чисел; 

простейшие универсальные методы синтеза; метод Шеннона; мощностный 

метод получения низких оценок сложности; функция Lсфэ(n); порядок роста 

функции Lсфэ(n). 

Асимптотически наилучший метод синтеза схем из функциональных 

элементов в базисе {v, &, -} ; асимптотика функции Lсфэ(n); контактные схе-

мы; простейшие методы синтеза; контактное дерево; универсальный много-

полюсник; метод Шеннона для контактных схем; функция Lкс(n); порядок 

роста функции Lкс(n); метод каскадов. Нижняя оценка сложности линейной 

функции в классе контактных схем (метод Кардо). Ограниченно-

детерминированные функции: детерминированные функции; задание детер-

минированных функций при помощи деревьев; вес функций; ограниченно-

детерминированные функции (ОДФ); задание ОДФ диаграммами переходов 

и каноническими уравнениями; конечные автоматы; автоматные функции; 



состояние автомата; эквивалентность состояний; теорема об эквивалентности 

состояний конечного автомата. Эквивалентность автоматов; построение ав-

томата, эквивалентного данному, с минимальным числом состояний. Преоб-

разование автоматными функциями периодических последовательностей; 

операция суперпозиции; отсутствие полных относительно операции суперпо-

зиции конечных систем автоматных функций; схемы из логических элемен-

тов и элементов задержки; реализация автоматных функций; события; опера-

ции над событиями; регулярные события и их представимость в автоматах; 

теорема Клини. Регулярные выражения; представимость событий регуляр-

ными выражениями; пример нерегулярного события. 

 

2.2. Наименование тем, их содержание, объем в лекционных часах 

 

ТЕМАТИЧЕСКИЙ ПЛАН ЛЕКЦИОННЫХ ЗАНЯТИЙ 

Наименование темы 
Кол-во ча-

сов 

1. Введение. 0,5 

2. Основы теории множеств. Отношения и функции на 

множествах. 
5,5 

3. Элементы комбинаторного анализа. 4 

4. Алгебра высказываний. Предикаты и кванторы. Аксиома-

тический метод. Виды теорем. 
4 

5. Булевы функции. 6 

6. Элементы теории графов. Оптимизационные задачи на 

графах. 
10 

7. Элементы теории алгоритмов. 2 

8. Элементы теории и практики кодирования. 2 



9. Теория конечных автоматов. 2 

ИТОГО 36 

 

2.3. Практические занятия, их содержание и объем в часах 

ТЕМАТИЧЕСКИЙ ПЛАН ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЙ 

(для специальности 010101) 

Наименование темы 
Кол-во ча-

сов 

1. Элементы теории множеств. Способы задания множеств. 

Операции над множествами. Доказательство равенств. Упо-

рядоченная пара. Декартово произведение. 

2 

2. Бинарные отношения. Свойства отношений. Отношение эк-

вивалентности, частичного и линейного порядка. Отображе-

ние множеств. Композиция отображений. 

2 

3. Комбинаторика. Правило суммы и произведения. Теория со-

единений. Бином Ньютона. Контрольная работа №1. 
4 

4. Высказывания. Логические операции над высказываниями. 

Предикаты и кванторы.  
2 

5. Булевы функции. Задание функции. Элементарные функции 

и их свойства. Совершенная конъюнктивная нормальная 

форма и совершенная дизъюнктивная нормальная форма . 

Полные системы. Полином Жегалкина, представление функ-

ций полиномами. Замыкание. Линейные функции. Само-

двойственные функции. Монотонные функции. Применение 

булевых функций для синтеза релейно-контактных схем. 

Системы из функциональных элементов. 

4 

6.  Элементы теории графов. Операции над графами. Свойства 

графов. Пути, цепи, контуры, циклы. Эйлеровы и гамильто-
2 



новы графы. Задание графов. Планарность и укладка графов. 

Раскраска графов. Деревья. Сети.  

7. Элементы теории алгоритмов. Машины Тьюринга. Сочета-

ния машин Тьюринга. Алгоритмически разрешимые и нераз-

решимые проблемы. Контрольная работа №2. 

2 

ИТОГО 18 

 

ТЕМАТИЧЕСКИЙ ПЛАН ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЙ 

(для специальности 010501) 

Наименование темы 
Кол-во ча-

сов 

1. Элементы теории множеств. Способы задания множеств. 

Операции над множествами. Доказательство равенств. Упо-

рядоченная пара. Декартово произведение. 

2 

2. Отношения на множествах. Свойства отношений. Отношение 

эквивалентности, частичного и линейного порядка.  
2 

3. Отображение множеств. Композиция отображений. 2 

4. Комбинаторика. Правило суммы и произведения. Теория со-

единений.  
2 

5. Бином Ньютона, биномиальные коэффициенты.  2 

6. Контрольная работа №1. 2 

7. Алгебра высказываний. Высказывания и логические опера-

ции над высказываниями. Предикаты и кванторы. 
2 

8. Булевы функции. Задание функции. Элементарные функции 

и их свойства.  
2 

9. Совершенная конъюнктивная нормальная форма и совер-

шенная дизъюнктивная нормальная форма. Полные системы. 
4 



Полином Жегалкина, представление функций полиномами. 

Замыкание. Линейные функции. Самодвойственные функ-

ции. Монотонные функции.  

10. Применение булевых функций для синтеза релейно-

контактных схем. Системы из функциональных элементов. 
2 

11. Элементы теории графов. Операции над графами. Свой-

ства графов. Пути, цепи, контуры, циклы.  
2 

12. Эйлеровы и гамильтоновы графы. Задание графов. Пла-

нарность и укладка графов. Раскраска графов. Деревья.  
2 

13. Представление и защита рефератов. 2 

14. Оптимизационные задачи на графах. Алгоритм Дейкстры 

нахождения дерева кратчайших расстояний. Алгоритм 

Флойда. Задача китайского почтальона. Сети. Сетевые моде-

ли и представление информации. Алгоритм Форда нахожде-

ния максимального потока в сети (теорема о максимальном 

потоке).  

4 

15. Элементы теории алгоритмов. Машины Тьюринга. Соче-

тания машин Тьюринга. Алгоритмически разрешимые и не-

разрешимые проблемы. 

2 

16. Контрольная работа №2. 2 

ИТОГО 36 

  

2.4. Самостоятельная работа студентов (26 часов для специально-

сти 010101, 81 часов для специальности 010501). 

В качестве самостоятельной работы по дисциплине «Дискретная мате-

матика» и для промежуточного контроля приобретенных теоретических и 

практических навыков предусмотрены индивидуальные задания для типово-



го расчета (по вариантам) по следующим темам: «Элементы теории мно-

жеств. Отношения. Отображения», «Комбинаторика», «Теория графов».  

Для специальности 010501 также в качестве самостоятельной работы 

студентам предлагается  

1. изучить дополнительный раздел и рассмотреть вопросы: биномиальные 

коэффициенты и их свойства, треугольник Паскаля.  

2. подготовить к защите и оформить в реферативном виде доклад по вы-

бранной теме: «Применение теории графов», «Задачи, решаемые с по-

мощью теории графов», «Применение теории сетей».  

 

2.5. Вопросы к экзамену 

1. Теория множеств. Понятие множества. Способы задания множества. Опе-

рации над множествами. Мощность множества. Множество подмножеств. 

2. Теория множеств. Операции над множествами. Диаграммы Эйлера-Венна. 

Теоретико-множественные законы.  

3. Отношения на множествах. Кортеж. Декартово произведение множеств. 

Область определения. Область значения. Обратное отношение. Компози-

ция отношений. 

4. Отношения на множествах. Свойства отношений. Отношение эквивалент-

ности. Классы эквивалентности. Отношение толерантности. Отношение 

порядка. 

5. Функциональные отношения. Функция. Обратная функция. Образ и про-

образ при отображении. 

6. Функциональные отношения. Задание отображений. Функция нескольких 

переменных. Композиция отображений. 

7. Функциональные отношения. Виды отображений. Примеры. 

8. Комбинаторика. Основные комбинаторные правила.  

9. Комбинаторика. Теория соединений. Соединений без повторений. 

10. Комбинаторика. Теория соединений. Соединения с повторениями. 

11. Алгебра высказываний. Высказывания и логические связки. 



12. Алгебра высказываний. Условные и эквивалентные высказывания. 

13. Булевы функции. Способы задания функции. Существенные и фиктивные 

переменные. Эквивалентность формул. Разложение функций по перемен-

ным. Элементарные функции и их свойства. 

14. Совершенная конъюнктивная нормальная форма и совершенная дизъюнк-

тивная нормальная форма. Карты Карно. 

15. Полные системы. Полином Жегалкина, представление функций полино-

мами. Замыкание. Замкнутые классы. Линейные функции. Самодвойст-

венные функции. Принцип двойственности. Монотонные функции. Тео-

рема о неполноте систем функций алгебры логики. 

16. Аксиоматические системы. Умозаключения и доказательства. 

17. Применение булевых функций для синтеза релейно-контактных схем. 

Системы из функциональных элементов. 

18. Исторические предпосылки развития теории графов. 

19. Задание графов. Виды графов. Подграф. Маршруты и пути в графах. Ком-

понента графа. Полные и двудольные графы. 

20. Ориентированные графы.  

21. Деревья. 

22. Пути и циклы Эйлера. Задача о кенигсбергских мостах. 

23. Алгебраические способы задания графов. Матрицы инцидентности и 

смежности. 

24. Алгебраические свойства графов. 

25. Планарные графы. 

26. Раскраска графов. Задача о четырех красках. 

27. Пути и циклы Гамильтона. 

28. Оптимизационные задачи на графах. Алгоритм Дейкстры. 

29. Оптимизационные задачи на графах. Алгоритм Флойда. 

30. Оптимизационные задачи на графах. Задача китайского почтальона. 

31. Сетевые модели и представление информации. Применение графов и се-

тей. 



32. Понятие об алгоритме. Машины Тьюринга. Алгоритмически разрешимые 

и неразрешимые проблемы. 

33. Кодирование. Защита информации. Системы счисления и представление 

информации в ЭВМ.  

34. Обработка сообщений как кодирование. Шифрование. 

35. Теория конечных автоматов. События, алгебра регулярных событий. Ос-

новная теорема теории конечных автоматов. 

36. Практические методы анализа и синтеза конечных автоматов. Минимиза-

ция конечных автоматов без выходов. Алгоритмы построения конгруэнт-

ных замыканий. 

 

2.6. Виды контроля 

Текущий контроль за аудиторной и самостоятельной работой обучаемых 

осуществляется во время проведения практических занятий посредством 

проведения и проверки контрольных и самостоятельных работ, а также про-

верки отчетов по индивидуальным заданиям. Промежуточный контроль осу-

ществляется два раза в семестр в виде анализа ответов на аттестационные во-

просы. Итоговый контроль осуществляется после успешного прохождения 

студентами текущего и промежуточного контроля в виде устного или пись-

менного экзамена при ответах экзаменуемого на два вопроса в билете и до-

полнительные вопросы по желанию экзаменатора. 

 

2.7. Требования к знаниям студентов, предъявляемые на экзаме-

не 

Необходимым условием допуска на экзамен является сдача трех расчет-

ных работ и для специальности 010501 – представление реферата. В предла-

гаемый билет входят два вопроса: основной, дополнительный и три задания. 

Студент должен дать развернутый ответ на основной вопрос, и краткий – на 

дополнительный, решить предложенные задачи. Развернутый ответ предпо-

лагает полное знание теории по данной части курса, свободную ориентацию 



в материале, краткий ответ – основных теоретических моментов: понятий и 

терминологии. 

Знания студента оцениваются «отлично» при полном изложении теоре-

тического материала экзаменационного билета, ответах на дополнительные 

вопросы со свободной ориентацией в материале и других литературных ис-

точниках, при правильно выполненной практической части. 

Оценка «хорошо» ставится при твердых знаниях студентом всех разде-

лов курса (в пределах конспекта лекций) и при преимущественно правильно 

выполненной практической части (допускаются ошибки вычислительного 

характера, небольшие недочеты или неточности). 

Оценку «удовлетворительно» студент получает, если дает неполные 

ответы на теоретические вопросы билета, показывая поверхностное знание 

учебного материала, владение основными понятиями и терминологией; при 

неверном ответе на билет или на дополнительные вопросы, при этом по 

крайней мере одно из практических заданий должно быть выполнено верно. 

Оценка «неудовлетворительно» выставляется за незнание студентом 

одного из разделов курса, если студент не дает ответы на теоретические во-

просы билета, показывая лишь фрагментарное знание учебного материала, 

незнание основных понятий и терминологии, либо если не решена ни одна 

задача из трех предлагаемых в билете. 

 

3. КРАТКИЙ КУРС ЛЕКЦИЙ 

ТЕМА №1 ВВЕДЕНИЕ 

Дискретная математика – часть математики, которая зародилась в глу-

бокой древности. В широком смысле к дискретной математике относятся как 

классические разделы математики: алгебра, теория чисел, теория множеств, 

математическая логика и т.д., так и новые разделы, которые возникли в сере-

дине нашего столетия в связи с внедрением ЭВМ в практическую жизнь.  

В настоящее время дискретная математика объединяет совокупность ма-

тематических дисциплин, изучающих свойства абстрактных дискретных объ-



ектов, имеющих конечный характер – математических моделей объектов, 

процессов, зависимостей. Многие направления дискретной математики в по-

следние десятилетия бурно развиваются, что обусловлено прогрессом ком-

пьютерной техники, необходимостью создания средств обработки и передачи 

информации, а также представления различных моделей на компьютерах, яв-

ляющихся по своей природе конечными структурами.  

Дискретная математика объединяет отдельные разделы, ранее сформи-

рованные как самостоятельные теории, и занимает важное место в системе 

прикладного математического образования.  

Данный курс тесно связан с дисциплинами «Математический анализ», 

«Линейная алгебра», «Алгебра», «Теория вероятностей», «Математическая 

логика и теория алгоритмов», «Информатика» и др. 

Основное отличие дискретной математики от классической заключается 

в отсутствии понятий предела и непрерывности, а основными носителями 

являются, например, целые числа и многочлены, векторы и матрицы, черте-

жи и рисунки, слова и команды и т. п. Элементы носителя формируют состав 

какой-либо системы, а отношения между ними – ее структуру. Отношения и 

элементы системы могут изменять свое значение в дискретные моменты вре-

мени. 

Следовательно, состав и структура таких систем представляют дискрет-

ную модель, для описания которой привлекается аппарат дискретной мате-

матики. 

Задачей изучения курса является освоение математического аппарата 

дискретного анализа – взаимосвязанной совокупности языка, моделей и ме-

тодов математики, ориентированных на решение различных, в том числе и 

прикладных, задач по основным разделам дисциплины: теория множеств, ал-

гебра высказываний, элементы комбинаторики, булевы функции, теория гра-

фов, теория кодирования, теория автоматов. 

 



ТЕМА №2 ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ. ОТНОШЕНИЯ И 

ФУНКЦИИ НА МНОЖЕСТВАХ. 

 

1. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ 

Теория множеств была создана немецким математиком Георгом Канто-

ром (1845-1918) во второй половине XIX века. Большинство разделов совре-

менной математики обычно излагают на базе теории множеств. 

1. Понятие множеств. Это понятие относится к основным, или фунда-

ментальным понятиям математики, которые не могут иметь строгого опреде-

ления как абстрактное математическое понятие. Математическое определе-

ние множества выделилось из привычных представлений о совокупности, 

классе, группе и т.д. Можно говорить о множестве студентов университета, о 

множестве целых чисел, о множестве точек плоскости и т.п. 

Под множеством будем понимать любое собрание определенных и раз-

личных между собой объектов, мыслимое как единое целое.  

Множество А считается заданным, если относительно любого предмета 

а можно установить, принадлежит ли этот предмет множеству А. Утвержде-

ние, что а принадлежит А (является элементом множества А) записывают так: 

а ∈ А. Если а не принадлежит А, то пишут: а ∉ А. Формула А ∋ а означает, 

что множество А содержит элемент а. 

Множество, содержащее конечное число элементов, называется конеч-

ным, в противном случае – бесконечным. Множество, не содержащее ни од-

ного элемента, называется пустым и обозначается ∅. 

2. Способы задания множеств. Множество может быть задано или оп-

ределено различными способами. 

Задание множества перечислением всех его элементов. При определе-

нии множества все перечисляемые элементы заключают в фигурные скобки, 

подчеркивая тем самым, что данные элементы рассматриваются в совокуп-

ности. 

Примеры. 



Задание множества с помощью описания характеристического свой-

ства, выделяющего элементы данного множества среди элементов основного 

множества. 

Примеры. 

Графическое задание множеств. 

Примеры. 

3. Диаграммы Эйлера – Венна. При рассмотрении множеств удобно 

пользоваться наглядными изображениями.  

Картинки, интерпретирующие множества и операции над ними, назы-

ваются диаграммами Эйлера-Венна. При составлении диаграмм пользуются 

следующей графической символикой. Множество изображается частью 

плоскости, ограниченной замкнутым контуром, чаще всего контуром круга, 

элемент множества обозначается точкой на плоскости. 

4. Универсальное множество. Дополнение множества. Рассматривая 

какое-то конкретное множество, всегда можно указать, частью какого более 

широкого множества оно является. Элементы всех множеств, которые будем 

рассматривать, одновременно являются элементами этого широкого фикси-

рованного множества, называемого универсальным. Универсальное множест-

во обозначают через I и при геометрическом изображении ограничивают 

контуром прямоугольника. 

Пример.  

Дополнением множества А относительно универсального множества I 

называется множеством элементов из I, которые не входят в А. 

Пример.  

5. Включение. Равенство множеств. Пусть А и В – два множества. Го-

ворят, что множество А содержится в множестве В, если любой элемент 

множества А является элементом множества В. В этом случае говорят также, 

что А является подмножеством В: А ⊂ В. 

Пример.  



Пусть одновременно справедливы утверждения А ⊂ В и В ⊂ А. Тогда 

каждый элемент множества А является элементом множества В и каждый 

элемент множества В – элементом множества А, т.е. множества А и В. В та-

ком случае говорят, что множества А и В совпадают, или равны: А = В. 

Пример.  

Очевидны следующие утверждения: 

1) любое множество является своим подмножеством: 

А ⊂ А 

2) пустое множество содержится в любом множестве: 

∅ ⊂ А 

6. Множество подмножеств. Для каждого множества М существует 

множество, элементами которого являются подмножества множества М. Это 

множество Р(М) включает в качестве элементов и само множество М, и пус-

тое множество ∅. Множество Р(М) называется множеством всех подмно-

жеств множества М, или множеством-степенью. Введем обозначение ⏐М⏐ 

для количества элементов конечного множества М, называемое мощностью 

множества. 

Пример.  

7. Операции над множествами. Объединением двух множеств А и В на-

зывается множество А ∪ В, ссостоящее из всех элементов множеств А и В и 

несодержащее никаких других элементов. 

Пример.  

Пересечением двух множеств А и В называется такое множество А ∩ В, 

которое состоит из всех элементов, содержащихся в обоих множествах А и В, 

и не содержит никаких других элементов. 

Примеры. 

Теорема. Множества относительно операций дополнения, объединения 

и пересечения образуют булеву алгебру множеств, т.е. для них выполнены 19 

основных равенств: 



0. AА =        Закон двойного дополнения 

1. А ∩ В = В ∩ А     Коммутативный закон пересечения 

2. А ∪ В = В ∪ А     Коммутативный закон объединения 

3. А ∩ (В ∩ С) = (А ∩ В) ∩ С   Ассоциативный закон пересечения 

4. А ∪ (В ∪ С) = (А ∪ В) ∪ С   Ассоциативный закон объединения 

5. А ∩ (В ∪ С) = (А ∩ В) ∪ (А ∩ С) Дистрибутивный закон относитель-

но пересечения 

6. А ∪ (В ∩ С) = (А ∪ В) ∩ (А ∪ С) Дистрибутивный закон относитель-

но объединения 

7. ВАВА ∪=∩       Первый закон де Моргана 

8. ВАВА ∩=∪      Второй закон де Моргана  

9. А ∩ А = А     Идемпотентность пересечения 

10. А ∪ А = А     Идемпотентность объединения 

11. А ∪ I = I  

12. А ∩ I = А  

13. А ∩ ∅ = ∅  

14. А ∪ ∅ = А 

15. А ∩ (А ∪ В) = А 

16. А ∪ (А ∩ В) = А 

17. ∅=∩ АA   

18. IАA =∪   

Разностью двух множеств А и В называется множество BA \ , содер-

жащее те и только те элементы множества А, которые не являются элемента-

ми множества В. 

Очевидно, что справедливо равенство: 

19. BABA ∩=\ . 

Пример. 



Симметрической разностью множеств А и В называется множество:  

   А ∆ В = (А \ В) ∪ (В \ А). 

Пример. 

Задача 1. Обосновать равенство с помощью диаграмм Эйлера-Венна: 

А \ (В ∪ С) = (А \ В) ∩ (А \ С). 

Задача 2. Доказать справедливость равенства методом двустороннего 

включения: 

А \ (В ∪ С) = (А \ В) ∩ (А \ С). 

Задача 3. Доказать справедливость равенства, используя формулы ал-

гебры множеств: А \ (В ∪ С) = (А \ В) ∩ (А \ С). 

 

2. ОТНОШЕНИЯ НА МНОЖЕСТВАХ 

1. Понятие отношения. Понятие отношения относится к фундамен-

тальным понятиям математики. Термин «отношение» впервые встречается в 

определении множества по Бурбаки: «Множество образуется из элементов, 

обладающих некоторыми свойствами и находящимися в некоторых отноше-

ниях между собой или с элементами других множеств». 

Чтобы охарактеризовать отношение, необходимо перечислить все та-

кие наборы элементов, в каждом из которых один элемент находится в рас-

сматриваемом отношении с другими. Отношения, в котором участвуют два 

объекта, принято называть бинарными. 

Можно определить и другие виды отношений: касающиеся трех объек-

тов – тернарные, одного объекта – унарные и т.д. 

2. Упорядоченная пара. Бинарные отношения. Введем понятие упоря-

доченного набора, имеющего конечное число элементов. 

Упорядоченной парой (x, y) называется множество, состоящее из двух 

элементов x и y, расположенных в определенном порядке. Аналогично можно 

определить набор из n элементов: это множество, все элементы которого за-

нумерованы натуральными числами 1, 2, …, n. Такой набор обозначают че-



рез: (x1, x2,…, xn). Пары (x1, y1) и (x2, y2) считаются равными тогда и только то-

гда, когда x1=x2, y1=y2. 

3. Декартово произведение множеств. Прямым (или декартовым) про-

изведением двух множеств X и Y называется множество, состоящее из все-

возможных упорядоченных пар элементов, в которых первый элемент при-

надлежит X, а второй – множеству Y. Прямое произведение обозначается: X × 

Y, а его элементы (x, y), где х ∈ Х, y ∈ Y. Очевидно, если X ≠ Y, то X × Y ≠ Y × 

X. 

Также можно определить прямое произведение X1 × X2 × ,…,× Xn любо-

го конечного семейства множеств X1, X2,…, Xn. Оно состоит из всевозможных 

упорядоченных наборов (x1,…, xn), где xi ∈ Xi, ni ,1= . Если X1 = X2 =,…,= Xn, 

то X1 × X2 × ,…, × Xn = Xn. 

Любое n – местное отношение – есть подмножество прямого произве-

дения некоторых множеств X1, X2,…, Xn. 

Пример.  

Бинарным (или двуместным) отношением ρ называется множество 

упорядоченных пар декартового произведения множеств. Если ρ есть неко-

торое отношение и пара (x, y) принадлежит этому отношению, то, наряду с 

записью (x, y)∈ρ, употребляется запись: x ρ y («x находится в отношении ρ к 

y»). Часто в литературе для обозначения отношений используется буква R: x 

R y (от английского relation – отношение). Элементы x и y называются коор-

динатными, или компонентами отношения. 

Областью определения бинарного отношения ρ называется множество 

Dρ= {x: существует y, что x ρ y}. 

Областью значения бинарного отношения ρ называется множество Eρ 

= {y: существует x, что x ρ y}. 

Примеры.  

Для бинарного отношения обычным образом определены теоретико-

множественные операции объединения, пересечения и т.д. 



Задача 1. Для бинарного отношения ρ {(x, y): x2+y2< 1} найдите Dρ и 

Eρ. 

Задача 2. Пусть А = {0, 1}. Перечислите элементы множеств А2, А3. 

Задача 3. Пусть А ⊆ С, В ⊆ С. Докажите, что А × В = (А × С) ∩ (С × В). 

Обратным отношением для ρ называется отношение: 

ρ-1 = {(x, y): (y, x) ∈ ρ} 

Композицией отношений ρ1 и ρ2 называется отношение ρ2◦ρ1 = {(x, z): 

существует y такое, что (x, y) ∈ ρ1 и (y, z) ∈ ρ2}. 

Для любых бинарных отношений выполняются следующие свойства: 

1. (ρ-1)-1 = ρ. 

2. (γ◦ϕ)-1 = ϕ-1◦γ-1. 

Каждое отношение ρ есть подмножество декартового произведения не-

которых множеств X и Y таких, что Dρ ≤ X, Eρ ≤ Y. Если X = Y, то говорят, что 

ρ есть отношение на множестве X. 

Задача. Пусть ρ1 ={(x, y) ∈ R×R: x ⋅ y > 0} и ρ2 ={(x,y) ∈ R×R: (x+y)∈z}. 

Найдите ρ1◦ρ2. 

4. Свойства отношений на множествах. Если для некоторой пары эле-

ментов x и y и некоторого отношения ρ одновременно xρy и yρx, то такое от-

ношение называется симметричным. 

Пример.  

Отношение ρ, для которого из выполнения условий xρy и yρx вытекает, 

что x=y, называется антисимметричным. 

Пример.  

Если элемент x находится в отношении ρ и самому себе: x ρ x, то такое 

отношение называется рефлексивным. 

Пример.  

Отношение ρ называется транзитивным, если из двух условий x ρ y и y 

ρ z вытекает, что справедливо x ρ z. 

Пример.   



Отношение ρ называется ассиметричным, если x ρ y и y ρ x не выпол-

няются одновременно ни для одной пары (x, y), x ∈ X, y ∈ Y. 

Пример.  

Отношение ρ называется связным, если для любых x и y отношение x ≠ 

y влечет за собой: x ρ y или y ρ x. 

Пример.  

5. Отношение эквивалентности. Отношение ρ, являющееся одновре-

менно рефлексивным, симметричным и транзитивным отношением на мно-

жестве X, называется отношением эквивалентности на множестве X. 

Примеры. 

1. Отношение подобия на множестве треугольников есть отношение 

эквивалентности. 

2. Отношение сравнимости по модулю натурального числа n на множе-

стве целых чисел: x ≡ y mod (n) тогда и только тогда, когда (x – y) делится на 

n. Это отношение рефлексивно на Z, т.к. для любого x ∈ Z, x – x = 0, и, следо-

вательно, делится на n. Это отношение симметрично, т.к. если x – y делится 

на n, то и y – x делится на n. Это отношение транзитивно, т.к. если (x – y) де-

лится на n, то для некоторого целого t имеем x – y = t1n, а если (y – z) делится 

на n, то для некоторого целого t2 имеем y – z = t2n. Отсюда x – z = (t1 + t2) ⋅ n, 

т.е. x – z делится на n. 

Пусть ρ – отношение эквивалентности на множестве X. Классом экви-

валентности, порожденным элементом x, называется подмножество множе-

ства X, состоящее из тех элементов y∈X, для которых xρy. Класс эквивалент-

ности, порожденный элементом x, обозначается [x]: 

[x] = {y: y ∈ X, x ρ y}. 

Примеры.  

Разбиением множества X называется совокупность попарно непересе-

кающихся множеств X таких, что каждый элемент множества X принадлежит 

одному и только одному из таких подмножеств. 



Пример.  

Теорема. Всякое разбиение множества X определяет на X отношение 

эквивалентности ρ: x ρ y ⇔ x и y принадлежит одному подмножеству разбие-

ния. 

Теорема. Всякое отношение эквивалентности ρ определяет разбиение 

множества X на классы эквивалентности относительно этого отношения. 

Совокупность классов эквивалентности элементов множества X по от-

ношению эквивалентности ρ называется фактор-множеством множества X по 

отношению ρ и обозначается X / ρ. 

6. Отношение порядка. Часто приходится иметь дело с упорядоченны-

ми множествами – например, слова в словаре упорядочены лексикографиче-

ски, ученики могут быть упорядочены по росту, упорядочен натуральный ряд 

чисел и т.д. 

Рассмотрим множество X каких-либо элементов. Отношение ρ в X на-

зывается отношением строгого порядка, если оно асимметрично и транзи-

тивно, и отношением нестрогого порядка, если оно антисимметрично и 

транзитивно. 

Связное отношение порядка называется отношением линейного (или 

совершенного) порядка. 

Каждому отношению порядка ρ в X соответствует обратное ему отно-

шение ρ-1, которое также является отношением порядка. 

Пример.  

Если отношение порядка ρ связано, то противоположное ему отношение 

ρ  является отношением порядка. При этом, если ρ – строгое отношение по-

рядка, то ρ  – отношение нестрогого порядка, и обратно. 

Пример.  

Множество с заданным на нем отношением порядка ρ называют упоря-

доченным. Часто обозначают: < - отношение строгого порядка; ≤ - нестрогого 

порядка. 



Если А – подмножество множества X, на котором задано отношение по-

рядка ρ, то на А также задано отношение порядка, индуцированное отношени-

ем ρ. 

Пример. 

Пусть А – подмножество упорядоченного множества X. Назовем элемент 

а ∈ А наименьшим в А, если для любого x ∈ А имеем а ≤ x. 

Очевидно, что в А может существовать не более одного наименьшего 

элемента. 

Упорядоченное множество X называется вполне упорядоченным, если 

любое его непустое подмножество имеет наименьший элемент. 

Пример. 

Элемент а ∈ X называется минимальным в X, если в X нет ни одного 

элемента x, такого, что x < а. Ясно, что если в X есть наименьший элемент, то 

он является единственным минимальным элементом в X. Вообще говоря, в X 

может не быть ни одного минимального элемента, а может быть бесконечно 

много таких элементов. 

Пример.  

Задача 1. Докажите, что для произвольных множеств A, B, C и D имеет 

место равенство: (A ∩ B) × (C ∩ D) = (A × C) ∩ (B × D). 

Задача 2. Отношение R на множестве Z целых чисел определяется усло-

вием: xRy ≡ разность (x–y) делится на 5. Докажите, что R является отношением 

эквивалентности. 

 

1. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ОТНОШЕНИЯ 

1. Функциональные отношения. Обратимые функциональные отноше-

ния. Функциональные отношения связаны с понятием функции, заданной на 

некотором множестве X. 

Функция f задана на некотором множестве X, если каждому элементу x 

из X поставлен в соответствие один определенный элемент y = f(x) из некото-

рого множества Y.  



Если множество Z содержит оба множества X и Y, то задание функции 

полностью определяется множеством всевозможных кортежей вида <x, f(x)> 

из Z × Z, где x − любой элемент из X , а f(x) − соответствующий ему элемент 

из Y. Такое множество кортежей называется графиком функции f. 

Пример.  

Отношение, которому принадлежат в точности все кортежи графика 

функции f, называется функциональным отношением для функции f. 

Основная особенность этого отношения состоит в том, что ему не мо-

гут принадлежать никакие два кортежа <x, y1>, <x, y2>, первые элементы ко-

торых равны, а вторые − нет (каждому x∈X соответствует, по определению 

функции, в точности один элемент y из Y). 

Примеры.  

Вторые элементы кортежей, принадлежащих некоторому функцио-

нальному отношению, могут и совпадать, поскольку различным элементам x1 

и x2 из X функция f может ставить в соответствие один и тот же элемент y из 

Y . 

В случае, когда разным элементам из X ставят в соответствие разные 

элементы из Y, можно определить так называемую обратную функцию f-–1. 

Обратная функция f-–1 − это функция, которая каждому значению 

функции f из Y ставит в соответствие единственный элемент x из X, такой, 

что f(x) = y. 

Функция f при этом называется обратимой, а соответствующее функ-

циональное отношение – обратным. 

Пример.  

2. Образ и прообраз множества при отображении. Две функции f1 и f2 

называются равными, если они состоят из одних и тех же элементов: f1: X1 → 

Y1 и f2: X2 → Y2, f1 = f2  ⇔  X1 = X2, Y1 = Y2.  

Область определения функции обозначается Df, а область значений − 

Rf. Если Df = X и Rf = Y, то говорят, что функция f задана на множестве X со 



значениями во множестве Y и осуществляет отображение множества X во 

множество Y. Это отображение обозначается таким образом: f: X → Y. 

Элемент y = f(x) называется образом элемента x при отображении f, а 

элемент x − прообразом элемента y.  

Если множество A ⊂ X, то через f(A) обозначается множество образов 

всех элементов множества A. Множество f(A) называется образом множест-

ва A при отображении f. Пусть дано отображение f:  X → Y; множество всех 

элементов в X, образы которых при отображении f содержатся в данном 

множестве B ⊂ Y, называется полным прообразом множества B при отобра-

жении f и обозначается f-–1(B). 

Примеры. 

3. Функция одной и нескольких переменных. Если задано отображение 

f: A → B, где A и B − подмножества из R, то f: A → B называют вещественной 

функцией одной вещественной переменной. Для такой функции обычно 

применяют обозначение y = f(x), y = y(x) и т. п. Аналогично говорят, что ото-

бражение f: A → B является вещественной функцией двух переменных, если 

A ⊂ R2, B ⊂ R. В этом случае для элементов множества A применяют обозна-

чение вида (x,y) или (x1, x2), а функцию обозначают через z = f(x, y) или y = 

f(x1, x2). 

Точно также, считая, что A ⊂ Rn и B ⊂ R можно дать определение ве-

щественной функции y = f(x1, x2,…xn), зависящей от n вещественных пере-

менных x1, x2,…xn. 

4. Композиция отображений. Пусть даны отображения f: X → Y и g: Y 

→ Z. Композицией отображений f и g (сложным отображением) называется 

отображение g◦f: X → Z, определяемое следующим: )).(())(( xfgxfg ≡o  

Композицию отображений f и g иногда называют их произведением. В том 

случае, когда f и g именуются функциями, fg o  называют также сложной 

функцией, построенной по f и g.  



Операция композиции отображений ассоциативна. Если даны отобра-

жения: f: X → Y, g: Y → Z и h: Z → W, то для любого x (x ∈ X):  

( )( )( ) ( )( )( )xfghxfgh oooo =  

Свойство ассоциативности позволяет опускать скобки при построении ком-

позиции нескольких отображений. 

Коммутативностью операция композиции не обладает, т.е. можно по-

строить такие отображения f и g, что gffg oo ≠ . 

Пример.  

5. Виды отображений. Выделяют три основных типа отображений: 

сюрьективные, инъективные и биективные. 

Отображение YXf →:  называется сюрьективным, если 

{ }( ) 0: 1 ≠∈∀ − yfYy . 

Отображение YXf →:  называется инъективным, если 

( ) ( )212121 :, xfxfxxXxXx ≠⇒≠∈∀∈∀ . 

Отображение YXf →:  называется биективным, если оно сюрьек-

тивно и инъективно. 

Примеры. 

Задача 1. Постройте биективное отображение интервала I = (0, 1) на 

множество всех действительных чисел R. 

6. Эквивалентные множества. Множество А называется эквивалент-

ным, или равномощным множеству В (А ∼ В), если существует биективное 

отображение BAf a: . Из симметричности отношения эквивалентности 

вытекает, что, наряду с утверждением «множество А эквивалентно множест-

ву В». можно заключить, что «А и В эквивалентны друг другу». 

 Задача 2. Докажите, что если множество А эквивалентно некоторому 

подмножеству В1 ⊂ В, а множество В эквивалентно некоторому подмножест-

ву А1 ⊂ А, то множество А эквивалентно В (теорема Кантора - Бернштейна). 



 7. Счетные множества. Множества, эквивалентные множеству N всех 

натуральных чисел, называют счетными, или множествами счетной мощно-

сти. Другими словами, счетные множества – это такие множества, все эле-

менты которых можно перенумеровать, присвоив каждому свой номер. 

Примеры.  

Справедливы следующие утверждения о счетных множествах. 

1. Объединение конечного числа счетных множеств есть счетное мно-

жество. 

2. Объединение счетного числа конечных множеств есть множество 

счетное, или конечное. 

3. Объединение счетного числа счетных множеств есть счетное мно-

жество. 

4. Прибавление к счетному множеству конечного множества не изме-

няет его мощности. 

5. Любое бесконечное подмножество счетного множества счетно. 

6. Во всяком бесконечном множестве имеется счетное подмножество. 

7. Прибавление к бесконечному множеству счетного или конечного 

множества не изменяет его мощности. 

8. Вычитание из бесконечного несчетного множества счетного или 

конечного множества не изменяет мощности исходного множества. 

Задача 3. Докажите утверждение 7: прибавление к бесконечному мно-

жеству В счетного или конечного множества S не изменяет мощности B. 

 

ТЕМА № 3 ЭЛЕМЕНТЫ КОМБИНАТОРНОГО АНАЛИЗА 

При решении многих практических задач приходится выбирать из не-

которой совокупности объектов элементы, обладающие тем или иным свой-

ством, располагать эти элементы в определенном порядке и т. д. Поскольку в 

задачах такого типа речь идет о тех или иных комбинациях объектов, их на-

зывают комбинаторными задачами. Область математики, в которой изуча-

ются комбинаторные задачи, называют комбинаторикой. 



 Приведем несколько примеров комбинаторных задач. 

1. Комбинаторные правила. Правило произведения. Если объект А1 мо-

жет быть выбран k1 способами, затем для каждого из таких выборов объекта 

А1 другой объект А2 может быть выбран k2 способами, затем для каждого из 

таких выборов и объекта А1 и объекта А2 третий объект А3 может быть вы-

бран k3 способами и т. д., включая m-й объект Аm, который может быть вы-

бран km способами, то объект, состоящий в выборе m объектов вместе, т. е. 

объект « А1 и А2 и А3 и … и Аm», может быть выбран k1 k2 k3 … km способами. 

Пример.  

На языке теории множеств это правило формулируется следующим об-

разом: если множества А и В конечны, то число пар в их декартовом произ-

ведении А×В равно произведению чисел элементов этих множеств:  

n(A × B) = n(A) ⋅ n(B). (1) 

Задача. В розыгрыше первенства по футболу принимают участие 18 

команд. Сколькими способами могут быть распределены золотая, серебряная 

и бронзовая медали, если любая команда может получить только одну ме-

даль? 

Правило суммы. Пусть даны m действий А1, А2, …, Аm таких, что вы-

полнение любого их них не зависит от выполнения остальных действий. Ес-

ли: действие А1 можно выполнить k1 способами, действие А2 можно выпол-

нить k2 способами, …, действие Аm можно выполнить km способами, тогда 

действие, состоящее в том, что выполняется любое из действий, можно вы-

полнить k1+k2+…+km способами. 

На языке теории множеств это правило формулируется следующим об-

разом: если пересечение конечных множеств А и В пусто, А ∩ В=∅, то число 

элементов в их объединении равно сумме чисел элементов множеств А и В: 

n(A ∪ B) = n(A) + n(B) (2) 

Пример.  



Справедливо следующее утверждение: если конечные множества А1, 

А2, …, Аm попарно не пересекаются, т. е. если Аj ∩ Аk=∅ при j≠k, то имеет ме-

сто равенство: 

n(A1 ∪ A2 ∪… ∪ Am) = n(A1) + n(A2) +… + n(Am) (3)  

 Рассмотрим теперь случай, когда множества могут иметь непустые пе-

ресечения. Для любых конечных множеств А и В верно равенство: 

n(A ∪ B) = n(A) + n(B) – n(A ∩ B). (4) 

Формула (4) является частным случаем более общей формулы, которую на-

зывают формулой перекрытий, или формулой включений и исключений. В 

случае трех переменных она имеет вид: 

n(A ∪ B ∪ C) = n(A) + n(B) + n(C) – n(A ∩ B) – n(B ∩ C) – n(A ∩ C) +  

+n(A ∩ B ∩ C). 

 Пример. 

 Задача. Каждый ученик класса – либо девочка, либо блондин, либо 

любит математику. В классе 20 девочек, из них 12 блондинок, и одна блон-

динка любит математику. Всего в классе 24 ученика – блондина, математику 

из них любят 12, а всего учеников (мальчиков и девочек), которые любят ма-

тематику, 17, из них 6 девочек. Сколько учеников в данном классе? 

 4.2. Теория соединений. При выборе m элементов из n различных эле-

ментов принято говорить, что они образуют соединение из n элементов по m. 

В зависимости от того, имеет ли значение порядок элементов в соеди-

нении или нет, а также от того, входят в соединение все n элементов или 

только часть их, различают три вида соединений. 

Виды соединений. 

1. Соединения, отличающиеся друг от друга составом элементов или их 

порядком, каждое из которых содержит m (m ≤ n) элементов, взятых из n раз-

личных элементов, называют размещениями из n элементов по m. 

2. Соединения, каждое их которых содержит n различных элементов 

взятых в определенном порядке, называют перестановками из n элементов. 



3. Соединения, отличающиеся друг от друга по крайней мере одним 

элементом, каждое из которых содержит m элементов, взятых из n различных 

элементов, называют сочетаниями из n элементов по m. Порядок следования 

элементов не учитывается. 

Соединения, в каждом из которых любой из n различных элементов 

входит один раз, называют соединениями без повторений. 

Соединения, в каждом из которых из n различных элементов может 

входить более одного раза, называют соединениями с повторениями. 

Соединения без повторений. Задача о числе размещений без повторе-

ний. Упорядоченное множество длины k, составленное из элементов m - эле-

ментного множества X, называют размещениями без повторений из m эле-

ментов множества X по k. Число таких размещений обозначают k
mA  и вычис-

ляют как: 

)!(
!
km

mAk
m −

= . 

Задача. Сколькими способами можно выбрать старосту и заместителя 

в группе из 20 студентов? 

 Задача о числе перестановок без повторений. Перестановкой без повто-

рений из m элементов называют размещение без повторений из этих элемен-

тов по m. 

Число перестановок из m элементов обозначают Pm. Так как m
mm AP = , то: 

Pm = m! 

Задача. Сколькими способами 6 человек могут сесть на 6 стульев? 

Задача о числе сочетаний без повторений. k – элементные подмножест-

ва m – элементного множества X называют сочетаниями без повторений из 

элементов этого множества по k. Их число обозначают k
mC  и вычисляют по 

формуле: 

)!(!
!

kmk
mC k

m −
= . 



Задача 1. Сколькими способами можно выбрать двух дежурных в 

группе из 20 студентов? 

 Пользуясь формулой числа сочетаний из n по m, можно заключить 

справедливость равенства: mn
n

m
n CC −= , которое принято назвать правилом 

симметрии. 

 Одним из важных правил для числа сочетаний является правило Паска-

ля: m
n

m
n

m
n CCC += −

+
1

1 . 

Задача 2. Из двух математиков и десяти экономистов надо составить 

комиссию в составе восьми человек. Сколькими способами может быть со-

ставлена комиссия, если в нее должен входить хотя бы один математик? 

Соединение с повторениями. Задача о числе размещений с повторе-

ниями. Кортежи длины k, составленные из элементов m - элементного мно-

жества X, называют размещениями с повторениями из m элементов по k. 

Число этих кортежей обозначают k
mA  и вычисляют как: kk

m mA = . 

Задача 3. На практическом занятии студентам было предложено ре-

шить у доски две задачи, по одному студенту на каждую. Сколькими спосо-

бами преподаватель может вызвать студентов для решения этих двух задач? 

Задача 4. Найдите число всех подмножеств n элементного множества 

Х. 

Задача о числе перестановок с повторениями. Перестановкой с повто-

рениями состава (k1, k2,…, km) из элементов (a1, a2, …, am) называют любой 

кортеж длины k=k1+k2+… +km, в который элемент a1 входит k1 раз, …, эле-

мент am – km раз. Число таких перестановок обозначают P(k1, k2,…, km) и вы-

числяют как: 
!!...!

)!...(
!!...!

!),...,,(
21

21

21
21

m

m

m
m kkk

kkk
kkk

kkkkP
+++

== . 

Задача 5. Сколько «слов» можно получить, переставляя буквы в слове 

«математика»? 

Задача о числе сочетаний с повторениями. Пусть имеются предметы m 

видов и из них составляется набор, содержащий k элементов. Два таких на-



бора считаются одинаковыми в том и только в том случае, когда они имеют 

одинаковый состав. Такие наборы называют сочетаниями с повторениями из 

m элементов по k элементам, обозначают k
mC  и вычисляют как: 

k
km

k
m CC 1−+= . 

Задача 6. Сколько наборов из 7 пирожных можно составить, если в 

продаже имеются 4 сорта пирожных? 

3. Бином Ньютона. Для каждого натурального n и любых x и a спра-

ведливо равенство – бином Ньютона:  

( ) .......111000 nnnn
n

mmnm
n

n
n

n
n

n axCaxCaxCaxCax −−−− +++++=+  

Это равенство принято называть биномом Ньютона, или формулой 

Ньютона, его правую часть – биномиальным разложением (в сумму), или 

разложением бинома, а коэффициенты m
nnnn CCCC ,...,,, 210  – биномиальными 

коэффициентами. 

Свойства разложения бинома: 

1. Число всех членов разложения на единицу больше показателя сте-

пени бинома, т. е. равно n+1. 

2. Сумма показателей степеней x и а каждого члена разложения равна 

показателю степени бинома, т. е. (n-m)+m=n. 

3. Общий член разложения (обозначим его Тm+1) имеет вид: 

.,...,1,0,1 nmaxCT mmnm
nm == −

+  Т обозначает член разложения, а индекс m+1 

– его порядковый номер в разложении бинома, считая слева направо. 

4. Биномиальные коэффициенты членов разложения, равноотстоящих 

от концов разложения, равны между собой. Это следует из правила симмет-

рии: nmCC mn
n

m
n ,...,1,0, == − . 



5. Каждый биномиальный коэффициент m
nC  разложения, начиная со 

второго, равен предшествующему биномиальному коэффициенту ,1−m
nC  ум-

ноженному на дробь .,...,3,2,1,)1( nm
m
mn

=
−−  

6. Если показатель степени бинома – четное число (n=2l), то число 

членов разложения равно 2l+1. Если показатель степени бинома – нечетное 

число (n = 2p+1), то число членов разложения равно 2p+2. 

7. Сумма биномиальных коэффициентов членов разложения, стоящих 

на нечетных местах, равна сумме биномиальных коэффициентов, стоящих на 

четных местах, и равна 2n-1: .2...... 1531420 −=+++=+++ n
nnnnnn CCCCCC  

 Задача 7. Докажите, что для каждого b>1 и каждого натурального чис-

ла n>1 верно неравенство Бернулли: bn>1+n(b-1). 

  

 Задача 8. Докажите тождество: .2...32 1321 −=++++ nn
nnnn nnCCCC  

 Задача 9. Найти номер члена разложения бинома ,1 16
3 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

x
x  не со-

держащего x. 

 

ТЕМА № 4 АЛГЕБРА ВЫСКАЗЫВАНИЙ. ПРЕДИКАТЫ И 

КВАНТОРЫ. АКСИОМАТИЧЕСКИЙ МЕТОД. ВИДЫ ТЕОРЕМ. 

 

1. ВЫСКАЗЫВАНИЯ 

1. Понятие высказывания. Понятие «высказывание» является основным 

неопределяемым понятием математики. Под высказыванием понимают связ-

ное повествовательное предложение, о котором можно сказать, истинно оно 

или ложно. 

Не являются высказываниями вопросительные и восклицательные 

предложения, а также определения. 

Для высказываний выполняются следующие законы логики: 



1. Высказывание может быть истинным, высказывание может быть 

ложным. Хотя бы одно из этих свойств должно иметь место. 

2. Никакое высказывание не может быть одновременно и истинным, и 

ложным. 

На совокупности всех высказываний определяется функция истинно-

сти, принимающая значения в двухэлементном множестве {0,1}: 

λ(Р) = 1, если высказывание Р истинно, 

и 

λ(Р) = 0, если высказывание Р ложно. 

Значение λ(Р) называется логическим значением, или значением ис-

тинности высказывания Р. 

Значок λ часто опускают, так как в алгебре высказываний полностью 

отвлекаются от содержания высказываний, а изучают их только в связи со 

свойством быть истинными или ложными. 

Два высказывания называют равносильными, если они принимают оди-

наковые значения истинности. 

Высказывание, представляющее собой одно утверждение, называют 

простым, или элементарным. Высказывания, которые получаются из элемен-

тарных с помощью некоторых стандартных связок «не», «и», «или», «если 

…, то …», «тогда и только тогда» называют сложными или составными. В 

алгебре высказываний этим связкам соответствуют логические операции. А 

так как нас не интересует содержательный смысл высказывания, а только 

значение истинности, то для определения операции достаточно определить 

истинность результата применения операции. 

2. Операции над высказываниями. 

1. Отрицание высказывания Р – высказывание, обозначаемое ¬Р, чи-

таемое «не Р» и определяемое таблицей: 

λ(Р) λ(¬Р) 

0 1 

1 0 



Очевидно, что двойное отрицание высказывания Р (¬ ¬Р) совпадает с 

самим высказыванием Р. 

Если высказывание является простым предложением, то его отрицание 

образуется добавлением частицы «не» перед сказуемым. Построение отрица-

ния добавлением частицы «не» неприменимо, когда в сказуемом исходного 

высказывания уже имеется эта частица. 

Высказывания Р и ¬Р не могут быть одновременно истинными или 

ложными. 

2. Конъюнкция двух высказываний А и В (логическое умножение) – вы-

сказывание, обозначаемое А ∧  В, читаемое «А и В» и определяемое табли-

цей: 

λ(А) λ(В) λ(А ∧  В) 

0 0 0 

0 1 0 

1 0 0 

1 1 1 

 

3. Дизъюнкция двух высказываний А и В (логическое сложение) – вы-

сказывание, обозначаемое А ∨  В, читаемое «А или В» и определяемое табли-

цей: 

λ(А) λ(В) λ(А ∨  В) 

0 0 0 

0 1 1 

1 0 1 

1 1 1 

 

4. Импликация двух высказываний А и В – высказывание, обозначаемое 

А→В, читаемое «если А, то В» и определяемое таблицей: 



 

 

 

 

 

 

5. Эквиваленция двух высказываний А и В (равносильность)– высказы-

вание, обозначаемое А ↔  В, читаемое «А тогда и только тогда, когда В» и 

определяемое таблицей: 

 

λ(А) λ(В) λ(А ↔  В) 

0 0 1 

0 1 0 

1 0 0 

1 1 1 

 

Из полученного запаса высказываний можно получить, применяя эти 

же операции, новые сложные высказывания. 

3. Формулы алгебры высказываний. Всякое сложное высказывание, со-

ставленное из некоторых исходных высказываний посредством применения 

логических операций 1 – 5, называют формулой алгебры высказываний. 

Исходные высказывания при этом могут быть постоянными, т. е. иметь 

определенное значение «истина» или  «ложь», или они могут не иметь опре-

деленного значения. В первом случае исходные высказывания называют по-

стоянными элементарными высказываниями, во втором – переменными эле-

ментарными высказываниями. Переменные элементарные высказывания 

обозначают А, В, С, …, А1, А2, А3, …,X, Y, Z, …, X1, X2, X3 …, р, q, r, s…  и на-

зывают их пропозициональными переменными.  

Если задать значения всех переменных элементарных высказываний, 

то сама формула примет определенное значение. Таким образом, каждая 

λ(А) λ(В) λ(А →  В) 

0 0 1 

0 1 1 

1 0 0 

1 1 1 



формула определяет некоторую функцию, аргументами которой являются 

переменные элементарные высказывания. 

Если формула содержит n элементарных высказываний, то она прини-

мает 2n значений, состоящих из нулей и единиц. 

Две формулы алгебры высказываний называются равносильными, если 

при любых значениях всех переменных элементарных высказываний, входя-

щих в эти формулы, они принимают одинаковые значения.   

Справедливы следующие равносильности для операций алгебры вы-

сказываний: 

1. AA ≡  – закон двойного отрицания; 

2. ABBA ∧≡∧  –коммутативный закон конъюнкции; 

3. ABBA ∨≡∨  –  коммутативный закон дизъюнкции; 

4. CBACBA ∧∧≡∧∧ )()(  – ассоциативный закон конъюнкции;  

5. CBACBA ∨∨≡∨∨ )()(  – ассоциативный закон дизъюнкции; 

6. )()()( CABACBA ∧∨∧≡∨∧  – дистрибутивный закон конъюнкции 

относительно дизъюнкции; 

7. )()()( CABACBA ∨∧∨≡∧∨  – дистрибутивный закон дизъюнкции 

относительно конъюнкции; 

8. А ∧  (А ∨  В) ≡  А – первый закон поглощения де Моргана; 

9. А ∨  (А∧В) ≡  А– второй закон поглощения де Моргана; 

10. BABA ∨≡∧ – первый  закон де Моргана; 

11. BABA ∧≡∨ – второй закон де Моргана; 

12. А ∨  А ≡  А – идемпотентность дизъюнкции; 

13. А ∧  А ≡  А – идемпотентность конъюнкции; 

14. А ∨  A  ≡  1; 

15. А ∧  A  ≡  0; 

16. А ∨  0 ≡  А; 

17. А ∧  1 ≡  А; 

18. А → В ≡  A  ∨  В; 



19. А ↔ В ≡  (А → В) ∧  (В → А). 

Данные соотношения легко проверить на основе определений операций 

∧ ,∨  и ⌐. 

Логические операции ∧ , ∨ , →, ↔ и ⌐ не являются независимыми друг 

от друга. Одни из них можно выражать через другие так, что при этом полу-

чаются равносильные формулы. 

Говорят, что операция ∧двойственна операции ∨  и наоборот. 

Две формулы алгебры высказываний двойственны, если одна получа-

ется из другой заменой каждой операции на двойственную. 

Если формулы алгебры высказываний равносильны, то и двойственные 

им формулы также равносильны (закон двойственности). 

Задача 1. Проверьте, равносильны ли данные формулы: 

 (А→В) ∨С и (А∧ ¬С)→В. 

Формула алгебры высказывания называется тождественно истинной 

(тавтологией, или законом логики), если она при всех значениях входящих в 

нее переменных высказываний принимает значение «истина». 

Например, формула Р →  Q ↔  ¬P ¬∨ Q является тавтологией. 

Формула алгебры высказывания называется выполнимой, если она при-

нимает значение «истина» при некоторых значениях входящих в нее пере-

менных высказываний. 

Формула алгебры высказывания называется опровержимой, если она  

принимает значение «ложь» при некоторых значениях входящих в нее пере-

менных высказываний. 

Формула алгебры высказывания называется тождественно ложной 

(противоречие), если она при всех значениях входящих в нее переменных 

высказываний принимает значение «ложь». 

Например, формула )()( AAAA ¬∧→¬∨  является противоречием. 

Легко убедиться, что если формула является противоречием, то ее от-

рицание – тавтология. 



Задача 2. Применяя равносильные преобразования, приведите форму-

лу 

¬(¬А ∨  В) → ((А ∨  В) → А) 

 к возможно более простой форме. 

Задача 3. Докажите, что данная формула опровержима, указав какие-

нибудь значения входящих в нее переменных, при которых эти формула об-

ращается в ложное высказывание: 

))()(()( ВАВАВА ¬∧∨∧¬→∨ . 

Для нахождения отрицания произвольной формулы, составленной из 

пропозициональных переменных и операций ∧ ,∨  и ⌐, достаточно всюду за-

менить знак ∧  на знак ∨ , а знак ∨  – на знак ∧  и всякую переменную, вхо-

дящую в формулу без знака отрицания, заменить на ту же переменную со 

знаком отрицания, а все имевшиеся знаки отрицания уничтожить. 

Для упрощения формул иногда удобно сначала найти ее отрицание, 

упростить его, а затем снова взять отрицание полученного результата. 

 

2. ПРЕДИКАТЫ И КВАНТОРЫ 

Средства, предоставляемые логикой высказываний, оказываются не-

достаточными для анализа многих математических рассуждений. Поэтому 

возникает необходимость в построении такой логической системы, средства-

ми которой можно исследовать элементарные высказывания алгебры логики. 

Такой системой является логика предикатов. 

Алгебра предикатов представляет собой дальнейшее развитие алгебры 

логики. Она содержит в себе всю алгебру высказываний. Но, помимо этого, 

алгебра предикатов вводит в рассмотрение новое понятие – понятие предика-

та. 

1. Понятие предиката. Каждое элементарное высказывание можно рас-

членить на субъект (буквально – подлежащее) и предикат (буквально – ска-

зуемое). Субъект – это то, о чем что-то утверждается в высказывании; пре-

дикат – это то, что утверждается о субъекте. Если субъект есть некоторая 



переменная х из данного множества М, то предикат становится функцией 

субъекта на множестве М, принимающей значения из множества {0,1}, и вы-

ражает свойства субъекта.  

Одноместным предикатом Р(х) называется функция переменной х, оп-

ределенная на множестве М и принимающая значения на множестве Е = 

{ }1,0 . 

Переменную х называют свободной, а множество М – областью допус-

тимых значений данного предиката. 

По числу входящих переменных различают предикаты одноместные 

Р(х), двуместные Р(х, у), …, n - местные Р( nххх ,...,, 21 ). 

Множество всех элементов х из М, при которых предикат Р(х) прини-

мает значение «истина», называется множеством истинности предиката. 

Множество истинности предиката включается во множество М. 

К предикатам применимы все операции алгебры высказываний, а сле-

довательно, и равносильности алгебры высказываний. 

Пусть даны два одноместных предиката Р(х) и Q(x), области допусти-

мых значений которых совпадают. Образуем из них новый предикат 

Р(х) ∧ Q(x) от двух свободных переменных х и у, истинностное значение ко-

торого на любом наборе (а, b) определяется как истинностное значение вы-

сказывания Р(а) ∧  Q(b). Аналогично определяются предикаты Р(х) ∨  Q(x),  

¬Р(х), Р(х) →  Q(x), Р(х) ↔  Q(x).Над многоместными предикатами опреде-

ляются конъюнкция, дизъюнкция, импликация, эквиваленция и отрицание 

также. 

Предикат Р( nххх ,...,, 21 ) называется тождественно истинным, если для 

любого набора допустимых значений входящих в него свободных перемен-

ных его истинностным значением является 1 (истина). 

Предикат Р( nххх ,...,, 21 ) называется тождественно ложным, если для 

любого набора допустимых значений входящих в него свободных перемен-

ных его истинностным значением является 0 (ложь). 



Предикат Р( nххх ,...,, 21 ) называется выполнимым, если существует хотя 

бы один набор допустимых значений входящих в него свободных перемен-

ных, на котором его истинностным значением является 1. 

Любой предикат либо тождественно истинен, либо тождественно ло-

жен, либо выполним. 

Предикаты Р( nххх ,...,, 21 ) и Q( nххх ,...,, 21 ) называются равносильными, 

если предикат Р( nххх ,...,, 21 ) ↔  Q( nххх ,...,, 21 ) является тождественно истин-

ным. Нетрудно убедиться, что предикаты равносильны тогда и только тогда, 

когда их истинностные значения совпадают на любом наборе допустимых 

значений входящих в него свободных переменных. 

2. Кванторы. Наряду с пропозициональными операциями, в логике вы-

сказываний рассматриваются кванторы, позволяющие из данной высказыва-

тельной формы получить высказывательную форму с меньшим числом пара-

метров, в частности, из одноместного предиката – высказывание. 

Квантор общности позволяет из данной высказывательной формы с 

единственным параметром х получить высказывание с помощью оборота 

«для всех х … ». Результат применения квантора общности к высказыватель-

ной форме А(х) обозначают )(xAx∀ . (Знак ∀  происходит от первой буквы 

английского слова All – все). Высказывание )(xAx∀  считается истинным 

тогда и только тогда, когда при подстановке в )(xA  вместо свободных вхож-

дений переменной х имени любого объекта из области ее возможных значе-

ний всегда получается истинное высказывание. Высказывание )(xAx∀  

можно читать также «Для любого х имеет место )(xA », «Для всех х верно 

)(xA »,  «Каждый х обладает свойством )(xA » и т.п. 

Квантор существования соответствует образованию из данной выска-

зывательной формы с единственным параметром х высказывания с помощью 

оборота «Существует такой х, что …  ». Результат применения квантора су-



ществования к высказывательной форме А(х) обозначается )(xAx∃ . (Знак 

∃ происходит от первой буквы английского слова Еxist – существовать). Вы-

сказывание )(xAx∃  истинно тогда и только тогда, когда в области воз-

можных значений переменной х найдется такой объект, что при подстановке 

его имени вместо свободных вхождений переменной х в А(х) получается ис-

тинное высказывание. Высказывание )(xAx∃  можно читать также «Суще-

ствует х, для которого )(xA », «Для некоторых х имеет место )(xA »,  «Хотя 

бы для одного х верно )(xA » и т.п. 

Аналогично применяются кванторы для предикатов с большим числом 

переменных. В результате применения квантора к n- местному предикату по-

лучается (n – 1)-местный предикат. 

К одному и тому же предикату можно применять кванторы несколько 

раз. Легко показать, что перестановка кванторов местами изменяет логиче-

ское значение высказывания. 

Переменная, на которую навешен квантор, именуется связанной; не-

связанная переменная называется свободной. 

Рассмотрим запись четырех основных типов высказываний, часто 

встречающихся в математике, на языке логики предикатов. 

1. Пусть А(х) – обозначение предиката «х – нечетное число», а В(х) – 

обозначение предиката «х – простое число», х – целочисленная переменная. 

1. Высказывание «Всякое нечетное число является простым числом» 

можно переформулировать так: «Для всякого х, если х – нечетное, то х – про-

стое число» и записать на языке предикатов так: 

))()(( xBxAx →∀ . 

2.  Высказывание «Никакое нечетное число не является простым чис-

лом», или «Для всякого х, если х – нечетное, то х не является простым чис-

лом», в символической форме запишется следующим образом: 



))()(( xBxAx ¬→∀ . 

3. Следующий тип высказывания: «Некоторые нечетные числа – про-

стые». Суть его в том, что существует такое х, которое одновременно являет-

ся и нечетным числом, и простым. Поэтому на языке логики предикатов оно 

запишется в виде: 

))()(( xBxAx ∧∃ . 

4. К четвертому типу относится высказывание «Некоторые нечетные 

числа не являются простыми». Это высказывание записывается так: 

))()(( xBxAx ¬∧∃ . 

Основные равносильности, содержащие кванторы: 

1) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xPxxPx ¬∀≅∃¬ ; 

2) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xPxxPx ¬∃≅∀¬ ; 

3) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xQxxPxxQxPx ∀∧∀≅∧∀ ; 

4) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xQxxPxxQxPx ∃∨∃≅∨∃ ; 

5) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xPHxxPxH ∧∃≅∃∧ ; 

6) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xPHxxPxH ∧∀≅∀∧ ; 

7) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xPHxxPxH ∨∃≅∃∨ ; 

8) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xPHxxPxH ∨∀≅∀∨ ; 

9) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xPHxxPxH →∃≅∃→ ; 

10) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )xPHxxPxH →∀≅∀→ ; 

11) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )HxPxHxPx →∀≅→∃ ; 

12) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )HxPxHxPx →∃≅→∀ . 

Задача 1. Даны предикаты Р(х): «х – четное число» и Q(х): «х – кратно 

5», определенные на множестве N. Найдите области истинности предикатов: 

1) Р(х) ∧  Q(х); 2) Р(х) ∨  Q(x); 3) ¬Р(х); 4) Р(х) →  Q(x). 

Задача 2. Изобразите на кругах Эйлера – Венна область истинности 

для  предиката ¬А(х) ∨  ¬В(х). 



Задача 3. Введя подходящие предикаты на соответствующих областях, 

переведите следующие высказывания на язык алгебры предикатов: 

а) некоторые числа не являются действительными; 

б) всякое натуральное число, делящееся на 12, делится на 2, 4 и 6; 

в) существуют по меньшей мере 2 различных числа, такие что Р(х). 

Задача 4. Докажите, что формула 

),(),( yxxPyyxyPx ∃∀→∀∃  

тождественно-истинная. 

 

3. АКСИОМАТИЧЕСКИЙ МЕТОД. ВИДЫ ТЕОРЕМ 

1. Аксиоматический метод. В современной математике для изложения 

любой математической теории применяется аксиоматический метод. 

Впервые он был использован в математике Евклидом в III веке до н.э. в 

его книге «Начала» при изложении основ элементарной геометрии, теории 

чисел, алгебры и других разделов античной математической науки. В XIX в. 

аксиоматический метод стал широко применяться в математике. В 1891г. Дж. 

Пеано предложил аксиоматику для натурального ряда. Были построены ак-

сиоматические теории для действительных чисел, а также выработана аксио-

матика теории множеств (система Цермело - Френкеля). Особенно широкое 

распространение формальные аксиоматики получили в современной алгебре. 

Суть аксиоматического метода состоит в следующем: сначала вводятся 

некоторые неопределяемые понятия, затем – основные, также неопределяе-

мые отношения между выбранными основными понятиями. Через указанные 

основные понятия и основные отношения определяются другие понятия и 

отношения. С помощью введенных понятий и отношений, как основных, так 

и определенных через них, формулируются всевозможные высказывания, со-

вокупность которых составляет язык теории. Из этой совокупности всех вы-

сказываний выделяется некоторый набор высказываний, истинность которых 

постулируется, т.е. они по определению считаются истинными. Эти выска-



зывания называются аксиомами теории, а их совокупность – системой акси-

ом (или аксиоматикой). 

Указание аксиоматики приводит к тому, что из совокупности всех вы-

сказываний теории выделяется некоторое более узкое множество высказыва-

ний, истинность которых может быть установлена чисто логическими выво-

дами из аксиом, т.е. доказана. Доказательством называется конечная после-

довательность высказываний рассматриваемой теории, каждое из которых 

либо является аксиомой, либо выводится из одного или более предыдущих 

высказываний этой последовательности по логическим правилам вывода. 

Теоремой называется высказывание, которое можно доказать. 

Любая аксиоматика должна быть непротиворечивой. Это означает, что 

среди теорем, выводимых из аксиоматики нет противоречащих друг другу 

высказываний  А и ¬А. 

Различные теории могут иметь одни и те же основные понятия и отно-

шения, но различаться выбором аксиом. Например, таковы геометрии Евкли-

да и Лобачевского в аксиоматиках, отличие которых лишь в одной аксиоме 

параллельности. С другой стороны, одна и та же теория может строиться ис-

ходя из различных выборов основных понятий, основных отношений и ак-

сиоматик. Примерами могут служить различные аксиоматики евклидовой 

геометрии.  

2. Виды теорем. В большинстве случаев в теоремах можно выделить 

условие и заключение. При этом  условие и заключение теоремы являются 

некоторыми неопределенными высказываниями, заданными на каком-либо 

множестве. Краткой записью это выражается так: А(х) →  В(х). Неопределен-

ное высказывание А(х) называют условием или посылкой, а В(х) – заключени-

ем. 

Существуют другие часто используемые выражения этой теоремы: 

А является достаточным условием для В, а В является необходимым 

условием для А. 



Пусть А – некоторое неопределенное высказывание. Всякое высказы-

вание, из которого А следует, называется достаточным условием для А. Вся-

кое высказывание, которое вытекает из А, называется необходимым услови-

ем для А.   

Итак, если справедлива теорема А →  В, то можно сказать, что А явля-

ется достаточным условием для В или что В является необходимым условием 

для А. 

Необходимое условие В представляет собой то требование, которое не-

пременно должно быть выполнено для справедливости высказывания А. Од-

нако В не гарантирует справедливости высказывания А, не является доста-

точным для А. Достаточное же условие А содержит больше требований, чем 

нужно для справедливости высказывания В. 

Теоремы  А →  В  и В →  А  называются обратными друг другу. Неред-

ко одну из них называют прямой теоремой, а другую – обратной к ней.  

Часто из двух взаимно обратных теорем справедлива только одна. На-

пример, теорема  А →  В имеет вид: если четырехугольник Q является ром-

бом, то его диагонали взаимно перпендикулярны. Эта теорема верна. Обрат-

ная же теорема В →  А: если диагонали четырехугольника Q взаимно перпен-

дикулярны, то он является ромбом, неверна. 

Если справедливы обе теоремы А →  В  и В →  А , то этот факт выра-

жают сокращенной записью А ↔  В и считают каждое высказывание необхо-

димым и достаточным условием для другого. Например, для делимости чис-

ла а > 9 на 4 необходимо и достаточно, чтобы на 4 делилось двухзначное 

число, выраженное последними двумя цифрами числа а. 

Если в некоторой теореме А →  В заменить посылку и заключение их 

отрицаниями, то получится новая теорема ¬А →  ¬В, которая называется 

противоположной к исходной. Часто из двух взаимно противоположных тео-

рем справедлива только одна. 

3. Доказательство «от противного». Замечательным  является тот факт, 

что теорема ¬В →  ¬А, противоположная обратной, истинна в том и только 



том случае, если истинна прямая теорема А →  В. Этот факт служит основой 

так называемого метода доказательства «от противного»: вместо нужной 

теоремы А →  В доказывают теорему ¬В →  ¬А, противоположную обратной. 

Метод доказательства от противного обычно применяют в следующей 

форме. Для доказательства теоремы А →  В предполагают истинным выска-

зывание ¬В и пытаются отсюда вывести справедливость ¬А . Если это удает-

ся, то исходная теорема А →  В также считается доказанной. 

Задача 1. Для данной теоремы найдите все теоремы, т.е. верные ут-

верждения, обратные и противоположные ей (если они есть), а также теоре-

му, противоположную обратной: 

Если а делится на b и b делится на с, то а делится на с (а, b, с – целые 

числа). 

Таким образом, для данной теоремы получено пять не равносильных 

между собой обратных форм. В их неравносильности можно убедиться, со-

ставив таблицы истинности. Поскольку теоремы элементарной  математики 

обычно формулируются так, чтобы их условия и заключения сами не содер-

жали условной связки «если  …,то …», будем называть обратными утвер-

ждениями для данной теоремы лишь утверждения: 

В →  ( 1А ∧ 2А ),  ( 1А ∧  В) →  2А , ( 2А ∧  В) → 1А . 

Произведя контрапозицию этих обратных форм, получим формы, про-

тивоположные данной теореме: 

¬ ( 1А ∧ 2А )→ ¬В = ( 1А¬ )() 2 ВАВ ¬→¬∧¬→ ,  

),()( 1212 ВААВАА ¬∨¬→¬=∧¬→¬  

).()( 2121 ВААВАА ¬∨¬→¬=∧¬→¬  

Наконец, произведя контрапозицию исходной теоремы, получим одну 

теорему, противоположную обратной: 

)( 21 ААВ ∧¬→¬ . 

Найдем соответствующие утверждения для данной теоремы и выяс-

ним, какие из них сами являются теоремами. 



В→ ( 1А ∧ 2А ): «Если а делится на с, то а делится на b и b делится на с»; 

( 1А ∧В)→ 2А : «Если а делится на b и на с, то b делится на с»; 

 ( 2А ∧В)→ 1А : «Если b делится на с и а делится на с, то а делится на b». 

Эти утверждения не являются теоремами. 

Утверждениями, противоположными данной теореме, являются: 

¬ ( 1А ∧ 2А )→ ¬В: «Если одновременно не выполняются условия: а де-

лится на b и b  делится на с, то и неверно, что а делится на b»; 

)( 12 ВАА ¬∨¬→¬ : «Если b не делится на с, то или а не делится на b 

или а не делится на с»; 

)( 21 ВАА ¬∨¬→¬ : «Если а не делится на b, то или b не делится на с 

или а делится на с». 

Эти утверждения  также не являются теоремами. 

Противоположное обратному утверждению, очевидно, теоремой явля-

ется, поскольку мы можем доказать его истинность: 

)( 21 ААВ ∧¬→¬ = )( 21 ААВ ¬∨¬→¬ : «Если а не делится на с, то или а 

не делится на b или b не делится на с». 

Задача 2. Выделив условие и заключение теоремы, сформулируйте ее 

посредством связки «если …, то …»: 

а) необходимым свойством прямоугольника является равенство его диагона-

лей; 

б) для делимости многочлена f(x) на двучлен x-a достаточно, чтобы а было 

корнем этого многочлена; 

в) на 5 делятся те числа, которые оканчиваются цифрой 0 или 5. 

 

ТЕМА № 5 БУЛЕВЫ ФУНКЦИИ 

 

1. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ АЛГЕБРЫ ЛОГИКИ 

Обозначения: E2={0,1}; Е n
2 = E2×E2×...×E2 – прямое произведение n со-

множителей; | E2| – мощность E2, |E2|=2, тогда |Е n
2 |=2n. 



Определение 1. Функцией алгебры логики называется закон, осуществ-

ляющий отображение Е n
2 ⇒  E2, причем отображение всюду определено и 

функционально. 

Так как множество Е n
2

 конечно, то задать отображение Е n
2 →E2, означа-

ет задать множество наборов из Е n
2  и для каждого набора указать его образ в 

Е2. 

Пример 1.  

Определение 2. Таблица, задающая функцию f(x1,x2,...,xn), называется 

таблицей истинности для этой функции. 

Рассмотрим функции одной переменной. Их будет всего 4, они задают-

ся следующими таблицами истинности: 

x f0(x) 

0 

1 

0 

0 

 функция называется константой 0, записывается f0(x) ≡0; 

x f1(x) 

0 

1 

0 

1 

функция называется тождественной, записывается f1(x)= x; 

x f2(x) 

0 

1 

1 

0 

функция называется «не x» и записывается f2 (x)= x ; 

x f3(x) 

0 

1 

1 

1 

функция записывается f3(x) ≡1 и называется константой 1. Если стандартным 

расположением переменной x считать 0 в первой строке и 1 во второй, то 

функции f0, f1, f2, f3 определяются однозначно наборами значений: f0=(0,0), 



f1=(0,1), f2=(1,0) и f3=(1,1). Наборы значений функций составляют множество 

E2×Е2,  поэтому количество функций одной переменной равно |E2 × E2|=4. Для 

удобства функции пронумерованы так, что двоичный код номера совпадает с 

набором значений функции. 

Рассмотрим функции двух переменных f(x1,x2). Функции двух перемен-

ных определены на множестве Е 2
2 ={(0 0),(0 1),(1 0),(1 1)}, эти наборы пере-

менных из Е 2
2  можно тоже рассматривать как двоичные коды чисел 0,1,2,3, 

именно такой порядок расположения наборов (x1,x2) будем считать стандарт-

ным. Тогда функции f(x1,x2) определяются однозначно наборами значений 

(α1, α2, α3, α4), где каждое αi∈E2, поэтому (α1, α2, α3, α4)∈Е 4
2 . Следовательно, 

число функций двух переменных равно 24=16, занумеруем их числами от 0 

до 15 так, чтобы двоичный код номера совпадал с набором значений функ-

ции. 

x1 x2 f0 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8 f9 f10 f11 f12 f13 f14 f15 

0 0 

0 1 

1 0 

1 1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

Некоторые из этих функций носят специальные названия и играют та-

кую же роль, как элементарные функции в анализе, поэтому называются эле-

ментарными функциями алгебры логики.   

1) f1(x1,x2) = (x1&x2), читается «конъюнкция х1 и х2», иногда вместо 

знака & употребляют знак •  или вообще его опускают, пишут (х1х2). (х1х2) 

совпадает с обычным произведением х1х2 и совпадает с min(x1,x2). Эту опера-

цию называют также логическим умножением. 

2) f6(x1,x2) = (x1⊕x2) – сложение х1 и х2 по модулю два, иногда пишут 

(х1+х2)mod2. 

3) f7(x1,x2) = (x1∨x2), читается «х1 дизъюнкция х2»,  она совпадает с 

max(x1,x2), ее называют логическим сложением. 



4) f8(x1,x2) = (x1 ↓ x2), читается «х1 стрелка Пирса х2» и совпадает с 

отрицанием дизъюнкции, другие названия: функция Вебба, функция Даггера. 

5) f9(x1,x2)=(x1↔x2), читается «х1 эквивалентно х2». 

6) f13(x1,x2)=(x1 → x2), читается «х1 импликация х2», иногда обознача-

ется (х1�х2), т. е. х1 влечет х2 . 

7) f14(x1,x2)=(x1|x2), читается «х1 штрих Шеффера х2», она является 

отрицанием конъюнкции. 

Cимволы, участвующие в обозначениях элементарных функций, назы-

ваются логическими связками или просто связками. Переменные 0 и 1 назы-

ваются логическими или булевыми переменными, причем 0 соответствует 

«лжи» , а 1 – «истине», а функции алгебры логики называются еще и буле-

выми функциями. 

Рассмотрим функции f(x1...xn), где (x1...xn)∈Е n
2 , тогда число наборов 

(x1...xn),где функция f(x1...xn) должна быть задана, равно |Е n
2 |=2n. Обозначим 

множество всех функций двузначной алгебры логики Р2. Обозначим через 

Р2(n) число функций, зависящих от n переменных. Очевидно, Р2(n)=22 n. 

С ростом n число Р2(n) быстро растет: P2(1)=4, P2(2)=16, P2(3)=256, 

P2(4)=65536. При больших n табличный способ задания функций становится 

неприемлемым, используется формульное задание функций. Но прежде чем 

ввести понятие формулы, дадим определение существенной переменной. 

Определение 3. Функция f(x1,...,xi–1,xi,xi+1,...,xn) существенно зависит от 

хi, если существуют такие значения α1, ...αi–1, αi+1, ...αn переменных x1, ...xi–1, 

xi+1, ...xn, что f(α1, ...αi–1, 0, αi+1...αn)≠f(α1...αi–1, 1, αi+1...αn) . Тогда переменная 

хi называется существенной переменной. В противном случае хi называется 

фиктивной переменной. 

Пример 2. 

Пусть хi является фиктивной переменной для функции f(x1, ..., xi, ..., xn). 

Тогда ее можно удалить из таблицы истинности, вычеркнув все строки вида:           

(α1, ...αi–1, 1, αi+1, ...αn) или, наоборот, все строки вида: (α1, ..., αi–1, 0, αi+1, 



...αn) и столбец для переменной хi. При этом получим таблицу для некоторой 

функции g(x1, ..., xi–1,  xi+1, ...xn). Будем говорить, что функция g(x1, ...xi–1, xi+1, 

...xn) получена из функции f(x1, ..., xi, ...xn) путем удаления фиктивной 

переменной хi или f получена из g путем введения фиктивной переменной  хi. 

Определение 4. Функции f1 и f2 называются равными, если f2 можно по-

лучить из f1 путем добавления или удаления фиктивной переменной. 

Примеры. 

Особую роль играют константы 0 и 1, которые не имеют существенных 

переменных и которые можно рассматривать как функции от пустого множе-

ства переменных. 

 

2. ФОРМУЛЬНОЕ ЗАДАНИЕ ФУНКЦИЙ АЛГЕБРЫ ЛОГИКИ 

Дадим индуктивное определение формулы над множеством. Это опре-

деление несколько сложное по форме, но будет полезно в дальнейшем. С ин-

дуктивным определением мы встречались в математическом  анализе при 

определении n-го дифференциала dnf(x): было введено понятие первого диф-

ференциала df(x), а затем n-й дифференциал определялся как первый диффе-

ренциал от d(n–1)f(x). 

Определение 1. Пусть М⊂P2,  тогда: 

1) каждая функция f(x1, ..., xn)∈ Μ называется формулой над Μ; 

2) пусть g(x1, ..., xm)∈Μ , G1, ..., Gm – либо переменные, либо формулы 

над Μ. Тогда выражение g(G1...Gn) – формула над  Μ . 

Формулы будем обозначать заглавными буквами: N[f1, ..., fs], имея в ви-

ду функции, участвовавшие в построении формулы, или N(х1, ..., xk) имея в 

виду переменные, вошедшие в формулу. Gi – формулы, участвовавшие в по-

строении g(G1, ..., Gn), называются подформулами. 

Пример 1.  

Сопоставим каждой формуле N(x1, ..., xn) функцию f(x1, ..., xn)∈P2. Со-

поставление будем производить в соответствии с индуктивным определени-

ем формулы. 



1) Пусть N(x1, ..., xn)=f(x1, ..., xn),  тогда формуле N(x1, ..., xn) сопоставим 

функцию f(x1, ..., xn). 

2) Пусть N(x1, ..., xn)=g(G1, ..., Gm), где каждое Gi – либо формула над M, 

либо переменная, тогда по индуктивному предположению каждому Gi сопос-

тавлена либо функция fi∈P2 ,  либо переменная хi , которую можно считать 

тождественной функцией. Таким образом, каждой формуле Gi сопоставлена 

функция fi( kii x,...,x
1

), причем:{ kii x,...,x
1 }⊆{x1, ..., xn}, т.к. в формуле N(x1, 

..., xn) перечислены все переменные, участвовавшие в построении формулы. 

Можно считать, что все функции fi зависят от переменных (x1, ..., xn), причем 

какие-то переменные могут быть фиктивными. Тогда N(x1, ..., xn) = g(G1, ..., 

Gm) = g( f1(x1, ..., xn), ..., fm(x1,..,xn)). Сопоставим этой формуле функцию h(x1, 

..., xn) следующим образом: пусть (α1, ..., αn) – произвольный набор перемен-

ных (x1, ..., xn). Вычислим значение каждой функции fi на этом наборе, пусть 

f(α1, ..., αn)=βi, затем найдем значение функции g(x1, ..., xm) на наборе (β1, ..., 

βm) и положим h(α1, ..., αn) = g(β1, ..., βm) = g(f1(α1, ..., αn), ..., fm(α1, ..., αn)). Так 

как каждое fi(x1, ..., xn) есть функция, то на любом наборе (α1, ..., αn) она опре-

деляется однозначно, g(x1, ..., xm) – тоже функция, следовательно, на наборе 

(β1, ..., βn) она определяется однозначно, где h(x1, ..., xn) есть функция, опре-

деленная на любом наборе (α1, ..., αn). 

Множество всех формул над M обозначим через <M>. 

Определение 2. Две формулы  N и D из <M> называются равными  N=D  

или эквивалентными  N∼D , если функции, реализуемые ими, равны. 

Пример 2. Доказать эквивалентность формул: 

( 1x &(х2⊕x3))~( )xx(&)xx(x 23321 →→∨ ) . 

Упрощение записи формул: 

1) внешние скобки можно отпускать; 

2) приоритет применения связок возрастает в следующем порядке: ~,→ , ∨,&; 

3) связка – над одной переменной сильнее всех связок; 



4) если связка – стоит над формулой, то сначала выполняется формула, затем 

отрицание; 

5) если нет скобок, то операции ∼ и →  выполняются в последнюю очередь. 

Теорема  о замене подформул на эквивалентные 

Пусть N∈<M> и имеет вид: N(x1, ..., xn) = g(G1, ...Gi, ...,Gm). Пусть под-

формула Gi~Gi′, тогда формула  N(x1, ..., xn) = g(G1, ...,Gi,...,Gm) эквивалентна 

формуле N′(x1, ..., xn) = g(G1′, ..., Gi′, ...,G′m). 

Некоторые свойства элементарных функций 

1. Идемпотентность & и ∨: х&x=x , x∨x=x. 

2. Коммутативность &,∨,⊕,|,~,↓ . 

3. Ассоциативность &,∨,⊕,~, поэтому в формулах вида xyz можно не ставить 

никаких скобок. 

4. Дистрибутивность: 

а) & по отношению к ∨:           x&(y∨z)=xy∨xz , 

б) ∨ по отношению к &:           x∨(y&z)=(x∨y)&(x∨z) , 

в) & по отношению к ⊕: x(y⊕z)=xy⊕xz . 

5. Инволюция :                         x =х . 

6. Правило де Моргана:        yx ∨ = x & y и xy = x ∨ y  . 

7. Законы действия с 0 и 1: 

x∨0=x ,  x∨1=1 ,  x∨ x =1 ,  x&0=0 ,  x&1=x ,  x& x =0 ,  x⊕1= x  , x⊕0=x. 

8. Самодистрибутивность импликации: x→ (y→ z)=(x→ y) → (x→ z). 

Равенство всех этих формул доказывается по определению, т.е. по ра-

венству функций, которые они реализуют. 

Проверим для примера самодистрибутивность импликации : 

x→ (y→ z)=(x→ y) → (x→ z). 

x y z y→ z x→ (y→ z) x→ y x→ z →  

0 
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Следствия из свойств элементарных функций 

1. Законы склеивания: 

xy∨x y =x(y∨ y )=x• 1=x   (дистрибутивность & относительно ∨); 

(x∨y)&(x y∨ )=x y∨  y =x∨ 0=x  (дистрибутивность ∨ относительно &). 

2. Законы поглощения: 

x∨xy=x(1∨y)=x• 1=x;   x&(x∨y)=x∨xy=x. 

Свойства элементарных функций и теорема о замене подформул на эквива-

лентные позволяют упрощать формулы. 

Пример 3:  

 
3. ПРИНЦИП ДВОЙСТВЕННОСТИ 

Определение 1. Функции f*(x1, ..., xn) называется двойственной к функ-

ции f(x1, ..., xn), если f*(x1, ..., xn) = f ( x 1, ..., x n). 

Пример 1.  

Определение 2. Если f*(x1, ..., xn) = f(x1, ..., xn), то f(x1, ..., xn) называется 

самодвойственной. 

Пример 2. Показать, что f(x1,x2,x3)=x1⊕x2⊕x3 – самодвойственна: 

Если f*– самодвойственна, то f ( x 1, ..., x n) = f(x1, ..., xn), т.е. на проти-

воположных наборах функция принимает противоположные значения. 

Пример 3. Показать, что функция х1∨х2 двойственна к x1&x2, функция 

х1 ↓ х2 двойственна к функции x1|x2. 

Теорема о двойственных функциях  



Если f* двойственна к f, то f двойственна к f*. 

Теорема: Пусть функция h(x1, ..., xn) реализована формулой h(x1, ..., xn) 

= =g(G1, ..., Gm) = g(f1(x1, ..., xn), ..., fm(x1, ..., xn)), где какие-то переменные мо-

гут быть фиктивными. Тогда h*( x1, ..., xn) = g*(f1*( x1, ..., xn), ..., fm*(x1, …, xn)), 

это означает, что если функция задана некоторой формулой, то чтобы полу-

чить двойственную функцию, надо в этой формуле все знаки функций заме-

нить на двойственные, 0 на 1, 1 на 0. 

Пример 4. Построить формулу, реализующую f*, если f = ((x→ y) ∨ z) 

(y z → (x⊕yz)). Показать, что она эквивалентна формуле  N = z(x⊕y). 

Пример 5. Найти формулу для f* и показать, что она эквивалентна 

формуле N = (x∨(z⊕t)) y , если f = (xyz~(t∨x y ))∨ y t. 

Лемма о несамодвойственной функции 

Подстановкой функций x  и x  в несамодвойственную функцию можно 

получить одну из констант. 

4. РАЗЛОЖЕНИЕ БУЛЕВОЙ ФУНКЦИИ ПО ПЕРЕМЕННЫМ 

Обозначим xσ=
⎩
⎨
⎧

=
=

.,x
,,x

1
0

σ
σ

 

Посмотрим, чему равно xσ при разных значениях x и σ. 

x\σ 0 1 

0 1 0 

1 0 1 

Из таблицы следует: xσ=1 тогда и только тогда, когда x=σ. 

Теорема о разложении функции по переменным 
Пусть f(x1, ..., xn) ∈ P2. Тогда для любого m: 1 ≤ m ≤ n допустимо пред-

ставление: 

f(x1, ..., xm, xm+1, ..., xn) = )x,...,x,,...,(f&x&...&x&x nmmm),...,(
m

m
1121

21

1
+∨ σσσσσ

σσ
, 

где дизъюнкция берется по всем наборам из 0 и 1, которое называется разло-

жением функции f по переменным x1, ..., xn. 



Рассмотрим примеры. 

Пример 1.  m = 1, записать разложение по переменным х: 

Пример 2.  m=2, записать разложение по переменным х и x . 

Замечание. n
nx...x σσ1

1 – элементарная конъюнкция ранга n по числу вхо-

дящих переменных, предполагается, что при i ≠ j , хi ≠ хj. СДНФ  для f(x1, ..., 

xn) –дизъюнкция элементарных конъюнкций ранга n. Если функция пред-

ставлена в виде дизъюнкций элементарных конъюнкций, где ранг хотя бы 

одной элементарной конъюнкции меньше n, то такая форма называется 

дизъюнктивной нормальной формой (ДНФ). 

Cледствие 2. Любая функция алгебры логики может быть представле-

на в виде формулы через отрицание, & и ∨. 

а) Если f ≡ 0, то f(x1, ..., xn) = 1x & 1x .  

б) Если f(x1, ..., xn) ≠ 0 тождественно, тогда ее можно представить в виде 

СДНФ, где используются только связки , &, ∨. СДНФ дает алгоритм пред-

ставления функции в виде формулы через &, ∨, . 

Пример 3. Пусть функция f(x1, x2, x3) задана таблицей истинности. За-

писать ее в виде СДНФ.  

x1 x2 x3 f 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

 



Следствие 3. Мы умеем представлять функцию в виде 

...)&x&(x 21 σ
2

σ
1∨ . Нельзя ли представить ее в виде ...)xx(& ∨∨ 21

21
σσ . 

Пусть функция f(x1, ..., xn) ≠ 1 тождественно. Тогда функция f* ≠ 0 тожде-

ственно, и ее можно представить в виде СДНФ: 

*)x...x())*x,...,x(*f()x,...,x(f n

nn...
n

)...(*f:)(
nn

σσ

σσσσ
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11
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1
11 ∨
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По принципу двойственности заменим & на ∨ и наоборот, получим  
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)x...x( n
n
σσ ∨∨1

1  называется элементарной дизъюнкцией ранга n. Представле-

ние функции в виде (2) называется совершенной конъюнктивной нор-

мальной формой или в краткой записи – СКНФ. СКНФ для f(x1, ..., xn) – 

конъюнкция элементарных дизъюнкций ранга n. КНФ для f(x1, ..., xn) – конъ-

юнкция элементарных дизъюнкций, где ранг хотя бы одной элементарной 

дизъюнкции меньше n. 

Пример 4. Пусть f(x1, x2, x3) = x1 → (x2 → (x3 ~ x1)). Представить ее в виде 

СКНФ. 

5. ПОЛНОТА, ПРИМЕРЫ ПОЛНЫХ СИСТЕМ 

Определение. Система функций {f1, f2, ..., fs, ...}⊂P2 называется полной в 

Р2, если любая функция f(x1, ..., xn) ∈ P2 может быть записана в виде формулы 

через функции этой системы. 

Примеры полных и неполных систем 

Лемма (достаточное условие полноты) 

Пусть система U = {f1, f2, ..., fs, ...} полна в Р2. Пусть B = {g1, g2, ..., gk, 

...} – некоторая система из Р2, причем любая функция fi ∈ U может быть вы-

ражена формулой над B,  тогда система B полна в Р2. 

Следствие. Полином Жегалкина. 



f(x1, ..., xn) ∈ P2, представим ее в виде формулы через конъюнкцию и 

сумму по модулю два, используя числа 0 и 1. Это можно сделать, так как 

{x1&x2, x1⊕x2, 0, 1} полна в Р2. В силу свойства x & (y⊕z) = xy ⊕ xz можно 

раскрыть все скобки, привести подобные члены, и получится полином от n 

переменных, состоящий из членов вида х
1i х 2i ...х

ki , соединенных знаком ⊕. 

Такой полином называется полиномом Жегалкина. 

Общий вид полинома Жегалкина: 

,x...xxa)x,...,x(f
s

s
s iii

)i,...,i,i(
i...iin 21

21
211 ∑=  

где },{a
si...ii 10

21
∈ ,  s = 0, 1, ..., n, причем при s = 0 получаем   свободный член 

а0. 

Представление функции в виде полинома Жегалкина 

1. Представим любую функцию формулой над {x1&x2, x } и сделаем за-

мену  x =x⊕1. Этот способ удобен, если функция задана формулой. 

Пример 2.  

2. Метод неопределенных коэффициентов. Он удобен, если функция 

задана таблицей. 

Пример 3.  

 3. Многочлен Жегалкина можно получить также с помощью треуголь-

ника Паскаля по единицам его левой стороны по таблице следующим обра-

зом. Построим многочлен Жегалкина для функции f = (10011110). Верхняя 

сторона треугольника есть функция f. Любой другой элемент треугольника 

есть сумма по модулю для двух соседних элементов предыдущей строки. Ле-

вая сторона треугольника для функции f содержит шесть единиц. Многочлен 

Жегалкина будет содержать шесть слагаемых. Первая единица треугольника 

соответствует набору (000). Первое слагаемое многочлена есть 1. Третья сни-

зу единица в левой стороне треугольника соответсвует набору (101). В каче-

стве слагаемого многочлена берем x1x3. Аналогично для других единиц тре-

угольника. Слева от наборов показаны слагаемые многочлена Жегалкина.  



Тогда .xxxxxxxxx)x,x,x(f 321213123321 1 ⊕⊕⊕⊕⊕=   

Теорема Жегалкина 

Каждая функция из 2P  может быть представлена в виде полинома Же-

галкина единственным образом. 

Здесь единственность понимается с точностью до порядка слагаемых в 

сумме и порядка сомножителей в конъюнкциях: 

,x...xxa)x,...,x(f
s

s
s iii

)i,...,i,i(
i...iin 21

21
211 ∑=  },{a

si...ii 10
21

∈ , s = 0, 1, ..., n.  

Определение. Функция f(x1, ..., xn), полином Жегалкина для которой 

имеет следующий линейный относительно переменных вид: f = а0 ⊕ а1х1 

⊕ а2х2 ⊕ ... ⊕ аnхn, называется линейной. 

Лемма о нелинейной функции. Суперпозицией нелинейной функции, 

отрицания и константы 1 можно получить конъюнкцию. 

 Функция f(x1, ..., xn) сохраняет константу a ∈ {0, 1}, если f(a, …, a) = a.  

Пример 4.  

6. ЗАМЫКАНИЕ И ЗАМКНУТЫЕ КЛАССЫ 

Определение 1. Пусть M⊆Р2. Замыканием М называется множество 

всех функций из P2, которые можно выразить формулами над М. Замыкание 

М обозначается [M]. 

Определение 2. Множество функций М называется замкнутым клас-

сом, если [M]=M. 

Пример 1.  

Замечание. В терминах замыкания и замкнутого класса можно дать 

другое определение полноты, эквивалентное исходному:  

М – полная система, если [M] = P2.  

3) A = {f(x1, ..., xn)| f(1, 1, ..., 1) = 0} – незамкнутый класс. Возьмем фор-

мулу над этим множеством. Пусть f, g1, ..., gn ∈ A, т.е. f(1, 1, ..., 1) = 0, g1(1, 1, 

..., 1) = 0, тогда f(g1, ..., gn) ∈ [A]. Посмотрим, принадлежит ли функция f(g1, 

..., gn)  множеству А. f(g1(1, ..., 1), g2(1, ..., 1), ..., gn(1, ..., 1) = f(0, ..., 0)), но f(0, 



..., 0) не обязано быть равным 0. Действительно, пусть g1(x1, x2) = x1 ⊕ x2, g2(x) 

= x ∈A. Возьмем g2(g1(x1, x2)) = x1 ⊕ x2 ∈ [A], g2(g1(1, 1)) = 1 ⊕ 1 = 0, следова-

тельно, g2(g1(x1, x2)) ∉ A, отсюда [A] ≠ A и А – незамкнутый класс. 

Важнейшие замкнутые классы в Р2 

1) Т0 - класс функций, сохраняющих константу 0. 

2) T1 – класс функций, сохраняющих константу 1. 

3) S – класс самодвойственных функций. 

4) L – класс линейных функций. 

5) М – класс монотонных функций.  

Определение. Набор α~  = (α1, ..., αn) предшествует набору β~  = (β1, ..., 

βn) и обозначается βα ~~p , если для 1≤i≤n  αi≤βi, например: α~ = (0010), β~  = 

(0110), тогда α~  p β~ . Не любые два набора находятся в отношении предше-

ствования, например, наборы (0110) и (1010) в таком отношении не находят-

ся. Отношение предшествования (p ) является отношением порядка на мно-

жестве наборов длины n, множество таких наборов будет частично упорядо-

ченным множеством по отношению к операции. 

Определение. Функция f(x1, ..., xn) называется монотонной, если для 

двух наборов α~  и β~ , таких что α~ p β~ , выполняется f(α~ )p f( β~ ). Функции 0, 

1, x, x1&x2, x1 ∨ x2 ∈ M, x1↓x2, x1 ⊕ x2, x1 ~ x2 ∉ M.  

Для числа монотонных функций, зависящих от n переменных, сущест-

вуют оценки сверху и снизу, но точное число сосчитать не удается. Покажем, 

что М замкнутый класс. Рассмотрим функцию Ф∈[M], Ф = f(f1, ..., fm), где f, f1, 

..., fm∈M, причем можем считать, что все они зависят от n переменных. Пусть 

набор α~  = (α1, ..., αn), β~  = (β1, ..., βn). Рассмотрим Ф(α1, ..., αn) = f(f1(α1, ..., 

αn), …, fm(α1, ..., αn)) и Ф(β1, ..., βn) = f(f1(β1, ..., βn), ..., fm(β1, ..., βn)). Здесь f1(α) 

p  f1(β), ..., fm(α)p   fm(β), тогда набор (f1(α), ..., fm(α))p (f1(β), ..., fm(β)), но то-

гда Ф(α) p Ф(β), так как f∈M, отсюда Ф = f(f1, ..., ) – монотонная функция. 



Определение. Функция f есть суперпозиция над M, если f реализуется 

некоторой формулой над M. 

 Лемма о немонотонной функции. Отрицание можно получить супер-

позицией констант  0 и 1, тождественной функции и немонотонной функции.  

Задачи 

1. Доказать, что пересечение любых двух замкнутых классов замкнуто. 

2. Доказать, что объединение двух замкнутых классов не всегда замк-

нуто. 

Теорема Поста о полноте 

Для того чтобы система функций  была полной, необходимо и доста-

точно, чтобы она не содержалась целиком ни в одном из классов T0, T1, L, S, 

M. 

Следствие. Всякий замкнутый класс  функций из Р2, не совпадающий 

с Р2 содержится, по крайней мере, в одном из замкнутых классов T0, T1, L, S, 

M. Действительно, если  N не является подмножеством Q, то  [N] = P2, что 

неверно. 

Примеры использования теоремы Поста. 

Определение. Система функций {f1, ..., fs, ...} называется базисом в 

Р2,если она полна в Р2, но любая ее подсистема не будет полной. Например, 

система функций {x1&x2, 0, 1, x1 ⊕x2 ⊕x3} – базис. 

Теорема о достаточности четырех функций. 

Из любой полной в Р2 системы функций можно выделить полную под-

систему, состоящую не более чем из четырех функций. 

Следствие. Базис в Р2 может состоять максимум из четырех функций. 

 

7. ФУНКЦИИ k - ЗНАЧНОЙ ЛОГИКИ 

Введем обозначение: Eк={0, 1, 2, ..., k–1}. 

Функция k-значной логики, зависящая от n переменных, – это закон, 

отображающий k
n
k EE ⇒ . Множество функций k-значной логики обозначается 



как Рk. Функция из Рk полностью определена, если задана ее таблица истин-

ности, т.е. заданы значения на всех наборах. Наборы можно рассматривать 

как записи в k-ичной системе счисления чисел от 0 до k–1, всего наборов kn. 

Функций из Рk, зависящих от n переменных, будет kn. |P3(n)|, например, будет 

3, если n = 2, то |P3(2)| = 39 = 19683 (k=3, n=2). 

x1       x2      . . .      xn-1     xn f

 0        0      . . .        0        0 

 0        0      . . .        0        1 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

 0        0      . . .        0       k–1 

 0        0     . . .         1        0 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

 k–1    k–1   . . .        k–1    k–1 

.

.

.

.

.

.

.

В k - значной логике также есть функции, которые называются элементарны-

ми. Приведем некоторые из них, примеры будем приводить для k = 3 и n = 2. 

1. Циклический сдвиг или отрицание Поста: x  = x+1(mod k). 

2. Зеркальное отображение или отрицание Лукосевича: Nx = k–1–x. 

Эти две функции являются обобщением отрицания. 

3. Ji(x)={κ−1, x = i,  I = 0, 1, 2, ..., k–1}. 

x1 x2 Nx J0(x) J1(x) J2(x) 

0 

1 

2 

1 

2 

0 

2 

1 

0 

2 

0 

0 

0 

2 

0 

0 

0 

2 

4. min(x1,x2) – обобщение конъюнкции; 

5. x1⋅x2(mod k) – второе обобщение конъюнкции; 

6. max(x1,x2) – обобщение дизъюнкции; 

7. x1+x2(mod k) – сумма по mod k. 

x1 x2 min(x1,x2) x1x2(mod 3) max(x1x2) x1+x2(mod 3) 

0 0 0 0 0 0 



0 

0 

1 

1 

1 

2 

2 

2 

1 

2 

0 

1 

2 

0 

1 

2 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

2 

0 

0 

0 

1 

2 

0 

2 

1 

1 

2 

1 

1 

2 

2 

2 

2 

1 

2 

1 

2 

0 

2 

0 

1 

 Принято min(x1,x2) обозначать x1&x2, max(x1,x2) обозначать x1∨x2. 

Как и в двузначной логике, можно ввести понятие формулы над множеством 

и ставить вопрос о полной в Рk системе функций. 

Теорема о полной в Рk системе функций 

Cистема функций {max(x1,x2), min(x1,x2), 0, 1, ..., k–1, J0(x), J1(x), ..., Jk-

1(x)} является полной в Рk и любая функция f(x1, ..., xn) ∈ Pk выражается фор-

мулой над этой системой следующим образом: 

[ ]{ })i,...,i(f),x(J),...,x(J),x(Jminmax)x,...,x(f nniii
Ei,...,i(

n nn
Kn

1211 21
1 ∈

= . 

Эта формула есть своеобразный аналог СДНФ. 

 

8. КАРТЫ КАРНО 

Для простых высказываний (булевых переменных) nppp ,..., 21  сущест-

вует n2  различных элементарных конъюнкций, например, для p и q сущест-

вует четыре элементарные конъюнкции: qpqpqpqp ∧∧∧∧ ,,, . 

Определение. Картой Карно называется таблица, каждый элемент ко-

торой является элементарной конъюнкцией. 

Применяются карты Карно преимущественно для минимизации нор-

мальных форм. 

Пример 1.  



Пример 2. Упростим следующую булеву функцию, составленную из 

трех переменных:  

)()()()(),,( 321321321321321 xxxxxxxxxxxxxxxf ∧∧∨∧∧∨∧∧∨∧∧= . 

Пример 3. Построить и упростить карту Карно для функции 

)()()()(
)()()()(

)()()(),,,(

4321432143214321

4321432143214321

4321432143214321

xxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxf

∧∧∧∨∧∧∧∨∧∧∧∨∧∧∧

∨∧∧∧∨∧∧∧∨∧∧∧∨∧∧∧
∨∧∧∧∨∧∧∧∨∧∧∧=

 

9. ПРИМЕНЕНИЕ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ 

1. Релейно-контактные схемы 

Определение 1. Под релейно-контактной схемой понимают устройство 

из проводников и двухпозиционных контактов. Контакты могут быть замы-

кающими и размыкающими, каждый контакт подключен к реле (переключа-

телю), которому ставится в соответствие логическая переменная, которая 

принимает значение 1, если реле срабатывает и 0 в противном случае. Всей 

схеме ставится в соответствие булева функция (функция проводимости), 

принимающая на заданном наборе переменных значение 1, если схема про-

водит ток и 0 в противном случае. 

Обозначим, например, x – замыкающий контакт, x  – размыкающий, 

f(x1,x2,…xn) – функция проводимости. Таблицу истинности для функции f 

также называют условиями работы схемы. Коммутационные схемы и логиче-

ские функции, им соответствующие, принято выражать в обозначениях буле-

вой алгебры. Исторически: в 1938г. Клод Шеннон заметил связь между таб-

лицами истинности и электрическими цепями. Для графического обозначе-

ния РКС используют множество способов, в основе которых лежит физиче-

ский аналог данных схем. (Функцию проводимости также называют функци-

ей Шеннона). 

Пример 1.  

Функция yxyxf ∧=),(  соответствует последовательному соединению 

на схеме, изображенной на рисунке: 



 
Функция yxyxf ∨=),(  соответствует параллельному соединению на 

схеме, изображенной на рисунке: 

 
Логическую функцию, соответствующую схеме, можно упростить пу-

тем эквивалентных преобразований и построить новую схему, эквивалент-

ную данной. 

Определение 2. Две РКС называются эквивалентными, если они реали-

зуют одну и ту же булеву функцию или систему функций.  

Определение 3. Схема называется минимальной, если она содержит 

наименьшее возможное число контактов среди всех схем, имеющих ту же 

функцию проводимости. 

Пример 2. Упростить релейно-контактную схему: 

 
 

Если заданы условия работы схемы, то саму схему можно восстано-

вить, составив функцию проводимости по правилам построения нормальных 

форм. 

Пример 3. По заданным условиям работы построить РКС. 

x y f(x,y) 

0 0 0 



0 1 1 

1 0 0 

1 1 1 

  

 Чтобы составить функцию проводимости можно воспользоваться фор-

мулой:  

],[
],[

, ba
ba

ba Kf ∨= , 

где a и b – два полюса РКС, ],[ ba  – некоторая цепь, соединяющая a и b и 

],[ baK  – конъюнкция «букв», приписанных ребрам цепи ],[ ba , baf ,  – функ-

ция проводимости. 

Пример 4. Найти функции, реализуемые мостиковой схемой: 

 
  

Если функция проводимости задана с помощью логических функций: 

импликации, эквиваленции, сложению по модулю два, штриха Шеффера, 

стрелки Пирса или других производных функций и требуется изобразить 

РКС, соответствующую этой функции, в этом случае необходимо с помощью 

основных логических законов перейти к представлению функции проводи-

мости через основные операции: конъюнкцию и дизъюнкцию, по возможно-

сти упростить ее и затем изобразить схему. 

Пример 5. Построить РКС, реализующую функцию: 

1),,( ⊕⊕⊕= xzzyyxzyxf . 

 

 

2. Решение логических задач 



 Логические задачи решаются методами алгебры логики. Для этого не-

обходимо конкретные условия задачи записать в виде формулы алгебры ло-

гики, а затем упростить эту формулу путем эквивалентных преобразований. 

Чаще всего высказывания, истинность которых можно утверждать исходя из 

данных задачи, соединяют знаком конъюнкции для получения общей форму-

лы. 

 Рассмотрим решение задачи. 

Задача. Определить, кто из четырех студентов сдал экзамен, если из-

вестно, что: 

a. Если первый сдал, то и второй сдал; 

b. Если второй сдал, то третий сдал или первый не сдал; 

c. Если четвертый не сдал, то первый сдал, а третий не сдал; 

d. Если четвертый сдал, то и первый сдал. 

 

ТЕМА № 6. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ГРАФОВ. ОПТИМИЗАЦИОН-

НЫЕ ЗАДАЧИ НА ГРАФАХ. 

1. ИСТОРИЧЕСКИЕ ПРЕДПОСЫЛКИ РАЗВИТИЯ ТЕОРИИ ГРА-

ФОВ 

С помощью теории графов математика получила универсальный и на-

глядный графический язык, который применяется во многих областях науки 

и техники для изображения схем дорог, линий воздушных сообщений, газо-

проводов, теплотрасс, электросетей, микросхем и пр. Впервые понятие 

«граф» было введено в 1936г. венгерским математиком Денни Кенингом, од-

нако отцом теории графов является Леонард Эйлер, решивший в 1736г. ши-

роко известную в то время задачу, называвшуюся проблемой кенигсбергских 

мостов.  

 В 1847г. Кирхгоф разработал теорию деревьев для решения совместной 

системы ЛАУ, позволяющих найти значение силы тока в каждом проводнике 

и в каждом контуре рассматриваемой электрической цепи. Занимаясь прак-

тическими задачами органической химии, Кэли в 1857г. открыл важный 



класс графов, называемых деревьями. Он стремился перечислить изомеры 

предельных (насыщенных) углеводородов 22 +nnHC  с данным числом n ато-

мов углерода. Граф в виде додекаэдра использовался в игрушке, предложен-

ной сэром Вильямом Гамильтоном в 1859г. Каждой вершине графа было 

приписано название известного города, играющий должен был обойти «во-

круг света», найдя такой замкнутый путь, идущий по ребрам многогранника, 

который проходил бы через каждую вершину многогранника ровно один раз. 

В двадцатом веке теория графов продолжала бурно развиваться и находила 

все новые и новые приложения. В 1936г. психолог Левин высказал предпо-

ложение, что «жизненное пространство» индивидуума можно представить с 

помощью планарной карты, другие психологи представляли людей – верши-

нами, а связывающие их отношения «дружба», «общение», «любовь» и др. – 

ребрами. Физики-теоретики «открывали» теорию графов независимо друг от 

друга множество раз. Уленбек обозначал точками (вершинами) молекулы, а 

смежность вершин толковал как взаимодействие наибольшей близости неко-

торого физического типа (например, магнитное притяжение или отталкива-

ние). Фейнман предложил диаграмму, в которой вершины представляют со-

бой физические частицы, а ребра – пути частиц после столкновений. Учение 

о цепях Маркова в теории вероятностей связано с понятием ориентированно-

го графа: события представляются вершинами, а ориентированное ребро, 

идущее из одной вершины в другую, указывает на то, что вероятность прямо-

го перехода от одного события к другому положительна. 

 Теоретико-графовый подход используется и в быстро развивающихся 

разделах линейного программирования. Вершинам графа соответствуют 

пункты размещения товара, ориентированное ребро указывает на возмож-

ность транспортировки товара из одного пункта в другой, а приписанные 

ребрам значения соответствуют пропускной способности ребра. 

 

2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ ГРАФОВ 

 



Определение 1. Графом ),( EVG  называют совокупность конечного 

множества V, называемого множеством вершин, и множества E двухэлемент-

ных подмножеств множества V, называемого множеством ребер. 

Элементы a и b множества V называются соединенными или связанны-

ми ребром {a, b} или {a, b}∈E. Конечный граф изображается диаграммой, на 

которой вершины обозначаются точками, а ребра – линиями, соединяющими 

эти точки. 

Определение 2. Вершины a и b называют концами ребра {a, b}. Ребро 

{a, b} называют также инцидентным к вершинам a и b и обратно. Две вер-

шины называют смежными, если они инцидентны к одному ребру и два реб-

ра называют смежными, если они инцидентны к общей вершине. 

Приведем несколько примеров простых графов.  

Определение 3. Ребро, соединяющее вершину саму с собой называется 

петлей. Граф, содержащий петлю, называется графом с петлей. 

Определение 4. Если в графе допускается наличие одного или более 

ребра между двумя вершинами, то он называется мультиграфом. Если каж-

дая вершина графа отмечена, то граф называется размеченным. Если допус-

кается наличие как петель, так и существование одного и более ребра, то 

граф называется псевдографом. 

Определение 5. Степенью вершины deg(v) называется количество ре-

бер, инцидентных этой вершине. Вершина степени 0 называется изолирован-

ной. 

Пример 1.  

Утверждение. Сумма степеней вершин графа всегда четная. В любом 

графе количество вершин нечетной степени – четно.  

Определение 6. Граф ),( EVG ′′′  называется подграфом графа ),( EVG : 

GG p′ , если VV ⊆′  и EE ⊆′ . Таким образом, каждая вершина в G′  являет-

ся вершиной в G  и каждое ребро в G′  является ребром в G . 



 Определение 7. Путем (маршрутом) в графе называется совокупность 

ребер, которые объединены с вершинами так, что вдоль них можно двигаться 

по графу. 

 Определение 8. Пусть ),( EVG  – граф с вершинами Vvvv k ∈,..., 10  и 

ребрами Eeee k ∈,..., 21 . Путем длины k из 0v  в kv  называется последова-

тельность kvevev ...,,, 2110  такая, что { }iii vve ,1−= . Таким образом, путь дли-

ны k имеет k ребер. Простым путем из 0v  в kv  называется путь, в котором 

нет повторяющихся вершин. 

 Пример 2.  

 Определение 9. Граф называется связным, если имеется путь между 

двумя его различными вершинами. 

 Пример 3.  

 Теорема 1. Если существует путь из вершины а в b, то существует про-

стой путь из а в b. 

 Следствие. Граф G является связным тогда т только тогда, когда меж-

ду двумя его любыми вершинами существует  простой путь. 

 Определение 10. Пусть ),( EVG  – граф. Подграф G′  графа G называет-

ся компонентой графа G если выполнены два условия: 

1) G′  – непустой связный граф. 

2) G ′′  – связный подграф графа G и GG ′′′ p , тогда GG ′′=′  и G′  – макси-

мальный связный подграф графа G. (на рис. Примера 3 несвязный граф со-

стоит из двух компенент). 

 Определение 11. Пусть ),( EVG  – граф. Циклом называется путь нену-

левой длины, соединяющий вершину саму с собой и не содержащий повто-

ряющихся ребер. Простым циклом называется цикл, соединяющий вершину 

v саму с собой и не содержащий повторяющихся вершин, кроме вершины v. 

Цикл называется n-циклом, если он содержит n ребер и n различных вершин. 

(на рис. Примера 2 a b с f h g e d a – простой цикл). 



 Определение 12. Граф называется полным, если любые две его верши-

ны соединены ребром. Полный граф с n-вершинами обозначается Kn. 

 Пример 4.  

 Определение 13. Граф G= ),( EVG  называется двудольным, если множе-

ство V можно представить как объединение непересекающихся множеств 

BAV U= , так что каждое ребро имеет вид { }ba, , где BbAa ∈∈ , . Двудоль-

ный граф называется полным двудольным графом nmK , , если множество A 

содержит m вершин, B – n вершин и для каждой Aa ∈  и Bb ∈  имеем 

{ } Eba ∈,  – связывающее их ребро. 

 Пример 5.  

3. ОРИЕНТИРОВАННЫЕ ГРАФЫ 

Часто на практике используются ориентированные графы, т.е. графы, 

для вершин которых указаны направления. 

Определение 1. Ориентированный граф G или орграф состоит из мно-

жества V вершин и множества E упорядоченных пар элементов из множества 

V – ориентированных ребер. 

Понятие ориентированного графа допускает наличие петель. Ребра на 

графе отмечаются стрелкой. 

Определение 2. Если { }ba,  – ребро ориентированного графа, вершины 

a и b инцидентны ребру { }ba, , вершина a называется смежной к вершине b.  

Определение 3. Степенью выхода вершины v называется количество 

ребер, для которых v является начальной вершиной – outdeg(v). Степенью 

входа вершины v называется количество ребер, для которых v является ко-

нечной вершиной – indeg(v). Если indeg(v)=0, то вершина v называется ис-

точником, outdeg(v)=0 – стоком. 

Часто дугам орграфа приписывают некоторые числовые значения, в 

этом случае граф называют размеченным. Для орграфа аналогичным образом 

определяют понятие подграфа, пути и цикла. 



Определение 4. Неориентированный дубликат орграфа называют соот-

несенным графом к данному.  

4. ДЕРЕВЬЯ 

Деревом называют граф, не содержащий циклов. Лес – граф, компонен-

тами которого являются деревья. Деревья и леса являются одним из нагляд-

ных приложений теории графов, поскольку представляют удобный способ 

хранения и сортировки данных. 

Ориентированным деревом называется свободный от петель орграф, 

соотнесенный граф которого является деревом. 

Вершины степени 1 называются листьями. Другие вершины называют 

внутренними. Вершина в верхней части называется корнем дерева. Дерево 

можно «подвесить» за любую из вершин, сделав ее корнем дерева. 

 Высотой дерева называется длина самого длинного пути от корня до 

листа. Если наибольшая степень выхода для вершины дерева равна m, то де-

рево называют m-арным деревом. 

 Пример. Бинарное дерево. 

Теорема 1. Для любых двух вершин a и b дерева T существует единст-

венный путь из a в b. 

Теорема 2. Если для любых двух вершин графа G существует единст-

венный путь из a в b тогда G – дерево. 

Теорема 3. Если у дерева T имеется e ребер и v вершин, тогда v=e+1. И 

обратно. 

Определение. Дерево T называется остовным деревом графа G, если T – 

подграф графа G и каждая вершина в G является вершиной в T. 

 

5. ПУТИ И ЦИКЛЫ ЭЙЛЕРА 

Определение 1. Пусть ),( EVG  – граф. Цикл, который включает все 

ребра и вершины графа называется эйлеровым циклом. 

(вершины могут повторяться, а ребра – нет) 



Теорема. Граф с более чем одной вершиной имеет эйлеров цикл тогда 

и только тогда, когда он связный и каждая его вершина имеет четную сте-

пень. 

Определение 2. Пусть G – граф. Путь, который включает каждое ребро 

графа только один раз называется эйлеровым путем. 

Пример 1. 

 Вернемся к задаче о Кенигсбергских мостах: начав путь с одного уча-

стка суши обойти все мосты, посетив каждый лишь однажды и вернуться в 

начальную точку, не переплывая реки. Соответствующий мультиграф не 

имеет эйлерова цикла, поэтому невозможно пройти по всем мостам один раз. 

 Теорема. Граф (мультиграф или псевдограф) имеет собственный эйле-

ров путь тогда и только тогда, когда он связный и ровно две его вершины 

имеют нечетную степень.  

 Задача о мостах: невозможно пройти каждый мост по одному разу, да-

же если не нужно возвращаться в исходную точку маршрута.  

 Определение 3. Пусть G – ориентированный граф. Ориентированным 

циклом называется ориентированный путь ненулевой длины из одной верши-

ны в ту же вершину без повторения ребер. 

 Определение 4. Ориентированный цикл, который включает все ребра и 

вершины графа G, называется эйлеровым циклом. 

 Утверждение. Ориентированный граф имеет эйлеров цикл тогда и 

только тогда, когда он связный и степень входа каждой вершины равна ее 

степени выхода. 

 Пример 2. 

Алгоритм нахождения Эйлерова цикла в графе: 

 Начинать каждый раз с некоторой вершины P и вычеркивать пройден-

ное ребро. Не проходить по ребру, если удаление этого ребра приводит к 

разбиению графа на две несвязные компоненты, не считая изолированных 

вершин. 

6. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ СПОСОБЫ ЗАДАНИЯ ГРАФОВ 



Задание графа с помощью матричного представления позволяет обра-

батывать графы и однозначно восстанавливать их. 

Определение 1. Пусть G – граф. Пусть B – матрица, строки которой 

обозначены вершинами графа, а столбцы ребрами графа. Будем считать, что 

вершины и ребра графа пронумерованы. Положим элемент 1=ijB , если i-я 

вершина инцидентна j-му ребру и 0=ijB  в противном случае. Матрица В на-

зывается матрицей инцидентности.  

Пример 1. 

 Матрица инцидентности не содержит информации о том, как граф ори-

ентирован, поэтому по этой матрице нельзя восстановить орграф. 

Определение 2. Пусть G – граф. Пусть A – матрица, строки и столбцы 

которой обозначены вершинами графа. Будем считать, что вершины графа 

пронумерованы. Положим элемент 1=ijA , если имеется ребро из i-ой вер-

шины в j-ую и 0=ijA  в противном случае. Матрица A называется матрицей 

смежности. (Диагональный элемент равен 1 в случае, если в графе имеется 

петля, в остальных случаях – ноль) 

Пример 2. 

 Введем обозначения. Пусть )( ixГ  – множество вершин, достижимых 

из вершины ix  с длиной пути равной 1 (множество вершин, на которые ото-

бражается вершина ix ), )(1
ixГ −  – обратное соответствие, множество вершин 

для которых ix  является образом, )(2
ixГ  – множество вершин, достижимых 

из вершины ix  с длиной пути равной 2 и т.д. )( i
p xГ  – множество вершин, 

достижимых из вершины ix  с длиной пути равной p.  

Теорема. Пусть G – орграф с вершинами nvvv ,..., 21  и матрицей смеж-

ности A. Путь длины k из iv  в jv  существует тогда и только тогда, когда 

1=⊗k
ijA . ( kA⊗  – матрица, полученная умножением матрицы А на себя k раз). 



Определение 3. Пусть G – граф. Пусть R – матрица, строки и столбцы 

которой обозначены вершинами графа. Будем считать, что вершины графа 

пронумерованы. Положим элемент 1=ijR , если вершина jx  достижима из 

вершины ix и 0=ijR  в противном случае. Матрица R называется матрицей 

достижимости. (Диагональные элементы матрицы равны 1 – каждая верши-

на достижима из себя самой и длина пути равна нулю). 

Множество вершин, достижимых из вершины ix :  

{ }ii
p

iii xxГxГxГxR ∪∪∪∪= )(...)()()( 2 . 

Определение 4. Пусть G – граф. Пусть Q – матрица, строки и столбцы 

которой обозначены вершинами графа. Будем считать, что вершины графа 

пронумерованы. Положим элемент 1=ijQ , если вершина ix  достижима из 

вершины jx и 0=ijR  в противном случае. Матрица Q называется матрицей 

контрдостижимости. (Диагональные элементы матрицы равны 1 – каждая 

вершина достижима из себя самой и длина пути равна нулю). 

{ }ii
p

iii xxГxГxГxR ∪∪∪∪= −−− )(...)()()( 21  

Матрицы достижимости и контрдостижимости связаны операцией 

транспонирования: TRQ = . 

7. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ГРАФОВ 

Определение 1. Функция f из графа ),( EVG  в граф ),( EVG ′′′  называет-

ся гомоморфизмом из G в G′ и обозначается GGf ′→: , если обладает сле-

дующими свойствами: 

1) если Ee ∈ , то Eef ′∈)( . ( Eef ′⊆)( ) 

2) если Vv ∈ , то Vvf ′∈)( . ( Vvf ′⊆)( ) 

3) если вершины u и v инцидентны ребру e графа G, то вершины f(u) 

и f(v) инцидентны ребру f(e) графа G′.  

Утверждение.  

Если функция f – гомоморфизм из G в G′, то f(G) – подграф графа G′. 

Если граф G связный и f – гомоморфизм, то граф f(G) также связный. 



Если граф G полный и f – гомоморфизм, то граф f(G) также полный. 

Определение 2. Гомоморфизм GGf ′→:  является изоморфизмом, ес-

ли VVf ′→:  и EEf ′→:  представляют собой взаимнооднозначные соот-

ветствия. Если f – изоморфизм, то графы G и G′ изоморфные. 

(Изоморфизм: переименование вершин и ребер графа, которое сохра-

няет свойство гомоморфности – если вершины u и v инцидентны ребру e, то 

вершины f(u) и f(v) инцидентны ребру f(e). Простейший способ установить 

неизоморфизм графа – установить свойство, которым обладает один граф и 

не обладает другой). 

Определение 3. Если граф ),( EVG  содержит ребро { }21,vve =  и граф 

),( EVG ′′′  получен из графа ),( EVG  добавлением новой вершины v в множе-

ство V и заменой ребра { }21,vv  ребрами { }vv ,1  и { }2,vv , то граф ),( EVG ′′′  на-

зывается расширением графа ),( EVG . Если графы nGGG ,..., 21  таковы, что 

граф 1+iG  является расширением графа iG , то граф nG  называется производ-

ным от графа 1G . 

Определение 4. Графы G  и G′  называются гомеоморфными, если су-

ществует граф G ′′  такой, что оба графа G  и G′  являются производными от 

графа G ′′ . 

 Если граф G′ – расширение графа G, то новая добавленная вершина 

имеет степень 2, степени других вершин не изменились. 

Теорема. Если графы G и G′ гомеоморфны, то у них одинаковое коли-

чество вершин нечетной степени. 

 Теорема. Если графы G и G′ гомеоморфны, то граф G имеет эйлеров 

цикл тогда и только тогда, когда граф G′ имеет эйлеров цикл. 

 Определение 5. Пусть ),( EVG  – граф и nGGG ,..., 21  – подграфы графа 

G. Подграф G′ графа G называется объединением графов nGGG ,..., 21  и обо-

значается U
n

i
iG

1=
, если  



1) Вершина Gv ′∈  тогда и только тогда, когда niGv i ≤≤∈ 1, ; 

2) Ребро Ge ′∈  тогда и только тогда, когда niGe i ≤≤∈ 1, ; 

Определение 6. Пусть ),( EVG  – граф и nGGG ,..., 21  – подграфы графа 

G. Подграф G′ графа G называется пересечением графов nGGG ,..., 21  и обо-

значается I
n

i
iG

1=
, если  

3) Вершина Gv ′∈  тогда и только тогда, когда niGv i ≤≤∈ 1, ; 

4) Ребро Ge ′∈  тогда и только тогда, когда niGe i ≤≤∈ 1, ; 

Определение 7. Пусть ),( EVG  – граф и nGGG ,..., 21  – подграфы графа 

G. Подграфы nGGG ,..., 21  являются попарно непересекающимися, если 

0=∩ ji GG . 

Теорема. Если G1 и G2 – различные компоненты графа G, то G1 и G2 – 

попарно непересекающиеся. 

Определение 8. Пусть ),( EVG  – граф. Дополнением графа G – 

( )EVGC ′,  называется граф такой, что для всех вершин Vvu ∈,  ребро между 

u и v в графе ( )EVGC ′,  существует тогда и только тогда, когда в графе G от-

сутствует ребро, соединяющее u и v.  

Определение 9. Подграф ),( EVG ′′′  является остовным графом для гра-

фа ),( EVG , если VV =′ . Дерево называется остовным деревом графа G, если 

оно является остовным графом графа G.  

Теорема. Если ( )EVT ′,  – остовное дерево графа ),( EVG , то для любо-

го цикла 0210 ... vvvvv n  по крайней мере одно из ребер принадлежит EE ′− . 

Определение 10. Множество ребер С связного графа ),( EVG  называет-

ся разрешающим множеством, если удаление ребер из множества С наруша-

ет связность графа, а удаление собственного подмножества множества С ос-

тавляет граф связным. Если множество С состоит из одного ребра, то это 

ребро называется разрешающим ребром. 



(минимальное множество ребер, удаление которых нарушает связность 

графа) 

Пример 1.  

 Теорема. Если ( )EVT ′,  – остовное дерево графа ),( EVG  и С – разре-

зающее множество графа G, то 0=′∩ EC . Ребро e графа G является разре-

зающим ребром графа G тогда и только тогда, когда оно не входит в цикл 

графа G.  

 Определение 11. Вершина Va ∈  связного графа ),( EVG  является раз-

решающей вершиной или точкой сочленения, если удаление этой вершины и 

инцидентных ей ребер приводит к нарушению связности графа. 

 Определение 12. Граф ),( EVG  называется двусвязным, если он не со-

держит точек сочленения. 

 Теорема. Вершина a графа G является точкой сочленения тогда и толь-

ко тогда, когда существуют различные вершины u и w такие, что каждый 

путь из u в w проходит через a. 

 Пример 2. На рис. Примера 1 –  3,4,6-я вершины являются разрезаю-

щими. 

 Теорема. Для связного графа G отношение R является отношением эк-

вивалентности, если отношение R задано на множестве E 21 Ree  тогда и 

только тогда, когда либо 21 ee = , либо в графе G существует простой цикл, 

содержащий e1 и e2 в качестве ребер. 

 Определение 13. Пусть для каждого класса эквивалентности iE  и от-

ношения эквивалентности R iV  – множество вершин инцидентным ребрам из 

множества iE  и ),( iii EVG  – подграф графа G с вершинами из iV  и ребрами 

из iE . Подграф ),( iii EVG  называется компонентой двусвязности графа G. 

 Утверждения.  

Если ( ) ( )dcba ,,,  – различные ребра из компоненты двусвязности графа 

),( iii EVG , то в подграфе iG  существует пройстой цикл, содержащий в каче-

стве ребер ( ) ( )dcba ,,, . 



 Если компонента двусвязности iG  состоит из единственного ребра ei, 

то ei разрезающее ребро графа G. 

 Если два различных ребра входят в общий простой цикл граф G, то 

граф G – двусвязный. 

 Если ),( iii EVG  и ),( jjj EVG  – компоненты двусвязности графа G, то 

ji VV ∩  содержит не более одной вершины. 

 Теорема. Вершина а является точкой сочленения тогда и только тогда, 

когда для некоторого ji ≠  эта вершина принадлежит ji VV ∩  для компонент 

двусвязности ),( iii EVG  и ),( jjj EVG . Граф G является двусвязным тогда и 

только тогда, когда любые два различных ребра входят в один и тот же про-

стой цикл графа G. 

8. ПЛАНАРНЫЕ ГРАФЫ 

Часто на практике возникает необходимость построения графа с непе-

ресекающимися ребрами. 

 Определение 1. Планарным графом называется граф, который может 

быть изображен в плоскости так, что его ребра не пересекаются. 

 Если планарный граф разрезать вдоль ребер, то полученные т.о. части 

называют гранями. 

Определение 2. Гранью планарного графа называют максимальный 

участок плоскости такой, что любые две точки этого участка могут быть со-

единены кривой, не пересекающей ребро графа. 

 Теорема. (Формула Эйлера) Если G – связный планарный граф, со-

держащий v вершин, e ребер и f граней, то 2=+− fev . 

 Пример. 

 Теорема. Полный двудольный граф 3,3K  не является планарным. 

 Лемма. В произвольном связном планарном графе G с количеством 

вершин не менее трех имеет место неравенство 63 ≥− ev . 

 Теорема. Полный граф 5K  нея является планарным. 



 Теорема. Если два связных графа гомеоморфны, то они либо оба пла-

нарны, либо оба непанарны. 

9. РАСКРАСКА ГРАФОВ 

Широко известна проблема четырех красок: раскрасить географиче-

скую карту четырьмя красками так, чтобы никакие две граничащие террито-

рии не имели одну раскраску. Доказана невозможность такой раскраски для 5 

красок, для 3 красок доказана возможность, для 4 красок доказательство при-

ведено для тора. 

 Удобнее работать с двойственным графом G′  планарного графа, полу-

ченного заменой граней вершинами и соединяющими их ребрами, если грани 

в исходном графе смежные. 

 Имеет место концепция Биркгофа. 

 Пусть имеется 5 цветов и требуется раскрасить граф:  

. Существует 5*4=20 возможностей. 

 Пусть имеется 4 цвета и необходимо раскрасить граф: 

для вершины a – 4 цвета, b – 3 цвета, с – 2 цвета, d – 2 цвета. 

Всего 4*3*2*2=48 способов раскраски графа. 

 Определение 1. Пусть G граф. Раскраской графа G называется окраши-

вание вершин графа такое, что никакие две смежные вершины не имеют 

один цвет. Пусть )(λGC  – количество способов раскраски графа G с исполь-

зованием λ цветов так, что никакие две смежные вершины не имеют один 

цвет. Для фиксированного графа G функция )(λGC  является полиномиаль-

ной функцией от λ, называемой хроматическим многочленом графа G. Хро-

матическое число n – это наименьшее число цветов, которое используется 

для раскраски графа. 

 Пример 1.  



 Пример 2. 

10. ПУТИ И ЦИКЛЫ ГАМИЛЬТОНА 

По легенде сэр Уильям Гамильтон придумал игру, которую впоследст-

вии продал производителю игрушек. Игра представляла додекаэдр, правиль-

ный многогранник, 12 граней которого представляли собой правильные пя-

тиугольники. В каждом из 20 углов вставлялся колышек, который соответст-

вовал определенному городу, используя натянутую веревку требовалось най-

ти путь через города, посетив каждый город 1 раз и вернуться в исходную 

точку. 

 Определение 1. Пусть G – граф. Гамильтонов путь – это простой путь, 

который проходит через каждую вершину графа G. Гамильтонов цикл – это 

простой цикл, который проходит через каждую вершину графа G. 

 Теорема. Для любой вершины из цикла Гамильтона существует ровно 

два ребра из этого цикла, инцидентные данной вершине. 

 Пример.  

11. ОПТИМИЗАЦИОННЫЕ ЗАДАЧИ НА ГРАФАХ 

Кратчайшие пути  

Многие задачи либо непосредственно сводятся к нахождению в графах 

кратчайших путей, либо используют поиск путей на одном из этапов своего 

решения.  

Пути с минимальным количеством промежуточных вершин  

Задача: найти путь между двумя заданными вершинами графа (оргра-

фа), количество промежуточных вершин (и, соответственно, ребер) в кото-

ром минимально.  

Для решения данной задачи существует эффективный алгоритм, имею-

щий линейную сложность как по числу вершин, так и по числу ребер - вол-

новой алгоритм (другие названия - поиск в ширину, алгоритм степного по-

жара).  

Пример прикладной задачи: необходимо добраться на самолете из го-

рода A в город B при условии, что между ними нет прямого авиационного 



сообщения, совершив при этом минимальное количество перелетов (при ус-

ловии, что заданы возможные промежуточные аэропорты, и для каждой пары 

аэропортов известно, существует ли между ними прямой маршрут).  

Решение: построим граф (орграф – если бывают «несимметричные» 

маршруты), вершины которого соответствуют всем возможным аэропортам, 

а ребра (дуги) – прямым маршрутам между ними. Задача сводится к нахож-

дению маршрута с минимальным количеством промежуточных вершин меж-

ду вершинами, соответствующими A и B.  

Волновой алгоритм  

Дано: непyстой гpаф G=(V,E). Требуется найти путь между вершинами 

s и t графа (s не совпадает с t), содержащий минимальное количество проме-

жуточных вершин (ребер).  

I.  

1. каждой вершине vi приписывается целое число T(vi) – волновая метка (на-

чальное значение T(vi)= –1);  

2. заводятся два списка OldFront и NewFront (старый и новый «фpонт вол-

ны»), а также пеpеменная T (текyщее вpемя);  

3. OldFront:={s}; NewFront:={}; T(s):=0; T:=0;  

4. для каждой из веpшин, входящих в OldFront, пpосматpиваются инцидент-

ные (смежные) ей веpшины uj, и если T(uj) = –1, то T(uj):=T+1, New-

Front:=NewFront + {uj};  

5. если NewFront = {}, то ВЫХОД(«нет решения»);  

6. если t ∈ NewFront (т.е. одна из веpшин uj совпадает t), то найден 

кpатчайший пyть между s и t с T(t)=T+1 промежуточными ребрами; ВЫ-

ХОД(«решение найдено»);  

7. OldFront:=NewFront; NewFront:={}; T:=T+1; goto (4).  

Замечание: на шаге (4) «соседними» вершинами для неориентированных 

графов считаются все смежные вершины, а для орграфов – вершины, в кото-

рые из данной вершины ведут дуги.  

II.  



Если на шаге (6) была достигнyта веpшина t, то восстановить 

кpатчайший пyть можно следyющим обpазом: сpеди соседей веpшины t най-

дем любую веpшину с волновой меткой T(t)–1, сpеди соседей последней - 

веpшину с меткой T(t)-2, и т.д., пока не достигнем s. Найденная последова-

тельность вершин определяет один из кpатчайших пyтей из s в t. Hа пpактике 

выгодно сохpанять на шаге (4) инфоpмацию о том, из какой веpшины «вол-

на» пpишла в веpшинy uj – тогда восстановление пyти осyществляется бы-

стpее.  

 
Разметка графа после выполнения волнового алгоритма. 

Существуют модификации приведенного здесь алгоритма, позволяю-

щие находить:  

1. кратчайшие пути между s и всеми другими вершинами графа;  

2. все кратчайшие пути (либо не более чем заданное количество путей) меж-

ду s и t.  

 

Алгоритм Дейкстры нахождения дерева кратчайших расстояний.  

Пути минимального суммарного веса во взвешенном графе  

Задача: найти путь (один из путей) минимальной суммарной длины 

между двумя заданными вершинами взвешенного графа (орграфа) с неотри-

цательными весами ребер (дуг).  

Классическим алгоритмом решения данной задачи является алгоритм 

Дейкстры.  

Пример прикладной задачи: необходимо добраться на самолете из го-

рода A в город B при условии, что между ними нет прямого авиационного 

сообщения, затратив при этом минимальные средства (при условии, что за-

даны возможные промежуточные аэропорты, для каждой пары аэропортов 



известно, существует ли между ними прямой маршрут, и если да, то известна 

минимальная стоимость перелета по этому маршруту).  

Решение: построим взвешенный граф (орграф – если бывают «несим-

метричные» маршруты), вершины которого соответствуют всем возможным 

аэропортам, ребра (дуги) - прямым маршрутам между ними, а веса ребер 

(дуг) равны стоимости перелета (очевидно, неотрицательной) между соответ-

ствующими аэропортами. Задача сводится к нахождению в графе (орграфе) 

пути минимального веса между вершинами, соответствующими A и B.  

Алгоритм:  

Дано: непyстой взвешенный гpаф G=(V,E) с неотрицательными весами 

ребер (дуг). Требуется найти кpатчайший пyть от s к t.  

Инициализация:  

1. всем веpшинам vi пpиписывается метка – вещественное число: d(s)=0, 

d(vi)=+∞ для всех vi∈s;  

2. метки всех вершин, кроме s, считаются временными, метка s – постоянной;  

3. вершина s объявляется текущей (c:=s);  

4. все ребра (дуги) считаются непомеченными.  

Основная часть:  

1. для всех вершин uj, инцидентных текущей вершине c, метки которых яв-

ляются временными, пересчитываем эти метки по формуле:  

d(uj):=min{d(uj), d(c)+Weight(c,uj)}, (1) 

где (c,uj) – ребро (дуга), соединяющая вершины c и uj, а Weight(с,uj) – ее вес; 

при наличии кратных ребер выбирается ребро с минимальным весом;  

2. если метки всех вершин являются постоянными либо равны ∞, то путь не 

существует; ВЫХОД(«нет решения»);  

3. иначе находим среди вершин с временными метками (среди всех таких 

вершин, а не только тех, чьи метки изменились в результате последнего вы-

полнения шага (1)) вершину x с минимальной меткой, объявляем ее метку 

постоянной, помечаем ребро (дугу) (c',x), такое, что d(x) = d(c')+Weight(c',x), 



где c'=с либо c' – вершина, бывшая текущей на одном из предыдущих шагов 

(c'=с, если на шаге (1) при uj=x реализовалась вторая часть формулы (1)), и 

делаем эту вершину текущей (c:=x);  

4. если c=t, то найден путь длины d(t), который можно восстановить следую-

щим образом: это тот путь между s и t, который состоит только из помечен-

ных на шаге (3) ребер (дуг) (можно доказать, что он существует и единстве-

нен); ВЫХОД(«решение найдено»);  

5. иначе переходим на шаг (1).  

Замечание Алгоритм Дейкстры не всегда находит правильное решение 

в случае произвольных весов ребер (дуг) графа. Например, для орграфа, изо-

браженного на рисунке, алгоритм Дейкстры найдет маршрут s(s,t)t длины 1 

между вершинами s и t, а не минимальный маршрут длины 2+(-2)=0, прохо-

дящий через третью вершину графа. Пример орграфа, для которого неприме-

ним алгоритм Дейкстры. 

 
 

Кратчайшее остовное дерево  

Задача: найти кратчайшее остовное дерево взвешенного графа.  

Пример прикладной задачи: необходимо проложить линии коммуни-

каций (дороги, линии связи, электропередач и т.п.) между n заданными «то-

чечными» объектами, при условии, что, во-первых, известны «расстояния» 

между каждой парой объектов (это может быть геометрическое расстояние 

или стоимость прокладки коммуникаций между ними), и, во-вторых, объекты 

могут быть связаны как непосредственно, так и с участием произвольного 

количества промежуточных объектов.  

При допущении, что разветвления возможны только в этих же n объек-

тах, задача сводится к нахождению кратчайшего остовного дерева (SST - 

shortest spanning tree, или MST - minimal spanning tree) во взвешенном графе, 



вершины которого соответствуют заданным объектам, а веса ребер равны 

«расстояниям» между ними. Если каждая пара вершин соединена ребром, то 

граф является полным и решение существует всегда, в противном случае ре-

шение существует тогда и только тогда, когда граф связен (отсутствие ребра 

между двумя вершинами означает невозможность прямой связи между соот-

ветствующими объектами).  

Замечание: в случае введения дополнительных точек разветвления, 

длина кратчайшего дерева, включающего все исходные точки, а также неко-

торое количество новых, может быть меньше длины кратчайшего дерева, по-

строенного только на исходных точках. Если допустить, что точки разветв-

ления не произвольны, а берутся из некоторого множества, то задачу можно 

сформулировать так: построить кратчайшее дерево, покрывающее заданное 

подмножество вершин взвешенного графа. Данная задача, называемая зада-

чей Штейнера, является чрезвычайно сложной с вычислительной точки зре-

ния и может быть практически решена только при небольшом количестве 

дополнительных вершин. В то же время, существует эффективный прибли-

женный алгоритм, строящий дерево, длина которого превышает длину крат-

чайшего дерева не более чем в два раза.  

В отличие от задачи Штейнера, задача поиска кратчайшего остовного 

дерева допускает эффективное решение. Ниже будут рассмотрены два алго-

ритма решения этой задачи.  

Алгоритм Краскала  

Вход: связный взвешенный граф G=(V,E), n=|V|, m=|E|.  

Выход: SST – кратчайшее остовное дерево G.  

1. SST'=<пустой граф с n вершинами>;  

2. k=0;  

3. если |E(SST')|=n–1, то SST=SST'; КОНЕЦ;  

4. k=k+1;  

5. e=<k-ое по возрастанию весов ребро графа G>;  



6. если добавление e в SST' не приводит к появлению цикла, то добавить его 

в SST';  

7. перейти на шаг 3.  

Алгоритм построения остовного дерева графа (алгоритм ST)  

Вход: связный граф G=(V,E), n=|V|, m=|E|.  

Выход: ST – остовное дерево графа G.  

1. Занумеровать произвольным образом ребра графа G;  

2. ST'=<пустой граф с n вершинами>;  

3. k=0;  

4. если |E(ST')|=n–1, то ST=ST'; КОНЕЦ;  

5. k=k+1;  

6. e=<k-ое ребро графа G>;  

7. если добавление e в ST' не приводит к появлению цикла, то добавить его в 

ST';  

8. перейти на шаг 4.  

Алгоритм Прима  

Определим расстояние между произвольной вершиной v взвешенного 

графа G=(V,E) и некоторым его подграфом G'⊆G как минимальный вес реб-

ра, одним из концов которого является v, а другой лежит в G': 

d(v,G')=min(v,w)∈E(G),w∈G'Weight(v,w).  

1. SST'=<граф, состоящий из одной произвольной вершины графа 

G>;  

2. если |E(SST')|=n–1, то SST=SST'; КОНЕЦ;  

3. среди множества I вершин графа G, не входящих в SST', но инци-

дентных хотя бы одной вершине из SST', найти вершину w∈I, расстояние ко-

торой до SST' минимально: d(w,SST')=minv∈Id(v,SST');  

4. добавить ребро (w,u), на котором достигается минимальное рас-

стояние d(w,SST'), в SST';  

5. перейти на шаг 2.  

Алгоритм Флойда 



Дано: непyстой взвешенный гpаф G=(V, E) с пpоизвольными весами ребер 

(дуг). Требуется найти длины кpатчайших пyтей между всеми парами вер-

шин графа, если в графе нет циклов (контуров) отрицательной суммарной 

длины, либо обнаружить наличие таких контуров.  

Инициализация:  

1. Построим матрицу D0 размерности |V| x |V|, элементы которой определя-

ются по правилу:  

1. dii
0= 0;  

2. dij
0= Weight(vi, vj), где i<>j, если в графе существует ребро (дуга) (vi, vj);  

3. dij
0= бесконечность , где i<>j, если нет ребра (дуги) (vi, vj).  

2. m:=0.  

Основная часть:  

1. Построим матрицу Dm+1 по Dm, вычисляя ее элементы следующим обра-

зом:  

dij
m+1=min{dij

m, di(m+1)
m + d(m+1)j

m}, где i<>j; dii
m+1=0 (*).  (1) 

Если dim
m + dmi

m < 0 для какого-то i, то в графе существует цикл (кон-

тур) отрицательной длины, проходящий через вершину vi; ВЫХОД. 

2. m:=m+1; если m<|V|, то повторяем шаг (1), иначе элементы последней по-

строенной матрицы D|V| равны длинам кратчайших путей между соответст-

вующими вершинами; ВЫХОД.  

Если требует найти сами пути, то перед началом работы алгоритма постро-

им матрицу P с начальными значениями элементов pij=i. Каждый раз, когда 

на шаге (1) значение dij
m+1 будет уменьшаться в соответствие с (1) (т.е. когда 

di(m+1)
m + d(m+1)j

m<dij
m), выполним присваивание pij:=p(m+1)j. В конце работы 

алгоритма матрица P будет определять кратчайшие пути между всеми па-

рами вершин: значение pij будет равно номеру предпоследней вершины в 

пути между i и j (либо pij=i, если путь не существует).  

Примечаниe: если граф – неориентированный, то все матрицы Dm являются 

симметричными, поэтому достаточно вычислять элементы, находящиеся 

только выше (либо только ниже) главной диагонали.  



 

ТЕМА №7. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ АЛГОРИТМОВ. 

Понятие «алгоритм» принадлежит к числу основных понятий математи-

ки и занимает одно из центральных мест в вычислительной математике и 

проектировании разнообразных дискретных устройств. 

Еще в IX веке узбекский ученый Мухаммед бен-муса аль-Хорезми раз-

работал систему правил четырех арифметических действий над числами в 

десятичной позиционной системе счисления. Эти правила предписывали 

строгую последовательность действий над числами для получения искомого 

результата. Эти правила получили название "алгоритм" в честь арабского 

имени аль-Хорезми. 

В ХХ веке в связи с развитием вычислительных машин и техники 

управления понятие алгоритма расширило свои границы. Так, основными 

объектами алгоритма стали разнообразные данные. Для уточнения понятия 

данные фиксируют конечный алфавит исходных символов (цифр, букв и т.п.) 

и правил построения алгоритмических объектов. Такими объектами стали 

числа и многочлены, кортежи и матрицы, графы и автоматы, слова и тексты.  

Процесс преобразования алгоритмических объектов от исходных дан-

ных до искомого результата выполняется дискретно, как говорят, "по ша-

гам". Происходящее за один шаг преобразование алгоритмического объекта 

носит локальный характер, т.е. преобразованию подвергается не весь объект, 

а лишь часть: член многочлена, компонента кортежа, столбец или строка 

матрицы, фрагмент графа или автомата, часть слова или текста и т.п. Процесс 

преобразования алгоритмического объекта, включающий в себя заданную 

последовательность шагов, называют алгоритмическим процессом. 

В процессе развития теории алгоритмов были сформулированы основ-

ные свойства алгоритма: 

• Свойство дискретности: алгоритм состоит из отдельных элементар-

ных  действий, выполняемых  по шагам; множество элементарных шагов, из 



которых состоит алгоритмический процесс, конечно и счетно; типичным 

примером элементарных шагов является система команд компьютера. 

• Свойство детерминированности: после каждого шага дается точное 

указание, как и в какой последовательности выполнять следующие шаги ал-

горитмического процесса. 

• Свойство массовости: использование алгоритма допустимо для мно-

жества алгоритмических объектов заданного типа и заданного класса задач. 

• Свойство результативности: обязательна остановка алгоритмиче-

ского процесса после конечного числа шагов с указанием искомого результа-

та. 

Механизм алгоритмического процесса использует конечный набор эле-

ментарных объектов и конечный набор элементарных шагов. Эти наборы со-

ставляют основу алгоритмической модели. Для различных наборов элемен-

тарных действий могут быть сформированы различные алгоритмические мо-

дели.  

Выделяют три основных типа алгоритмических моделей. 

Первый тип — рекурсивные функции — связывает понятие алгоритма с 

числовыми функциями на множестве целых положительных чисел и прини-

мающими значения на том же множестве. 

Второй тип — машина Тьюринга — связывает понятие алгоритма с ме-

ханическим   устройством, способным   выполнять   дискретно элементарные 

действия над элементарными объектами. 

Третий тип — нормальный алгоритм Маркова — связывает понятие 

алгоритма с классом словарных преобразований в результате замены части 

слова или всего слова другим. 

В теории вычислительных алгоритмов доказана сводимость одного типа 

модели к другой, т.е. всякий алгоритм, описанный средствами одной модели, 

может быть описан средствами другой. 

МАШИНА ТЬЮРИНГА 



Основные свойства алгоритма дискретности, детерминизма, массовости 

и результативности позволяют представить процесс вычисления какой-либо 

числовой функции с помощью математической машины. Эта машина за ко-

нечное число шагов из исходных числовых данных в соответствии с задан-

ными правилами может получить искомый числовой результат. 

Такая модель алгоритма была предложена английским математиком 

Тьюрингом в конце 30-х годов прошлого столетия, что почти на два десяти-

летия опередило появление электронных вычислительных машин и послу-

жило их теоретическим прообразом. 

 
Машина Тьюринга 

Машина Тьюринга состоит из информационной ленты, считывающей и 

записывающей головки и управляющего устройства (рис. ). 

Информационная лента бесконечной длины представляет собой по-

следовательность ячеек, в каждую из которых записан в точности только 

один символ из множества символов алфавита VT={a1, a2...an}. Последова-

тельность символов на ленте формирует слово α=(a1 a2 ... a|). Пробел между 

словами также является символом множества VT. Например, # ∈ VT.  

С точки зрения формальных грамматик множество символов алфавита 

Vt  есть множество терминальных символов. 

Информационная лента исполняет функции внешней памяти машины 

Тьюринга. 

Считывающая - записывающая головка обозревает одну ячейку ин-

формационной ленты, передает информацию о ее содержимом в управляю-



щее устройство, и по указанию последнего сохраняет или изменяет содержи-

мое ячейки. 

Управляющее устройство представляет собой механизм, который на 

каждом шаге вычисления находится в одном из множества состояний Q = 

{q1, q2,...qm}. В зависимости от состояния qi и считанного символа aj управ-

ляющее устройство формирует команду на стирание или запись нужного 

символа в обозреваемую ячейку, перевод управляющего устройства в новое 

состояние и перемещение головки на соседнюю ячейку информационной 

ленты. Понятие "состояние" формирует "память машины Тьюринга", т.е. учет 

всех промежуточных состояний, которые привели машину в текущее состоя-

ние qi. Поэтому множество состояний управляющего устройства называют 

внутренней памятью машины Тьюринга.  С позиции формальных грамма-

тик множество символов состояний управляющего устройства есть множест-

во нетерминальных символов. Среди всех состояний управляющего устрой-

ства следует выделить qo— начальное состояние ("старт") и qk — конечное 

состояние, ("стоп"), что облегчит формализацию протоколов машин Тьюрин-

га и их композицию.  

Для формализации перемещений головки относительно информацион-

ной ленты введем дополнительный алфавит D = {П, Л, С}, где П — означает 

перемещение головки вправо на одну ячейку информационной ленты, Л — 

влево на одну ячейку и  С — останов. 

Работа машины Тьюринга состоит в многократном повторении следую-

щего цикла элементарных действий: 

действие первое: считывание символа aj, находящегося под считываю-

щей головкой; 

действие второе: поиск команды, отвечающей текущему состоянию 

управляющего устройства qi, и считанному символу aj , т.е. 

qj aj => q| am D; 



действие третье: исполнение найденной команды, т.е. запись в обо-

зреваемую ячейку символа am, перевод управляющего устройства в состояние 

qi  и перемещение головки  на соседнюю ячейку информационной ленты D. 

Эти три действия формируют элементарный шаг алгоритмического про-

цесса. 

Последовательность команд для реализации процесса вычисления фор-

мирует протокол машины Тьюринга или программу алгоритмического 

процесса. 

Следует отметить, что никакие две команды не могут иметь одинаковую 

пару текущего состояния qi и считываемого символа aj, т.е. (qi aj). Машина 

Тьюринга останавливается только в том случае, если на очередном шаге 

управляющее устройство генерирует состояние qk Результатом работы ма-

шины Тьюринга будет заключительное слово на информационной ленте 

НОРМАЛЬНЫЕ АЛГОРИТМЫ МАРКОВА 

Понятие "нормальный алгоритм" ввел в 1947 г. советский ученый А.А. 

Марков в качестве одного из уточнений представления об алгоритме. Он по-

ложил, что нормальный алгоритм, являясь алгоритмом в некотором алфа-

вите VT, порождает в нем некоторый детерминированный процесс перера-

ботки только одного слова Ро и только в одном алфавите. 

Словами Рi в алгоритме Маркова могут быть арифметические, алгебраи-

ческие или логические выражения. Но это оказалось удобным средством в 

формировании алгоритмических процессов для слов нематематической при-

роды. 

Нормальный алгоритм Маркова есть указание использовать  упорядо-

ченный список правил подстановки: 

αi ⇒ βi,  

где αi и βi — слова в алфавите VT. 

Множество правил и порядок их использования формируют детермини-

рованный процесс преобразования исходного слова Ро в заключительное сло-

во Q, т.е. 



Ро →P1 →P2 →... →Pi →... →Q. 

Для организации последовательного использования правил вывода за-

ключительного слова все они должны быть индексированы 

i ∈ [1, 2, 3...].  

Если Рi - цепочка подслов  (γ1αγ2) в алфавите Vт (γ1  и γ2 слова, возможно, 

пустые в алфавите VT)  И среди множества правил есть подмножество 

{α⇒βI}, то выбрать правило, имеющее наименьший номер и выполнить под-

становку в слово (γ1αγ2) ⇒ (γ1βi γ2). 

Суть упорядоченного использования правил состоит в том, что каждое 

переработанное слово вновь поступает в "начало" работы алгоритма и вновь 

проверяется на подстановку правил в соответствии с протоколом. 

Среди множества правил подстановки есть простые правила, которые 

обозначают так: α1 → β1  и заключительные: αi → • β i . 

Так будет до тех пор, пока ни одно из правил подстановки не может 

быть использовано, а заключительной подстановкой будет дано указание об 

окончании работы алгоритма. 

Процесс может оборваться самостоятельно на некотором слове, в кото-

рое не входит ни одна из левых частей правил. Так формируется "тупик". 

Для того, чтобы построить модель нормального алгоритма, необходимо 

в соответствии с правилами подстановки найти множество распознавателей 

вхождения слов αi в слово Pi и множество операторов подстановки  слова βI в 

слово Pi+1 i.  

4. СЛОЖНОСТЬ ВЫЧИСЛЕНИЙ 

При реализации алгоритма с привлечением одной из трех моделей воз-

никает задача оценки сложности алгоритма. Выделяют сложность в описа-

нии алгоритма и сложность в вычислении алгоритма. 

Сложность описания алгоритма есть величина, характеризующая 

длину описания алгоритма. Для рекурсивных функций — это число букв и 

символов, используемых в описании операторов. Для машин Тьюринга — 



это число команд. Для нормального алгоритма Маркова — это число правил 

подстановки. 

Сложность вычисления алгоритма есть функция, дающая числовую 

оценку трудоемкости применения алгоритма к исходным данным для полу-

чения искомого результата. Чаще всего рассматриваются время и объем па-

мяти, необходимые для вычисления. Среднее физическое время зависит от 

типа компьютера, способов хранения и выборки данных и скорости обработ-

ки информации. 

Время вычисления характеризуется произведением числа шагов от ис-

ходных данных до искомого результата на среднее физическое время реали-

зации одного шага алгоритма. Число шагов алгоритма определяется его опи-

санием в данной алгоритмической модели. Среднее физическое время зави-

сит от типа компьютера, способов хранения и выборки данных и скорости 

обработки информации. 

Объем памяти, как количественная характеристика алгоритма, опреде-

ляется количеством единиц памяти, используемых в процессе вычисления 

алгоритма. Эта величина не может превосходить максимального числа еди-

ниц памяти, используемых в данном компьютере на одном шаге алгоритма. 

 

ТЕМА №8. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ И ПРАКТИКИ КОДИРОВА-

НИЯ. 

ДВОИЧНОЕ КОДИРОВАНИЕ  

В информационных системах для двоичной записи целых чисел обычно 

используют фиксированное число двоичных разрядов (позиций для двоич-

ных цифр) n. Если число имеет в своей записи m≤n двоичных цифр, в первые 

n-m позиций вписываются нули, а в оставшиеся m позиций цифры числа. Та-

ким образом, используя n двоичных разрядов, можно представить все числа 

от 0 до 2n-1.  

Всякое сообщение, записанное с использованием символов некоторого 

алфавита, можно представить в виде некоторой последовательности из нулей 



и единиц. В самом деле, пусть A={a,b,…} – конечный алфавит. Выберем чис-

ло n так, чтобы 2n было не меньше, чем число его символов. Перенумеруем 

символы алфавита (начиная нумерацию с нуля) и припишем каждому из них 

его двоичный код – двоичную запись номера символа с использованием n 

двоичных разрядов (битов). Текст ab…, представляется последовательностью 

блоков  

...,...... 01210121 ββββαααα −−−− nnnn  

где 0121 ... αααα −− nn  – двоичная запись номера символа a, ...,... 0121 ββββ −− nn – 

двоичная запись номера символа b, и т.д.  

В информатике распространены системы кодирования символов алфави-

та с использованием 8-разрядных блоков – байтов. Это позволяет работать с 

алфавитами, содержащими до 256 символов. Обычно используемые алфави-

ты содержат латинские буквы, буквы национального алфавита, цифры, знаки 

препинания и некоторые специальные знаки.  

 ВЕКТОРНОЕ ПРОСТРАНСТВО {0,1}N  

На множестве n-мерных двоичных векторов определим операцию ⊕  – 

сложение по модулю 2. Сумма двоичных векторов )...,( 21 nααα=α  и 

)...,( 21 nβββ=β  определяется формулой  

),...,,( 2211 nn β⊕αβ⊕αβ⊕α=β⊕α . 

Вектор β⊕α  содержит единицы на тех местах, где координаты векторов α и 

β различаются, и нули – на тех, где совпадают.  

Примеры.    

Операция ⊕ обладает важными свойствами обычного сложения: она 

коммутативна и ассоциативна, нулевой вектор является нейтральным эле-

ментом. Кроме того, α⊕α  является нулевым вектором для любого вектора 

α.  

Система n-мерных двоичных векторов линейно зависима, если сумма (по 

модулю 2) нескольких векторов из этой системы равна 0 (мы используем 

один и тот же символ «0» для обозначения числа «ноль» и нулевого вектора, 



когда из контекста ясно, о чем идет речь). На двоичные векторы распростра-

няются стандартные свойства линейной зависимости:  

в пространстве {0,1}n любая система, содержащая более n векторов, 

линейно зависима;  

любые n линейно независимых векторов образуют базис пространства 

{0,1}n; всякий вектор из {0,1}n может быть единственным образом пред-

ставлен в виде суммы нескольких базисных векторов.  

Двоичные векторы (0,0,…,0,1), (0,0,…,1,0),…, (1,0,…,0,0) образуют базис 

пространства {0,1}n, называемый каноническим.  

Число единичных координат двоичного вектора )...,( 21 nααα=α  обозна-

чают через w(α) и называют весом вектора α. Очевидно,  

nw α++α+α=α ...)( 21  

Формулой )(),( β⊕α=βα wd  определяется расстояние между двоичными 

векторами α и β, называемое расстоянием Хемминга. Расстояние Хемминга 

обладает следующими свойствами:  

1) 0),( =ααd  и 0),( >βαd  при β≠α   

2) ),(),( αβ=βα dd  

3) ),(),(),( γα≥γα+βα ddd  (неравенство треугольника).  

 ОТОБРАЖЕНИЯ {0,1}n В {0,1}m  

Произвольное отображение из {0,1}n в {0,1}m, (x1,x2,…,xn) → 

(y1,y2,…,ym),  

задается набором булевых функций  

y1=f1(x1,x2,…,xn), y2=f2(x1,x2,…,xn), …,ym=fm(x1,x2,…,xn). 

Чтобы задать такое отображение, требуется указать m двоичных векто-

ров размерности 2n. Таким образом, для задания произвольного отображения 

необходимо m×2n бит информации. Например, отображение из {0,1}2 в {0,1}3 

задается вектором размерности 12 (составленным из трех векторов размерно-

сти 4). Общее число отображений из {0,1}2 в {0,1}3 равно 212=4096.  



Напомним, что линейной называется функция вида  

nnn xcxcxcxxxf ⊕⊕⊕= ...),...,,( 221121 , 

где c=(c1,c2,…,cn) – произвольный двоичный вектор.  

Булева функция f:{0,1}n →{0,1} является линейной, если  

)()()( β⊕α=β⊕α fff  

для любых α  и β  из {0,1}n.  

В самом деле, так как  

(x1,x2,…,xn) = x1⋅(1,0,…,0) ⊕ x2⋅(0,1,…,0)⊕.…. ⊕xn⋅(0,0,…,1),  

то  

f(x1,x2,…,xn) = x1⋅f(1,0,…,0) ⊕ x2⋅f(0,1,…,0)⊕.…. ⊕xn⋅f(0,0,…,1),  

Вектор c=(c1,c2,…,cn) имеет следующий вид:  

c1 = f(1,0,…,0), c2= f(0,1,…,0), …, cn= f(0,0,…,1).  

Общее число линейных функций от n переменных равно числу n-

мерных двоичных векторов, то есть равно 2n.  

Как видно из предыдущего, линейная функция f является суммой не-

скольких своих аргументов. Например, x1 входит слагаемым в эту сумму, ес-

ли f(1,0,…,0)=1, и не входит, если f(1,0,…,0)=0.  

Пример.  

Отображение f:{0,1}n→{0,1}m называется линейным, если 

)()()( β⊕α=β⊕α fff  для любых α и β из {0,1}n. Отображение  

f:{0,1}n→{0,1}m, (x1,x2,…,xn) → (y1,y2,…,ym),  

линейно тогда и только тогда, когда линейны все его компоненты  

y1=f1(x1,x2,…,xn), y2=f2(x1,x2,…,xn),…, ym=fm(x1,x2,…,xn).  

Отсюда следует, что линейное отображение из {0,1}n в {0,1}m одно-

значно определяется набором, содержащим m двоичных векторов размерно-

сти n, то есть некоторой матрицей из нулей и единиц размера m×n. Для зада-



ния линейного отображения необходимо m×n бит информации. Общее число 

линейных функций из {0,1}n в {0,1}m равно 2mn.  

Пример.  

 БЛОЧНЫЕ ДВОИЧНЫЕ КОДЫ  

При передаче информации в каналах связи возможно появление помех. 

Передаваемые сигналы могут искажаться. Чтобы обеспечить надежную пе-

редачу информации, применяют различные методы кодирования информа-

ции. Вместе с основной информацией пересылают некоторую дополнитель-

ную, позволяющую судить об искаженности принятых сообщений. Коды де-

лятся на два больших класса: коды с обнаружением ошибок и коды с исправ-

лением ошибок.  

Пример.  

Сообщение 7}1,0{)( ∈αE  передается по каналам связи. Пусть 

),,,,,,( 7654321 βββββββ=β  – принятое сообщение. Вычислим следующие 

суммы:  

76541 β⊕β⊕β⊕β=σ ;  

76322 β⊕β⊕β⊕β=σ ;  

75313 β⊕β⊕β⊕β=σ .  

Если сообщение передано без ошибки, то все три суммы нулевые. В 

самом деле, при безошибочно ii α=β  для i=1,2,…,7. Легко видеть, что после 

замены 765 ,, ααα  их выражениями через 4321 ,,, αααα , каждая из сумм 

321 ,, σσσ  содержит четное число слагаемых iα , i=1,2,3,4, и потому равна 0. 

Верно и обратное. Если все три суммы нулевые, сообщение передано без 

ошибки. В противном случае число j, 1≤j≤7, с двоичной записью 321 ,, σσσ  

указывает номер позиции, в которой произошла ошибка. Пусть, например, 

ошибка произошла в первой позиции. Тогда 11 1 α⊕=β  и ii α=β  при 

i=2,3,…,7. Имеем  



1)()(11 4214323175313 =α⊕α⊕α⊕α⊕α⊕α⊕α⊕α⊕=α⊕α⊕α⊕α⊕=σ
 Так как в вычислении 1σ  и 2σ  ошибочный бит не участвует, то эти 

суммы равны 0. Значит, j=0012=1.  

Для исправления ошибки в принятом сообщении β, нужно заменить jβ  

на jβ⊕1  и отбросить последние три бита. Первые четыре бита исправленно-

го сообщения дают исходное сообщение α. Этот алгоритм реализует функ-

цию декодирования )(β=α D .   

В общем случае (n,m)-блочный двоичный код определяется двумя 

функциями: функцией кодирования E:{0,1}n→{0,1}m и функцией декодиро-

вания D:{0,1}n→{0,1}m, где m≤n. Векторы вида E(α)∈{0,1}m называются ко-

довыми словами. Интуитивно ясно, что код тем лучше приспособлен к обна-

ружению и исправлению ошибок, чем больше различаются его кодовые сло-

ва.  

Кодовым расстоянием блочного двоичного кода называется величина 

d(E), равная наименьшему расстояние между различными кодовыми слова-

ми:  

d(E) = min{d(E(α),E(β)) | α,β ∈{0,1}m , α≠β}.  

Пример.  

Теорема. 1) Код позволяет обнаруживать ошибки в k (или менее) пози-

циях тогда и только тогда, когда его кодовое расстояние превышает k.  

2) Код позволяет обнаруживать и исправлять ошибки в k (или менее) по-

зициях тогда и только тогда, когда его кодовое расстояние превышает 2k.  

 КОДЫ ХЕММИНГА  

Начнем с нескольких определений и конструкций общего характера.  

Если функция кодирования блочного кода E:{0,1}n→{0,1}m линейна, то 

код называется линейным. В дальнейшем мы рассматриваем только линейные 

коды. Назовем проверочным такое линейное отображение S:{0,1}m→{0,1}k, 

что S(β)=0 тогда и только тогда, когда β является кодовым словом. Для про-



извольного β∈{0,1}m вектор S(β) называется синдромом. Нулевой синдром 

имеют кодовые слова, и только они.  

Предположим, что в зашумленном канале передаваемое кодовое слово 

E(α) исказилось, к нему добавился вектор ошибок δ, так что на выходе при-

нято слово β=δ⊕E(α). Тогда  

S(β)=S(δ⊕E(α))=S(δ)⊕S(E(α))=S(δ).  

Для того чтобы правильно декодировать передаваемое сообщение, 

нужно уметь определять вектор ошибок по его синдрому. Если вектор оши-

бок определен, то исправить их несложно: E(α)=δ⊕β. Ограничившись случа-

ем одиночных ошибок, можно привести сравнительно несложное построение 

кода, исправляющего ошибки.  

Вектор одиночной ошибки имеет всего одну ненулевую координату, то 

есть является одним из векторов канонического базиса пространства {0,1}m. 

Линейный код позволяет исправлять все одиночные ошибки тогда и только 

тогда, когда синдромы всех векторов из канонического базиса пространства 

{0,1}m отличны от нуля и друг от друга. Поскольку пространство {0,1}k со-

держит всего 2k-1 ненулевых векторов, используя проверочное отображение 

S:{0,1}m→{0,1}k, можно исправлять одиночные ошибки лишь в том случае, 

когда длины кодовых слов ограничены числом 2k-1, то есть m≤2k-1. Оказыва-

ется, что можно построить коды с исправлением ошибок, в которых m=2k-1. 

В таких кодах их «исправляющие» возможности используются с максималь-

ной эффективностью. К их числу относятся рассматриваемые ниже коды 

Хемминга.  

Перейдем к описанию кода Хемминга. Пусть m=2k-1. Среди m позиций 

кодового слова k позиций являются контрольными, а n = 2k–k–1 – информа-

ционными. Матрица H (размерности k×(2k–1)), задающая проверочное ото-

бражение, содержит в качестве столбцов все ненулевые векторы пространст-

ва {0,1}k. Порядок столбцов не важен, но технически удобнее считать, что в 

каждом столбце записан его номер в двоичном формате. Строки матрицы H 



определяют коэффициенты системы из k однородных линейных уравнений c 

2k–1 неизвестными. Множество кодовых слов совпадает с множеством реше-

ний этой системы. Выражая последние k неизвестных через первые 2k–k–1, 

мы получаем уравнения для вычисления контрольных битов. Вектор с нуле-

вым синдромом является кодовым и его декодирование сводится просто к 

отбрасыванию контрольных битов. Если синдром отличен от нуля, он пред-

ставляет собой двоичную запись номера позиции, в которой произошла 

ошибка. В этом случае при декодировании ошибка исправляется. Доля ин-

формационных позиций в коде Хемминга составляет  
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−
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−
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и стремится к 1 с ростом k.  

Пример.  

 

ТЕМА №9. ТЕОРИЯ КОНЕЧНЫХ АВТОМАТОВ.  

Теория автоматов наиболее тесно связана с теорией алгоритмов. Это 

объясняется тем, что автомат преобразует дискретную информацию по ша-

гам в дискретные моменты времени и формирует результирующую инфор-

мацию по шагам заданного алгоритма. Эти преобразования возможны с по-

мощью технических и/или программных  средств.  

Единый подход в описании технических и программных средств опре-

делил понятие автомат, как математическую модель системы, обеспечи-

вающей прием, хранение и обработку информации. Ограничение числа пара-

метров математической модели определило другое понятие – «конечный ав-

томат».  

При анализе автоматов изучают их поведение при различных возму-

щающих воздействиях и минимизируют число состояний автомата для рабо-

ты по заданному алгоритму. Такой автомат называют абстрактным.  

При синтезе автоматов формируют автомат называют структурным.  



Абстрактным автоматом называют математическую модель дискретно-

го устройства, имеющего один входной канал, куда поступают последова-

тельности символов какого-то языка, один выходной канал, с которого сни-

мают последовательности символов, возможно, другого языка и находящего-

ся в каждый из моментов дискретного времени в каком-либо состоянии. 

 
Абстрактный автомат 

Слова входного языка можно представить символами множества 

X={x1,x2,...xn}, который называют входным алфавитом, а слова выходного 

языка - символами множества Y={y1,y2,...yp}, который называют выходным 

алфавитом.  

Множество состояний автомата Q={q1,q2,...qm} называют алфавитом со-

стояний. Понятие состояние автомата используют для того, чтобы устано-

вить функциональную зависимость генерируемых автоматом символов от 

символов входного языка при реализации автоматом заданного алгоритма. 

Для каждого состояния автомата q∈Q и для каждого символа входного языка 

x∈X в момент дискретного времени [τ] на выходе устройства генерируется 

символ y∈Y. Эту зависимость определяет функция выходов автомата – ϕ. Для 

каждого текущего состояния автомата q∈Q и для каждого символа x∈X в 

момент дискретного времени [τ] автомат переходит в очередное состояние 

q∈Q. Эту зависимость определяет функция переходов автомата – ψ.  

Функционирование автомата есть последовательность состояний авто-

мата (q1[[1]q2[2]q3[3]...) и выходных символов (y1[1]y2[2]y3[3]...) под влиянием 

последовательности символов на входе автомата (x1[1]x2[2]x3[3]...). Каждый 

символ входной последовательности считывается в дискретный моменты 

времени [τ]=1, 2, 3,...Поэтому в прямых скобках. указывают моменты дис-

кретного времени, которые называют тактами,  

Математическая модель конечного автомата есть 



M =<X; Y; Q; ϕ; ψ>, 

где X={ x1, x2,...xn }- множество символов входного алфавита; 

Y={ y1, y2, ..yp }- множество символов выходного алфавита; 

Q={q1, q2,...qm}- множество символов состояний автомата; 

ψ: (Q⊗X) →Q – функция переходов автомата для отображения пары (q; x) те-

кущего момента времени [τ]  в состояние q очередного момента времени 

[τ+1]; 

ϕ: (Q⊗X) →Y – функция выходов автомата для отображения пары (q; x) те-

кущего момента времени [τ] в символ y выходного канала этого же момента 

времени [τ]. 

Так как области определения функций переходов и выходов совпадают, 

то обобщенный оператор поведения автомата можно описать так: 

<ψ, ϕ>: (Q⊗X) →(Q⊗Y). 

Функционирование автомата в дискретные моменты времени может 

быть описано системой рекуррентных соотношений:  

⎩
⎨
⎧

]).τ[],τ[(ϕ = ]τ
])τ[]τ[(ψ = 1]+τ
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Если на входе автомата слово α = (x1,x2,x3,...xτ), то, считывая последова-

тельно символы этого слова, на выходе автомата генерируется последова-

тельность символов слова  β по схеме: 

β[1]=(ϕ(q[1]; x1[1]));                                                                 

β[2]=(ϕ(q[1]; x1[1]) ϕ(q[2]; x2[2])) = (ϕ(q[1]; x1[1])ϕ(q[1]; (x1[1]x2[2]))); 

……………………………………………....................................... 

β[τ]=(ϕ(q[1];x1[1])ϕ(q[2];x2[2])...ϕ(q[s];xτ[τ])) = 

=(ϕ(q[1];x1[1])ϕ(q[1];(x1[1]x2[2]))...ϕ(q[1];(x1[1]x2[2] ... xτ[τ]))); 

Так как на каждом i-ом такте к слову длины (i-1) приписывается справа 

очередной символ ϕ(q[1]; (x1[1]x2[2]...xi[i])), то последовательность символов 

выходного слова можно записать так: 

β= (ϕ(q;x1)ϕ(q;(x1x2))...ϕ(q;(x1x2...xs)))=(ϕ(q; α)). 



Если считывание символов входного слова α выполняется последова-

тельно слева направо, то всегда найдется такая последовательность (x1x2...xs-

1)=γ, для которой α = ((x1x2...xs-1)xs) =(γxs), где γ =(x1x2...xs-1) – «голова» слова  

α, а xs –«хвост» слова  α. 

Поэтому если входное слово α = (γxs), то выходное слово β можно за-

писать так β=ϕ(q; α ) = ϕ(ψ(q;γ );xs 

Это означает, что последний символ слова β есть результат работы ав-

томата, начавшего работу в состоянии q и считавшего последний символ 

слова α, но значение этого символа зависит от всей входной последователь-

ности γ.  

Длина выходного слова всегда равна длине входного слова. 

Изменение состояний автомата для последовательности символов  слова α = 

(x1x2...xs )  может быть описано следующей схемой: 

q[2] = ψ(q[1];x1[1]); 

q[3] = ψ(q[2];x2[2]) = ψ(ψ(q[1];(x1[1]);x2[2]));                             

............................................................................................ 

q[τ+1] =ψ(q[s];xτ[τ])=ψ(ψ..(ψ (ψ (q[1];x1[1]);x2[2]);..xτ-1[τ-1]);xτ [τ]), 

где   q[1] –начальное состояние автомата. 

Так как за один такт автомат считывает  один символ входного слова, то в 

последовательности состояний автомата  можно не указывать номер такта, т. 

е. описывать так:  

q[τ+1]  = ψ(ψ... (ψ(ψ(ψ(q;x1);x2);x3)...xτ-1);xτ).  

Если входное слово α =(γxτ), то изменение состояния автомата может быть 

описано так: 

q[τ+1] = ψ(ψ(q, γ);xτ). 

Это означает, что q[τ+1] есть последнее состояние автомата, начавшего 

работу в состоянии q и считавшего последний символ слова α в момент дис-

кретного времени τ. 



 
Функциональная схема абстрактного автомата 

Если функции переходов и выходов однозначно определены для каж-

дой пары (q; x)∈(Q⊗X), то автомат называют детерминированным. В про-

тивном случае автомат называют недетерминированным или частично опре-

деленным. 

Если функция переходов и/или функция выходов являются случайны-

ми, то автомат называют вероятностным. 

Если у автомата задано начальное состояние q=q0∈Q, в котором он на-

ходится всегда до приема первого символа входного слова, то автомат назы-

вают инициальным.  

В этом случае модель автомата записывают так: 

M=<X; Y; Q; ϕ; ψ;q0>. 

Последовательность символов в слове β и последовательность состоя-

ний автомата q однозначно определяются начальным состоянием автомата 

q=q0 и последовательностью символов во входном слове α.  

Отображение входного слова α на выходное слово β называют авто-

матным отображением, то есть β=М(q0; α), а М называют автоматным опе-

ратором. 

Автоматное отображение обладает свойствами: 

входное и выходное слова имеют одинаковую длину;  

yi-ый символ выходного слова зависит от всей последовательности символов 

входного слова, до xi-го включительно. 

ТИПЫ КОНЕЧНЫХ АВТОМАТОВ 

По способу формирования функций выхода выделяют автоматы Мили 

и Мура.  



В автомате Мили функция выходов ϕ определяет значение выходного 

символа по классической схеме абстрактного автомата. Математическая мо-

дель, схема рекуррентных соотношений и функциональная схема автомата 

Мили не отличаются от одноименных модели, соотношений и схемы абст-

рактного автомата, т.е. 
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В автомате Мура функция ϕ  определяет значение выходного символа 

только по одному аргументу - состоянию автомата. Символ y[τ] в выходном 

канале существует пока автомат находится в состоянии q[τ]. 

Математическая модель, схема рекуррентных соотношений и функциональ-

ная схема автомата Мура имеют вид: 
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Функциональная схема автомата Мура 

Объединение автоматов Мили и Мура представляет С-автомат: 
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Функциональная схема С-автомата 

Математические модели, опирающиеся только на два носителя алгеб-

ры, представляют особые классы автоматов. 

Если X=∅, то математическая модель и система рекуррентных соотно-

шений  абстрактного автомата имеют вид: 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

→ϕ
→ψ

>ϕψ=<

.YQ:
;QQ:

;;;Q;YM

                          

 ⎩
⎨
⎧

τϕ=τ
τψ=+τ

]).[q(][y
]);[q(]1[q

                           

 
Функциональная схема  порождающего автомата 

Особенностью такого автомата является генерация последовательности 

символов выходного слова только в зависимости от одного аргумента - со-

стояний автомата. Такие автоматы называют порождающими или автоном-

ными. С помощью такого автомата генерируется последовательность управ-

ляющих команд. 

Если Y=∅, то математическая модель и система рекуррентных соотно-

шений  имеют вид: 

 ⎩
⎨
⎧

→⊗ψ
>ψ=<

;Q)XQ(:
;;Q;XM

                                
q[τ+1] =ψ(q[τ];x[τ]);                                    



 
Функциональная схема распознающего автомата 

Особенностью такого автомата является распознавание в последова-

тельности изменений аргументов функции переходов  

(qi[τ]; xi[τ]) и перевод автомата в заключительное состояние qk. 

С помощью такого автомата обнаруживают возмущения со стороны 

внешней среды или распознают последовательность входных символов. По-

этому такие автоматы называют распознающими.   

Если Q=∅, то математическая модель и система рекуррентных соотно-

шений  имеют вид: 

⎩
⎨
⎧

→ϕ
>ϕ=<

;YX:
;;Y;XM

                        
y[τ] = ϕ(x[τ]). 

 
Функциональная схема комбинационного автомата 

Особенностью функционирования такого автомата является отсутствие 

«памяти», т.е. на каждый символ входного алфавита автомат генерирует сим-

вол выходного алфавита без учета состояния автомата. Такие автоматы чаще 

всего называют комбинационными автоматами. 

СТРУКТУРНЫЙ АВТОМАТ 

Если элементарный автомат представляет собой устройство, имеющее 

один вход и один выход, то последовательное и/или параллельное соедине-

ние нескольких автоматов формирует сеть. Под действием входных сигналов 

происходит изменение внутренних состояний автоматов, что порождает из-

менение состояния всей сети. При описании сети необходимо также вводить 

понятие дискретного времени τ. Функция ψ каждого автомата реализует за-

держку на один такт изменения внутреннего состояния, что формирует за-



держку изменения состояния всей сети. Совокупность функций ϕ автоматов, 

принадлежащих сети, формирует выходной сигнал всей сети. 

Сеть автоматов, вход которой есть (x1, x2,..xn)∈Xn, а выход – (y1, y2, …yp)∈Yp, 

называют структурным автоматом. Структурный автомат содержит  m эле-

ментарных автоматов с одним входом и одним выходом, множество состоя-

ний которых в момент времени τ формируют состояние сети (q1,q2,..qm)∈Qm.  

Одновременное изменение внутренних состояний всех автоматов формирует 

синхронный режим работы сети. В этом случае состояние сети из m автома-

тов M1, M2,...Mm может быть представлено для каждого  момента времени τ 

вектором q[τ]=(q1[τ];q2[τ];...qm[τ]). Каждая компонента этого вектора описы-

вает внутреннее состояние соответствующего автомата, то есть q1∈Q1, 

q2∈Q2,...qm∈Qm. Число состояний сети равно произведению числа состояний 

составляющих его автоматов, так как Q=(Q1⊗Q2⊗...⊗Qm). Поэтому синхрон-

ный режим работы сети часто называют произведением автоматов. 

Разновременное и последовательное изменение внутренних состояний авто-

матов формирует асинхронный режим работы сети. Изменение состояния та-

кой сети из m автоматов M1, M2,...Mm для каждого момента времени τ может 

быть описано изменением внутреннего  состояния только одного автомата, то 

есть q[τ]=qi[τ] где qi∈Qi. Число  состояний сети равно сумме числа внутрен-

них состояний составляющих его автоматов, так как Q=(Q1∪Q2∪...∪Qm). По-

этому асинхронный режим работы сети часто называют суммой автоматов. 

 

ЛОГИЧЕСКОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ АВТОМАТОВ 

 Основными этапами логического проектирования конечного автомата 

являются: 

1)    кодирование алфавитов абстрактного автомата; 

2) выбор комбинационных автоматов и формирование оператора ϕ; 

3) выбор элементов задержки и формирование оператора ψ; 

4) построение логической схемы структурного автомата. 



 

4. УЧЕБНО-МЕТОДИЧЕСКИЕ МАТЕРИАЛЫ ПО ДИСЦИПЛИНЕ 

 

 4.1. КОНТРОЛЬНЫЕ МАТЕРИАЛЫ 

4.1.1. Текущий и промежуточный контроль знаний 

Текущий контроль знаний проводится в рамках практических занятий в 

форме проверочных, контрольных работ, домашних заданий (по изучаемым 

разделам курса) и индивидуальных расчетных работ с целью выявления под-

готовленности студентов и своевременного выполнения заданий, а также 

проверки уровня саморазвития студентов. 

Промежуточный контроль осуществляется два раза в семестр в виде 

контрольных точек по результатам текущей успеваемости студентов и ито-

гам текущего контроля знаний. Результаты промежуточного контроля учи-

тываются при допуске к сдаче экзамена. 

 

Тема №2 «Элементы теории множеств». 

ИНДИВИДУАЛЬНАЯ РАСЧЕТНАЯ РАБОТА 

Вариант 1 

1. Докажите теоретико-множественное тождество методом двухсто-

роннего включения. Обоснуйте равенство с помощью диаграмм Эйлера-

Венна. 

(А ∪ В) \ М = (А \ М) ∪ (В \ М). 

2. Упростите выражение: 

( ) ( )ВАВА ∪∪∪ . 

3. Докажите, что для любых множеств А, В, С справедливо равенство: 

А × (В ∪ С) = (А × В) ∪ (А × С). 

4. Для следующего бинарного отношения выясните, какими свойства-

ми оно обладает (рефлексивность, симметричность, антисимметричность, 

транзитивность). Дайте обоснование ответа. 

Отношение ρ задано на множестве R 



x ρ y ⇔ x2 + y2 = 1. 

5. Для следующего отображения исследуйте, является ли оно инъек-

тивным, сюрьективным, биективным. Ответ обоснуйте. 

f: R → R,    
8

3xx a . 

Вариант 2 

1. Докажите теоретико-множественное тождество методом двухсто-

роннего включения. Обоснуйте равенство с помощью диаграмм Эйлера-

Венна. 

А \ (В ∩ С) = (А \ В) ∪ (А \ С). 

2. Упростите выражение: 

PPKР ∪⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ∪∪ . 

3. Докажите, что для любых множеств А, В, С справедливо равенство: 

(В ∪ С) × А = (В × А) ∪ (С × А). 

4. Для следующего бинарного отношения выясните, какими свойства-

ми оно обладает (рефлексивность, симметричность, антисимметричность, 

транзитивность). Дайте обоснование ответа. 

Отношение ρ задано на множестве Z: 

x ρ y ⇔ 7 | (x + y). 

5. Для следующего отображения исследуйте, является ли оно инъек-

тивным, сюрьективным, биективным. Ответ обоснуйте. 

f: R → R,    2+xx a . 

Вариант 3 

1. Докажите теоретико-множественное тождество методом двухсто-

роннего включения. Обоснуйте равенство с помощью диаграмм Эйлера-

Венна. 

(А \ В) \ С = (А \ С) \ (В \ С). 

2. Упростите выражение: 



( ) ( )( ) ( )zxzyyx ∪∪∪∩∪ . 

3. Докажите, что для любых множеств А, В, С справедливо равенство: 

А × (В ∩ С) = (А × В) ∩ (А × С). 

4. Для следующего бинарного отношения выясните, какими свойства-

ми оно обладает (рефлексивность, симметричность, антисимметричность, 

транзитивность). Дайте обоснование ответа. 

Отношение ρ задано на множестве Z+: 

x ρ y ⇔ y = x + 1. 

5. Для следующего отображения исследуйте, является ли оно инъек-

тивным, сюрьективным, биективным. Ответ обоснуйте. 

f : R → R,    742 +− xxx a . 

Вариант 4 

1. Докажите теоретико-множественное тождество методом двухсто-

роннего включения. Обоснуйте равенство с помощью диаграмм Эйлера-

Венна. 

А \ (В ∪ С) = (А \ В) ∩ (А \ С). 

2. Упростите выражение: 

( ) ( )( )PQQP ∪∩∪ . 

3. Докажите, что для любых множеств А, В, С справедливо равенство: 

(В ∩ С) × А = (В × А) ∩ (С × А). 

4. Для следующего бинарного отношения выясните, какими свойства-

ми оно обладает (рефлексивность, симметричность, антисимметричность, 

транзитивность). Дайте обоснование ответа. 

Отношение ρ задано на множестве R: 

x ρ y ⇔ x2 + x = y2 + y. 

5. Для следующего отображения исследуйте, является ли оно инъек-

тивным, сюрьективным, биективным. Ответ обоснуйте. 

f : R → R,    xx x +5a . 



 

Вариант 5 

1. Докажите теоретико-множественное тождество методом двухсто-

роннего включения. Обоснуйте равенство с помощью диаграмм Эйлера-

Венна. 

А ∪ (В \ С) = ( ) ( )САВА ∪∩∪ . 

2. Упростите выражение: 

( ) ( ) ( ) ( )( )ВАВААВВА ∩∪∩∩∪∩∪ . 

3. Докажите, что для любых множеств M, N, P, Q справедливо равенст-

во: 

(M ∩ N) × (P ∩ Q) = (M × P) ∩ (N × Q). 

4. Для следующего бинарного отношения выясните, какими свойства-

ми оно обладает (рефлексивность, симметричность, антисимметричность, 

транзитивность). Дайте обоснование ответа. 

Отношение ρ задано на множестве Z: 

x ρ y ⇔ x2 + y2 = 1. 

5. Для следующего отображения исследуйте, является ли оно инъек-

тивным, сюрьективным, биективным. Ответ обоснуйте. 

f: R → R,    5+xеx a . 

Вариант 6 

1. Докажите теоретико-множественное тождество методом двухсто-

роннего включения. Обоснуйте равенство с помощью диаграмм Эйлера-

Венна. 

( ) АВВАА ∩=∩∪ . 

2. Упростите выражение: 

( ) ( ) ( )QPQPQP ∪∪∪∩∪ . 

3. Докажите, что для любых множеств А, В, С справедливо равенство: 

(А \ В) × С = (А × С) \ (В × С). 



4. Для следующего бинарного отношения выясните, какими свойства-

ми оно обладает (рефлексивность, симметричность, антисимметричность, 

транзитивность). Дайте обоснование ответа. 

Отношение ρ задано на множестве Z+: 

x ρ y ⇔ НОД (x, y) ≠ 1. 

5. Для следующего отображения исследуйте, является ли оно инъек-

тивным, сюрьективным, биективным. Ответ обоснуйте. 

f: R → R,    ( )1lg 2 +xx a . 

Вариант 7 

1. Докажите теоретико-множественное тождество методом двухсто-

роннего включения. Обоснуйте равенство с помощью диаграмм Эйлера-

Венна. 

( ) ( ) ( ) ( )ВААВВАВА ∪∩∪=∪ \\ . 

2. Упростите выражение: 

( ) ( )( )PQPQP ∪∪∪∪ . 

3. Докажите, что для любых множеств X, Y, Z справедливо равенство: 

X × (Y ∪ Z) = (X × Y) ∪ (X × Z). 

4. Для следующего бинарного отношения выясните, какими свойства-

ми оно обладает (рефлексивность, симметричность, антисимметричность, 

транзитивность). Дайте обоснование ответа. 

Отношение ρ задано на множестве R: 

x ρ y ⇔ x - y ∈ Z. 

5. Для следующего отображения исследуйте, является ли оно инъек-

тивным, сюрьективным, биективным. Ответ обоснуйте. 

f: R → R,    12sin +xx a . 

Вариант 8 

1. Докажите теоретико-множественное тождество методом двухсто-

роннего включения. Обоснуйте равенство с помощью диаграмм Эйлера-

Венна. 



(А ∪ В) \ (А ∩ В) = (А \ В) ∪ (В \ А). 

2. Упростите выражение: 

( ) ( )( ) PQPQP ∪∪∩∪ . 

3. Докажите, что для любых множеств X, Y, Z справедливо равенство: 

(X × Z) ∩ (Z × Y ) = (X ∩ Y) × Z. 

4. Для следующего бинарного отношения выясните, какими свойства-

ми оно обладает (рефлексивность, симметричность, антисимметричность, 

транзитивность). Дайте обоснование ответа. 

Отношение ρ задано на множестве Z: 

x ρ y ⇔ 5 | (x – y). 

5. Для следующего отображения исследуйте, является ли оно инъек-

тивным, сюрьективным, биективным. Ответ обоснуйте. 

f : R → R,    xxx +2
3a . 

Вариант 9 

1. Докажите теоретико-множественное тождество методом двухсто-

роннего включения. Обоснуйте равенство с помощью диаграмм Эйлера-

Венна. 

( ) ( ) ( ) ( )BABABABA ∩∪=∪ \\\ . 

2. Упростите выражение: 

( )( )PQPQP ∪∪∪⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ∪ . 

3. Докажите, что для любых множеств E, F, G справедливо равенство: 

(E × F) ∪ (E × G) = E × (F ∪ G). 

4. Для следующего бинарного отношения выясните, какими свойства-

ми оно обладает (рефлексивность, симметричность, антисимметричность, 

транзитивность). Дайте обоснование ответа. 

Отношение ρ задано на множестве Z+: 

x ρ y ⇔ x ≠ y. 



5. Для следующего отображения исследуйте, является ли оно инъек-

тивным, сюрьективным, биективным. Ответ обоснуйте. 

f : R → R,    
2
xtgx a . 

Вариант 10 

1. Докажите теоретико-множественное тождество методом двухсто-

роннего включения. Обоснуйте равенство с помощью диаграмм Эйлера-

Венна. 

( ) ( ) ( ) ( )BABAABBA ∩∪=∪ \\\ . 

2. Упростите выражение: 

( ) ( )( )PQPQP ∩∪∪∩ . 

3. Докажите, что для любых множеств А, В, С справедливо равенство: 

(А ∩ В) × С = (А × С) ∩ (В × С). 

4. Для следующего бинарного отношения выясните, какими свойства-

ми оно обладает (рефлексивность, симметричность, антисимметричность, 

транзитивность). Дайте обоснование ответа. 

Отношение ρ задано на множестве Z: 

x ρ y ⇔ y ≤ x +3. 

5. Для следующего отображения исследуйте, является ли оно инъек-

тивным, сюрьективным, биективным. Ответ обоснуйте. 

f: R → R,    133 23 +−+ xxxx a . 

 

ПРОВЕРОЧНАЯ РАБОТА №1 

1 Вариант 

1. Докажите тождество: 

)()()( ACABACB ××=× UU  

2. Перечислите все элементы бинарного отношения ρ : yxyx <⇔ρ  

{ }4,3,2,1=A  



3. Для каждого бинарного отношения определить, какими из свойств 

рефлективность, симметричность, антисимметричность, транзитивность оно 

обладает:  

1) || xyyx =⇔ρ  на R ; 

2) )/(3 yxyx +⇔ρ  на Z ; 

3) yxyx ≠⇔ρ  на +Z ; 

4. Задано множество кортежей из AA× , где { }6,5,4,3,2,1=A . Указать, 

на какие классы эквивалентности разбивается множество A . Проверить, что 

множество кортежей задает отношение эквивалентности: 

{ }2,2,6,6,5,5,5,6,6,5,3,3,4,4,1,4,4,1,1,1 . 

2 Вариант 

1. Докажите тождество: 

)()()( CABACBA ××=× UU  

2. Перечислите все элементы бинарного отношения ρ : yxyx |⇔ρ  

{ }15,...,6,5=A  

3. Для каждого бинарного отношения определить, какими из свойств 

рефлективность, симметричность, антисимметричность, транзитивность оно 

обладает:  

1) 122 =+⇔ yxyxρ  на R ; 

2) )/(3 yxyx −⇔ρ  на Z ; 

3) xyx ⇔ρ  и y  - четные числа на +Z ; 

4. Задано множество кортежей из AA× , где { }6,5,4,3,2,1=A . Указать, 

на какие классы эквивалентности разбивается множество A . Проверить, что 

множество кортежей задает отношение эквивалентности: 

{ }6,6,5,5,4,4,4,5,5,4,3,3,2,2,2,3,3,2,1,1 . 

 

ПРОВЕРОЧНАЯ РАБОТА №2 

1 Вариант 



1. Какие из следующих бинарных отношений являются функциональ-

ными, а какие из функциональных обратимы: 

1) { }|1|,, +=×∈ xyZZyx  

2) { }xyNNyx M,, ×∈  

2. Найдите образ множества ],1[ s  при отображении RRf →: , 

xxf ln: →  

3. Найдите прообраз множества ]1,1[−  при отображении f : 

( ) R→ππ− 2/,2/ , tgxxf →:  

4. Для отображений исследуйте, является ли они сюрьективными, 

инъективными, биективными: 

1) RRf →:  

13 −→ xx  

2) RRf →:  

)1ln( −→ xx  

5. Найти композиции γβα oo , αβγ oo  для отображений: xex →α : , 

2: xx →β , 1: −→γ xx  

2 Вариант 

1. Какие из следующих бинарных отношений являются функциональ-

ными, а какие из функциональных обратимы: 

1) { }1,, 22 =+×∈ yxRRyx  

2) { }1,, 2 ++=×∈ xxyNZyx  

2. Найдите образ множества ],1[ s  при отображении RRf →: , 

2: xxf →  

3. Найдите прообраз множества ]1,1[−  при отображении f : 

[ ] ]1,1[2/,2/ −→ππ− , xxf sin: →  

4. Для отображений исследуйте, является ли они сюрьективными, 

инъективными, биективными: 



1) RRf →:  

23 +→ xx  

2) RRf →:  

xx sin→  

5. Найти композиции βγα oo , αγβ oo  для отображений: xex →α : , 

2: xx →β , 1: −→γ xx  

 

Тема №3 «Элементы комбинаторного анализа» 

ИНДИВИДУАЛЬНАЯ РАСЧЕТНАЯ РАБОТА 

Вариант 1 

1. Вычислите: 

а) ( )
n!

!n 2− ; 

б) 3
53

3
15

3
8

2
6 65

1
28
1

3
1

AP

ССС

⋅

+−
. 

2. Решите уравнение: 

29
16

1
12

1
2 =
−
+

+

n
n

n
n

C

C
. 

3. Найдите все n ∈ N, удовлетворяющие условию: 

0
4
143

12

4
2 <−

−+

+

nn

n
PP

A
. 

4. Найдите все n и m ∈ N, удовлетворяющие условию: 

1:1:6,0:: 2
2

1
22 =+

+
+

++
m
n

m
n

m
n CCС . 

5. Разложите по формуле бинома Ньютона и упростите: ( )6153
27
1

− . 



6. Сумма биномиальных коэффициентов разложения 
n

nx
nx

3

22

12 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+  

равна 64. Определите слагаемое, не содержащее x. 

7. Собрание из 80 человек избирает председателя, секретаря и трех 

членов ревизионной комиссии. Сколькими способами это можно сделать? 

8. Из вазы, где стоят 10 красных и 4 розовые гвоздики, выбирают один 

красный и два розовых цветка. Сколькими способами это можно сделать? 

9. Сколькими способами можно разместить семерых гостей по 3 ком-

натам? 

10. В языке одного древнего племени было 6 гласных и 8 согласных, 

причем при составлении слов гласные и согласные чередовались. Сколько 

слов из 9 букв могло быть в этом языке? 

 

Вариант 2 

1. Вычислите: 

а) 2
51

5

2
2
5

3
3
5

4
4
5

5 A
A

P

A

P

A

P

A

P
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+++ ; 

б) 
!28
!30

!48
!50

− . 

2. Решите уравнение: xx
x
x PPA

7
302 1

1
1 =+ −

−
+ . 

3. Найдите все n ∈ N, удовлетворяющие условию: 

0
96

143

3

54
5 <⋅−

+

+
+

n

n
n P

PC . 

4. Найдите все n и m ∈ N, удовлетворяющие условию: 

3:3:5:: 1
11

1
1 =−

++
+

+
m
n

m
n

m
n CCС . 

5. Найдите в биномиальном разложении 
18

3
3 1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

x
x  член, не содер-

жащий x. 



6. В разложении 
121

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

a
a  по формуле бинома Ньютона найдите коэф-

фициент при а8. 

7. Двадцать человек надо разбить на три группы соответственно по 5, 7, 

8 человек в группе. Сколькими способами это можно сделать? 

8. Сколькими способами из группы в 30 человек можно выбрать 5 в ак-

тив университета? 

9. Из 5 красных и 2 желтых роз нужно составить букет из 3 цветков, в 

который должна входить хотя бы одна желтая роза. Сколькими способами 

это можно сделать? 

10. Сколькими способами 28 учеников могут выстроиться в очередь в 

столовую? 

 

Вариант 3 

1. Вычислите: 

а) ( )
m!

m !2+ ; 

б) 
( )

( )
( ) ( )222

22
1

22

13

!4 nC

nnPP

C

CC

n

nn

n

nn −
+ + . 

2. Решите уравнение: 15
44

5 =
⋅ −++

+

kn
k
n

n
PA

P . 

3. Докажите справедливость равенства: ( ) 1
22 1 +⋅+=⋅ n

n
n
n CnCn . 

4. Найдите все n ∈ N, удовлетворяющие условию: 2
1313

+< nn CС . 

5. Найдите два средних члена разложения: ( )213 aba + . 

6. В разложении 
123

3
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

x
x  по формуле бинома Ньютона найдите ко-

эффициент при x4. 



7. В студенческой конференции участвуют 25 студентов. Сколькими 

способами могут быть распределены три призовых места? 

8. Сколькими способами можно распределить 120 комплектов игрушек 

по трем детским садам, которым соответственно их требуется 20, 30 и 70? 

9. Сколько делителей у числа 105 ? 

10. Сколько существует ожерелий, составленных из 17 различных бу-

синок? 

 

Вариант 4 

1. Вычислите: 

а) 3
20

4
19

3
19

4
21

ССС

С

++
; 

б) ( ) !
!1

1
!

1 n
nn

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

− . 

2. Решите уравнение: 2
3

−
− ⋅= x

x
x PxA . 

3. Докажите справедливость равенства: 11
1

++
+ += k

n
k
n

k
n CCC . 

4. Найдите все n ∈ N, удовлетворяющие условию: 

0
96

143

3

54
5 <⋅−

+

+
+

n

n
n P

PС . 

5. Разложите по формуле бинома Ньютона и упростите: 
8

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

x
x . 

6. Найдите два средних члена разложения: ( )233 aba − . 

7. Сколько существует пятизначных чисел, которые делятся на два? 

8. Пять учеников следует разделить по трем параллельным классам. 

Сколькими способами это можно сделать? 

9. Десять групп занимаются в десяти расположенных подряд аудитори-

ях. Сколько существует вариантов расписания, при которых группы № 1 и 2 

находились бы в соседних аудиториях? 



10. Алфавит племени мумбо-юмбо состоит из трех букв. Словом явля-

ется любая последовательность, состоящая не более чем из четырех букв. 

Сколько слов в языке племени мумбо-юмбо? 

 

Вариант 5 

1. Вычислите: 

а) ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+⋅+
!1

1
!

1!1
mm

m ; 

b) 
5

5
10

2

2
5

7P
A

P
A

+ . 

2. Решите уравнение: xCA x
xx 1423 =+ − . 

3. Найдите все n ∈ N, удовлетворяющие условию: 0
96

143

3

54
5 <−

+

+
+

n

n
n P

P
C . 

4. Докажите справедливость равенства: 5
5

4
5

3
5

2
5

1
5

0
5 CCCCCС ++=++ . 

5. Разложите по формуле бинома Ньютона и упростите: ( )4126 + . 

6. Найдите в биномиальном разложении 
16

3
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

z
z  член, не содержа-

щий z. 

7. Поезд метро делает 16 остановок, на которых выходят все пассажи-

ры. Сколькими способами могут распределиться между этими остановками 

100 пассажиров, вошедших в поезд на конечной остановке? 

8. Сколькими способами можно разложить три различных шара по 

трем корзинам? 

9. Сколько всего четырехзначных чисел, делящихся на 2 ? 

10. Из класса, в котором учатся 28 человек, назначаются на дежурство 

в столовую 4 человека. Сколькими способами можно набрать команду де-

журных, если в нее должен обязательно попасть ученик этого класса Коля 

Васин? 



 

Вариант 6 

1. Вычислите: 

а) 
!98
!99

99
!100
−

!
; 

б) 0
3

1
3

1
3

2
4

2
4

3
5 СССССС ++ . 

2. Решите уравнение: 1
23

2
13 +=+ nnn PAA . 

3. Найдите все n ∈ N, удовлетворяющие условию: 211
1 <−

+
n
nС . 

4. Найдите x и y, если: ( ) 10:60:21:: 1
221

1 =+ −
−−−

− y
x

y
x

y
x

y
x CCAA . 

5. Разложите по формуле бинома Ньютона и упростите: ( )521 x+ . 

6. Найдите два средних члена разложения: ( )313 aba + . 

7. Из группы студентов, в которой 10 хорошистов и 5 отличников, вы-

бирают 5 хорошистов и 3 отличников. Сколькими способами это можно сде-

лать? 

8. Сколькими способами можно расположить в ряд три белых и пять 

черных шаров? 

9. Сколькими способами можно разместить 10 книг по 4 полкам? 

10. На плоскости дано n точек. Сколько имеется отрезков с концами в 

этих точках? 

 

Вариант 7 

1. Вычислите: 

а) 9
11

6
12 !5

A

A ⋅
; 

б) 
( ) ( )!2!3

! 1
2 +

−
⋅−

+
n
P

An
n n

n
. 



2. Решите уравнение: ( )172 3
1

2
1 −=+ −

−
+ xCC x

x
x . 

3. Найдите все n ∈ N, удовлетворяющие условию: 4
2

35 +< nn CС . 

4. Найдите x и y, если: ( ) 1:2:10:: 111
11 =+ −−−

−−
y
x

y
x

y
x

y
x CAyAA . 

5. Найдите два средних члена разложения: ( )303 aba + . 

6. Найдите пятый член разложения: 
131

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

x
x . 

7. Сколько пятизначных чисел можно составить из цифр 2, 3, 4? 

8. Сколькими способами можно разместить 10 различных книг по 5 

полкам? 

9. Из семи солдат и трех офицеров необходимо составить патруль из 4 

человек, включающий хотя бы одного офицера. Сколькими способами это 

можно сделать? 

10. Сколькими способами можно разделить на команды по 6 человек 

для игры в волейбол группу из 12 спортсменов? 

 

Вариант 8 

1. Вычислите: 

а) 
3
10

4
11

4
12

A

AA −
; 

б) 
2

2
3

6
11

6
10

5
10

4
8

3
7

4
7

1

1
P
A

CCC

CCC
+

−++

−++
. 

2. Решите уравнение: 2403
3

5 =
⋅ −

+
+

+

kn
k
n

n
PA

P . 

3. Найдите все n ∈ N, удовлетворяющие условию: 
34

1

3
1

14
1
PA

C

n

n
n <

+

−
− . 

4. Найдите x и y, если: 1:5:6:: 11
1 =−+

+
y
x

y
x

y
x CCC . 



5. Найдите пятый член разложения: ( )10zz + . 

6. При каких значениях x четвертое слагаемое разложения ( )1625 x+  

больше двух соседних с ним слагаемых? 

7. Сколько всего шестизначных телефонных номеров, в каждом из ко-

торых ни одна цифра не повторяется? 

8. Сколькими способами можно выбрать два блюда из 10 предложен-

ных в меню? 

9. У одного коллекционера 25 монет, у другого – 15. Сколькими спосо-

бами они могут поменять друг с другом по 10 монет? 

10. Кодовый замок состоит из четырех разрядов, в каждом разряде не-

зависимо от других могут быть выбраны цифры от 0 до 9. Сколько возмож-

ных комбинаций? 

 

Вариант 9 

1. Вычислите: 

а) 
2
100

2
1000

998
1000

98
100

СС

СС

+

+
; 

б) 
2

5

2

2
5

3
5

P
P

P
AA

+
− . 

2. Решите уравнение: 4812 =⋅ −x
xx CA . 

3. Найдите все n ∈ N, удовлетворяющие условию:  

0
4
5 2

2
3

1
4

1 <−− −−− nnn ACC . 

4. Решите систему уравнений: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=+

402

903
y
x

y
x

y
x

y
x

CA

CA
. 

5. Найдите шестой член разложения: 
151

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

x
x . 



6. Сумма коэффициентов 2-го и 3-го слагаемых разложения 
n

x
x ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 6

5 2
2

1  равна 25,5. Напишите член, не содержащий x. 

7. Два почтальона должны разнести 10 писем по 10 адресам. Скольки-

ми способами они могут распределить эту работу? 

8. Сколькими способами можно составить список из 10 учеников? 

9. Из 7 мужчин и 4 женщин надо выбрать 6 человек так, чтобы среди 

них было не менее двух женщин. Сколькими способами это можно сделать? 

10. На книжной полке помещается 30 томов. Сколькими способами их 

можно расставить, чтобы первый и второй тома не стояли рядом? 

 

Вариант 10 

1. Вычислите: 

а) 
3
10

4
11

4
12

A

AA −
; 

б) ( )
6

52
2

1 2
2

2
3

2
2

3
nnCCC

n nnn
−

++−⋅
+ +++ . 

2. Решите уравнение: 5
5

3 720 −+ ⋅= nnn PAP . 

3. Найдите все n ∈ N, удовлетворяющие условию: 

01
1

2
1 ≤− −

+
−
+

n
n

n
n CC . 

4. Решите систему уравнений: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=+

+

−

−
720

126

1

1

x

xy
y

x

x
y

P

C
P
A

. 

5. Найдите шестой член разложения: ( )2121 z− . 

6. Сумма биномиальных коэффициентов с нечетными номерами в раз-

ложении 

n

xax
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

−
4
1

 равна 2
5 . Найдите слагаемое, не содержащее x. 



7. Сколько способами можно переставить буквы в словах а) алгебра, б) 

геометрия, чтобы получились всевозможные различные наборы букв? 

8. Сколькими способами можно рассадить на скамейке 6 человек? 

9. В отделе работают 10 географов, 7 геологов и 3 метеоролога. Сколь-

кими способами можно сформировать экспедицию, состоящую из 3 геогра-

фов, 2 геологов и метеоролога?  

10. Сколькими способами библиотекарь может расставить 15 книг по 

15 местам на полке? 



 Тема №4 «Алгебра высказываний. Предикаты и кванторы. Аксиомати-

ческий метод. Виды теорем.» 

ИНДИВИДУАЛЬНАЯ РАСЧЕТНАЯ РАБОТА 

1 вариант 

1. Докажите, что данная формула является тавтологией алгебры выска-

зываний: 

)()(()( ABBABA →¬∨→¬↔↔¬ . 

2. Упростите формулу: 

).()()()( zyxzyzxzx ∧∧¬∨∧∨¬∧∨∧  

3. Докажите, что данная формула является тавтологией алгебры преди-

катов:  

( ) ( )( )[ ] ( ) ( )( )QxPxQxPx →∀↔→∃ . 

4. Выделив условие и заключение теоремы, сформулируйте ее посред-

ством связки «если …, то …»: чтобы функция была дифференцируемой в 

точке, необходимо, чтобы она была непрерывной в этой точке. 

5. В данном высказывании вместо многоточия вставьте одно из выра-

жений: «необходимо и достаточно», «необходимо, но недостаточно», «доста-

точно, но не необходимо», «недостаточно и не необходимо», чтобы получи-

лось истинное высказывание: а – четное целое  число … для того, чтобы 3а 

было четным числом. 

 

2 вариант 

1. Докажите, что данная формула является тавтологией алгебры выска-

зываний: 

)()()( DBCADCBA ∧→∧→→∧→ . 

2 Упростите формулу: 

).()()( zxzyyx →→→∧→  

3. Докажите, что данная формула является тавтологией алгебры преди-

катов: 



( ) ( )[ ] ( ) ( )( )[ ]QxPxQxPx ∨∀↔∨∀ . 

4. Выделив условие и заключение теоремы, сформулируйте ее посред-

ством связки «если …, то …»: равенство треугольников есть достаточное ус-

ловие их равновеликости. 

5. В данном высказывании вместо многоточия вставьте одно из выра-

жений: «необходимо и достаточно», «необходимо, но недостаточно», «доста-

точно, но не необходимо», «недостаточно и не необходимо», чтобы получи-

лось истинное высказывание: а и bделятся на с  …  для того, чтобы а+b де-

лилось на с (а, b, c -  целые числа). 

 

3 вариант 

1. Докажите, что данная формула является тавтологией алгебры выска-

зываний: 

)()( CBCABA ∧→∧→→ . 

2. Упростите формулу: 

).()())(( xxyxyxyzyzyx ∧∧∨∨¬∧∧∨∨→∨∧  

3. Докажите, что данная формула является тавтологией алгебры преди-

катов: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )( )[ ]QxPxQxPx ∧∃↔∧∃ . 

4. Выделив условие и заключение теоремы, сформулируйте ее посред-

ством связки «если …, то …»: четность суммы есть необходимое условие 

четности каждого слагаемого. 

5. В данном высказывании вместо многоточия вставте одно из выраже-

ний: «необходимо и достаточно», «необходимо, но недостаточно», «доста-

точно, но не необходимо», «недостаточно и не необходимо», чтобы получи-

лось истинное высказывание: совпадение центров вписанной и описанной 

около треугольника окружностей  …  для того чтобы, треугольник был пра-

вильным. 

 



4 вариант 

1. Докажите, что данная формула является тавтологией алгебры выска-

зываний: 

).()( CABCBA →→↔→→  

2. Упростите формулу: 

).()()( zyzyxzyyxxx ∧∨∧∨∨→∧→∧∧  

3. Докажите, что данная формула является тавтологией алгебры преди-

катов: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )xPxxPx ¬∀↔∃¬ . 

4. Выделив условие и заключение теоремы, сформулируйте ее посред-

ством связки «если …, то ...»: из того, что четырехугольник – ромб, следует, 

что каждая из его диагоналей служит осью симметрии. 

5. В данном высказывании вместо многоточия вставьте одно из выра-

жений: «необходимо и достаточно», «необходимо, но недостаточно», «доста-

точно, но не необходимо», «недостаточно и не необходимо», чтобы получи-

лось истинное высказывание: х>1 … для того, чтобы х2-1>0. 

 

5 вариант 

1. Докажите, что данная формула является тавтологией алгебры выска-

зываний: 

).()()( CABACBA ∨∧∨↔∧∨  

2. Упростите формулу: 

.))(())(( yxxxxxyyzyx →→→∨∧∨∨→→∨  

3. Докажите, что данная формула является тавтологией алгебры преди-

катов: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )xPxxPx ¬∃↔∀¬ . 

4. Выделив условие и заключение теоремы, сформулируйте ее посред-

ством связки «если …, то …»: всякое квадратное уравнение с действитель-

ными коэффициентами имеет не более двух действительных корней. 



5. В данном высказывании вместо многоточия вставьте одно из выра-

жений: «необходимо и достаточно», «необходимо, но недостаточно», «доста-

точно, но не необходимо», «недостаточно и не необходимо», чтобы получи-

лось истинное высказывание:  чтобы четырехугольник был прямоугольником 

…, чтобы его диагонали были равны. 

  

6 вариант 

1. Докажите, что данная формула является тавтологией алгебры выска-

зываний: 

).()()( CABACBA ∧∨∧↔∨∧  

2. Упростите формулу: 

).()()()( zyxzyxzyxzyx ¬∧¬∧∨∧¬∧∨¬∧∧∨∧∧  

3. Докажите, что данная формула является тавтологией алгебры преди-

катов: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]xQxPxxQxxPx ∨∀→∀∨∀ . 

4. Выделив условие и заключение теоремы, сформулируйте ее посред-

ством связки «если …, то ...»: комплексные числа равны, только если равны 

соответственно их действительные и мнимые части. 

5. В данном высказывании вместо многоточия вставьте одно из выра-

жений: «необходимо и достаточно», «необходимо, но недостаточно», «доста-

точно, но не необходимо», «недостаточно и не необходимо», чтобы получи-

лось истинное высказывание: чтобы четырехугольник был параллелограм-

мом …,  чтобы все его стороны были равны. 

 

7 вариант 

1. Докажите, что данная формула является тавтологией алгебры выска-

зываний: 

).()()( CACBBA ↔→↔∧↔  

2. Упростите формулу: 

).()()()( zyxzzyyx ∧∨→→→∧→  



3. Докажите, что данная формула является тавтологией алгебры преди-

катов: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]xQxxPxxQxPx ∃∧∃→∧∃  

4. Выделив условие и заключение теоремы, сформулируйте ее посред-

ством связки «если …, то …»: две прямые на плоскости тогда параллельны, 

когда они перпендикулярны одной и той же прямой. 

5. В данном высказывании вместо многоточия вставьте одно из выра-

жений: «необходимо и достаточно», «необходимо, но недостаточно», «доста-

точно, но не необходимо», «недостаточно и не необходимо», чтобы получи-

лось истинное высказывание: βα =   …  для того,  чтобы βα sinsin = . 

 

8 вариант 

1. Докажите, что данная формула является тавтологией алгебры выска-

зываний: 

)()()( CBACBCA →∨→→∧→ . 

2. Упростите формулу: 

).()()()( zyxzxyxyx ∧¬∧∨∧¬∨¬∧∨∧  

3. Докажите, что данная формула является тавтологией алгебры преди-

катов: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]xQxxPxxQxPx ∃∨∃↔∨∃ . 

4. Выделив условие и заключение теоремы, сформулируйте ее посред-

ством связки «если …, то ...»: на 5 делятся те числа, которые оканчиваются 

цифрой 0 или цифрой 5. 

5. В данном высказывании вместо многоточия вставьте одно из выра-

жений: «необходимо и достаточно», «необходимо, но недостаточно», «доста-

точно, но не необходимо», «недостаточно и не необходимо», чтобы получи-

лось истинное высказывание: для того чтобы четырехугольник был прямо-

угольником …,  чтобы все его углы были равны. 

 



9 вариант 

1. Докажите, что данная формула является тавтологией алгебры выска-

зываний: 

.)()( CBACBA ∨∨↔∨∨  

2. Упростите формулу: 

).()())(( yyxyxyxzxzxy ∧∧∨∨¬∧∧∨∨→∨∧  

3. Докажите, что данная формула является тавтологией алгебры преди-

катов: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]xQxxPxxQxPx ∀∧∀↔∧∀ . 

4. Выделив условие и заключение теоремы, сформулируйте ее посред-

ством связки «если …, то ... »: для делимости многочлена на двучлен х-а дос-

таточно, чтобы число а было корнем этого многочлена. 

5. В данном высказывании вместо многоточия вставьте одно из выра-

жений: «необходимо и достаточно», «необходимо, но недостаточно», «доста-

точно, но не необходимо», «недостаточно и не необходимо», чтобы получи-

лось истинное высказывание: для того чтобы четырехугольник был паралле-

лограммом …,   чтобы  его диагонали в точке пересечения делились пополам. 

 

10 вариант 

1. Докажите, что данная формула является тавтологией алгебры выска-

зываний: 

.)()( CBACBA ∧∧↔∧∧  

2. Упростите формулу: 

).()()( xyxyxxzzyyy ∧∨∧∨∨→∧→∧∧  

3. Докажите, что данная формула является тавтологией алгебры преди-

катов: 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )yxQxyyxQyx ,, ∃∃↔∃∃ . 



4. Выделив условие и заключение теоремы, сформулируйте ее посред-

ством связки «если …, то … »: необходимым свойством прямоугольника яв-

ляется равенство его диагоналей. 

5. В данном высказывании вместо многоточия вставьте одно из выра-

жений: «необходимо и достаточно», «необходимо, но недостаточно», «доста-

точно, но не необходимо», «недостаточно и не необходимо», чтобы получи-

лось истинное высказывание: β=α sinsin   …  для того,  чтобы βα = . 

 

Тема №5 «Булевы функции» 

ПРОВЕРОЧНАЯ РАБОТА  

1 Вариант 

1. Найдите формулу трех переменных, которая принимает такие же 

значения, как и большинство ее аргументов. 

2. Составить карту Карно для следующей булевой функции, и упро-

стить эту функцию. 

)()()()()()(),,( zyxzyxyzxzxyzyxxyzzyxf ∨∨∨∨∨=  

3. С помощью таблиц истинности доказать справедливость равенств: 

1) 1)( ++≡↔ yxyx  

2) )( yxyx ∨=↓  

4. Выяснить, будут ли равны следующие булевы функции 

))((),,( zyyxzyxf ∨∨=  

)()()(),,( zyxzyxzyxzyxg ∨∨∧∨∨∧∨∨=  

5. С помощью таблицы истинности найти СДНФ и СКНФ (формы): 

)))((( yxzyx ∧↔→∨  

 

2 Вариант 

1. Найдите формулу трех переменных, которая принимает значение 1 

тогда и только тогда, когда точно две ее переменные принимают значение 0. 



2. Составить карту Карно для следующей булевой функции, и упро-

стить эту функцию. 

)()()()()()(),,( zyxzyxzyxzyxyzxxyzzyxf ∨∨∨∨∨=  

3. С помощью таблиц истинности доказать справедливость равенств: 

1) 1)( ++≡→ xxyyx  

2) )()( yxyxyx ∨∨∨=+  

4. Выяснить, будут ли равны следующие булевы функции 

)()(())((),,( zxyxzyxzyxf ∨∧∨→∨∨=  

zxzyxg ↔=),,(  

5. С помощью таблицы истинности найти СДНФ и СКНФ (формы): 

))(()( zyxyx ∧→∧∨  

 

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА  

1 вариант 

1. Выяснить, равны ли следующие булевы функции  

(воспользоваться любым из способов) : 

yxyxg
yxyxyxyxyxf

=

+→→∨→+=

),(
))()))((()((),(

 

2 балла 

2.  Для формулы алгебры высказываний найти СДНФ или СКНФ (выбор 

обосновать) : 

)))((( yxzyx ∧↔→∨  

2 балла 

3. Постройте наиболее простые релейно-контактные схемы по заданным зна-

чениям функции проводимости (для упрощения π-функции использовать 

карту Карно): 

1)000()001()111()110( =π=π=π=π  

2 балла 

4. Проверить равносильность релейно-контактных схем: 



 
1 балл 

5.  Представить полиномом Жегалкина функцию: 

yxyxf ↔=),(  

3 балла 

6.  На вопрос, кто из трех студентов изучал логику, был получен ответ: если 

изучал первый, то изучал и третий, но неверно, что если изучал второй, то 

изучал и третий. Кто изучал логику? 

3 балла 

2 вариант 

1. Выяснить, равны ли следующие булевы функции  

(воспользоваться любым из способов) : 

zxyxg
zxzxzxzxyxf

∨=
+→→∨→+=

),(
))()))((()((),(

 

2 балла 

2. Для формулы алгебры высказываний найти СДНФ или СКНФ (выбор 

обосновать) : 

)))((( yxzyx ∧→→  

2 балла 

3. Постройте наиболее простые релейно-контактные схемы по заданным зна-

чениям функции проводимости (для упрощения π-функции использовать 

карту Карно): 

1)101()111()010()110( =π=π=π=π  

2 балла 

4. Проверить равносильность релейно-контактных схем: 



 
1 балл 

5.  Представить полиномом Жегалкина функцию: 

zyxzyxf ∨∨=),,(  

3 балла 

6. Брауну, Джонсу и Смиту предъявлено обвинение в соучастие в ограблении 

банка. Похитители скрылись на поджидавшем их автомобиле. На следствии 

Браун показал, что преступники были на синем «Бьюике», Джонс сказал, что 

это был черный «Крайслер», а Смит утверждал, что это был «Форд», но ни в 

коем случае не синий. Стало известно, что желая запутать следствие, каждый 

из них указал правильно либо только марку машины, либо только ее цвет. 

Какого цвета был автомобиль и какой марки? 

3 балла 

3 вариант 

1. Выяснить, равны ли следующие булевы функции  

(воспользоваться любым из способов) : 

zxyxg
zyzzxzyxyxf

∨=
∨∨∨∨=

),(
))(()())((),(

 

2 балла 

2. Для формулы алгебры высказываний найти СДНФ или СКНФ (выбор 

обосновать) : 

))()(( yzxyx →∨  

2 балла 

3. Постройте наиболее простые релейно-контактные схемы по заданным зна-

чениям функции проводимости (для упрощения π-функции использовать 

карту Карно): 

1)100()101()011()010( =π=π=π=π  



2 балла 

4. Проверить равносильность релейно-контактных схем: 

 
1 балл 

5.  Представить полиномом Жегалкина функцию: 

xzyzxyzyxf ∨∨=),,(  

3 балла 

6.  На вопрос, кто из трех студентов изучал логику, был получен ответ: если 

изучал первый, то изучал и третий, но неверно, что если изучал второй, то 

изучал и третий. Кто изучал логику? 

 

3 балла 

4 вариант 

1. Выяснить, равны ли следующие булевы функции  

(воспользоваться любым из способов) : 

yxyxg
yzyyxyzxyxf

∨=
∨∨∨∨=

),(
))(()())((),(

 

2 балла 

2. Для формулы алгебры высказываний найти СДНФ или СКНФ (выбор 

обосновать) : 

))()(( zyyzx ∨→∨  

2 балла 

3. Постройте наиболее простые релейно-контактные схемы по заданным зна-

чениям функции проводимости (для упрощения π-функции использовать 

карту Карно): 

1)111()101()100()000( =π=π=π=π  



2 балла 

4. Проверить равносильность релейно-контактных схем: 

 
1 балл 

5.  Представить полиномом Жегалкина функцию: 

zyxzyxf ∨∧=),,(  

3 балла 

6. Брауну, Джонсу и Смиту предъявлено обвинение в соучастие в ограблении 

банка. Похитители скрылись на поджидавшем их автомобиле. На следствии 

Браун показал, что преступники были на синем «Бьюике», Джонс сказал, что 

это был черный «Крайслер», а Смит утверждал, что это был «Форд», но ни в 

коем случае не синий. Стало известно, что желая запутать следствие, каждый 

из них указал правильно либо только марку машины, либо только ее цвет. 

Какого цвета был автомобиль и какой марки? 

3 балла 

Баллы Оценка 

12-13 5 

10-11 4 

7-9 3 

 

Тема №6 «Элементы теории графов. Оптимизационные задачи на гра-

фах» 

ИНДИВИДУАЛЬНАЯ РАСЧЕТНАЯ РАБОТА №1 –  

«АЛГЕБРАИЧЕСКОЕ ЗАДАНИЕ ГРАФОВ» 

 

1. Задать граф, изображенный на рисунке. (Составить матрицы инци-

дентности, смежности.) 



2. По матрице смежности составить матрицу достижимости и контрдос-

тижимости. Определить матрицу расстояний. 

3. По матрице смежности найти множества вершин, соответствующих 

отображениям: )(),(),(),( 8
2

1
1

5
2

3 xГxГxГxГ −− . 

4. По матрице смежности определить степени вершин 831 ,, xxx . 

5. Определить вид графа. 

 

1 вариант 

 
 

 

 

2 вариант 

 
 



3 вариант 

 
4 вариант 

 
5 вариант 

 



6 вариант 

 
7 вариант 

 
ИНДИВИДУАЛЬНАЯ РАБОТА № 2 –  

«АЛГОРИТМ ДЕЙКСТРЫ» 

Дана сеть городов и затраты на перевозку некоторого груза из одного 

пункта в другой. Построить дерево наиболее экономичной доставки груза 

из пункта X (X – номер варианта) во все другие. Выполнить реализацию 

согласно модифицированному алгоритму Дейкстры.  

 



ИНДИВИДУАЛЬНАЯ РАБОТА № 3 – «АЛГОРИТМЫ ОБЩЕЙ МАТРИЦЫ 

ВЕСОВ, ФЛОЙДА, КИТАЙСКОГО ПОЧТАЛЬОНА, ФОРДА» 

1 вариант 

Дана сеть населенных пунктов и соответствующие расстояния между 

ними по существующим маршрутам (в км.). Потребление определенной 

группы товаров в пунктах (i=1,2….7) задается числами 

S=(80,100,140,90,60,50,40). Необходимо найти оптимальное место (пункт, 

вершину) для расположения оптовой базы по распределению этих товаров. 

Выполнить реализацию алгоритма Флойда для нахождения кратчайших рас-

стояний между пунктами и минимизировать сумму единиц потребления то-

вара-километров.  

 
2 вариант 

Решить задачу китайского почтальона для сети населенных пунктов, 

представленных графом: 

 



3 вариант 

Дана сеть некоторых коммуникаций, связывающих пункты 1-7. Сеть 

представлена графом на рисунке. Найти величину максимального потока в 

сети от пункта 1 к пункту 7 (реализовать алгоритм Форда). 

 
 

 

4 вариант 

Дана сеть городов и затраты на перевозку некоторого груза из одного 

пункта в другой. Построить дерево наиболее экономичной доставки груза из 

пункта 1 во все другие. Выполнить программную реализацию согласно алго-

ритму Общей матрицы весов. 

 
 

5 вариант 

В некотором мегаполисе дана сеть аптек одной фирмы и соответст-

вующие расстояния между ними по существующим маршрутам (в км.). 

Реализация медикаментов в пунктах (i = 1,2….7) задается числами S = 



(50,80,100,40,20,70,80). Необходимо найти оптимальное место (пункт, 

вершину) для расположения аптеки-склада. Выполнить программную реа-

лизацию алгоритма Флойда для нахождения кратчайших расстояний меж-

ду пунктами и минимизировать сумму единиц объема реализации - рас-

стояний.  

 

 
6 вариант 

Решить задачу китайского почтальона для сети населенных пунктов, 

представленных графом: 

 

 
 



4.1.2. Итоговый контроль 

Итоговый контроль осуществляется на зачетно-экзаменационной сес-

сии по факту изучения дисциплины студентом в данном семестре с целью 

оценки знаний студента. Проводится в форме экзамена. 

 

ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЕ БИЛЕТЫ 

 
Экзаменационный билет №1 

1. Теория множеств. Понятие множества. Способы задания множества. Опе-

рации над множествами. Мощность множества. Множество подмножеств. 

2. Применение булевых функций. Коммутационные схемы. Решение логиче-

ских задач.  

3. Является ли отношение функциональным? { }xyRRyx =×∈ + 2,),(  

4. Найти дерево кратчайших расстояний по алгоритму Дейкстры от вершины 

1  

ко всем остальным для графа, изображенного на рисунке. 

 

5. а) Найти СДНФ для формулы:  

)()( yxyx ∨→∧    

 

б) Составить полином Жегалкина для функции: 

1)()(),,( ⊕⊕∧∧↔→= xzyxyxzyxf  

 

 

Экзаменационный билет №2 

1. Теория множеств. Операции над множествами. Диаграммы Эйлера-Венна. 

Теоретико-множественные законы.  

2. Исторические предпосылки развития теории графов. 

3. Найти пятый член разложения: ( )10zz + . 



4. Из семи белых гвоздик и пяти красных  нужно составить букет, содержа-

щий 3 белые и 2 красные гвоздики. Сколькими способами это можно сде-

лать? 

5.  а) Составить РКС по заданной функции проводимости: 

)()(),,,( zytxtzyx ↓∨→=π , 

     б) Для формулы алгебры высказываний найти СДНФ или СКНФ (выбор 

обосновать) : 

)))((( yxzyx ∧→→ . 

Экзаменационный билет №3 

1. Отношения на множествах. Кортеж. Декартово произведение множеств. 

Область определения. Область значения. Обратное отношение. Композиция 

отношений. 

2. Комбинаторика. Основные комбинаторные правила.  

3. Какими свойствами обладают отображения:  

а) )ln(,: xxRRf →→ ;   б) 3,: xxRRf →→  

4. Составить матрицу смежности и достижимо-

сти. Определить матрицу расстояний. Найти 

множества вершин, соответствующих отобра-

жениям: )(),( 8
2

3 xГxГ − . Определить степень 

вершин 83, xx . Определить вид графа.  

5. Постройте наиболее простые релейно-контактные схемы по заданным зна-

чениям функции проводимости (для упрощения π-функции использовать 

карту Карно): 1)101()111()010()110( =π=π=π=π  

Экзаменационный билет №4 

1. Отношения на множествах. Свойства отношений. Отношение эквивалент-

ности. Классы эквивалентности. Отношение толерантности. Отношение по-

рядка. 

2. Булевы функции. Основные операции. Таблицы истинности. 



3. Сколькими способами Маша и Саша могут поменяться 5 книгами, если у 

Маши имеется 8 книг по физике, а у Саши – 10 книг по математике? 

4. Доказать, что данная формула является тавтологией алгебры предикатов: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]xQxxPxxQxPx ∃∨∃↔∨∃ . 

5. а) Проверить равносильны ли релейно-контактные схемы: 

 
     б) Представить полиномом Жегалкина функцию:  

1)(),,( ⊕⊕∨∨→= xxzyzyxzyxf  

Экзаменационный билет №5 

1. Функциональные отношения. Функция. Обратная функция. Образ и про-

образ при отображении. 

2. Ориентированные графы. Отображения и обратные отображения:  

Г(xi), Г-1(xj). 

3. Для следующих бинарных отношений определить, какими из свойств оно 

обладает:  

1) || xyyx =⇔ρ  на R ; 2) )/(3 yxyx +⇔ρ  на Z ; 3) yxyx ≠⇔ρ  на +Z ; 

4. Найти в разложении 
16

3

1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

z
z член, не содержащий z . 

5. а) Постройте наиболее простые релейно-контактные схемы по заданным 

значениям функции проводимости (для упрощения π-функции использовать 

карту Карно): 

1)111()101()100()000( =π=π=π=π  

     б) Представить полиномом Жегалкина функцию: 

1)(),,( ⊕⊕∨∨∨↔= zxyzyyzzyxf  

Экзаменационный билет №6 

1. Функциональные отношения. Задание отображений. Функция несколь-

ких переменных. Композиция отображений. 



2. Деревья. 

3. Доказать, что данная формула является тавтологией алгебры высказы-

ваний: 

)()()( CBACBCA →∨→→∧→ . 

4. а) Для формулы алгебры высказываний найти СДНФ или СКНФ (вы-

бор обосновать) : 

))()(( zyyzx ∨→∨  

     б) Составить карту Карно для следующей булевой функции, и упростить 

эту функцию. 

)()()()()()(),,( zyxzyxyzxzxyzyxxyzzyxf ∨∨∨∨∨=  

5. Из 2 шахматистов и 5 шашистов нужно выбрать 5 человек для участия в 

соревнованиях, причем в команду должен входить хотя бы 1 шахматист. 

Сколькими способами это можно сделать? 

Экзаменационный билет №7 

1. Функциональные отношения. Виды отображений. Примеры. 

2. Пути и циклы Эйлера. Задача о кенигсбергских мостах. Алгоритм нахож-

дения эйлерова цикла. Пример. 

3. Сколько членов разложения бинома 3635 )73( +  являются целыми числа-

ми? 

4. Проверить, что множество кортежей задает отношение эквивалентности: 

{ }6,6,5,5,4,4,4,5,5,4,3,3,2,2,2,3,3,2,1,1 . 

5. а) Проверить равносильность 

релейно-контактных схем: 

 

 

б) Выяснить, равны ли следующие булевы функции (воспользоваться любым 

из способов) : 
zyxzyxg

yzyyxyzxzyxf
∨∨=

∨∨∨∨=
),,(

))(()())((),,(
 

 



Экзаменационный билет №8 

1. Алгебраические способы задания графов. Матрицы инцидентности, смеж-

ности, достижимости, контрдостижимости, расстояний. 

2. Нормальные формы и одночлены. Совершенные нормальные формы. Спо-

собы составления и упрощения нормальных форм. Карты Карно. Примеры. 

3. Методом двустороннего включения докажите тождество: 

)()()( ACABACB ××=× UU  

4. а) Для следующего отображения исследовать, является ли оно инъектив-

ным, сюрьективным, биективным. Ответ обосновать. 

1) f: R → R,    8/3xx a ;    2) )2(log,: 2 +→→ xxRRf      

    б) Найдите прообраз множества ]1,1[−  при отображении f :  

( ) R→− 2/,2/ ππ  tgxxf →:  

5. Из 3 роз и 8 хризантем необходимо составить цветочную композицию, со-

держащую 6 цветов и не менее 2 роз. Сколькими способами это можно сде-

лать? 

Экзаменационный билет №9 

1. Комбинаторика. Теория соединений. Соединений без повторений. Приме-

ры. 

2. Планарные графы. 

3. а) Проверить равносильность релейно-контактных схем: 

б) Представить полиномом Жегалкина функцию: 

1)()(),,( ⊕⊕→∨∨→= ttxtzxtzztxf  

4. Найти композиции xex →:α , 
2: xx →β , 1: −→ xxγ  γβα oo , 

αβγ oo . 

5. Доказать теоретико-множественное тождество методом двухстороннего 

включения. Обосновать равенство с помощью диаграмм Эйлера-Венна. 

(А ∪ В) \ М = (А \ М) ∪ (В \ М). 



Экзаменационный билет №10 

1. Алгебраические свойства графов. 

2. Комбинаторика. Теория соединений. Соединения с повторениями. 

3. Какие из следующих бинарных отношений является функциональными, а 

какие из функциональных обратимы:  

1) { }1,, 22 =+×∈ yxRRyx , 2) { }1,, 2 ++=×∈ xxyNZyx  

4. Доказать, что данная формула является тавтологией алгебры предикатов:  

( ) ( )( )[ ] ( ) ( )( )QxPxQxPx →∀↔→∃ . 

5. а) Выяснить, равны ли следующие булевы функции (воспользоваться лю-

бым из способов) : 

zxyxg
zyzzxzyxyxf

∨=
∨∨∨∨=

),(
))(()())((),(

 

    б) Постройте наиболее простые релейно-контактные схемы по заданным 

значениям функции проводимости (для упрощения π-функции использовать 

карту Карно): 

1)100()101()011()010( =π=π=π=π  

Экзаменационный билет №11 

1. Алгебра высказываний. Высказывания и логические связки. 

2. Раскраска графов. Задача о четырех красках. 

3. Найти дерево кратчайших расстояний  

по алгоритму Дейкстры от вершины 3  

ко всем остальным для графа, изображенного 

на рисунке. 

4. а) найти образ множества [-2,2] при  

отображении 2,: xxRRf →→ , 

б) Найдите прообраз множества ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

2
2,

2
2  при отображении 

[ ] )sin(,1,1
2

,
2

: xxf →−→⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ππ
− . 



5. а) Выяснить, будут ли равны следующие булевы функции 

))((),,( zyyxzyxf ∨∨=  

)()()(),,( zyxzyxzyxzyxg ∨∨∧∨∨∧∨∨=  

б) С помощью таблицы истинности найти СДНФ и СКНФ: 

)))((( yxzyx ∧↔→∨  

Экзаменационный билет №12 

1. Оптимизационные задачи на графах. Алгоритм Дейкстры. 

2. Условные и эквивалентные высказывания. Аксиоматические системы. 

Умозаключения и доказательства. Необходимое и достаточное условия. 

Примеры. 

3. а) Для формулы алгебры высказываний найти СДНФ или СКНФ (выбор 

обосновать) 

)))((( yxzyx ∧→→  

б) Постройте наиболее простые релейно-контактные схемы по заданным 

значениям функции проводимости (для упрощения π-функции использовать 

карту Карно): 1)101()111()010()110( =π=π=π=π  

4. а) Для любых из отображений исследуйте, является ли оно сюрьективным, 

инъективным, биективным: 1) RRf →: , 23 +→ xx , 2) RRf →: , xx sin→  

5. Из семи солдат и трех офицеров необходимо составить патруль из четырех 

человек, включающий хотя бы одного офицера. Сколькими способами это 

можно сделать? 

Экзаменационный билет №13 

1. Предикаты и кванторы. 

2. Пути и циклы Гамильтона. 

3. Для графа, изображенного на рис., составить 

матрицы смежности и достижимости.  

Определить матрицу расстояний.  

Найти множества вершин,  

соответствующих отображениям:  



)(),( 2
2

2 xГxГ − . Определить степень вершин 14 , xx .  

Определить вид графа.  

4. Для любых из отображений исследуйте, является ли оно сюрьектив-

ным, инъективным, биективным: 1) RRf →: , 3xx → , 2) RRf →: , 

)5ln( +→ xx  

5. Сколько делителей у числа 105? 

Экзаменационный билет №14 

1. Оптимизационные задачи на графах. Алгоритм Форда. 

2. Полнота в логике высказываний. 

3. Решить уравнение: 15
44

5 =
⋅ −++

+

kn
k
n

n
PA

P . 

4. а) Найдите образ множества ],1[ е  при отображении RRf →:  xxf ln: → ; 

б) Найдите прообраз множества ]3,3[−  при отображении f :  

( ) R→− 2/,2/ ππ  tgxxf →:  

5. а) Составить карту Карно для следующей булевой функции, и упро-

стить эту функцию: )()()()()()(),,( zyxzyxzyxzyxyzxxyzzyxf ∨∨∨∨∨=  

    б) С помощью таблиц истинности доказать или опровергнуть справедли-

вость равенств: 

1) 1)( ++≡→ xxyyx  

2) )()( yxyxyx ∨∨∨=+  

Экзаменационный билет №15 

1. Оптимизационные задачи на графах. Задача китайского почтальона.  

2. Представление булевых функций полиномом Жегалкина. Способы. При-

мер. 

3. Сколько всего четырехзначных чисел, делящихся на 2? 

4. Для любых из отображений исследуйте, является ли оно сюрьективным, 

инъективным, биективным: 1) RRf →:    1−→ xx  2) RRf →:     15 −→ xx  



5. а) Для формулы алгебры высказываний найти СДНФ или СКНФ (выбор 

обосновать) ))()(( yzxyx →∨  

б) Постройте наиболее простые релейно-контактные схемы по заданным 

значениям функции проводимости (для упрощения π-функции использовать 

карту Карно): 

1)100()101()011()010( =π=π=π=π  

Экзаменационный билет №16 

1. Задание графов. Виды графов. Подграф. Маршруты и пути в графах. Ком-

понента графа. Полные и двудольные графы. 

2. Комбинаторика. Бином Ньютона. Свойства бинома. Пример. 

3. Для бинарных отношений определить, какими из свойств оно обладает:  

1) 122 =+⇔ yxyxρ  на R ; 2) )/(3 yxyx −⇔ρ  на Z ;  

4. а) Постройте наиболее простые релейно-контактные схемы по заданным 

значениям функции проводимости (для упрощения π-функции использовать 

карту Карно): 1)100()101()011()010( =π=π=π=π  

б) Представить полиномом Жегалкина функцию: 

1)()(),,( ⊕→∨∨→= zxyzyxzyxf  

5. В данном высказывании вместо многоточия вставить одно из выражений: 

«необходимо и достаточно», «необходимо, но недостаточно», «достаточно, 

но не необходимо», «недостаточно и не необходимо», чтобы получилось ис-

тинное высказывание: β=α   …  для того,  чтобы β=α sinsin . 

Экзаменационный билет №17 

5. Теория множеств. Понятие множества. Способы задания множества. Опе-

рации над множествами. Мощность множества. Множество подмножеств. 

6. Применение булевых функций. Коммутационные схемы. Решение логиче-

ских задач.  

7. Является ли отношение функциональным? { }xyRRyx =×∈ ,),( , обрати-

мым? 



8. Найти дерево кратчайших расстояний по алгоритму Дейкстры от вершины 

3 ко всем остальным для графа,  

изображенного на рисунке. 

5. а) Найти СКНФ для формулы:  

)()( yxyx ∨→∧  

   б) Составить полином Жегалкина для функции:  

1)()(),( ⊕⊕∧∨↔= xyzxyxyxf  

Экзаменационный билет №18 

1. Теория множеств. Операции над множествами. Диаграммы Эйлера-Венна. 

Теоретико-множественные законы.  

2. Исторические предпосылки развития теории графов. 

3. Найти два средних члена разложения бинома: 233 )( aba −  

4. Из 3 роз и 8 хризантем необходимо составить цветочную композицию, со-

держащую 6 цветов и не менее 2 роз. Сколькими способами это можно сде-

лать? 

5.  а) Составить РКС по заданной функции проводимости: 

)()(),,,( zytxtzyx ∧→=π , 

    б) Для формулы алгебры высказываний найти СДНФ или СКНФ (выбор 

обосновать) : 

)))((( yxzyx ∨→↔ . 

Экзаменационный билет №19 

1. Отношения на множествах. Кортеж. Декартово произведение множеств. 

Область определения. Область значения. Обратное отношение. Композиция 

отношений. 

2. Комбинаторика. Основные комбинаторные правила.  

3. Какими свойствами обладают отображения: 

а) ),: xexRRf →→ ; б) )sin(,: xxRRf →→  



4. Составить матрицу смежности и достижимости. Определить матрицу рас-

стояний. Найти множества вершин, соответствующих отображениям: 

)(),( 5
2

2 xГxГ − . Определить степень вершин 82 , xx . Определить вид графа.  

5. Постройте наиболее простые релейно-контактные схемы по заданным 

значениям функции проводимости (для упрощения π-функции использовать 

карту Карно): 1)100()101()010()110( =π=π=π=π  

Экзаменационный билет №20 

1. Отношения на множествах. Свойства отношений. Отношение эквивалент-

ности. Классы эквивалентности. Отношение толерантности. Отношение по-

рядка. 

2. Булевы функции. Основные операции. Таблицы истинности. 

3. Сколькими способами Маша и Саша могут поменяться 5 книгами, если у 

Маши имеется 8 книг по физике, а у Саши – 10 книг по математике? 

4. Доказать, что данная формула является тавтологией алгебры предикатов: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]xQxxPxxQxPx ∃∨∃↔∨∃ . 

5. а) Проверить равносильны ли релейно-контактные схемы: 

 
   б) Представить полиномом Жегалкина функцию:  

1)(),,( ⊕⊕∨∨→= xxzyzyxzyxf  

 

4.2. Перечень обязательной (основной) литературы 

1. Спирина М.С., Спирин П.А. Дискретная математика. – М.: Академия, 

2004.– 368 с. 

2. Судоплатов С.В., Овчинникова Е.В. Элементы дискретной математики. 

– М.: ИНФРА-М, 2002.– 280 с. 

3. Ерусалимский Я.М. Дискретная математика: теория, задачи, приложе-

ния. – М.: Вузовская книга, 2000.– 280 с. 



4. Яблонский С.В. Введение в дискретную математику. – М.: Высшая шко-

ла, 2002.– 384 с. 

5. Новиков Ф.А. Дискретная математика для программистов. – СПб.: Пи-

тер, 2001.– 304 с. 

6. Кузнецов О.П., Адельсон-Вельский Г.М. Дискретная математика для 

инженеров. – М.: Энергия, 1996.– 360 с. 

 

4.3. Перечень дополнительной литературы  

1. Нефедов В.Н., Осипова В.А. Курс дискретной математики. – М.: МАИ, 

1992.– 384 с. 

2. Горбатов В.А. Основы дискретной математики. – М.: Высшая школа, 

1996.– 360 с. 

3. Лекции по дискретной математике. / Под ред. Капитоновой Ю.В. – СПб.: 

БХВ-Петербург, 2004.– 624 с. 

4. Шапорев С.Д. Математическая логика. Курс лекций и практических за-

нятий. – СПб.: БХВ - Петербург, 2005.– 416 с. 

5. Филд А., Харрисон П. Функциональное программирование. – М.: Мир, 

1993.– 638 с. 

6. Евстегнеев В.А., Касьянов В.Н. Теория графов (Алгоритмы обработки 

деревьев). – Новосибирск.: Наука, 1994.– 360 с. 

7. Ежов И.И., Скороход А.И., Ядренко М.И. Элементы комбинаторики. – 

М.: Мир, 1995.– 79 с. 

8. Емеличев В.А., Мельников О.И. Лекции по теории графов. – М.: Наука, 

1994.– 382 с. 

9. Кук Д., Бейз Г. Компьютерная математика. – М.: Мир, 1990.– 383 с. 

10. Куратовский К., Мостовой А. Теория множеств. – М.: Мир, 1993.– 416 с. 

11. Оре О. Теория графов. – М.: Наука, 1992.– 336 с. 

12. Уилсон Р. Введение в теорию графов. – М.: Мир, 1997.– 207 с. 

13. Сачков В.Н. Комбинаторные методы дискретной математики. – М.: Нау-

ка, 1997.– 384 с. 



14. Холл М. Комбинаторика. – М.: Мир, 1995.– 234 с. 

15. Мендельсон Э. Введение в математическую логику. – М.: Мир, 1998.– 

320 с. 

16. Уилсон Р. Введение в теорию графов – М.: Мир, 1977 

17. Кофман А. Введение в прикладную комбинаторику – М.: Наука, Гл. ред. 

физ.-мат. лит., 1975 

18. Липский В. Комбинаторика для программистов – М.: Мир, 1988 

19. Зыков А. А. "Теория конечных графов", Новосибирск, "Наука", 1969; 

20. Берж К. "Теория графов и ее применение", М., ИЛ, 1962; 

21. Сигал И.Х., Иванова А.П. Введение в прикладное дискретное програм-

мирование: модели и вычислительные алгоритмы: Учеб. Пособие. – Изд. 2-е, 

испр. – М.:ФИЗМАЛИТ, 2003. – 240с.  

 

4.4. Перечень методических пособий 

1. Кван Н.В., Масловская А.Г. Организация самостоятельной работы студен-

тов по дискретной математике. Уч.-мет. пособие. Часть I. – Благовещенск, 

2003. – 60 с. (электронный вариант) 

2. Кван Н.В., Масловская А.Г. Ведение в дискретную математику. Учебное 

пособие. – Благовещенск, 2006. – 120с.  

 

 

5. НЕОБХОДИМОЕ ТЕХНИЧЕСКОЕ И 

ПРОГРАММНОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ 

 

Лекции и практические занятия проводятся в стандартной аудитории, 

оснащенной в соответствии с требованиями преподавания теоретических 

дисциплин. 

 

 

 



6. УЧЕБНО-МЕТОДИЧЕСКАЯ (ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ)  

КАРТА ДИСЦИПЛИНЫ 

для специальности 010101 

 
Занятия 
(номера) 

Самостоятельная 
работа студентов 

Н
ом

ер
 н
ед
ел
и 

Н
ом

ер
 т
ем
ы

 

Вопро-
сы, изу-
чаемые
на лек-
ции 

П
ра
кт
ич

. 
(с
ем
ин

.) 

Ла
бо
ра
то
рн
ые

И
сп
ол
ьз
уе
м
ы
е 

на
гл
яд

. и
 

м
ет
од

 п
ос
об
ия

 

Содер-
жание ча

сы
 

Ф
ор
м
а 
ко
нт
ро
ля

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 1 1-2   лекция, доп. 
литература    

2 2 1-3 1  лекция    

3 2 4-6   лекция 
индивид. 
задание 
№1 

8 
отчет по ин-
дивид. зада-
нию №1 

4 3 1-3 2  лекция    

5 3 4-5   лекция 
индивид. 
задание 
№2 

8 
отчет по ин-
дивид. зада-
нию №2 

6 4 1-3 3  лекция    
7 5 1-3   лекция    

8 5 4-6 3  лекция   Контрольная 
работа №1 

9 5 7-9   лекция 
индивид. 
задание 
№3 

10 
отчет по ин-
дивид. зада-
нию №3 

10 6 1-3 4  лекция    
11 6 4-6   лекция    
12 6 7-9 5  лекция    
13 7 10-12   лекция    
14 7 13-14 5  лекция    
15 8 1-3   лекция    
16 9 1-2 6  лекция    
17 9 3-4   лекция    

18 1
0 1-2 7  лекция   Контрольная 

работа №2 
 



 
 
 
УЧЕБНО-МЕТОДИЧЕСКАЯ (ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ) КАРТА ДИС-

ЦИПЛИНЫ 
для специальности 010501 

 
Занятия 
(номера) 

Самостоятельная 
работа студентов 

Н
ом

ер
 н
ед
ел
и 

Н
ом

ер
 т
ем
ы

 

Вопро-
сы, изу-
чаемые
на лек-
ции 

П
ра
кт
ич

. 
(с
ем
ин

.) 
Ла
бо
ра
то
рн
ые

И
сп
ол
ьз
уе
м
ы
е 

на
гл
яд

. и
 

м
ет
од

 п
ос
об
ия

 

Содер-
жание ча

сы
 

Ф
ор
м
а 
ко
нт
ро
ля

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 1 1-2 1  лекция, доп. 
литература  2  

2 2 1-3 2  лекция  2  

3 2 4-6 3  лекция 
индивид. 
задание 
№1 

8/2 
отчет по ин-
дивид. зада-
нию №1 

4 3 1-3 4  лекция  2  

5 3 4-5 5  лекция 
индивид. 
задание 
№2 

8/2 
отчет по ин-
дивид. зада-
нию №2 

6 4 1-3 6  лекция  2 Контрольная 
работа №1 

7 5 1-3 7  лекция  2  

8 5 4-6 8  лекция 

Доп. Раз-
дел Ком-
бинато-
рики 

10/2 опрос 

9 5 7-9 9  лекция  2  
10 6 1-3 9  лекция  2  

11 6 4-6 10  лекция 
индивид. 
задание 
№3 

10/2 
отчет по ин-
дивид. зада-
нию №3 

12 6 7-9 11  лекция  2  
13 7 10-12 12  лекция  2  

14 7 13-14 13  лекция реферат 9/2 Защита ре-
фератов 

15 8 1-3 14  лекция  2  



16 9 1-2 14  лекция  2  
17 9 3-4 15  лекция  2  

18 1
0 1-2 16  лекция  2 Контрольная 

работа №2 
 
Примечание 
Индивидуальное задание №1 – «Элементы теории множеств. Отношения. 
Отображения». 
Индивидуальное задание №2 – «Комбинаторика». 
Индивидуальное задание №3 – «Теория графов».  
 
 

 


