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ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время в связи с возросшей ролью математики в экономи-

ческой науке будущие экономисты нуждаются в серьезной математической 

подготовке, которая давала бы возможность математическими методами ис-

следовать широкий круг экономических задач и использовать теоретические 

знания на практике. Для этого, по меньшей мере, необходимо получение ими 

правильного общего представления о том, что такое математика и математи-

ческое моделирование. 

        Несомненно, математика имеет определенное мировоззренческое значе-

ние, но для специалистов по экономике математика является в большей мере 

инструментом анализа, организации, управления. 

 Данное учебное пособие предназначено для самостоятельной  работы 

студентов первого курса в весеннем семестре. В пособии рассматриваются 

основные сведения линейной алгебры, интегрального исчисления функции 

одной  и нескольких переменных, элементы теории дифференциальных 

уравнений  и рядов.   

     Объединение  в одном  пособии сведений из различных дисциплин 

 ( линейной алгебры, математического  анализа, дифференциальных уравне-

ний) позволяет рассматривать общие  понятия различных разделов  в курсе 

одной математической теории.  

По каждому  изучаемому  разделу в пособии приводятся основные  

теоретические сведения; задания для аудиторных и домашних работ; образцы  

тестовых заданий; заданий для  контрольных работ; вопросы самопроверки.  

     Цель данного пособия заключается в облегчении поиска понятий,  

определений и формул курса высшей математики, их усвоению и овладением 

способностью свободной их трактовке и применению. В сборнике помещены 

рисунки, облегчающие понимание формул и определений и приводятся при-

меры, которые так же решаются для пояснения определений и свойств мате-

матических понятий. 
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Мы надеемся, что  изучение математических дисциплин и экономиче-

ских приложений позволит будущему специалисту приобрести базовые зна-

ния, для дальнейшего углубленного изучения и исследования экономических 

проблем с помощью математических методов, а также сформировать компо-

ненты  своего мышления.  

 

П О Л О Ж Е Н И Е  

о рейтинговой системе  оценки успеваемости студентов 

кафедры общей математики и информатики 

 

 Рейтинговая система оценки успеваемости  студентов  по кафедре 

ОМиИ является одной из форм контроля  текущей успеваемости обучаемых. 

Она предусматривает еженедельный мониторинг и оценку в баллах учебной 

активности и уровня  знаний по дисциплине. 

1. По этой системе в баллах оценивается уровень следующих видов учебной 

деятельности студентов:  

- активность на практических занятиях; 

- экспресс тестирования на лекциях; 

- расчетно-графическая работа; 

- контрольная (самостоятельная) работа; 

- коллоквиум; 

- лабораторная работа. 

 Указанные виды учебной деятельности имеют следующее содержание. 

 Активность на практических занятиях. Оценивается учебная актив-

ность и самостоятельность работы студентов. 

 Экспресс-тестирование на лекциях. Систематически проводится на 

лекциях с целью проверки усвоения текущего теоретического материала. За-

ключается в ответе на один теоретический вопрос или решении                             

одной простейшей задачи. Проводится  письменно, как правило, в течение 5-

6 минут.  
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 Контрольная (самостоятельная) аудиторная работа. Проводится 

письменно, с целью оперативного контроля степени усвоения изученного ма-

териала, например, базовых положений отдельных дидактических  единиц. 

 Расчетно-графическая работа. РГР содержит задачи, решение кото-

рых требует применения типового арсенала вычислительных приемов, усво-

енных при изучении соответствующих  дидактических единиц. РГР зависит 

от содержания и вычислительной  сложности дидактической единицы.  

 С целью выявления качества усвоения изученного материала вводится 

процедура «Защита РГР». 

 Коллоквиум проводится письменно, с целью доэкзаменационной оцен-

ки уровня теоретических знаний и практических навыков. 

Лабораторная работа. Проводится по темам, требующим применения 

вычислительных методов. 

2. Рейтинговая оценка студента по дисциплине складывается из оценки за 

работу в семестре  максимально 60 баллов и экзаменационной оценки – 

максимально 40 балов. Таким образом, максимально возможное количе-

ство баллов, которыми оценивается успеваемость за семестр по дисцип-

линам кафедры ОМиИ, равно 100. 

3. Студент, активно участвовавший в учебном процессе (доклады, рефераты, 

выступления на олимпиадах и конференциях) может быть поощрен лекто-

ром потока или заведующим кафедрой дополнительными баллами (как 

правило, не более 5 баллов за семестр). 

4. Минимальное количество баллов за работу в семестре, необходимое для 

получения студентом допуска на экзамен, равно 30 баллов (половина бал-

лов от максимального балла за работу в семестре). 

 Минимальное количество баллов  за выполнение экзаменационной ра-

боты, необходимое для получения  оценки:  «удовлетворительно» – 15 бал-

лов;    «хорошо» –  20 баллов;    «отлично» – 30 баллов. 

5. В течении семестра студенты выполняют рейтинговые мероприятия (см. 

приложение). 
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6. Распределение  модульных баллов:  

Соответствие итогового рейтинга студента и традиционных оценок ус-

танавливается по следующей шкале:  

 

Баллы (%) Оценка 

0-50 Неудовлетворительно 
51-75 Удовлетворительно 
76-90 Хорошо 

91-100 Отлично 
 

7. Студент,  набравший в семестре менее 30 баллов, сдает экзамен по дисци-

плине  в два этапа: предварительный и основной. 

7.1. Предварительный этап экзамена 

 Предварительный этап проходит в день сдачи экзамена своей группы. 

На нем студент выполняет практическое  экзаменационное задание по мате-

риалу, изученному в семестре и вошедшему в тесты, контрольные и домаш-

ние работы по данной дисциплине. Это практическое  задание оценивается в 

20 баллов. Предварительный  экзамен считается сданным при условии набора 

на нем 10 и более баллов. Результат сданного предварительного  экзамена 

суммируется  с семестровым рейтингом, а студент со своим новым рейтин-

гом допускается к основному экзамену. При наборе студентом на предвари-

тельном этапе менее 10  баллов экзамен считается не сданным и его резуль-

тат не добавляется в итоговый рейтинг. В любом  из указанных случаев по-

сле предварительного этапа экзамена в ведомость студенту выставляется 

оценка «Неудовлетворительно», а в  графу «Суммарный балл» проставляет-

ся рейтинг с учетом результата предварительного экзамена.  

7.2. Основной  этап экзамена 

 Для студентов, успешно сдавших предварительный экзамен, основной 

экзамен проводиться в установленный на кафедре день пересдач. 

 Как исключение, студент, имевший семестровый рейтинг  в диапазоне 

от 20 до 30 баллов и успешно сдавший предварительный этап экзамена (т.е. 
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набравший на нем 10 баллов и более), с разрешения ответственного экзаме-

натора, назначенного на экзамен,  может быть допущен к основному экзаме-

ну в день сдачи предварительного экзамена (т.е. со своей группой). 

 Студенты, имеющее семестровый рейтинг в диапазоне от 10 до 20 

баллов и успешно преодолевшие предварительный этап (10 баллов и более), 

сдают основной  экзамен только в день пересдач.   

 Студенты, набравшие в семестре менее 10 баллов и успешно прошед-

шие  предварительный этап экзамена, допускается к сдаче основного экзаме-

на только по назначению заведующего кафедрой или заместителя по 

учебной работе.  

 Замечание. Руководству кафедры сдаются экзаменационные работы:  

- предварительного экзамена (10 и более баллов) – в день его сдачи студен-

том; 

- основного экзамена (для прошедших предварительный экзамен) – в день 

основного экзамена. 

8. Для дисциплин с зачетом:  

8.1. Минимальное значение рейтинговой оценки, набранной студентом по ре-

зультатам текущего контроля по всем видам занятий, при которой студент 

допускается к сдаче зачета, составляет 40 баллов. 

8.2. Если к моменту проведения зачета студент набирает 51 и более баллов, 

они могут быть выставлены ему в виде поощрения в ведомость и в зачетную 

книжку без процедуры принятия зачета. Выставление баллов производится 

на последней неделе теоретического обучения по данной дисциплине. 

8.3. Устранение задолженности студента по отдельным контролируемым те-

мам дисциплины может проходить в течение семестра в часы дополнитель-

ных занятий или консультаций, установленных в расписании. 

8.4. Устранение задолженности по текущему контролю для допуска студента 

к зачету проводится на последней неделе теоретического обучения по данной 

дисциплине. 

 



 8 

 

 

 

 



 9 

 

 



 10 

 

1.  ЭЛЕМЕНТЫ  ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ 

1.1.  Основные определения. 

 

Определение.      Прямоугольная таблица чисел 

                              





















=

mnmm

n

n

aaa

aaa

ааа

...

............

...

...

А

21

22221

11211

  , 

расположенных в  m строк и n столбцов, называется матрицей размера m×n. 

     Числа  а11, а12, …, аmn  называются ее элементами.  

Если число строк матрицы равно числу ее столбцов m = n, то матрица 

называется квадратной порядка n. 

Элементы а11, а22, …, аnn образуют главную диагональ,  а элементы 

а n1 , а2n-1, …, аn1 − побочную диагональ квадратной матрицы. 

Квадратная матрица называется диагональной, если все ее элементы, 

не лежащие на главной диагонали, равны нулю. 

Единичной матрицей называется диагональная матрица, у которой все 

элементы главной диагонали равны единице:  

                                 





















=

1...00

............

0...10

0...01

Е . 

     Матрица любого размера называется нулевой, если все ее элементы рав-

ны нулю. 

Матрица, состоящая из одной строки, называется матрицей-строкой, а 

из одного столбца – матрицей-столбцом. 
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Транспонированием матрицы называется замена ее  столбцов (строк) 

на строки (столбцы) с сохранением их порядка. 

 

1. 2. Операции над матрицами. 

  Равенство матриц. 

      Матрицы А= (aij) и  B= (bij) одного размера называются равными, если 

все их  соответствующие элементы равны, т.е. А=В, если  aij = bij  для   всех 

i и  j.  

Суммой двух матриц  А и В одного размера m×n называется матрица        

С= А+В, элементы которой сij = aij + bij   для i= 1,2,…,m;  j=1,2,…,n. 

Произведением матрицы А на число αααα называется матрица, эле-

менты которой получены умножением всех элементов матрицы А на 

число α,  т. е.      ( ).ijаАА ααα ==   

Умножение матриц 

      Умножение матрицы А на матрицу В определено, когда число столбцов 

первой матрицы равно числу строк второй матрицы. В этом случае матрицы 

называются согласованными.  

      Произведением матриц 
nkkm

BА
××

⋅ называется такая матрица 
nm

C
×

, каж-

дый элемент которой сij равен сумме произведений  элементов i-й  

строки матрицы А на соответствующие элементы j-го столбца матрицы В: 

                            сij = ai1 b1j + ai2 b2j +…+ aik bkj .  

 

Задача 1.1. В два магазина поступило три вида товаров. Количество завезен-

ного товара задано матрицей 







=

9

15

87

1012
А . Вторичное поступление това-

ров в магазины описывается матрицей 







=

2

7

314

815
В .  Найти суммарный 

завоз товаров в магазины. 



 12 

Решение.  А+В = 







9

15

87

1012
 + 








2

7

314

815
 = 








11

22

1121

1827
.      

Задача 1.2. Предприятие выпускает три вида продукции � П1, П2, П3, ис-

пользуя два вида сырья � S1, S2. Нормы расхода сырья характеризуются 

матрицей: 

          П1  П2   П3 

   S2

S1

3

3

02

14
А 








= . 

Определить затраты сырья, необходимые для осуществления следую-

щего выпуска товаров: 















=

140

120

100

С . 

Решение.  

S = A· С = ⋅







3

3

02

14

















140

120

100

 = 







=







⋅+
⋅+

⋅+⋅
⋅+⋅

620

940

1403

1403

12001002

12011004
. 

Допустим, что кроме этих данных указаны еще и стоимости каждого 

вида сырья (в расчете на единицу сырья):   ( )2010=Р . 

Тогда стоимость всего затраченного сырья будет равна: 

                          ( ) 21800
620

940
2010А =








⋅=⋅⋅ СР . 

 

1.3. Определители и их свойства 

 

Определителем (детерминантом) n-го порядка, соответствующим данной 

квадратной матрице А, называется число, символическая запись которого 

имеет вид:  

    det A = 
nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

...

...

...

21

22221

11211

. 
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  Определителем 2-го порядка называется  число,  которое вычисляется 

по формуле: 

2221

1211

аа

аа
= 12212211 .. аааа − . 

     Определителем 3-го порядка называется число,  которое вычисляется по 

формуле: 

331221112332132231133221312312332211

333231

232221

131211

............ аааааааааааааааааа

ааа

ааа

ааа

−−−++=
 . 

Запомнить формулу можно с помощью схемы 

•••
•••
•••

 = 
•••
•••
•••

 + 
•••
•••
•••

 + 
•••
•••
•••

 ─ 
•••
•••
•••

─
•••
•••
•••

 ─
•••
•••
•••

. 

     С в о й с т в а    о п р е д е л и т е л е й. 

     1. Определитель не изменится, если все его строки заменить соответст- 

вующими столбцами. 

     2. При перестановке элементов двух строк (столбцов) определитель изме-

нит знак, сохраняя абсолютную величину. 

     3. Определитель равен нулю, если все элементы какой-либо строки (столб-

ца)равны нулю. 

     4. Определитель с двумя одинаковыми (пропорциональными) строками 

(столбцами) равен нулю. 

     5. Общий множитель всех элементов строки (столбца) можно выносить за      

знак определителя. 

     6. Если каждый элемент j столбца (строки) определителя представляет со-

бой сумму двух слагаемых, то этот определитель равен сумме двух опреде-

лителей: 
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2221

1211

2221

1211

222121

121111

ab

ab

aa

aa

aba

abа +=+
+

 

     7. Определитель не изменится, если к элементам какой-либо строки 

(столбца) прибавить элементы другой строки (столбца), умноженные на одно 

и то же число. 

    Минором ijМ  элемента ijа  определителя n-го порядка называется оп-

ределитель (n-1)-го порядка, полученный из определителя А вычеркиванием  

элементов i строки и j столбца. 

Алгебраическим дополнением элемента ijа  определителя называется 

число 

( ) .1 ij

ji

ij MА ⋅−= +
 

 8. Определитель равен сумме произведений элементов какой-либо строки 

(столбца) на их соответствующие алгебраические дополнения, т.е.  

 

       ....
...
...
...

2211

21

21

11211

ininiiii

nnnn

inii

n

AaAaAa

aaa

aaa

aaa

+++==∆  

 

     С помощью этой формулы вычисляются определители высших порядков. 

Свойство 8 называют разложением определителя по элементам i-й строки. 

      9.  Сумма произведений элементов какой-либо строки (столбца) опреде-

лителя на алгебраические дополнения соответствующих элементов другой 

строки (столбца) равна нулю, т.е.     0... 2122122111 =+++ nn AaAaAa . 

 

     Задача 1.3. Вычислить определитель    
321
140
312

=∆ . 

     Решение.   
321
140
312

=∆ =2·4·3 + 1·1·1 + 0·2·3 – 1·4·3 – 2·1·2 – 0·1·3 =  
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=24+1-12- 4 = 9. 

 

Задача. 1.4.  Вычислить определитель четвертого порядка            

                      
1136
2342
2030
7421

=∆ . 

     Решение.  По свойству 8  разложить определитель можно по любой стро-

ке, но рациональнее разложение выполнить по элементам второй строки, в 

которой имеются два нуля. 

( ) =⋅−⋅+⋅−⋅=⋅+⋅+⋅+⋅=∆
136

342

421

12

116

232

741

)1(32030 64
24232221 AAAA

 

=3·(3+14+48-126-2-8)+2·(4+24+36-96-9-4) = -303. 

 

1.4. Обратная матрица 

Квадратная матрица называется неособенной (невырожденной), если ее 

определитель отличен от нуля (det A ≠ 0). 

Если определитель матрицы равен нулю, то матрица А называется осо-

бенной (вырожденной). 

Матрица 1−А  называется обратной квадратной матрице А, если 

ЕАААА =⋅=⋅ −− 11 , где Е  �единичная матрица.  Всякая неособенная матри-

ца имеет обратную матрицу. 

       Обратная матрица 1−А =
TA

A

~

det

1
= Adet

1























nnnn

n

n

ААА

ААА

ААА

...

............

...

...

21

22212

12111

,  

где -
ТА

~
 присоединенная  транспонированная матрица, элементы кото рой 

являются алгебраическими дополнениями элементов матрицы А. 
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     Замечание.   Особенная матрица обратной матрицы не имеет. 

     

 

 Задача 1.5. Найти  матрицу обратную  матрице А  

                                                   А= 













141
320
785

. 

    Решение.   Вычислим  040
141
320
785

det ≠−==A ,  

 т.е. матрица А – неособенная. 

Запишем алгебраические дополнения: 

( ) ,10
14

32
1 11

11 −=−= +
A       ( ) ,3

11

30
1 21

12 =−= +
A         ( ) ,2

41

20
1 31

13 −=−= +
A  

( ) ,20
14

78
1 12

21 =−= +
A       ( ) ,2

11

75
1 22

22 −=−= +
A       ( ) ,12

41

85
1 32

23 −=−= +
A  

( ) ,10
32

78
1 13

31 =−= +
A      ( ) ,15

30

75
1 23

32 −=−= +
A     ( ) .10

20

85
1 33

33 =−= +
A  

Составим присоединенную матрицу      
















−
−−
−−

=
101510

12220

2310
~
A ,  

Найдем 
ТА

~
=

















−−
−−

−

10122

1523

102010

, 

тогда  













−−
−−

−
−=−

10122
1523

102010

40

11A























−

−−

=

4

1

10

3

20

1
8

3

20

1

40

3
4

1

2

1

4

1

. 

1.5. Системы линейных алгебраических уравнений. 
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       Системы линейных алгебраических уравнений� один из основных раз-

делов  алгебры. Нет такой отрасли науки и приложений, где бы они не ис-

пользовались в том или ином виде. При решении экономических задач сис-

темы линейных уравнений наиболее употребительны как в аппарате исследо-

вания, так и при рассмотрении частных проблем. 

      В общем виде система m линейных уравнений с n  неизвестными (пе-

ременными) х1, х2, …, хn имеет вид 

                                            а11х1 + а12х2 + … + а1nхn = b1, 

                                                                     а21х1 + а22х2 + … + а2nхn = b2, 

                                          ……………………………. 

                                            am1х1 + am2x2 + ... + amnxn = bm,. 

Здесь аij и bj  – произвольные числа (i = 1,2, …, m; j = 1,2, …, n), кото-

рые называются соответственно коэффициентами при неизвестных и свобод-

ными членами уравнений.  

       Решением системы уравнений называется набор n чисел x1=а1, x2=a2, ... 

, xn=an, при подстановке которых  каждое из уравнение системы обращается  в 

тождество. 

      Система уравнений называется совместной, если она имеет хотя бы од-

но решение; и несовместной, если система не имеет решений. Совместная 

система уравнений имеет либо одно решение � и в таком случае называется 

определенной, либо больше одного решения и тогда она называется неопре-

деленной. 

       Системы уравнений  называются эквивалентными, если  имеют одно и 

то же множество решений. 

1.6. Решение систем линейных уравнений по формулам Крамера. 

   Рассмотрим  частный случай системы линейных уравнений, когда число 

уравнений равно числу неизвестных,   т.е. m = n. Такая система уравнений 

имеет вид:     

                                      a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1 ,       

                                      a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = b2 , 
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                                       .............................................                      

                                       an1x1 + an2x2 + ... + ann = bn . 

Составим определитель из коэффициентов при неизвестных: 

                                                             a11  a12  ...  a1n 

                                                 ∆∆  =     a21  a22  ...  a2n     

                                                              ...   ...  ...   ...     ,  

                                                            an1  an2  ...   ann 

который называется  определителем системы.  

Заменим в этом определителе j-й столбец на столбец свободных членов В, 

т.е. получим в результате замены другой определитель, который обозначим 

jх∆ :   

                                                                       

                                                     a11  a12  …  b1  …  a1n 

                                                     a21  a22  …  b2  …  a2n 

                                     
jх∆  =     …  …  …  … …  … 

                                                     an1  an2  …  bn  …  ann     .    

    Теорема Крамера. Пусть ∆∆ �определитель матрицы системы, а ∆∆j 

�определитель, полученный из определителя ∆∆ заменой j-го столбца свобод-

ных членов В. Тогда, если ∆∆≠ 0, система линейных уравнений имеет  единст-

венное решение, определяемое по формулам 

                                            xj = ∆

∆
jx

 ,  j = 1,2, ... , n. 

        Данные формулы называются формулами Крамера 

 Задача1.6.   Решить систему линейных уравнений по формулам 

Крамера. 

 

                      3х+2y+z =5, 

                      2x– y+ z =6, 
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                      x+ 5y    = -3. 

       Решение. Составим и вычислим определитель системы уравнений       

02

051

112

123

≠−=−=∆ .  Следовательно,  система имеет единственное реше-

ние, которое может быть найдено по формулам Крамера. 

      Вычислим определители  ,,, zyx ∆∆∆  полученные из матрицы А заме-

ной соответственно первого, второго и третьего столбцов матрицы А столб-

цом свободных членов: 

,4

053

116

125

−=
−

−=∆x   ,2

031

162

153

=
−

=∆ y   .2

351

612

523

−=
−

−=∆ z  

Откуда: 2=
∆
∆

= xх ;    1−=
∆

∆
= y

y ;    .1=
∆
∆

= zz   

 

1. 7.  Решение систем линейных уравнений  

методом обратной матрицы 

Пусть дана система из n уравнений с n неизвестными 

                                      a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1 ,       

                                      a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = b2 , 

                                       .............................................                      

                                       an1x1 + an2x2 + ... + ann = bn . 

Составим матрицу из  коэффициентов при неизвестных   

                                                     a11  a12  ...  a1n 

                                                     a21  a22  ...  a2n 

                                           А=      ...    ...  ...   ... 

                                                    an1  an2  ...   ann 
     

     Эта матрица состоит из n строк и n столбцов и называется матрицей сис-

темы.                                                  
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      Введем в рассмотрение две матрицы; матрицу неизвестных X и матрицу  

свободных  членов  B: 

                                                           x1                b1                                         

                                                           x2                     b2 

                                                  X =   …   ,  B =   … 

                                                           xn                bn    .                                           

        Тогда система уравнений в матричной форме  примет вид   АХ = В.  

Пусть матрица системы А является невырожденной, т.е. существует обратная 

матрица А-1. Умножив обе части этого уравнения слева на А-1, получаем ре-

шение системы уравнений.     Х = А-1В, где  А-1 обратная матрица.   

 Задача 1.7. Решить систему линейных уравнений матричным методом 

  2x+y+z = 2,     

             x+y+3z = 6 ,                    

             2x+y+2z = 5.       

Решение. Обозначим  А =
















212

311

112

 – матрица коэффициентов при неиз-

вестных,   

X = 
















z

у

х

 – матрица неизвестных,    B = 
















5

6

2

 – матрица свободных членов. 

Система уравнений в матричной форме запишется АХ=В, поэтому ре-

шением системы будет матрица - столбец .1ВАХ −=  

Найдем матрицу А-1 , обратную к матрице А. 

Определитель системы:  

∆  =
12

11
1

22

31
1

21

31
2

212

311

112

+−=  = 2(-1) -1(-4) + 1(-1)=1. 
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Алгебраические дополнения всех элементов: 

( ) 1
21

31
1 11

11 −=−= +
А ;  ( ) 1

21

11
1 12

21 −=−= +
А ;  ( ) 2

31

11
1 13

31 =−= +
А ; 

( ) 4
22

31
1 21

12 =−= +
А ;  ( ) 2

22

12
1 22

22 =−= +
А ;  ( ) 5

31

12
1 23

32 −=−= +
А ; 

( ) 1
12

11
1 31

13 −=−= +
А ;  ( ) 0

12

12
1 32

23 =−= +
А ;   ( ) 1

11

12
1 33

33 =−= +
А . 

  Следовательно,  =
















−
−

−−
⋅=−

101

524

211

1

11А .

101

524

211

















−
−

−−

 

Найдем решение системы  уравнений: 

 

( ) ( )
( )

( ) 















⋅+⋅+⋅−
⋅−+⋅+⋅
⋅+⋅−+⋅−

=















⋅
















−
−

−−
==
















−

516021

556224

526121

5

6

2

101

524

211
1BA

z

y

x

=















−
3

5

2

. 

Следовательно,  х = 2;  у= -5;  z = 3. 

 

1. 8. Решение системы линейных  уравнений методом Гаусса 

 

Метод Гаусса− метод последовательного исключения переменных 

−заключается в том, что с помощью элементарных преобразований система 

уравнений приводится к эквивалентной системе ступенчатого ( или тре-

угольного) вида, из которой последовательно, начиная с последних ( по но-

меру) переменных, находятся все остальные переменные. 

Элементарными преобразованиями системы являются; 

1)  умножение уравнения на  число отличное от нуля; 

2) сложение  уравнения умноженого на любое  число, с другим уравне-

нием; 

3) перестановка  уравнений;  

4) отбрасывание уравнений  вида 0 = 0. 
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Элеметарные преобразования системы на практике заменяют соответст-

вующими преобразованиями расширенной матрицы системы, содержащей 

коэффициенты при неизвестных и свободные члены. 

      Задача  1.8. Решить систему линейных уравнений методом Гаусса 

      








=++

−=−+
=++

.7223

,4432

,2

321

321

321

ххx

ххx

ххx

 

Решение. Выпишем расширенную матрицу системы 

      















−−

7223

4431

2111

. 

 Чтобы из системы исключить неизвестную 1х достаточно в этой матри-

це получить (накопить) нули в первом столбце. 

 Для этого первую строку перепишем, а затем , умножив ее на  −2  и −3, при-

бавим ко второй и третьей строкам, соответственно: 

     
















−−
−−

1110

8610

2111

→  

Получим нули  во первом столбце. Вторую строку  сложим  с третьей стро-

кой. 

     
















−−
−−

7700

8610

2111

. 

Полученная матрица соответствует системе уравнений 

     








−=−

−=−
=++

.77

,86

,2

3

32

321

х

хх

ххx

 

Отсюда найдем .1,2,3 321 =−== ххх  
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1. 9. Ранг матрицы и его применение 
 

Пусть дана матрица  A, содержащая m строк и n столбцов: 

  


















=
−−−−−−−−−−−−−−

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

...

...

21

22221

11211

.                                                        

Выберем в матрице A произвольно k строк и k столбцов 

( nkmk ≤≤ , ) и выпишем элементы, которые находятся на их пересечени-

ях. Эти элементы образуют квадратную матрицу k-го порядка матрицы A. 

Определитель этой матрицы называется минором k-го порядка матрицы А.  

     Определение. Рангом матрицы A называется наивысший порядок минора 

матрицы A,  отличного от нуля.  

        Обозначается ранг матрицы A символами: rangA  или )(Ar . 

Итак, из определения следует, что если kAr =)( , то существует минор 

порядка k матрицы A, отличный от нуля, а все миноры порядка (k+1) равны 

нулю или не существуют. 

     Имеются несколько способов вычисления ранга матрицы. 

      Теорема 1. Если минор порядка k матрицы A отличен от нуля, а миноры 

порядка (k+1) окаймляющие рассматриваемый минор, равны нулю, то 

kAr =)( . 

Заметим, что минор, который определяет ),(Ar  называется базисным 

минором матрицы A. Очевидно, что у матрицы может быть несколько базис-

ных миноров. Строки и столбцы, которым принадлежат элементы базисного 

минора, называют базисными строками и базисными столбцами или линей-

но-независимыми строками и столбцами. 

      Теорема 2.  Ранги эквивалентных  матриц равны. 



 24 

     Определение. Матрицы A и B одинакового размера называются эквива-

лентными  (А~В), если матрица В получается из матрицы А с помощью эле-

ментарных преобразований.  

К элементарным преобразованиям матрицы относятся следующие пре-

образования: 

1) отбрасывание нулевой строки ( столбца); 

а) перемена мест двух параллельных рядов; 

б) умножение элементов ряда на произвольное число 0≠λ ; 

в) прибавление к одному ряду линейной комбинации других, параллель-

ных ему рядов, умноженных на любые константы, отличные от нуля. 

Элементарные преобразования меняют матрицу А, но не меняет ее ранга. 

С помощью элементарных преобразований можно привести матрицу к   

ступенчатому виду, накапливая нули ниже главной диоганали. Тогда число 

ненулевых строк ровно рангу матрицы. 

     Задача 1.9 . Вычислить  ранг матрицы 

                           















=

3121

5433

2312

А  . 

      Решение.  Выполним элементарные преобразования. 

Поменяем первую строку с третьей  
















2312

5433

3121

. 

Первую строку умножим на -3 и прибавим ко второй.  
















−−
2312

4130

3121

. 

Первую строку умножим на -2 и прибавим к  третьей получим 
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















−−
−−

4130

4130

1321

. 

Вторую строку умножим на −1 и прибавим к третьей 
















−−−
0000

3210

1321

.   Следовательно, 2=rangA . 

 

1. 10. Система m линейных уравнений с n переменными. 

Рассмотрим систему линейных уравнений: 

 










=+++

=+++

=+++

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

....

,...

,...

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

                                                 

Введем обозначения: 



















=
−−−−−−−−−−−−

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

...

...

21

22221

11211

,  А – матрица системы . 



















=
−−−−−−−−−−−−

mmnmm

n

n

baaa

baaa

baaa

В

...

...

...

21

222221

111211

,   В – расширенная матрица системы. 

       Имеет место теорема Кронекера – Капелли. 

        Чтобы система была совместной, необходимо и достаточно, чтобы 

)()( ВrAr = , при этом:  а) если )()( ВrAr = =n − система имеет единственное 

решение, б) если )()( ВrAr = <n система имеет множество решений, в которой 

r независимых уравнений,  r базисных переменных и n-r свободных перемен-

ных. 
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           Задача 1.10. Исследовать и решить систему линейных уравнений 

          








=+−−+

=+++−
=+−−+

.0895

,4343

,12

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

                                           

         Решение. Введем в рассмотрение матрицы А и В и найдем их ранги: 

       
















−−
−

−−
=

18951

34113

11211

A ,        2=rangA ,   

      
















−−
−

−−
=

018951

434113

111211

В ,     2=rangВ . 

  Так как 52 =<== nrangВrangA , то система совместна и имеет 

множество решений. Для решения в системе оставляем число уравнений рав-

ное двум. 

Первое и третье уравнения  системы линейно независимы, т.к. коэффициенты 

при    1х  и 2х  составляют отличный от нуля минор 2-го порядка. 

         Решения исходной  системы найдем,  решая систему 

 




=+−−+
=+−−+

.0895

,12

54321

54321

xxxxx

xxxxx
                                                   

Считая неизвестные 543 ,, xxx  свободными, переносим их в правые час-

ти уравнений, 21, xx базисными переменными, получим 

              




−+=+
+−+=+

.895

,12

54321

54321

xxxxx

xxxxx
                                                              

          Решая систему методом Крамера, получим: 

                    04
51

11
≠==∆ , 
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                 1х∆ = 543
543

543 435
589

112
ххх

ххх

ххх
−−+=

−+
+−+

, 

 

                =∆
2х 43

543

543 771
891

121
хх

ххх

ххх
++−=

−+
+−+

. 

          

                   










++−=

−−+=

.
4

7

4

7

4

1

,
4

3

4

1

4

5

432

5431

xxx

xxxx

                                                                     

      Полученные формулы определяют общее решение исходной системы. 

При произвольных числовых значениях, 543 ,, xxx    получим частные реше-

ния исходной системы. 

       Так, при ,13 −=x 04 =x , 25 −=x , имеем вектор - решение 

       (-2, -2, -1, 0, -3)  

       при 23 −=x , 14 =x , 25 =x , имеем вектор - решение  

(3, 3, 2, -1, 1). 

 

1. 11. Собственные значения и собственные векторы матрицы 

 

Определение. Ненулевой вектор x
r

 называется собственным вектором                       

матрицы А, соответствующий собственному значению λ , если имеет место 

равенство: xxA
rr λ= . 

В конечномерном пространстве nL  это векторное равенство экви- 

валентно матричному равенству: ,0)(
rr

=− хEA λ  .0≠х
r

 



 28 

       Число λ есть собственное число матрицы А тогда и только тогда, когда 

0)det( =− EA λ , т.е. λ  есть корень многочлена )det( EA λ− , называемого 

характеристическим многочленом матрицы А.  

       Уравнение  0)det( =− EA λ называется характеристическим уравнением 

матрицы А. 

     Задача 1.11.   Дана матрица А= .
34

25








 Найти ее собственные числа и соб-

ственные  векторы. 

     Решение. Составляем характеристическое уравнение 

,0
34

25
=

−
−

λ
λ

 или ( )( ) ,0835 =−−− λλ  т. е. ;0782 =+− λλ  

характеристические числа .7,1 21 == λλ  Находим собственный  вектор, 

соответствующий первому характеристическому числу, из системы уравне-

ний     
( )

( )



=−+
=+−

.034

,025

211

211

хх

хх

λ
λ

 

Так как ,11 =λ то 1х  и  2х  связаны зависимостью .02 21 =+ хх  

Полагая α=1х  (α –произвольное число), получаем α22 −=х  и собствен-

ный  вектор, соответствующий  характеристическому числу ,11 =λ  

есть вектор .21 jib αα −=
rr

  

        Подставляя в  составим систему уравнений значение ,72 =λ  

     
( )

( )



=−+
=+−

034

,025

221

212

хх

хх

λ
λ

 

  получаем соотношение ,021 =− хх  т.е. β== 21 хх . Собственным векто-

ром, соответствующим второму характеристическому числу, служит  вектор  

.1 jib
rrr

ββ +=  
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2.  ПРАКТИЧЕСКИЕ  ПРИЛОЖЕНИЯ  МАТРИЧНОЙ 
 АЛГЕБРЫ  В  ЭКОНОМИКЕ 

 

2.1 Модель Леонтьева в многоотраслевой экономике. 
 

Эффективное ведение хозяйства предполагает баланс между отраслями. 

Каждая отрасль при этом выступает двояко: с одной стороны, как производи-

тель некоторой продукции, а с другой, – как потребитель продуктов, выраба-

тываемых другими отраслями. Для наглядного выражения взаимной связи 

между отраслями пользуются определенного вида таблицами, называемыми 

таблицами межотраслевого баланса. 

Впервые эта проблема была сформулирована  в виде математической 

модели в трудах американского экономиста В. Леонтьева в 1936 г.  Эта мо-

дель основана на алгебре матриц.  

Будем предполагать, что рассматривается n отраслей  О1 ,О2,…, Оn  хо-

зяйства, каждая из которых производит свою продукцию. Часть продукции 

идет на внутрипроизводственное потребление данной и других отраслей, а 

другая часть предназначена для потребления вне сферы материального про-

изводства. 

Обычно процесс производства  рассматривается за некоторый период 

времени [Т0;Т1], в ряде случаев такой единицей служит год. 

Введем обозначения: 

хi– общий объем продукции i-й отрасли (ее валовый выпуск); 

хij– объем продукции i-й отрасли, потребляемый  j-й отраслью при производ-

стве объема продукции  хj; 

уi–объем продукции i-й отрасли, предназначенный для реализации (потреб-

ления) в непроизводственной сфере (продукт конечного потребления). Этот 

объем составляет обычно более 75% всей произведенной продукции. 

        Указанные величины сведем в табл. 2.1.                                                                                                        
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                                                                                           Таблица 2.1 

      

Балансовый принцип связи различных отраслей хозяйства состоит в том, 

что валовой выпуск i-й отрасли должен быть равен сумме объемов потребле-

ния в производственной и непроизводственной сферах. 

В самой простой форме (гипотеза линейности) балансовые соотношения 

имеют вид:т    xi = xi1 + xi2 +…+ xin + yi;  i=1,2,…,n.                                    (2.1) 

Уравнения (2.1) называются соотношениями баланса. 

Единицы измерения указанных величин могут быть натуральными  

(тонны, штуки, кубометры и т.д.) или стоимостными. 

В зависимости от этого различают натуральный и стоимостный межот-

раслевой балансы. Для определенности будем иметь в виду стоимостный ба-

ланс. 

В. Леонтьев на основании анализа экономики США в предвоенный пе-

риод установил важный факт: в течение длительного времени величины    

j

ij

ij
x

x
а =    остаются практически неизменными и могут рассматриваться как 

постоянные числа. 

Это обусловливается примерным постоянством используемой техноло-

гии. 

Производственное 

потребление 

            Q 1    Q 2   …     Q n  

Конечное  

потребление 

у
r

 

Валовой  

выпуск  

    х
r

 

Q 1        х11   х12    …   х1n 

Q 2       х21   х22    …   х2n 

             .  .  .  .  .  .  .  .  .    

Q n        хn1   xn2    …   xnn 

        у1  

        у2  

       … 

        yn 

      х1  

          х2 

         … 

      xn 
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При х
j
=1 (руб.)  аij = xij. Таким образом, aij – есть  стоимость i продук-

ции, вложенной в 1 руб. продукции  j-й отрасли. 

В силу сказанного сделаем допущение: для выпуска любого объема xj 

продукции j-й отрасли необходимо затратить продукцию i-й отрасли в коли-

честве aijxj, где aij –постоянный коэффициент. Иначе говоря, материальные 

издержки пропорциональны объему производимой продукции. Это допуще-

ние называется гипотезой линейности существующей технологии. При этом 

числа aij называются коэффициентами прямых материальных затрат. 

Таким образом, коэффициент прямых материальных затрат показывает, 

какое количество продукции i-й  отрасли необходимо, если учесть только 

прямые затраты, для производства единицы продукции j-й отрасли. 

      Итак, согласно гипотезе линейности имеем         

                xij = aijxj;    i, j=1, 2, …, n;                                                     (2.2) 

где xij – объем продукции i-й отрасли, потребляемый j-й отраслью; 

      xj – объем произведенной j-й отраслью продукции; 

      aij – коэффициенты прямых затрат (коэффициент материалоемкости). 

Из уравнений (2.1) и (2.2) следует:                   

                        х1 = a11x1 + a12x2  +…+ a1nxn + y1, 

                        х2 = a21x1 + a22x2 +…+ a2nxn + y2,                                       (2.3) 

                        ……………………………. 

                        хn = an1x1 + an2x2 +…+ annxn + yn . 

     Введем в рассмотрение технологическую матрицу, или матрицу  

коэффициентов прямых затрат (коэффициентов материалоемкости) 

и векторы (матрицы) конечного выпуска и потребления 

.
...

,
...

,
......................

2

1

2

1

21

22221

11211



















=



















=





















=

nnnnnn

n

n

y

y

y

y

x

x

x

х

aaa

aaa

aаа

А
rr

K

K

K
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Тогда система (2.3) в матричной форме запишется:  

                                                        yхAх
rrr

+= .                                    (2.4)        

     Уравнение (2.4) называется уравнением линейного межотраслевого балан-

са.  

Система (2.3) или уравнение (2.4) называются экономико-математической 

моделью межотраслевого баланса или вместе с интерпретацией  матрицы А и  

векторов  х
r

 и y
r

– моделью Леонтьева или моделью «затраты - выпуск». 

 В  уравнении (2.4) приняты  следующие обозначения: 

х
r

– вектор валового выпуска; 

y
r

– вектор конечного потребления; 

А – матрица прямых затрат. 

     С помощью этой модели можно выполнять три варианта расчетов. 

1. Задав в  модели величины валовой продукции каждой отрасли (хi), мож- 

но определить объемы конечной продукции (yi) :  

                                      y
r

=(E−A) x
r

.                                       (2.5) 

2. Задав величины конечной продукции всех отраслей (yi), можно опреде- 

лить величины валовой продукции каждой отрасли (xi): 

                                                      x
r

=(E−A)-1 y
r

.                                  (2.6) 

3.  По отдельным отраслям задаются уровни валовой продукции по другим 

уровни конечного продукта  ( в сумме число заданных величин равно n). 

Требуется определить значения остальных n переменных.   

     Заметим, что система (2.3) (уравнение (2.4)) имеет особенности, выте-

кающие из прикладного характера задачи: все элементы матрицы А и векто-

ров yиx
rr

 должны быть неотрицательными. 

Определение. Матрица А≥0 (элементы матрицы А неотрицательны)  на- 

 зывается продуктивной, если для любого вектора y
r

≥ 0 существует решение 

x
r
≥ 0 этого уравнения. 
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Первый критерий продуктивности: матрица А продуктивна тогда и только 

 тогда, когда матрица (Е−А)-1 существует и ее элементы неотрицательны. 

Второй критерий продуктивности: матрица А с неотрицательными элемен- 

тами продуктивна, если сумма элементов по любому ее столбцу (строке) не 

 превосходит единицы:  ∑
=

≤
n

i

ija
1

1 ,  причем хотя бы для одного столбца 

(строки) эта сумма строго меньше единицы. 

Пусть А≥ 0 –продуктивная матрица. 

      Определение. Запасом продуктивности матрицы А называется число 

 α>0  такое, что все матрицы λΑ, где 1 < λ < 1+α продуктивны, а матрица 

 (1+α)А- непродуктивна. 

          Задача 2.1 Исследовать на продуктивность матрицу А= 







3,09,0

6,02,0
. 

       Решение. Легко видеть, что второй критерий продуктивности не выпол-

няется. Поэтому исследуем продуктивность матрицы А с помощью первого 

критерия.    

      Имеем    Е−А = 







−

−
7,09,0

6,08,0
, 

 Ε−Α=
7,09,0

6,08,0

−
−

 = 0,56 − 0,54 = 0,02 ⇒  матрица (Е-А)-1 существует. 

       Найдем   (Е−А)-1 = 







=








4045

3035

8,09,0

6,07,0

02,0

1
. 

Элементы матрицы  (Е−А)-1  неотрицательны, следовательно, матрица А про-

дуктивна. 

     Задача 2.2.  Найти запас продуктивности матрицы   А = 







5,04,0

3,05,0
. 

      Решение. В силу первого критерия продуктивности матрица А продук-

тивна тогда и только тогда, когда существует и неотрицательная матрица  

(Е−λА)-1. 
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Найдем матрицу   Е − λА = .
5,014,0

3,05,01








−−
−−

λλ
λλ

 

Определитель ее ∆ = АЕ λ−  = (1−0,5λ)(1−0,5λ)−0,12λ2= 

=1−λ + 0,25λ2 −0,12λ2=1−λ + 0,13λ2.  Обратной матрицей является матрица 

          (Е−λА)-1 = 1/∆ 







−

−
λλ
λλ

5,014,0

3,05,01
. 

Для продуктивности матрицы λА необходимо, чтобы все элементы матрицы 

(Е-λА)-1 были неотрицательны, то есть  ∆>0,  1−0,5λ>0, Из условия 0=∆ , 

найдем 0,13λ2 − λ + 1=0 ⇒ λ1 = 6,5; λ2 = 1,19. 

Решаем систему   0,13λ2 − λ + 1 > 0,              λ > 6,5; λ < 1,19 

                               1 − 0,5λ > 0           ⇒                    λ < 2        ⇒ λ <1,19. 

При λ < 1,19 матрица λА будет продуктивной, при λ=1,19 матрица λА непро-

дуктивна. Запас продуктивности равен 1,19 − 1 = 0,19, то есть запас продук-

тивности матрицы достаточен. 

 Задача 2.3. В таблице приведены данные об исполнении баланса за от-

четный период, усл.ден.ед.: 

Отрасли Потребление 

   О1             О2 

Конечный  

продукт 

Валовой 

продукт 

         О1     3           8         89        100 

         О2       5          7         88        100 

  

     Требуется: 

1. Составить матрицу прямых затрат и проверить ее продуктивность. 

2. Вычислить объемы конечного продукта при увеличении валового выпуска 

каждой отрасли на 100 % и 50% соответственно. 

3. Вычислить необходимый объем валового выпуска каждой отрасли, если 

конечное потребление отрасли О1 увеличить в k=1 раз, а отрасли  

    О2 – на P %=10%. 



 35 

4. Найти векторы валового выпуска и потребления при  уменьшении валово-

го выпуска первой отрасли на 40% и увеличении конечного потребления 

второй отрасли на 2ед.  

    Решение. 

1. Введем в рассмотрение матрицу 







75

83
 и векторы .

100

100
,

88

89








=








= хy

rr

 

Составим матрицу прямых затрат А, учитывая, что ее элементы аij=xij/xj: 

                                         A= 







07,005,0

08,003,0
. 

Легко видеть, что сумма элементов столбцов (строк) матрицы А меньше еди-

ницы. Следовательно, в силу второго критерия продуктивности матрица А 

продуктивна. 

     2. Уравнение линейного межотраслевого баланса имеет  вид y
r

=(E−A) x
r

.                                       

При увеличении валового выпуска отраслей О1 и О2 на 100% и 50% соответ-

ственно получим новый вектор валового выпуска .
150

200
1 








=х

r

 Вектор по-

требления 1y
r

, соответствующий вектору 1x
r

, находится из  уравнения баланса     

1y
r

=(Е-А) 1x
r

 = .
5,129

182

150

200

93,005,0

08,097,0








=
















−

−
 

Изменения объемов конечного продукта О1 на 182-89=93 ед., или 104,5%, О2 

на 129,5 − 88=41,5 ед., или на 47,2%. 

3. Конечное потребление отрасли О1  остается без изменения, а отрасли О2 

Станет равным 88·1,1 = 96,8; то есть новый вектор конечного потребления 

.
8,96

89








=у

r

Новый вектор валового выпуска  2х
r

находится из уравнения 

баланса    

( ) 2
1

2 уАЕх
rr −−= .      








−

−
=−

93,005,0

08,097,0
АЕ ;   .8981,0=− АЕ   



 36 

( ) 







=








=− −

08,106,0

09,003,1

97,005,0

08,093,0

8981,0

11
АЕ . 









=








⋅







=

88,109

38,100

8,96

89

08,106,0

09,003,1
2х
r

. 

 Валовый продукт отраслей необходимо увеличить: О1− на0,38%  

О2 − на 9,88%. 

4. Пусть 







=

2
3

60

х
х
r

 и 







=

90
1у

у
r

−искомые векторы валового выпуска и по-

требления. Согласно уравнению баланса получим:  









⋅







=








9007,005,0

08,003,060 1

2

у

х
  или    





++⋅=
+⋅+⋅=

.9007,06005,0

,08,06003,060

22

12

хх

ух
    

Решая полученную систему, имеем ,1002 =х  .2,501 =у  

Таким образом, 







=

100

60
3х
r

, 







=

90

2,50
3у
r

. 

 

2.2. Модель равновесных  цен 

 

Пусть     





















=

nnnn

n

n

aaa

aaa

aаа

А

K

K

K

21

22221

11211

......................   матрица прямых затрат.    

 

  х
r

=



















nх

х

х

....
2

1

 ― вектор валового выпуска; 



 37 

р
r

 =



















np

p

p

....
2

1

  ― вектор цен  (рi – цена единицы продукции i-й отрасли). 

     От реализации продукции  i-я отрасль получит доход хipi, который идет на 

закупку сырья хi(a1ip1 +a2ip2 +…+ anipb), а некоторая его часть составляет 

добавленную стоимость iν  (стоимость условно чистой продукции).   

Имеем равенства   хipi = хi(a1ip1+a2i+…+ani pn)+ iν     i=1, n  .                (2.7) 
   
Разделив обе части уравнения (2.7) на хi  получим: 
 

рi=a1ip1+a2ip2+…+ani pn+Vi,              i=1, n ,                 (2.8) 

где 
i

i

i
x

V
ν

= −норма добавленной стоимости (величина добавленной стоимости 

на единицу выпускаемой продукции i-й отрасли) 

 Если ввести в рассмотрение вектор норм добавленной стоимости 

( )nVVVV ,..., 21=
r

, то система (2.8) в матричной форме примет вид: 

VpАр T
rrr

+=     или ( ) VАЕр Т
rr

⋅−=
−1

. Уравнение называется моделью рав-

новесных цен.    

      Задача 2.3. Рассмотрим экономическую систему, состоящую из двух от-

раслей (промышленности и сельского хозяйства).  

     Пусть 







=

2,03,0

5,04,0
А ― матрица прямых затрат; V

r

=(4; 10) – вектор норм 

добавленной стоимости. 

      Определить: 
Равновесные цены. 

Равновесные цены при увеличении нормы где iV = iν /хi – норма добавленной 

стоимости (величина добавленной стоимости на единицу выпускаемой про-

дукции i-й отрасли). 
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       Решение. 1. Из уравнения модели равновесных цен ( ) VАЕр Т
rr

⋅−=
−1

, 
 

Имеем: Е-А
Т= ,

8,05,0

3,06,0








−

−
 

8,05,0

3,06,0

−
−

=− ТАЕ =0,48-0,15=0,33≠0,  

 

следовательно, матрица (Е-А
Т)-1=1/0,33 .

82,151,1

91,042,2

6,05,0

3,08,0








=








  

 
  

Тогда р
r

= .
24,24

78,18

2,1804,6

1,968,9

10

4

82,151,1

91,042,2








=








+
+

=







⋅







 

 
                         

2.3. Линейная модель торговли 

 

      Пусть бюджеты n  стран, которые обозначим х1, х2, …, хn, расходуются на 

покупку товаров. 

Обозначим: аij – доля бюджета хj, которую j-я страна тратит на закупку това-

ров у i-й страны. 

Рассмотрим матрицу  

                                       
.

....................

21

22221

11211





















=

nnnn

n

n

aaa

aaa

ааа

А

K

K

K

 

      Тогда, если весь бюджет идет на закупки внутри страны и вне ее (это 

можно трактовать как торговый бюджет),  справедливо равенство:  

∑
=

==
n

i

ij nja
1

,,2,1,1 K                                                              (2.17) 

(сумма элементов любого столбца равна единице). Матрица А со свойством 

(2.17) называется структурной матрицей торговли. Общая выручка от внут-

ренней и внешней торговли для i-й страны выражается равенством 
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.2211 niniii xaxaxaр +++= K                                             (2.18) 

      Условие бездефицитной торговли (сбалансированной) формируется сле-

дующим образом: для каждой страны ее бюджет должен быть не больше вы-

ручки от торговли, т. е. рi ≥ xi или  

nixxaxaxa ininii ,,2,1,2211 KK =≥+++                           (2.19) 

     Однако в условиях (2.19) не может быть неравенства. В самом деле, сло-

жим эти неравенства при i от 1 до n. Группируя слагаемые с величинами 

бюджетов хj, получим 

( ) ( ) ( ) nnnninnnn xxxaaaxaaaxaaax +++≥++++++++++++ KKKKK 212222122121111

в силу свойств (2.17) ⇒ ⇒+++≥+++ nn xxxxxx KK 2121  возможен лишь знак 

равенства. Поэтому, условия (2.19) принимают вид: 

 

      











=+++

=+++
=+++

.

.......,........................................

,

,

2211

22222121

11212111

nnnnnn

nn

nn

xxaxaxa

xxaxaxa

xxaxaxa

K

K

K

                                             (2.20) 

Введем вектор бюджетов        
.2

1



















=

nx

x

x

x
K

r

 

     Тогда система (2.20) запишется   xxA
rr

=    или   ( ) 0
rr

=− xЕА .  Послед-

нее уравнение  означает, что вектор x
r

 является собственным вектором мат-

рицы А, соответствующий, собственному значению λ=1, то есть вектор бюд-

жетов стран бездефицитной международной торговли есть собственный век-

тор структурной матрицы торговли, соответствующий собственному значе-

нию λ = 1. 
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    Задача 2.5. Дана структурная матрица торговли трех стран 

.

4,04,04,0

3,05,04,0

3,01,02,0
















=A  

Найти бюджеты этих стран, удовлетворяющие бездефицитной торговле, при 

условии, что сумма бюджетов равна в=7000. 

       Решение. Легко видеть, что элементы матрицы  А удовлетворяют усло- 

виям теоремы 2. Следовательно, существует собственный вектор, соответ- 

ствующий собственному значению =λ  1. 

Из уравнения (2.17) получим ( ) 0
rr

=− xЕА  или 















=
















⋅
















−
−

−

0

0

0

6,04,04,0

3,05,04,0

3,01,08,0

3

2

1

x

x

x

, 

или    








=−+
=+−
=++−

.06,04,04,0

,03,05,04,0

,03,01,08,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Определитель системы равен нулю, а  036.0
5.04.0

1,08,0
≠=

−
−

. Следовательно, 

ранг системы равен двум. Поэтому, отбросив третье уравнение, имеем: 

.

,3/5

,3

,

03,05,04,0

,03,01,08,0

3

2

1

321

321
Rk

kх

kx

kx

xxx

xxx
∈









=
=
=

⇒




=+−
=++−

 

    

  Учитывая, что сумма х1+х2+х3=7000, определим величину k: 

k+3k+5/3k=7000 ⇒ k=1235,3. Поэтому х1=1235,3; х2=3705,9; х3=2058,8. Та-

ким образом, искомые величины бюджетов стран при бездефицитной тор-

говле соответственно равны:    х1=1235,3;  х2=3705,9;  х3=2058,8. 
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2.4. Типовые  задачи  и их решение 
 
     Задача 2.6. Предприятие выпускает ежесуточно четыре вида изделий, ос-

новные производственно-экономические показатели заданы векторами: 

g  –вектор ассортимента (количество изделий); 

s – вектор расхода сырья (кг/изд.); 

t – вектор затрат рабочего времени (ч/изд.); 

p– ценовой вектор (ед/изд.). 

Требуется определить ежесуточные показатели предприятия: 

S – расход сырья; 

T – затраты рабочего времени; 

P – стоимость выпускаемой продукции, если g
r

=(20; 40; 30; 30), 

       s
r

=(4; 3; 5; 4), t
r

=(5; 4; 6; 5), p
r

=(40; 36; 60; 50). 

        Решение. Искомые величины S, T и P равны скалярным произведением 

вектора ассортимента g
r

 на векторы  s
r

, t
r

 и p
r

 соответственно: 

  S = sg
rr
⋅ =20 · 4+40 · 3+30 · 5+30 · 4=470(кг),  

    T = tg
rr
⋅ =20 · 5+40 · 4+30 · 6+30 · 5=590(ч), 

    P= pg
rr

⋅ =20 · 40+40 · 36+30 · 60+30 · 50=5540(ден. ед). 

        

           Задача 2.7. 

      Предприятие выпускает четыре вида изделий с использованием четырех 

видов сырья. Нормы расхода сырья даны как элементы - столбцы матрицы: 

                      А=





















7554

2326

6532

5421

  

Найти затраты сырья, если задан вектор-план выпуска продукции  

g =(50; 60; 40; 45). 
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     Решение. 

     Пусть S =(х1, х2, х3, х4) – вектор затрат сырья, то есть координаты этого 

вектора равены величинам затрат по каждому виду сырья. 

Тогда 
Тs
r

= g
r

·А=           

=(50; 60; 40; 45)• 



















7554

2326

6532

5421

=



















⋅+⋅+⋅+⋅
⋅+⋅+⋅+⋅
⋅+⋅+⋅+⋅
⋅+⋅+⋅+⋅

745240660550

545340560450

545240360250

445640260150

=



















1005

845

585

590

. 

s
r

=(590,  585,  845,  1005). 

        Задача 2.8. 

      Затраты четырех видов сырья на выпуск четырех видов продукции ха-

рактеризуются матрицей А, приведенной в предыдущей задаче.  

С= 







5342

6354
 – матрица себестоимости сырья и его доставки (соответствен-

но первая и вторая строки). 

      Найти: 1. Общие затраты на сырье для каждого вида продукции и его 

перевозки. 

                2. Общие затраты на сырье и его транспортировку при заданном 

векторе-плане g
r

=(50; 60; 40; 45). 

       Решение. 

      Общие затраты на сырье для каждого вида продукции и его перевозку 

равны А СТ: 

А СТ = 



















=



















⋅



















7598

3955

6174

4756

56

33

45

24

7554

2326

6532

5421

 

Общие затраты на сырье и его транспортировку определяются произведени-

ем вектора g
r

 на матрицу А СТ: 
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g
r

 ⋅А СТ = (50  60  40  45) . 



















7598

3955

6174

4756

= (13850  10945). 

       Задача  2.9. 

      В матрицах А и В представлены:  

      А – данные о дневной производительности пяти предприятий, выпус- 

кающих четыре вида продукции;  

     В – матрица затрат сырья на единицу изделия;  

     p
r

 - вектор стоимости сырья;  

     T
r

 – вектор количества рабочих дней в году. 

Требуется определить:  

     1. Годовую производительность каждого предприятия по каждому виду 

изделий. 

     2. Годовую потребность каждого предприятия по каждому виду сырья. 

     3. Годовую сумму кредитования каждого предприятия для закупки сырья, 

необходимого для выпуска изделий указанных видов и при определенном 

количестве рабочих дней, если  

                           А=



















34226

41037

76324

76243

,            В=
















5564

6453

4432

    

p
r

=(35; 40; 45); T
r

=(200, 160, 170, 150, 140). 

     Решение. 

     1. Годовая производительность каждого предприятия по каждому виду из-

делий равна произведению j-го столбца матрицы А на количество рабочих 

дней в году для этого предприятия: 
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Агод= .

4206003403201200

56015004801400

980900510320800

980900340640600



















 

     2. Дневной расход каждого предприятия по каждому виду сырья равен 

 В А: 

ВА=















=



















⋅
















105853653101

9076334693

6350213470

34226

41037

76324

76243

5564

6453

4432

 

где i-я строка соответствует виду сырья, j-й столбец – номер предприятия. 

Годовая потребность каждого предприятия в каждом виде сырья найдется 

умножением матрицы ВА на соответствующее количество рабочих дней в 

году для каждого предприятия: 

ВАгод = .

14700127506120848020200

12600114005610736018600

88207500357054414000

















 

     3. Годовая сумма кредитования каждого предприятия для закупки сырья 

получается умножением вектора стоимости сырья P  на годовую потребность 

каждого предприятия в сырье, т. е. 

 

P
r

= р
r

ВАгод=(35; 40;  45).
















14700127506120848020200

12600114005610736018600

88207500357054414000

= 

    = (2143000;   69504;   64475;   1292250;   1474200). 

Следовательно, суммы кредитования предприятий для закупки сырья равны 

соответствующим координатам вектора  P
r

. 
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 Задачи для самостоятельной работы 

 

Занятие 1. Методы вычисления определителей. Решение систем ли-

нейных уравнений методом Крамерра. 

1. Вычислить определители: 
  

          1) 43

21

−
−

;      2)  54

20
;        3) 33

33 −−
 . 

2. Решить уравнения:   

1) 0
41

42
=

−х
;     2) 

2

3

32

13
=

−
−−
хх

х
;       3) 0

cos1

1sin4
=

x

x
. 

3. Решить неравенства: 
 

        1)  0
1

432
>

−
х

х
;      2) 14

24

3
≤

х

хх
.         

 
4. Вычислить определители; 

         1) 
412

101

312

−
;   2)  

502

432

130

− ;   3) 

2000

1300

1110

1121

;   4) 

3111

1302

2111

3210

−

−
.    

   
5. Решить системы уравнений по формулам Крамера. 
 
 

      1)    








=+−
−=+−

=+−

.2236

,654

,123

zyx

yx

zyx

                 2) 








=−−
−=++

−=+−

.323

,132

,22

zyx

zyx

zyx

                   

 

       3)   








−=−−
−=−+
=−+

.2

,152

,142

zyx

zyx

zyx

                  4) 








=+−
=++
=−+

.032

,02

,02

zyx

zyx

zyx
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       5)   








=++
=++

=−−

.0373

,024

,0

zyx

zyx

zyx

 

 
 6. Решить задачи: 
               
     1.Из Минска в Могилев необходимо перевезти оборудование трех типов: I 

типа –105 ед., II тип   120 ед., Ill типа –225 ед. Для перевозки оборудования 

завод может заказать три вида транспорта. Количество оборудования каждо-

го типа, вмещаемого на определенный вид транспорта, приведено в табл. 

Таблица 4.2 

Вид транспорта 
Тип оборудования 

Т1 Т2 Т3 

I 3 2 1 

II 4 2 2 

III 3 5 4 

 

Записать в математической форме условия перевозки оборудования из 

Минска в Могилев. 

Установить, сколько единиц транспорта каждого вида потребуется для 

перевозки оборудования из Минска в Могилев. 

                          
Занятие 2. Действия над матрицами.  

Решение матричных уравнений. 

1. Даны матрицы: А= 







−124

321
  и В = 








− 225

313
.   

     Найти: 1) А+В;   2) 2А;   3) 3В;   4) 2А−3В.         

 2.  Даны матрицы  







=

765

432
А и     
















=

37

65

43

В . 

      Вычислить:  1) ;ВА ⋅         2)   .АВ ⋅  
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3. Дана матрица  















=

512

334

121

А . 

      Вычислить:  1) ;2А     2) ;ЕА ⋅       3)  ( )ТЕА − . 

4. Выполнить действия с матрицами.   

     1)   







103

112
·

















01

12

13

;              2)  







405

123
·

















3

2

1

., 

5. Решить задачи. 

     1)   В магазин поступило три вида товаров: 5 холодильников, 10 телевизо-

ров и 8 пылесосов: ( )81051 =Χ ;  ( )128102 =Χ – вектор поступления 

тех же товаров в следующем месяце. Найти поступление товаров за два ме-

сяца. 

     2) В два магазина поступило три вида товаров. Количество завозимого то-

вара задано матрицей:  







=Α

41512

71011
1 . Вторичное поступление товаров в 

магазины описывается матрицей:    







=Α

12510

569
2 . Найти суммарный за-

воз товаров в магазины. 
 
     3)  Три месяца завоз товаров в магазин был постоянным и описывался 

матрицей:   







=Α

876

543
1  и четыре месяца описывается матрицей:   









=Α

3106

054
2 .  Найти суммарный завоз товаров в магазин.  

 
     4) Предприятие выпускает ежесуточно  четыре  вида изделий. 

Количество изделий задано матрицей ( )10151020=А , цена их 

( )3243=В  ден. ед. Определить стоимость выпускаемой продукции. 

    5) Фирма реализует четыре вида товаров в трех районах. Данные об уровне 

продаж по районам образуют матрицу:  
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














=Α

5340

61002

4873

 (объемы продаж в тыс. шт.). 



















=

5

2

4

7

С −соответствующие 

цены  (тыс. руб./тыс. шт).   
  
Найти матрицу суммарных продаж в каждом районе. 

      6) Предприятие выпускает три вида продукции  1Π , 2Π , 3Π , используя 

два вида сырья – 1S  и  2S . Нормы расхода сырья характеризуются матрицей:   

3

2

1

44

10

35
21

Π
Π
Π



















=Α

SS

.  

      Определить: а) затраты сырья, необходимого для осуществления сле-

дующего выпуска товаров:   =С (150; 120; 80); б) стоимость всего затрачен-

ного сырья, если стоимость каждого вида сырья (в расчете на единицу) 

=Ρ (20 ; 30). 

     6) Найти обратную матрицу: 
 

                1) ;
24

32








=А                          2)   
















−=
143

321

232

В . 

     7)  Решить матричные уравнения: 
 

             1)  







−

=⋅







05

23

12

43
Х ;      2) 








−

=







⋅

05

23

12

43
Х .       

     
8) Решить системы уравнений  матричным  методом. 

 

         








=++
=−+
=++

.1643

,1432

,9232

zyx

zyx

zyx
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Занятие 3. Метод Гаусса.  Решение систем m линейных   

                     уравнений  с  n незвестными. 

  Задача 1.    Решить систему уравнений методом Гаусса: 
 
           x1 + 2x2 –  x3 +   x4 =   1, 
         2x1 + 3x2 – 2x3 –  x4 = –3,                         
           x1 +  x2 +   x3 –  2x4 =  4, 
           x1 – 3x2 + 2x3 – 2x4 =  0.   
 
     Задача 2. Найти ранг матриц: 

     1) 







0000

1121
;   2)  

















111

111

111

;  3)  



















−

−

5133

1211

3112

2021

;  4) 



















− 1121

1343

0112

1231

. 

       Задача 3. С помощью теоремы Кронекера - Капелли доказать совмест-

ность системы линейных уравнений и решить их: 

1)    








−=+++
−=+++

=++−

56347

,6254

,1423

tzyx

tzyx

tzyx

                 2) 











=+−−
=+++

=+++
=+++

.022

,04433

,032

,032

tzyx

tzyx

tzyx

tzyx

                  

Занятие 4.  Приложения матричной алгебры. 

 
      Задача 1. Найти собственные значения и собственные векторы матриц: 

         1)   
1612

129
=А ,              2)  
















−

−
=

300

150

113

В  .       

        Задача 2.  Приведены данные об исполнении стоимостного баланса  за 

отчетный период ( усл. ден. ед.): 

Потребление Отрасль 

О1 О2 

Конечный продукт Валовой продукт 

О1 2 18 80 100 

 

 

О2 5 15 150                  170 
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        Таблица задана матрицей 

Х= 








2221

1211

хх

хх
 и векторами ,

y

y
y

2

1









====  








====

2

1

x

x
x .      

Требуется: 

1. составить матрицу прямых затрат и проверить ее продуктивность; 

2. вычислить объемы конечного продукта при увеличении валового выпуска 

каждой отрасли на 50 % и 10% соответственно; 

3. вычислить необходимый объем валового выпуска каждой отрасли, если 

конечное потребление отрасли О1 увеличить в 2 раза, а отрасли  О2 – на 40%. 

     Задача 3. Дана матрица прямых материальных затрат  







=

4,02,0

6,03,0
А . 

Зная конечный продукт первой отрасли 801 =y и валовой выпуск второй от-

расли 1002 =х , найти конечнный продукт второй и валовой выпуск первой 

отрасли. 

       Задача 4. Рассматривается экономическая система, состоящая из двух 

отраслей– промышленности и сельского хозяйства.  

 

Пусть 







=

6,03,0

3,04,0
А  – матрица прямых затрат, ( )98=V

r

– вектор норм до-

бавленной стоимости. 

Определить: 

равновесные цены;   равновесные цены при увеличении норм добавленной 

стоимости на    а=2, b=3 соответственно. 

      Задача 5.Дана структурная матрица 















=

5,03,04,0

2,03,04,0

3,04,02,0

А  торговли трех 

стран. Найти бюджеты этих стран, удовлетворяющие бездефицитной торгов-

ле, при условии, что сумма бюджетов равна 15000.        
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 Задача 6. Используя балансовые соотношения  между элементами таблицы, 

завершите составление баланса в каждом из следующих случаев: 

1)  

Отрасли 
1О  2О  ∑  Y X 

1О  

2О  

150 
60 

0 
140 

 140  

∑       

V   
X        300 

 

 
2) 
Отрасли 

1О  2О  ∑  Y X 

1О  

2О  

– 
20 

40 
20 

60   
200 

∑       

V 45  
X   

 

 
 

Домашнее задание. 
 

1. Вычислить определитель     

4233

2321

2112

3210

−
 

 
 2. Предприятие выпускает продукцию трех  видов – А, Б и В. Уровень вы-
пуска лимитируется ограниченностью ресурсов.  Все числовые данные при-
ведены в табл. 4.3. 

     Таблица 4.3 

Нормы затрат на единицу продукции 
Ресурсы 

Запас ресур-

са А Б В 

Сырье, кг 24 5 7 4 

Материалы, кг 75 10 5 20 

Оборудование, ед. 10 5 2 1 
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     Записать в математической форме условия, которым должен удовлетво-

рять план выпуска продукции, предполагая полное использование ресурсов.  

Найти план выпуска продукции.                                       

3.  Решить матричное уравнения   






 −
=








⋅

23

15

32

13
х . 

 

4.  Решить систему уравнений  матричным  методом  








−=−−
−=+−

=++

.52

,7623

,285

zyx

zyx

zyx

 

 

5, Найти ранг матриц 



















− 1121

1343

0112

1231

. 

 
6.  С помощью теоремы Кронекера - Капелли доказать совместность системы 
линейных уравнений и решить их: 
 
         5x1 – 5x2 + 10x3 – 2x4 = 0, 
          x1 +   x2 +     x3 +  x4 = 0, 
         6x1 -  4x2 + 11x3 -  x4 = 0. 
 7. Приведены данные об исполнении стоимостного баланса  за отчетный пе-

риод ( усл. ден. ед.): 

Потребление Отрасль 

О1 О2 

Конечный продукт 

у
r

 

Валовой продукт 

х
r

 

О1 10 20 70 100 

 

 

О2 20 30 150                     200 

 

Требуется: 

1) составить матрицу прямых затрат и проверить ее продуктивность; 

2) вычислить объемы конечного продукта при увеличении валового выпуска 

каждой отрасли на 40 % и 20% соответственно; 
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3) вычислить необходимый объем валового выпуска каждой отрасли, если 

конечное потребление отрасли О1 увеличить в 1,5 раза, а отрасли  

О2 – на 60%. 

 8. Рассматривается экономическая система, состоящая из двух отраслей– 
промышленности и сельского хозяйства.  

Пусть 







=

8,03,0

2,01,0
А  – матрица прямых затрат, ( )12;10=V

r

– вектор норм 

добавленной стоимости. 

Определить: 

равновесные цены;   равновесные цены при увеличении норм добавленной 

стоимости на    а=4, b=2 соответственно. 

9. Дана структурная матрица 















=

5,03,03,0

2,03,05,0

3,04,02,0

А  торговли трех стран. Найти 

бюджеты этих стран, удовлетворяющие бездефицитной торговле, при усло-

вии, что сумма бюджетов равна 18000. 

10.  Решить систему уравнений    








=+++
=+++
=++−

.10533

,622

,4322

tzyx

tzyx

tzyx

 

 
 

Вопросы для самопроверки 
 

1. Понятие линейного пространства. Примеры.  

2. Арифметическое линейное пространство. 

3. Понятие евклидового пространства. Примеры. 

4. Линейная зависимость и независимость векторов. 

5. Базис и размерность  линейного пространства. 

6. Переход к новому базису. 

7. Линейные преобразования. 

8. Матрица линейного пространства при переходе к новому базису. 

9. Самосопряженный оператор и его свойства. 
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10.  Приведение квадратичных форм к каноническому виду. 

11.  Базис и размерность  пространства « nR  ». 

12.  Матрица линейного оператора в базисе из собственных векторов. 

13.  Неравенство Коши −Буняковского. 

14.  Определители 2-го порядка, их вычисление. 

15.  Определители 3-го порядка, их вычисление. 

16.  Свойства определителей. 

17.   Понятие определителя n-го порядка. 

18.  Что называется минором определителя n-го порядка, соответствующим 

какому-либо элементу  определителя? 

19.  Что называется алгебраическим дополнением? 

20.  Вычисление определителей, связанные с алгебраическими дополнениями  

и элементами этого определителя. 

21.  Перечислите методы вычисления определителей. Укажите, на каком тео-

ретическом материале основаны эти методы. 

22.  Правило Крамера (вывод). 

23.  Определение матрицы. Виды матриц. 

24.  Сложение и вычитание матриц, свойства. 

25.  Умножение матрицы на число, свойства. 

26.  Умножение матриц, свойства. 

27.  Равенство матриц. 

28.  Транспонирование матриц. 

29.  Обратная матрица (определение). 

30.  Нахождение обратной матрицы. 

31.  Решение матричных уравнений. 

32.  Решение систем уравнений  матричным методом. 

33.  Минор матрицы. 

34.  Ранг матрицы. Методы его нахождения. 

35.  Элементарные преобразования матриц. 
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36.  Эквивалентные матрицы. 

37.  Общий вид системы неоднородных линейных уравнений. 

38.  Что называется матрицей и расширенной матрицей системы линейных 

уравнений? Приведите примеры. 

39.  Общий вид системы однородных линейных уравнений. 

40.  Определение решения систем линейных уравнений. 

41.  Совместные и несовместные, определенные и неопределенные системы 

уравнений. 

42.  Матричная запись систем линейных уравнений. 

43.  Методы решения систем линейных уравнений. 

44.  Метод Гаусса решения систем линейных уравнений. 

45.  Теорема Кронекера - Капелли. 

46.  Условие единственности решения систем линейных уравнений. 

47.  При каких условиях система линейных уравнений имеет множество ре-

шений и как их найти? 

48.  Общее и частное решения систем линейных уравнений, свободные и ба-

зисные неизвестные. 

49.  Решение систем однородных линейных уравнений. 

50.  При каких условиях однородная линейная система имеет отличные от ну-

ля решения. 

51.  Что называется собственными значениями и собственными векторами 

квадратной матрицы. Алгоритм их нахождения.Вывод. 

52.  В чем заключается экономический смысл элементов матрицы прямых за-

трат? 

53. Запишите уравнение линейного межотраслевого баланса. 

54.  Запишите решения уравнения линейного межотраслевого баланса. 

55. Дайте понятие  «продуктивность матрицы прямых затрат». 

56.  Дайте понятие   «запаса продуктивности». 

57.  Сформулируйте критерии продуктивности матрицы прямых затрат. 

58. Дайте понятие нормы добавленной стоимости. 
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59.  Запишите уравнение модели равновесных цен. 

6о. Дайте понятие структурной матрицы торговли. 

61.Сформулируйте условие бездефицитной торговли. 

 
Тест 1 

 

 1. Векторы { }4;;4;2 α=а
r

и { }4;2;7;α=b
r

 ортогональны при α , рав-

ном: 

             1)  2 ;               2) 8;                 3) -11;                  4) 11.         

  2. Векторы { }2;3;;2 α=а
r

и { }4;;2;4 β=b
r

 коллинеарны при значениях 

параметров, равных: 1) 15;
3

2
== βα ;         3) 6;3 == βα ; 

                                   2)  5;2 == βα ;            4) 6;1 == βα .  

  3. Детерминант матрицы 



















− 1312

2120

1010

1161

 равен:  1) 4;  2) 12; 3) 0;  4) 3.          

   4. Если 







−

=
71

52
А ,  








=

12

03
В ,то наименьший элемент матрицы ВАТ 3+   

равен:   1)  4;                2) 2;           3) -1;          4) 0 .         

  5.  Если 







−

=
51

21
А ,  







−
=

12

04
В , то наибольший элемент матрицы ВА ⋅ равен:      

                1)  6 ;              2) 7;           3)   1;          4) 14 .         

 6. Ранг матрицы 















−−−=
462

231

231

А равен:   1)  1;  2) 2;    3) 3;     4) 0.          

7. Если 







−

=
41

61
А , то сумма элементов матрицы 1−А  равна:             

         1)  
10

1 ;               2) 
14

5 ;          3) 0;    4) 9 .         
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8. Если 







=

72

24
А ,  то координаты собственного вектора, соответствующего 

меньшему собственному значению, равны:  

     1)  ( 1;2);       2) (-1;2);           3)   (-2;1);          4) (1:-2).          

 9. Число свободных неизвестных в системе








=−+−
=−+−
=++

01055

,022

,042

zyx

zyx

zух

 

pавно: 1)  0;                2) 1;           3)   2;          4) 3.          

10. Если  и , то матрица  имеет вид… 

1)      ;           2)     ;       3)  ;           4)  . 

11. Если , , тогда матрица  имеет вид     

1)     ;             2)  ;          3)   ;          4)   . 

12. Собственные значения собственных векторов линейного преобразования, 

заданного в некотором базисе матрицей , могут быть найдены по 

формуле 

        1) ;                 2) ;      

        3) ;             4)  . 

13. При умножении матрицы на число: 

    1) элементы одного из любых столбцов ( строк) умножаются на это число. 

    2) все элементы матрицы умножаются на это число. 

14. Матрица − это  

    1) прямоугольная таблица чисел, заключенная в вертикальные скобки − 
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    ijа , содержащая  m строк и n столбцов; 

   2) прямоугольная таблица чисел, заключенная в скобки вида, ijа , либо 

 [ ]ijа  содержащая некоторое число m строки  и n столбцов; 

  3)  прямоугольная таблица чисел, содержащая  n строк  и n столбцов, 

    заключенных в вертикальные скобки − ijа  и равная  некоторому числу 

   после вычисления.  

15. Определитель − это  

     1) прямоугольная таблица чисел, заключенная в вертикальные скобки − 

     ijа , содержащая  m строк и n столбцов; 

      2) прямоугольная таблица чисел, заключенная в скобки вида, ijа , ( )ijа , 

либо [ ]ijа  содержащая некоторое число m строки  и n столбцов; 

    3)  квадратная таблица чисел, содержащая  n строк  и n столбцов,  

    заключенных в вертикальные скобки − ijа  и равная  некоторому числу 

    после вычисления.  

16. Определитель  
2221

1211

аа

аа
 вычисляется поформуле 

   1) 22211211 аааа − ; 2) 22122111 аааа − ; 3) 12212211 аааа + ; 4) 12212211 аааа − . 

17. Минором М ij  любого элемента ijа определителя  n-го порядка называет-

ся… 

    1) матрица (n-1) –го порядка, получаемая из элементов исходной матрицы  

    путем вычеркивания строки  и  столбца, на пересечении которых находит- 

     ся элемент ijа ; 

    2) определитель (n-1) –го порядка, получаемая из элементов исходной  
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    матрицы путем вычеркивания строки  и  столбца, на пересечении которых  

       находится элемент ijа ; 

      3) определитель  исходной матрицы, умноженный на элемент ijа . 

18. При замене всех строк определителя соответствующими по номеру 

     столбцами, определитель…1) меняет знак;   2) принимает новое числовое 

    значение;  3) не изменяет    своего числового значения. 

19. Если элементы двух столбцов (строк) определителя пропорциональны, 

либо равны друг другу, то определитель равен…  

   1) удвоенному значению определителя, получаемому при вычеркивании 

    соответствующих  столбцов (строк);   2) нулю;  

   3) сумме произведений элементов этих столбцов (строк) на их алгебраиче-

ские дополнения. 

20. Матрица называется квадратной, если … 

    1) все  элементы столбцов (строк) не равны нулю; 

    2) число строк не равно числу столбцов; 

   3) число строк  равно числу столбцов. 

21. При умножении матрицы на число… 

     1) все  элементы матрицы умножаются на это  число; 

     2) элементы одного и любого столбца (строки) умножаются на это число. 

22. При умножении двух  матриц должно соблюдаться условие… 

    1)  число строк первой матрицы   равно числу столбцов второй матрицы; 

   2)  число столбцов первой матрицы   равно числу столбцов второй матри-

цы; 

   3)  число столбцов первой матрицы   равно числу строк второй матрицы; 

23. Матрица А 1−  называется обратной по отношению к квадратной матрице 

А, если она удовлетворяет условию…   

    1) А 1−⋅ А =1;   2)  А 1−⋅ А =Е, где Е - единичная матрица;  3) А 1−⋅ А =А.  

24. Решение матричного уравнения АХ=В имеет вид… 
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     1) ВАХ ⋅= −1 ;   2) 1−⋅= АВХ  ;  3)  11 −− ⋅= ВАХ  . 

25. Рангом матрицы называется … 

  1) произведение числа строк  m на число  столбцов n; 

   2) число, равное наибольшему из порядков миноров данной матрицы, от-

личных от нуля;  3) сумме числа строк  m и числа  столбцов n. 

 

3. ПЕРВООБРАЗНАЯ И НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

  
3. 1. Свойства неопределенного интеграла 

 Определение 1. Функция F(x) называется первообразной для функции 

f(x) на некотором промежутке X, если для всех значений x из этого проме-

жутка выполняется равенство    ( )xF ′  = f(x)    или ( ) ( )dxxfxdF = . 

 Определение 2. Если функция F(x) – первообразная для функции f(x) на 

промежутке X, то множество функций F(x) + С, где С – произвольная посто-

янная, называется неопределенным интегралом от функции f(x) на этом про-

межутке и обозначается символом 

 

  

при этом f(x) называется подынтегральной функцией, f(x)dx - подынтеграль-

ным выражением, а переменная x – переменной интегрирования. Отыскание 

неопределенного интеграла по данной подынтегральной функции  называет-

ся интегрированием этой функции. Интегрирование – операция, обратная 

дифференцированию. Чтобы проверить, правильность  интегрирования, дос-

таточно продифференцировать результат и получить при этом подынте-

гральную функцию.  

Неопределенный интеграл обладает следующими его свойствами: 

 1) ( ) )()( xfdxxf =
′

∫ ; 

 2) d ∫ = dxxfdxxf )()( ; 

∫ += ,)()( CxFdxxf
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 3) ∫ += CxFxdF )()( ; 

 4) ∫ ∫⋅=⋅ ,)()( dxxfkdxxfk     0≠= constк ; 

 5) [ ] ∫ ∫∫ ±=± dxxgdxxfdxxgxf )()()()( ; 

          6)  ∫ ++=+ CbaxF
a

dxbаxf )(
1

)(  

           7) ∫ += CuFduuf )()(  

3. 2. Таблица неопределенных  интегралов, где ( )xu ϕ=   

      1. ∫ += .Cudu                                           2.  ∫ +
+

=
+

−≠
.

1

1

1
C

n

u
duu

n

n

n
                        

      3.  .||ln

0

Cu
u

du

u

+=
≠

∫                                 4.  .
ln0.,1∫ +=

>≠
C

a

a
dua

u

аa

u

 

      5. ∫ += .Cedue uu
                                   6. ∫ +−= .cossin Cuudu                                  

       7. .sincos∫ += Cuudu                             8.  ∫ += .
cos2

Ctgu
u

du
            

      9. .
sin 2∫ +−= Cctgu

u

du
                               10. ∫ +=

+
.

1
22

C
a

u
arctg

aua

du
 

     11. .arcsin
22

C
a

u

ua

du
+=

−
∫                   12. ∫ +

+
−

=
−

.ln
2

1
22

C
au

au

aau

du
 

      13. ∫ +
−
+

=
−

.ln
2

1
22

C
ua

ua

auа

du
                  14. .ln 2

2∫ +±+=
±

Cкuu
кu

dи
  

      15. .sinln∫ += Cuctgudu                            16. .cosln∫ +−= Cutgudu  

     17.  .
2

ln
sin∫ += C

u
tg

u

du
                           18.  .

24
ln

cos∫ +





 += C

u
tg

u

du π
  

      19. ∫ +±=
±

.ln
2

1 2
2

Cиа
иа

иdu
               20. .2

2∫ +±±=
±

Cиа
иа

иdи
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 5. 3.    Таблица дифференциалов 

1. ).(
2

1 2xdxdx =  

2. ).(
3

1 32 xddxx =  

3. ).(
4

1 43 xddxx =  

4. ).(
1

1 1+

+
= nn xd

n
dxx  

5. .
11

2 





−=

x
ddx

x
 

6. ).(2 xd
x

dx
=   

7. ).(ln xd
x

dx
=        

8. ).(
sin 2

ctgxd
x

dx
−=  

9. ).(
cos2

tgxd
x

dx
=  

10. ).(cossin xdxdx −=  

11. ( ).sin xdсоsxdx =  

12. ).(
1 2

arctgxd
x

dx
=

+
 

13. ).(arcsin
1 2

xd
x

dx
=

−
 

14. ).( xx eddxe =  

15. ).(
1 axax ed
a

dxe =  

 

Пример 1. Найти dx
xx

xсosx∫ +
−+−+ )

1

51
213(

2
2

. 

Решение. 

         
.5ln

3

2
sin3

1
5

2cos3)
1

51
213(

2
2

2
2

2

Carctgxxxxx
x

dx

x

dx

dxxdxxdxdx
xx

xсosx

+−+−+=
+

−

+−+=
+

−+−+

∫ ∫

∫ ∫ ∫∫
 

Пример 2. Найти .
1 2

2

∫ + x

dxx
 

Решение. Под знаком интеграла стоит неправильная дробь, выделяя це-

лую  часть, получим  

      

 .
1

)
1

1
1(

1

1)1(

1 222

2

2

2

Cxarctgх
x

dx
dxdx

x
dx

x

x

x

dxx
+−=

+
−=

+
−=

+
−+

=
+ ∫ ∫∫∫∫  
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Пример 3. Найти ∫ хdх5sin . 

Решение. В силу свойства 6 имеем     ∫ хdх5sin =−
5

1 cos5x+C. 

Пример 4. Найти .34 2

∫ + dxxе х
 

Решение. .
8

1
)34(

24

1 3423434 222

∫∫ +=+
⋅

= +++ Cеxdеdxxе ххх

 

 

Пример 5. Найти .
75

4

∫ +x

dxx
 

Решение. 
( )

.7ln
5

1

7

7

5

1

7
5

5

5

5

4

Cx
x

xd

x

dxx
++=

+
+

=
+ ∫∫   

Пример 6. Найти .
32∫ +x

dx
 

Решение. .32ln
2

1

32

)32(

2

1

32
Cx

x

xd

x

dx
++=

+
+

=
+ ∫∫  

Пример 7. Найти .
1062∫ +− xx

dx
 

Решение.  .)3(
1)3(

)3(

1)3(106 222
Cxarctg

x

xd

x

dx

xx

dx
+−=

+−
−

=
+−

=
+− ∫∫∫  

 

Задачи для самостоятельной работы 

 

Найти интегралы. 

     1. ∫ dxх5
.         2. ∫ dxx .       3. ∫ − dxх 4

.    4.  ∫ 3x

dx
       5.  ∫ 3 x

dx
. 

     6. ∫ +− dxxx )352( 3
.                                7. dx

x

xx
∫

−+
2

2 723
.    
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      8.  .)2sin4(∫ + dxxx                               9. .)5
3

(∫ − dx
x

x

     

     10. .)
sin

3
(

2∫ + dxe
x

x

                                   11. .
32

4

23

dx
x

xx
∫

+−
  

    12.   .
4 2∫ + x

dx
 

     14. .
5 2∫ + x

dx
 

     16. .
92∫ −x

dx
 

     18. .
cos

2cos1
dx

x

x
∫

+
 

     20. .
62∫

+x

dx
 

     22. ∫ )4(4 xxdсоs . 

    24. ∫ + dxxсоs )35( . 

     26. ∫ − dxx)74sin( . 

    28. ∫ x

dx

2cos2 . 

    30. ∫ − )18(sin2 x

dx
. 

     32. ∫ dxх32 . 

    34.  ∫ +− dxe x 14
. 

    36.  ∫ dxхeх2

. 

37. ∫ dxxх 32 sin . 

13. .
25 2∫ + x

dx
 

15. .
16 2∫

− x

dx
 

17. .
362∫ −x

dx
 

19. .
sincos

2
dx

xx

xсos
∫ −

 

21. .
32∫

−x

dx
 

23. ∫ xdxсоs4 . 

25. ∫ + dxx )13sin( . 

 27. ∫ dx
x

3
sin . 

 29. ∫ + )34(cos2 x

dx
. 

  31. ∫
4

sin2 х

dx
. 

  33. ∫ dxe х5
. 

   35. ∫ xe

dx
2 . 

   38. ∫ dxхсоsx2
. 
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39. ∫ + 52x

хdx
. 

41. ∫ xdxx sincos 5
. 

43. ∫ dx
x

x

cos

sin
. 

45. ∫ dx
xc

xtg
2

4

оs
. 

47. ∫ +
dx

x

xarctg
2

5

1
. 

49. ∫
xx

dx

ln
. 

51. ∫ + 42x

x

e

dxe
. 

53. ∫ + dxx 9)75( . 

55. ∫ −3 92 x

dx
. 

57. ∫ −
−
13

)13(

x

хd
. 

59. ∫ +
+

dx
x

x

9

43
2 . 

61. ∫ ++ 1022 xx

dx
. 

63. ∫ +− 1062 xx

dx
 

65. dx
x

x
∫ −1

3

 

        40. ∫ dxeх х43
. 

        42. ∫
+ 62x

хdx
. 

         44. ∫ xdxxсоssin 3
. 

         46. ∫ dx
x

xctg
2

5

sin
. 

         48. ∫
−

dx
x

x

2

3

1

arcsin
. 

         50. ∫ x

xdx6ln
. 

         52. ∫ +1x

x

e

dxe
. 

         54. ∫ dxxe xsincos . 

         56. ∫ + dxх 42 . 

         58. ∫ − 4)32( x

dx
. 

         60. ∫ + 45 x

dx
. 

         62. ∫
−

+
dx

x

x

21

1
. 

         64. ∫ +− 542 xx

dx
. 

          66. .
3

42
dx

x

x
∫ −

+
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Домашнее задание 

Вычислить интегралы. 

 

1. ∫ + dxxсоs )38( . 

3. ∫ − )13(sin2 x

dx
. 

5.  ∫ +− dxe x 35
. 

7. ∫ xdxx sincos 2
. 

9. ∫ +
dx

x

arctgx
21

. 

11. ∫ − x

dx

52
. 

13. ∫ +
dx

x

x

9

5
2 . 

15. ∫ ++ 1062 xx

dx
. 

17. ∫ +
dx

x

x

92

2

 

2. ∫ + dxx )15sin( . 

4. ∫ + )32(cos2 x

dx
. 

6. ∫ dxxхсоs 23 . 

8. ∫ xdxxсоssin 4
. 

10. ∫
−

dx
x

x

2

4

1

arcsin
. 

12. ∫ x

xdx4ln
. 

14. ∫ + dxx 4)34( . 

16. dx
x

хx
∫ −

−+
1

143

. 

18. .
2

13
dx

x

x
∫ −

+
 

 

3. 4. Интегрирование по частям 

 

  Метод интегрирования по частям основан на использовании формулы    

∫ ∫−= vduuvudv . 

Эта формула позволяет свести вычисление интерала ∫ udv  к вычислению ин-

теграла ∫ vdu , который может оказаться более простым. 

 Данную формулу принято называть формулой интегрирования по частям 

в неопределенном интеграле. 
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 Укажем некоторые часто встречающиеся интегралы, которые вычисля-

ются методом интегрирования по частям. 

1. Интегралы вида ∫ ,)( dxexP kx  ∫ ,sin)( kxdxxP  ,cos)( dxkxxP∫  где P(x)  

многочлен, k – некоторое число. Подобные интегралы  находят методом ин-

тегрирования по частям, полагая     

                         ),( xPu = =dv dxе kx
 ( kxdxkxdx cos,sin ). 

Пример 1. Найти ∫ xdxxcos . 

Решение 

 ∫
∫

∫ ++=−−=
==

=
==

= Сxxxxdxxx

xxdxv

xdxdv

dxduxu

xdxx cossinsinsin
sincos

cos

,,

cos
. 

2. Интегралы вида     

    

( )

∫∫
∫∫∫

,arccos)(,)(

kxdxarcsinхР,)(,kln)(

kxdxxРarcctgkxdxxР

arctgkxdxxРxdxxР

  

где Р(х) – многочлен. Во всех этих случаях полагают 

             }{ аrctgkxkxkxkxu ,arccos,arcsin,ln=  ( ) .dxxPdv =  

Пример 2.Найти ∫ xarctgxdx .  

Решение. 

         

.
2

1

2

1

2

1

12

1

2

1

2

1
1

1)1(

2

1

2

)1(22
2

,

1
,

2
2

2

2

22

2

22

2

2

∫ ∫

∫

∫
∫

∫

++−=
+

+−=

=
+
−+

−=

=
+⋅

−=
===

+
==

=

Сarctgxxarctgxx
x

dx
dxarctgxx

dx
x

x
arctgx

x

x

dxx
arctgx

x

x
xdxvxdxdv

x

dx
duarctgxu

xarctgxdx
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3. Интегралы ∫∫ ,sin,cos kxdxkxdx axax
ll  приводят после повтор-

ного интегрирования по частям к уравнению относительно исходного инте-

грала. 

    Пример 3. Найти ∫ xdxx 3cos2
l . 

      Решение. 

       

.3cos
3

2
3cos

3

1

3

2
3sin

3

1

3cos3

1
,3sin

2,
3sin

3

2
3sin

3

1

3sin
3

1
3cos,3cos

2,
3cos

222

22

22

22

2







 +−−=

−==

==
=−=

=
===

==
=

∫

∫

∫∫

xdxxx

x
vxdudv

dxduu
xdxx

xxdxvxdxdv

dxduu
xdx

xxx

xx

xx

xx

x

lll

ll

ll

ll

l

 

Обозначим ∫ = Yxdxx 3cos2
l . 

Тогда YxxY xx

9

4
3cos

9

2
3sin

3

1 22 −+= ll . Решим уравнение относительно Y: 

.)3cos
3

2
3(sin

13

3
),3cos

3

2
3(sin

3

1

9

4 22 cxxYxxYY xx ++=+=+ ll  

 

Задачи для самостоятельной работы 

 

Найти интегралы. 

        1. ∫ dxx x4
l .                                         2. ( ) .26cos∫ + dxxx  

        3. хdхх 4sin)23(∫ + .                         4. ∫ −+ dxx x22 )1( l . 

       5. ∫ xdxх sin2
                                    6.  .2ln3∫ xdxх  

       7. .4ln∫ xdx                                           8. ∫ arctgxdx                                   
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        9. ( )∫ .lnsin dxx                                   10. ∫ .sin3 xdxе x
 

       11. ( )∫ .ln dxxсоs                                  12. ∫ .cos2 xdxе x
                         

 

Домашнее задание 

Найти интегралы. 

        1. хdхх 2sin)14(∫ + .                         2. ∫ dxx x32
l .  

       3. .4ln2∫ xdxх                                     4. ( ) .53cos∫ + dxxx                                

      5. ∫ xdxarcsin .                                       6. .4ln∫ xdx  

 

3. 5.  Метод подстановки. 

     

Во многих случаях введение новой переменной интегрирования позволя-

ет свести нахождение исходного интеграла к  более простому интегралу. Такой 

метод называется методом подстановки или методом замены переменной, ко-

торый основан на формуле  

( ) [ ]∫ ∫ ′=
′=

=
= dtttf

dttdx

tx
dxxf )()(

)(
)( ϕϕ

ϕ
ϕ

. 

 Данная формула называется формулой замены переменной в неопреде-

ленном интеграле. 

Пример 1. Найти  dxex∫ +1 .            

Решение. 

=+∫ dxe x1       
1

1

1

2

2

−=

=+

=+

te

te

te

x

x

x

      
1

2

2

2 −
=

=

t

tdt
dx

tdtdxe x
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      .
11

11
ln12

1

1
ln2)

1

1
1(2

2
C

e

e
eC

t

t
tdt

t x

x
x +

++

−+
++=+

+
−

+=
−

+= ∫  

 Пример 2.  Найти  dxxx∫ − 4)15( . 

          Решение. 

       
=+=+=

=

+
=

=−

=− ∫∫∫∫ dttdttdttt

dtdx

t
x

tx

dxxx 4544

25

1

25

1
)1(

25

1

5

1
5

1

15

)15(
 

         .)
5

)15(

6

)15(
(

25

1
)

56
(

25

1 5656

C
xx

C
tt

+
−

+
−

=++=  

 Пример 3.  Найти dx
x

x
∫ + 3)3(

.  

           

Решение. 

         ∫∫∫ =−=
−

=
=
−=
=+

=
+

dt
tt

dt
t

t

dtdx

tx

tx

dx
x

x
)

31
(

3
3

3

)3( 3233  

         .
)1(2

3

1

1

2

31
3

22
32 C

xx
C

tt
dttdtt +

+
+

+
−=++−=−= ∫∫ −−

 

Задачи для самостоятельной работы 

Найти интегралы. 

           1. ∫ +
dx

х

x

1
.                           2. ∫ −

dx
х

х

1

2

. 

          3. ( )
dx

х

х
∫ −

+
22

34
.                          4. ∫ + хx

dx

1
. 

         5. ∫ ++ 11 х

dx
 .                          6. ∫ −

+
dx

x

x

2

1
. 
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       Домашнее задание 

Найти интегралы. 

            1. ∫ −
+

dx
х

х

1

3
.                            2. ∫ −

+
dx

х

х

1

1
 .      

          3. ∫ −+
++

dx
х

х

12

22
.                      4.  ∫

+
dx

х

x 3
.   

  

3. 6. Интегрирование рациональных функций 

 

   Дробно − рациональные функции образуют важный класс функций, инте-

гралы от которых всегда выражаются через элементарные функции.  

Дробно − рациональной функцией называется дробь вида 
)(

)(

xQ

xP , где P(x) и 

Q(x) – многочлены. Если степень многочлена в числителе больше или ровна 

степени многочлена в знаменателе, то дробь называется неправильной. Если 

степень многочлена в числителе меньше степени многочлена в знаменателе, 

то дробь называется правильной.  

Например,  

23

2
2

4

+− xx

x
– неправильная дробь, 

3

1
24

2

+−
+
xx

x
– правильная дробь. 

Всякую неправильную рациональную дробь можно представить в виде 

суммы многочлена и правильной рациональной дроби. Это достигается пу-

тем деления числителя на знаменатель по правилу деления многочлена на 

многочлен. В результате получаем 
)(

)(

xQ

xP = )(xW +
)(

)(

xQ

xR , где )(xW   – много-

член, а 
)(

)(

xQ

xR - правильная дробь. 

      Пример 1. Представить неправильную дробь 
2

12
2

234

−+
−+−

xx

xxx
    в виде 

суммы многочлена и правильной дроби.  
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Выполним деление многочленов: 

_ 234

234

2

12

xxx

xxx

−+
−+−

    63

2
2

2

+−
−+

xx

xx
 

    -
хxx

xx

633

133
23

23

+−−
−+−

 

    -
1266

166
2

2

−+
−−

xx

xx
 

                   1112 +− x  

Следовательно, 
2

12
2

234

−+
−+−

xx

xxx
= 

63

1112
63

2
2

+−
+−

++−
xx

x
xx .  

Так как интегрирование многочлена не представляет затруднений, то 

интегрирование   дробно − рациональных функций сводится к интегрирова-

нию правильных рациональных дробей. 

 

Интегрирование простейших рациональных дробей 

 Рациональные дроби   I.  
ax

A

−
, II.  nax

A

)( − ,  III. 
qpxx

NMx

++
+

2 ,   

IV. ( )nqpxx

NMx

++

+
2  

где NMqpaA ,,,,, , ( )2≥n     – действительные числа, n – натуральное 

число, а qpxx ++2
 не имеет действительных корней, отнесем к простей-

шим рациональным дробям.  

Интегралы ∫ −
dx

ax

A
 и ∫ −

dx
ax

A
n)(  берутся с помощью подстановки 

tax =− , а ∫ ++
+

dx
qpxx

NMx
2  сводится к табличному подстановкой 
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                          2
)(

2

1 2 p
xqpxxz +=′++= . 

Пример 2.Найти ∫ − 5)3(

8

x

dx
. 

     Решение. 

 

   .
)3(

22
8

3

)3(
8

)3(

8
44555 ∫∫ ∫ +

−
−=+−==

=
=−

=
−

=
−

c
x

c
tt

dt

dtdx

tx

x

dx

x

dx
 

Пример 3. Найти dx
xx

x

22

1
2 ++

−
∫ . 

 

Решение. 

∫∫ =
+−+−

−
=

=−=

+=′++==
++

−
dz

zz

z

dzdxzx

xxxz
dx

xx

x

2)1(2)1(

2

,1

1)22(
2

1

22

1
2

2

2  

 

∫ ∫ ∫ −++=+−+=
+

−
+

=
+
−

= )22ln(
2

1
2)1ln(

2

1

1
2

11

2 22
222

xxcarctgzz
z

dz

z

zdz
dx

z

z

 

cxarctg ++− )1(2 . 

        

 

Разложение правильной дроби на  сумму простейших дробей 

 Всякую правильную рациональную дробь 
)(

)(

xQ

xP  можно представить в 

виде суммы конечного числа простейших рациональных дробей. Для этого 

функцию Q(x) необходимо разложить на линейные и квадратичные множи-

тели. Согласно основной теореме алгебры уравнение 0)( =xQ  имеет ровно 

столько корней (действительных и комплексных с учетом их кратности), ка-

кова степень многочлена Q(x), а комплексные корни всегда сопряженные . 
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Поэтому многочлен Q(x)  разложим на  линейные и квадратичные множители 

следующим образом: 

⋅⋅++++⋅⋅−−= LL
l rs vuxxgpxxxxAxQ )()()()()( 22βα κ

 Здесь 

K,,βα  - действительные корни многочлена Q(x)  кратностей Kl,,κ  со-

ответственно; K,,,,, vugpA  - действительные числа; ,2 gpxx ++  

,2 vuxx ++ …  имеет комплексные сопряженные корни;  

число LLl +++++ rsκ равно степени многочлена  Q(x)  . В этом слу-

чае дробь 
)(

)(

xQ

xP единственным образом представима в виде: 

 

+
++

+
+

−
++

−
+

−
+

−
++

−
+

−
= −− Sgpxx

NxM

x

B

x

B

x

B

x

A

x

A

x

A

xQ

xP

)()()()()()(

)(
2

11
1

21
1

21

βββααα
κ

κκ
l

ll
LL

 

,
)()()( 212

22
2

11
212

22
LLL +

++
+

++
++
+

+
++

+
+

++
+

++
++
+

+ −− vuxx

xK

vuxx

xK

vuxx

xK

gpxx

NxM

gpxx

NxM rr

rr

ss

s

λλλ

  

где rrss KKNMNMBBBAAA αακ ,,,,,,,,,,,,,,,,, 11112121 KKKK
l

– некоторые веществен-

ные числа, подлежащие определению. Обратим внимание, что каждому мно-

жителю ( )k
х α− в разложении соответствует к простейших дробей типа I и 

II, а каждому множителю  

sgpxx )( 2 ++ – группа s  простейших дробей типа III и IV. 

 

Пример 4. Записать функции в виде суммы простейших  дробей. 

 

1) .
31)1()3()1(

12 2
2

13
2
2

3
1

23 +
+

−
+

−
+++=

+−
−

x

C

x

B

x

B

x

A

x

A

x

A

xxx

x
 

          2) 
112)1)(1)(2(

43
22

2

+
+

+
−

+
+

=
+−+

+
x

NMx

x

B

x

A

xxx

x
. 
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=

++−+
=

=
+−++−

=
−−

)42()2)(2(

)2)(2)(42)(2()4)(8(
)3

22

2

2

2

23

2

xxxx

x

xxxxx

x

xx

x

 

               .
422)2(2 2

2
2

1

++
+

+
−

+
−

+
+

=
xх

NMx

x

B

x

B

x

A
 

4) 
4)4(1)4)(1(

13
2

22
22
11

22

2

+
+

+
+
+

+
−

=
+−
++

x

NxM

x

NxM

x

A

xx

xx
. 

Для вычисления неизвстных коэффициентов  rr NAA ,M,,, 21 K …  

приведем простейшие дроби к общему знаменателю Q(x) и приравняем мно-

гочлен, получившийся в числителе, к многочлену Р(х). Так как  равенство 

между многочленом P(x) и многочленом, который получится в правой части, 

должно быть справедливо для всех x, то коэффициенты при равных степенях 

x должны быть равны между собой. Приравнивая их, получим систему урав-

нений первой степени, из которой определяются числа rr MNAA ,,,, 21 K … .Та-

кой метод отыскания коэффициентов разложения рациональной функции на-

зывается методом неопределенных коэффициентов 

Пример 8. Разложить рациональную дробь 
)1(

1
2 +
−

xx

x
 на простейшие 

дроби.  

 Решение. 

,
1)1(

1
22 +
+

+=
+
−

x

NMx

x

A

xx

x
  ,

)1(

)()1(

)1(

1
2

2

2 +
+++

=
+
−

xx

NMxxxA

xx

x
 

),()1(1 2 NMxxxAx +++=−  ANxxMAx +++=− 2)(1 ,  приравнивая 

коэффициенты при одинаковых степенях x, получаем систему для нахожде-

ния коэффициентов A, M, N: 

A

N

MA

x

x

x

=−
=

+=

1

1

02

, 1,1,1 ==−= MNA . 
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     Следовательно, 
1

11

)1(

1
22 +
+

+−=
+
−

x

x

xxx

x
 . 

     Для нахождения неопределенных коэффициентов можно дать переменной 

x несколько частных значений (лучше те, которые обращают знаменатель  в 

нуль) и получить  систему уравнений относительно неопределенных коэф-

фициентов. 

Пример 9. Разложить рациональную функцию 
65

12
2 +−

−
xx

x
 на простей-

шие дроби.  

Рещение. Разложим знаменатель   652 +− xx  на множители 

),2)(3(652 −−=+− xxxx  так как 3=x  и 2=x  является корнями уравне-

ния  0652 =+− xx  . 

Запишем разложение дроби  в сумму простейших дробей 

 .
2365

12
2 −

+
−

=
+−

−
x

B

x

A

xx

x
 Отсюда ( ) ( )3212 −+−=− хВхАx . 

Это равенство справедливодля всех значений х.  

При х=2,   В=-3. При х=3,    А=5. 

Таким образом, 
2

3

3

5

)2)(3(

12

−
−

−
=

−−
−

xxхx

x
. 

Пример 10. Разложить 
xx

xx

4

8164
3

2

−
−+  на простейшие дроби. 

Решение. Разложим знаменатель на множители 

   ( )( )2243 −+=− ххххх , 

             
22)2)(2(

8164 2

+
+

−
+=

+−
−+

x

C

x

B

x

A

xxx

xx
. 

     Следовательно, ).2()2()2)(2(8164 2 −++++−=−+ xCxxBxxxAxx  

Придавая x последовательно частные значения, равные корням знаменателя, 

находим  
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,824

,840

,48

2

2

0

C

B

A

x

x

x

=−
=
−=−

−=
=
=

       откуда 3,5,2 −=== CBA , 

поэтому 
2

3

2

52

4

8164
3

2

+
−

−
+=

−
−+

xxxxx

xx
. 

Пример 11. Найти интеграл ∫ −−
−−−

.
2

233
23

23

dx
xxx

xxx
  

Решение. 

    Подынтегральная дробь – неправильная, поэтому выделим целую часть и в 

полученной правильной дроби разложим знаменатель на множители: 

∫∫ +−
+

−+ dx
xxx

x
dxx

)1)(2(

2
)1(  , 

12)1)(2(

2

+
+

−
+=

+−
+

x

C

x

B

x

A

xxx

x
,   

 ).2()1()1)(2(2 −++++−=+ xCxxBxxxAx  

   Подставляя последовательно в обе части равенства значения 

1,2,0 −=== xxx (корни знаменателя), получим .
3

1
,

3

2
,1 ==−= CBA  

Поэтому 

 Cxxxx
x

x

dx

x

dx

x

dx
dxx ++−−−++=

+
−

−
−++∫ ∫ ∫ ∫ 1ln

3

1
2ln

3

2
ln

213

1

23

2
)1(

2

. 

 

Пример 12. Найти  ( )( )∫ ++ 41 2xx

хdx
. 

Решение.      ( )( ) ,
4141 22 +

+
+

+
=

++ x

NМх

х

А

хх

х
 

                       ( ) ( )( )142 ++++= xNMxxAx , 

                      .4 22 NMxNxMxAAxx +++++=  

Сгруппируем слагаемые относительно .,, 012 ххх  
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                      ( ) ( ) ).4(2 NAxMNxMAx +++++=  

Сравниваем коэффициенты при одинаковых степенях х: 

0

1

2

x

x

x

.04

,1

,0

=+
=+
=+

NA

MN

MA

     Откуда .
5

4
;

5

1
;

5

1
==−= NMA  

Тогда  ( )( ) ∫ ∫∫∫ +
+

++−=
+
+

+
+

−=
++ 410

1
4ln

5

1

4

4

5

1

15

1

41 2

2

22 x

dx
xdx

x

x

x

dx

xx

хdx
 

( ) .
25

2
4ln

10

1
4ln

5

1

45

4 2

2
c

x
arctgxx

x

dx
+++++−=

+
+ ∫  

 

Задачи для самостоятельной работ 

 

         Найти интегралы. 

 

           1. ∫ −− 322
xx

xdx
.              2. ∫ ++

+
dx

xx

x

136

32
2 .           3. ∫ ++ )1)(2( xx

xdx
. 

           4. 
( )

∫ +−
+

)2)(1(

1

хxx

dxх
.        5. ∫ − )2(2 xx

dx
.                  6. 

( )
∫ −−

−
2)1)(2(

12

xx

dxх
.  

           7. ∫ −
+−

dx
xx

xx

4

42
3

35

.        8. ∫ ++ )1)(2( 2 xx

xdx
 .           9. ∫ +

+
xx

dxx

)1(

)2(
2 .

  Домашнее задание 

           Найти интегралы. 

           1. ∫ −− 542 xx

xdx
.                 2. ∫ −−

+
dx

xx

x
228

1
.         3. ∫ +−

+
)3)(4(

)1(

xx

dxx
. 

         4. ∫ +
+

dx
xx

x
2)1(

23
.                      5. ∫ ++

−
)5)(1(

)2(
2 xx

dxх
.          6. ∫ −+− 123 xxx

dx
. 
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3. 7. Интегрирование иррациональных функции 

       

         Интегрирование иррациональных функции сводится к подбору  подста-

новки, с помощью которой освобождаемся от иррациональности. Такая опера-

ция называется рационализацией функции.

1. Интегралы вида dxxxxR
n mn m )...,,,( 2 21 1∫ , где n 1 ,m1 ,n 2 ,m 2 ,… - целые 

числа, можно рационализировать  подстановкой ,stx =   где s – общий зна-

менатель  дробей ,...,
2

2

1

1

n

m

n

m
 

Пример 1. Найти ∫ − 3 xx

dxx
. 

Решение. 

Так как общий знаменатель дробных показателей 1/2, 1/3 равен 6, то 

произведем  замену 
6tx = : 

      

=+−+++++=

=
−

=
−

=

=
=

=
==

=
− ∫∫∫

Сtttttt

dt
t

t
dt

tt

tt

tx

tx

dttdx

xttx

xx

dxx

1ln662
2

3

5

6

1
6

66

,

3456

6

23

53

23

3

5

66

3

 

       Сxxxxxxx +−++++++= 1ln632
2

3

5

6 6633 26 5
. 

2. Интегралы вида dx
dcx

bax

dcx

bax
xR

n

m
n

m

,...))(,)(,( 2

2

1

1

+
+

+
+

∫ , где 

(n 1 ,m 1 ,n 2 ,m 2 ,…) –целые   числа  рционализируются 

    подстановкой ,st
dcx

bax
=

+
+

s – общей знаменатель дробей  ,...,
2

2

1

1

n

m

n

m
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Пример 2.Найти ∫ =
+
−

−
.

1

1

)1(

1
2

Idx
x

x

x
 

Решение. 

∫ ∫ +
−
+

=+=−=
+

⋅⋅
+

−=

+
=−

+
−=

+
−

==
+
−

= C
x

x
c

tt

dt
dt

t

t
t

t

t

t

t
x

t

tdt
dx

t

t
xt

x

x

I
1

11

)1(

4

4

)1(

1

2
1,

)1(

4
1

1
,

1

1

2224

22

2

2

22

2

2
2

 

Пример 3. Найти ∫ +−+ 3)13(4 xx

dx
= Y. 

Решение. 

     

( ) .13ln34

)1ln(4
1

1)1(
4

1
4

)1(
4

4

3

44

2

3

3

4

cxx

ttdt
t

t

t

tdt

tt

dtt

dttdx

tx
Y

+−+++=

+−+=
−
+−

=
−

=
−

=
=

=+
= ∫ ∫ ∫

 

Задачи для самостоятельной работы 

 

Найти интегралы. 

           1. ∫ +
dx

x

x

1
.                 2.  dx

х

х
∫

+1
.                  3.  ∫ ++ 11 х

dx
 .     

           4. ∫ + х

хdx

3
.                     5. ∫ ++ 3 11 х

dx
.                     6. ∫ + 3 xx

dx
. 

           7. ∫ ++ хх

dx

1)2(
 .         8. ∫ +

dx
x

x
41

.                 9. ∫ −
+

dx
xx

x

2

1
. 

           10. ∫
+− 225 хх

хdx
.       11. ∫

−−

−
223

)3(

хх

dxх
.         12. ∫ −+

++
dx

x

x

11

11
. 
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 Домашнее задание 

          Найти интегралы 

           1. dx
x

x
∫ ++

+
3

3

431

43
.           2. ∫ + xx

dx

)4(3 .           3. ∫
++

−

22

)13(
2 хх

dxх
. 

 

3. 8 Интегрирование тригонометрических функций 

     1. Интеграл вида ∫ dxxxR )cos,(sin , где ( )xxR cos,sin  функция, ра-

ционально зависящая от sinx и cosx, сводится к интегралу от рациональ-

ной функции подстановкой                         

,
1

2
,2,

1

1
cos,

1

2
sin,

2 22

2

2 t

dt
dxarctgtx

t

t
x

t

t
xt

x
tg

+
==

+
−

=
+

==  

которая называется универсальной. 

Пример 1.    Найти. ∫ + x

dx

cos35
. 

Решение. 

∫

∫ ∫∫

+
















=+=
+

=

=
+

=
+

+
+

===

+
=

+
−

=

=

=
+

.
2
2

2

1

22

1

4

28

2

)t)(1
1

)t-3(1
(5

2dt

1

2
1

1
cos

2

cos35

2

2
2

2

2

2

2

2

c

x
tg

arctgc
t

arctg
t

dt

t

dt

t
t

dt
dx

t

t
x

t
x

tg

x

dx

 

2. Интегралы вида ∫ xdxxR cos)(sin  и ∫ xdxxR sin)(cos  рационализируют-

ся подстановкой sinx=t или cosx =t  соответственно. 

Пример 2.  Найти ∫ −
dx

x

x

3cos

sin 3

.    
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Решение.     

∫ ∫ ∫∫ =
−
−

−=
=−
=

=
−

−
=

−
=

−
dt

t

t

dtxdx

tx
xdx

x

x
dx

x

xx
dx

x

x

3

1

sin

cos
sin

3cos

cos1

3cos

sinsin

3cos

sin 2223

.3cosln8cos3
2

cos
3ln83

2
)

3

8
3(

3

)1( 222

cxx
x

ctt
t

dt
t

t
t

dtt
+−++=+−++=

−
++=

−
−

= ∫∫
 

3. Интегралы вида dxtgxR∫ )(  рационализируются подстановкой  

tgx = t,    dx = 21 t

dt

+
. 

Пример 3. Найти ∫ +
+

dx
tgx

xtg

1

1 2

. 

Решение. 

    ∫ ∫∫ ++=+=
+

=
++

+
=

+
=

=
=

+
+

Сtgxt
t

dt

tt

dtt

t

dt
dx

ttgx

dx
tgx

xtg
1ln1ln

1)1)(1(

)1(

1
1

1
2

2

2

2

.     

 4. Интегралы вида ∫ ,)cos,(sin dxxxR если sinx и cosx входят в подынтеграль-

ную функцию только в четных степенях, вычисляются с помощью подста-

новки .
1

sin,
1

1
cos,

1
,

2

2
2

2

2

2 t

t
x

t
x

t

dt
dxttgx

+
=

+
=

+
==  

 Пример 4. Найти ∫ + x

dx
2cos1

. 

Решение. 

( )
∫∫ =









+
++

=

+
=

+
==

=
+

2
2

2
2

2

2

1

1
11

1

1
cos

1
,

cos1

t
t

dt

t
x

t

dt
dxttgx

x

dx
 

∫ +=+=
+

= .
22

1

22

1

22
c

tgx
arctgc

t
arctg

t

dt
 

     5. Интегралы вида dxxx nm∫ cossin , m и n – целые числа. 

     а). Одно из чисел m или n нечетно. Пусть m=2k+1, n –любое, тогда  
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∫∫∫ −−== ).(coscos)cos1(sinsincossincossin 22 xxdxxxdxxdxxx nknknm

В результате получаем интеграл от степенной функции. 

Пример 5. Найти ∫ ⋅ xdxх 32 cossin . 

Решение. 

( ) ( )∫ ∫ ∫ =−==⋅ xdxxxxdxxdxx sinsin1sinsincossincossin 222232
 

( ) ( ) c
xx

xxdxxd +−=−= ∫ ∫ 5

sin

3

sin
sinsinsinsin

52
42

. 

    б). Числа m и n – четные и неотрицательные. 

        Тогда используются формулы понижения степени:  

  

.2sin
2

1
sincos,

2

2cos1
sin,

2

2cos1
cos 22 xxx

x
x

x
x =

−
=

+
=  

Пример 6. Найти ∫ xdxx 22 cossin . 

Решение. 

( )∫ ∫ ∫ =−== dxxxdxxdxx 4cos1
8

1
2sin

4

1
cossin 222 .4sin

32

1

8

1
cxx +−  

6.  Для вычисления интегралов вида  

∫ ∫∫ nxdxmxnxdxmxnxdxmx cossin,sinsin,coscos   

применяют формулы преобразования произведения тригонометриче-

ских функций в сумму функций: 

       

.))sin()(sin(
2

1
cossin

,))cos()(cos(
2

1
sinsin

,))cos()(cos(
2

1
coscos

dxxnmxnmnxdxmx

dxxnmxnmnxdxmx

dxxnmxnmnxdxmx

++−=

+−−=

++−=

∫∫

∫∫

∫∫
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 Пример 7. Найти xdxx∫ 2sin4sin . 

     Решение. cxxdxxxxdxx +−=−= ∫∫ 6sin
12

1
2sin

4

1
)6cos2(cos

2

1
2sin4sin . 

     7. Интегралы вида ,, ∫∫ xdxctgxdxtg nn
    n – целое положительное  

число, вычисляют с использованием формул:  

                      1
sin

1
,1

cos

1
2

2
2

2 −=−=
x

xctg
x

xtg . 

Пример 8. Найти ∫ xdxtg 4
. 

Решение. 

−=−==∫ ∫ ∫∫ dx
x

xtg
dx

x
xtgxdxxtgtgxdxtg

2

2

2
2224

cos
)1

cos

1
(  

∫− xdxtg 2 ( ) ∫∫ ++−=





 −−= .

3
1

cos

1 3

2
2 cxtgx

xtg
dx

x
tgxxdtg  

 

Задачи для самостоятельной работы 

  Найти интегралы 

              1. ∫ − dxxx 2)cos(sin .                        2. ∫ xdx3cos2 . 

             3. ∫ + dxx 2)2cos4( .                          4. ∫ xdxx 33 cossin . 

             5. ∫ xdxx 6cos4sin .                             6. ∫ xdxx 6sin3sin . 

              7. ∫ xdx3cos .                                      8. ∫ xdxtg 4 .                                          

              9. ∫ x

dx
4cos

.                                       10. ∫ dx
x

x

sin

cos3

.  

            11. ∫ xx

dx
33 cossin

.                               12. ∫ + 2cos3 x

dx
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 Домашнее задание 

         Найти интегралы. 

           1. ∫ xdx4sin 2                                      2. dxxx∫ 22 sincos . 

          3. ∫ xx

dx
3cossin

.                                  4. ∫ + x

dx

sin45
                  

         5. ∫ dx
xc

x

оs

sin3

.                                       6. ∫ xctg

dx
3 .  

 

Контрольные вопросы 

 

1. Неопределенный интеграл, его определение, геометрическая интерп- 

ретация. 

      2.  Метод подстановки. 

    3.  Интегрирование по частям. 

    4.  Разложение правильной дроби на простейшие 

      5.  Интегрирование рациональных функций. 

      6.  Интегрирование иррациональных функций. 

   7.   Интегрирование тригонометрических функций. 
 
 

4. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
 

4. 1. Определение. Формула Ньютона - Лейбница  

 

 Определение. Если существует конечный предел интегральной суммы 

при 0→λ , то этот предел называется определенным интегралом от функции 

f(x) на отрезке [a,b]: 

∫ ∑
=

→
∆==

b

a

n

i

ii xfdxxfI
1

0
)(lim)( ξ

λ . 

Сама функция f(x) на отрезке [a,b] называется интегрируемой подынтеграль 
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ной функцией, a – верхний предел интегрирования, b – нижний предел ин-

тегрирования, а х – переменная интегрирования. 

Теорема. Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a,b], то она   интег-

рируема на этом отрезке. 

 

Формула Ньютона -Лейбница 

 

Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a,b] и функция F(x) является 

ее некоторой первообразной на этом отрезке, то имеет место формула Нью-

тона – Лейбница: 

( ) )()()( aFbFxFdxxf
b

a

b

a

−==∫ .      

Пример 1. Вычислить  ∫
π

0

sin xdx . 

Решение.  ∫
π

0

sin xdx =
π

0
cos x− = ( )0coscos −− π =2 

Пример 2.   Вычислить ∫ +

2

0 1x

dx
. 

Решение.   3ln1ln3ln)1ln(
1

2

0

2

0

=−=+=
+∫ x

x

dx
. 

Пример 3.   Вычислить ∫
− +

1

1
21 x

dx
. 

Решение.       

2
)

4
(

4
)1(1

1

1

1

1

1
2

ППП
arctgarctgarctgx

x

dx
=−−=−−==

+ −
−
∫ .  
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Задачи для самостоятельной работы 

 

Вычислить интегралы. 

1. ∫ −
2

1

2 )53( dxx ; 

 

3. ∫
−

+
2

1

3 )24( dxxx ; 

5. ∫ ⋅
1

0

2
dxex x

; 

 

7. ∫ +

1

0
21 x

dx
; 

2. ∫
2

0

2sin

π

xdx ; 

4. ∫
1

0

2 dхe х

 

6. ∫
2

0
cos

π

xdx ; 

8. ∫ +

3

0 4 x

dx
. 

 
 
 

4. 2. Методы интегрирования 
 

1. Интегрирование по частям в определенном интеграле 

 

Пусть u=u(x) и v=v(x) – непрерывные и  дифференцируемые (т.е. имеют 

непрерывные производные) функции на отрезке [a,b], тогда  

∫∫ −=
b

a

b

a

b

a

vduuvudv )( . 

Пример 1. Вычислить  ∫
π2

0

cos xdxx . 

Решение. ∫
π2

0

cos xdxx =
xsinxdxcosvxdxcosdv

dxduxu

∫ ===
==

= 

= dxxsinxsinx
2

0

2

0 ∫
π

π − = 
ππ + 2

0

2

0
xcosxsinx = ( ) ( )[ ]0sin02sin2 ⋅−⋅ ππ + 

+ ( ) ( )[ ]0cos02cos2 ⋅−π⋅π =0. 



88 

Пример 2.   Вычислить  
dxxx

e

∫
1

2 ln
. 

Решение. Положим 
3

,

,ln
3

2

x
v

x

dx
du

dxxdvxu

==

==

. 

Интегрируя по частям, получим 

)12(
9

1
)

9
ln

3
(

3

1
ln

3
ln 3

1

33

1

3

1

3

1

2 +=−=−= ∫∫ e
x

x
x

x

dx
xx

x
dxxx

e
e

e
e

 

Задачи для самостоятельной работы 

 

1. ∫ +
1

0
)12( dxex x

; 

  

3. ∫
e

xdxх

1

ln2

; 

2. ∫
4

0
2cos

π

xdxx ; 

 

4. ∫
2

1
ln xdx . 

 

 

2. Замена переменной в определенном интеграле 

 

 Пусть выполняются следующие условия: 

1) функция f(x) непрерывна на отрезке [a,b]; 

2) функция х=ϕ(t) непрерывна вместе со своей производной )(tϕ ′ на отрезке 

[α, β]; 

3) a=ϕ(α),     b=ϕ(β). 

Тогда ∫
b

a

dxxf )( = ∫ ′
β

α

ϕϕ dtttf )())(( . 

Пример 1. Вычислить  dxx1x
3

0
∫ + . 
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Решение: dxx1x
3

0
∫ + = 

2,3

,1, если 

2

1

1
2

==
==

=
−=

=+

tтохесли

tтоох

tdtdx

tx

tх

= ( ) tdt2t1t
2

1

2 ⋅⋅−∫ = 

= ( )dttt2
2

1

24∫ − = =

2

1

35

3

t

5

t
2 








− = 

15

11
7 . 

Пример 2.    Вычислить  ∫ +

4

0 1 x

dx
. 

Решение. Пусть 2tx = , тогда tdtdx 2= , при 0=x  01 =t   и при 4=x  

22 =t . Получаем: 

=
+

−=
+

−+
=

+
=

+ ∫ ∫∫∫ dt
t

dt
t

t

t

tdt

t

tdt
)

)1(

1
1(2

1

1)1(
2

1
2

1

2 2

0

2

0

2

0

2

0

 

3ln24))1ln((2
2

0
−=+−= tt . 

Пример 3.    Вычислить ∫ +

2

0 cos2

П

x

dx
. 

Решение. Применим подстановку  

2

x
tgt = , тогда arctgtx 2= ,  

   21

2

t

dt
dx

+
= , 01 =t , 12 =t . 

==
+

=
+

⋅

+
−

+
=

+ ∫∫∫
1

0

1

0
22

1

0
2

2

2

0 33

2

3
2

1

2

1

1
2

1

cos2

t
arctg

t

dt

t

dt

t

tx

dx

П

33
)0

3

1
(

3

2 П
arctgarctg =−= . 
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4. 3.   Интегрирование четных и нечетных функции 
 

Если f(x) четная функция, т.е. f(-x) = f(x), то ∫∫ =
−

aa

a

dxxfdxxf
0

)(2)( . 

Если f(x) нечетная функция, т.е. f(-x) = -f(x), то 0)( =∫
−

a

a

dxxf . 

 
Задачи для самостоятельной работы 

Вычислить интегралы. 

1. ∫ +
1

01
dx

x

x
; 

3. ∫ +

5

0 4x

xdx
; 

 

5. ∫ +

5

0 31 x

xdx
; 

 

7. ∫
2/

0
5sin

cosπ

x

xdx
; 

 

2. ∫
−

9

4 1x

хdx
; 

4. ∫ +

4

0 1 x

dx
; 

6. ∫ +

8

3 1
dx

х

х
; 

 

8. ( )∫ +
1

0

x2x dxe4e . 

 

Домашнее задание 
 

Вычислить интегралы. 

       1. ( )∫ +
2

1

2 4 dxxx ;                    2. ∫
π

0

sin xdx ;                         3.   ∫
4

0
2cos

π

x

dx
; 

4. ∫ +

2

0 4
dx

x

x
;                        5. ( )∫ +

1

0

21 dxх ;                      6. ∫ +

2

1
2

.
1

dx
x

x
   

 

7. 
dxx x∫

1

0

2
l

;                        8. ∫
4

0

2sin

π

xdxx ;                       9. ∫
2

1

3 ln xdxx . 

 

       10.   ∫ −

16

1 1
dx

x

x
;              11. ∫ +

8

3 1 x

xdx
;                      12. ∫ +

25

0 1 x

xdx
 . 
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4. 4. Геометрические приложения определенного интеграла 
 
 

1. Вычисление площадей плоских фигур 

1. Пусть функция ( )xf  непрерывна и неотрицательна на отрезке [ ]ba, . В 

силу геометрического смысла определенного интеграла площадь криволиней-

ной трапеции (рис.1) численно равна интегралу от данной функции по данному 

отрезку, т.е.    

 

 

dxxfS

b

a

∫= )(  

 

                  Рис. 1.  

2. Если фигура ограничена графиками функций y=f1(x) и y=f2(x), прямыми  

х = а,  х = b  (рис. 2), то ее площадь равна 

                                    

[ ]∫ −=
b

a

dxxfxfS )()( 12 . 

 
 

 
                     Рис.2. 

Пример 1.Вычислить площадь фигуры, ограниченной прямой 

22 хy −= и параболой 
2xy = . 

Решение. Найдем координаты точек 

пересечения линий:      

    ⇒






−=

=
2

2

2 xy

xy ,
22 2 xx −=                            

12 =x  ⇔ 11 −=x ; 12 =x  ⇒  1−=a ; 1=b .                       Рис. 3 
                                                                                                 

b a x  

y  
( )xfy =  

b a x  

y  ( )xfy 1=  

( )xfy 2=  

1 -1 x  

y  
2

2 xy =  

2
1 2 xy −=  
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( )( ) ( ) ( )∫∫∫
−−−

=−=−=−−=
1

1

2
1

1

2
1

1

22 12222 dxxdxxdxxxS  

( )
3

8

3

1
1

3

1
12

1

1

3
2

33

=






















 −
−−−−=

−









−=

x
x . 

 
 

3. Площадь криволинейной трапеции, верхняя граница которой задана пара-

метрическими уравнениями ( ) ( ) βαψϕ ≤≤== ttytх ,,  вычисляется по 

формуле    ∫
β

α

ϕ′ψ= dt)t()t(S ,     

где верхняя граница задана параметрически х=ϕ(t), y=ψ(t), α≤t≤β. 

 

4. Площадь криволинейного сектора в полярной системе координат 

( )∫
β

α

ϕϕρ= d
2

1
S 2

 

( )ϕρ=ρ  - кривая, заданная в полярной  
системе координат, α≤ϕ≤β. 
 
 
 
                                                           
 
                                                          Рис. 4. 

Пример 1.Найти площадь кардиоиды ( )ϕρ cos1+= a  (см. рис.5). 
 
Решение. Из рисунка  следует, что  кардиоида 

симметрична оси ρО , тогда                                        

∫=
π

ϕρ
0

2

2

1
2 dS = ( )( ) ϕϕ

π

da ∫ +
0

22 cos1 = 2

2

3
aπ (кв. ед.) 

                                                                                            
                                       Рис. 5.                                                 
                                                                                                                                                                 

 
 

( )ϕρρ =  

О ρ 

 β 

 α 
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2. Вычисление длин дуг плоских кривых 
 

1) Длина L дуги кривой, заданной уравнением y=f(x), a ≤ x ≤ b 
 

dxxfL

b

a

∫ ′+= )(1 2
. 

2) Длина L дуги кривой, заданной параметрическими уравнениями х = ϕ(t), 

 y = ψ(t), α ≤ t ≤ β 

dt)t()t(L 22∫
β

α

ψ′+ϕ′= . 

 
3) Длина L дуги кривой, заданной в полярной системе координат уравнением  
 
ρ = ρ(ϕ), α ≤ ϕ  ≤ β 

ϕϕρϕρ
β

α

dL ∫ ′+= )()( 22
. 

 
Пример 1. Найти длину дуги полукубической 
параболы 23xy =  от х=0 до х=5 (рис. 5). 
Решение. Кривая симметрична относительно оси Ох. 
Найдем длину верхней ветви кривой. Из уравнения 

23xy =  находим 21x
2

3
y =′ . Далее, применяя формулу 

вычисления длины дуги 
     Рис. 6.                            получим 
 

dx
4

x9
1L

5

0
∫ += =

27

335

4

x9
1

27

8
5

0

2/3

=





 + . 

 
3. Объем тела вращения 

 

Рассмотрим тело, образованное  вращением вокруг оси x0  криволинейной 

трапеции аАBb, ограниченной графиком функции, непрерывной и неотрица-
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тельной на отрезке [ ]ba,  (рис. 6). Объем  тела вращения определяется форму-

лой     dxxfV

b

a

)(2∫= π                  

 

 

 

 

 

 

 

                                   Рис. 7. 

Если тело образовано вращением криволинейной трапеции вокруг оси y0 , 

то объем тела вращения равен    dyyfV

b

a

)(2∫= π  

 

 

 

 

 

 

 

                           Рис .8. 

 

Пример 1.  Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры огра-

ниченнщй прямыми 0=y , 0=x , 4=x и параболой 
2xy = : 

а) вокруг оси x0 ;       б) вокруг оси y0 . 

 

 

  0 x  

y  

  b 
  a 

( )xfy =  

  0 x  

y  

 d 

  c 

( )yx ϕ=
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Решение.  а) Построим тело, образованное вращением фигуры вокруг оси 

x0   (рис. 9.). 

 

 

 

 

 

 

 

Рис 9. 

       По формуле  искомый объем равен 

            ( )3
54

0

22 2,51
5

256

5
)( ед

x
dxxV ππππ ==== ∫ . 

б) Рассмотрим тело, образованное вращением криволинейной трапеции 

0=y , 0=x , 2=y , yx =  вокруг оси y0  (рис. 10). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 Рис 8. 

По формуле искомый объем:  ( )32

0

22

0

2 2
2

)( ед
y

dyyV πππ === ∫ . 

Пример 2. Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры, 

x

y

2

4

2xy =

0

x

y

0

yx =

4

2
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ограниченной  прямой 01485 =+− yx и параболой 2
4

1 2 += xy  вокруг 

оси x0 . 

Решение.  Тело образовано вращением фигуры АВСА  вокруг оси x0  

(рис.11. ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                          Рис. 11. 

 

Найдем абсциссы точек пересечения А и В, решая систему уравнений: 







=+−

+=

.01485

,2
4

1 2

yx

xy
. 

Отсюда 
2

1
=Ax , 2=Bx . В данном случае объем находим, как разность 

двух объемов двух тел образованных линиями 8

14

8

5
+= xy , 2

4

1 2 += xy   

и прямыми   5,0=x , .2=x  

 

( )322
2

5,0

2

5,0

2
2

186,2
1280

891
))2

4

1
()145(

8

1
( едdxxxV ≈=+−+= ∫∫ πππ .  

 

 

x

y

0 25,0

2

2
4

1 2 += xy

01485 =+− yx

A

B

C
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4. 5. Физические и экономические приложения определенного интеграла 

 

1. Путь, пройденный телом 

 

  Пусть материальная точка перемещается  по прямой с переменной скоро-

стью v=v(t). Найдем путь  S, пройденный точкой за промежуток времени  от 1t  

до  2t . 

( )∫=
2

1

t

t

dttvS  

Пример 1.Если ( ) ( )с
м35 += ttv , то путь, пройденный телом от начала движения 

до конца 4-й секунды,равен 

( ) м).(60)33(35
4

0

2
4

0

=+=+= ∫ ttdttS  

       2. Издержки производства 

 

 Пусть на складе хранится запас некоторого расходного товара (например, 

мука). Пусть издержки хранения одной единицы товара в течение единицы 

времени равны p . Если запас товара на складе есть функция времени )( tf , 

то издержки хранения за время от a до b  равны: 

       ∫=
b

a

dttpfC )( .                                            

Пример 2  Задана функция предельных издержек (издержки на производст-

во дополнительной выпускаемой единицы продукции товара) 

250142 2 +−= qqC . Найти функцию издержек )( qCC =  и вы-

числить издержки в случае производства 15 единиц товара. 

Решение. Находим интегрированием издержек на изготовление 15 ед. то-

вара  
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( )..4425250
2

14

3

2
)250142(

15

0

23
15

0

2 еуqqqdqqqC =+−=+−= ∫ . 

3 Обьем произведенной продукции. 

 

     По известной функции производительности труда объем произведенной 

продукции 

∫=
T

dttfQ
0

)( , 

где )( tf - производительность труда в момент времени t , 

     [ ]T,0 - рассматриваемый промежуток времени. 

Пример 3.  Найти объем произведенной продукции за время 6=t час, 

если производительность труда задана функцией 

( )часедtttf /10)( 2 +−= . 

Решение. Воспользуемся формулой (19). 

( )..108)
2

10

3
()10()(

6

0

6

0

23
2

0

еу
tt

dtttdttfQ

T

∫∫ =+−=+−== . 

Пример 4.   Определить выработку рабочего: 

а) за весь рабочий день; 

б) за третий час работы; 

в) за последний час работы, если продолжительность рабочего дня 6 часов, 

а  tttf 183)( 2 +−= - производительность труда; 

г) провести экономический анализ задачи. 

Решение. Находим общую выработку рабочего за весь день (6 часов). 

=+−=+−=+−= ∫
6

0

236

0

6

0

23
2 )9()

2
18

3

3
()183( tt

tt
dtttQ

.).(108)324216( еу=+−= . 

Определяем выработку рабочего за третий час работы. 
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.).(26)9()183(
3

2

23
3

2

2 еуttttQ =+−=+−= ∫ . 

Аналогично определяем выработку рабочего за последний час работы: 

.).(8)9()183(
6

5

23
6

5

2 еуttttQ =+−=+−= ∫ . 

За полный рабочий день выработка составила 108 у.е. продукции. За тре-

тий час работы 26 у.е., за последний час 8 у.е.. Вероятно, что работа утомитель-

ная и требует большого напряжения, поэтому к концу смены производитель-

ность труда падает. 

 

4. Среднее время изготовления изделия. 

 

       Пусть известна функция )(xtt = , описывающая изменение затрат време-

ни t  на изготовление изделия, в зависимости от степени освоения производст-

ва, где x  - порядковый номер изделия в партии. 

Тогда среднее время срt ,  затраченное на изготовление одного изделия в 

период освоения от 1x до 2x  изделий вычисляется по теореме о среднем: 

∫−
=

2

1

)(
1

12

x

x

ср dxxt
xx

t .         

Пример 5. Найти среднее время, затраченное на освоение одного изделия в 

период освоения от 501 =x до 752 =x  изделий, если функция изменения 

затрат времени 2

1

100
−

= xt (ч). 

Решение.  

)(2,118
25

100
100

5075

1 75

50

75

50

75

50

2

1

чx
x

dx
dxxtср ≈==

−
= ∫∫

−

. 
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      Пример 6. Заданы чистые инвестиции функцией ).(500)( еуttI = . Тре-

буется определить приращение капитала за 2 года. 

Решение.  Применим формулу (24), получим  

.).(3,9438
3

2500

2

3
500

500
2

0

2

3
2

0

еу
t

dttK ≈
⋅

===∆ ∫  

Пример 7. Задана функция чистых инвестиций 
3300)( ttI = . 

Определить: сколько лет потребуется,  чтобы приращение капитала соста-

вила 3000. 

Решение. Обозначим искомый промежуток времени [ ]T,0  и, используя 

формулу (24), получим  

3 4

0

3 4
3

0

400)
3

3004
()300(3000 T

t
dtt

T
T

=
⋅

== ∫ . 

Запишем уравнение:  
3 44003000 T= . 

Решая его, находим: 5,73

4

=T  или 53,45,7 4
3

=




=T . 

Чтобы приращение капитала составило 3000, потребуется 4,53 года. 

 

5. Выигрыши потребителей и поставщиков. 

 

       Пусть р=f(x) −кривая спроса D на некоторый товар и р = g(x) − кривая 

предложения S, где р−цена на товар, х − величина спроса (предложения). Обо-

значим через ( )00 , ух точку рыночного равновесия. 

Доход от реализации количества товара 0х по равновесной цене 0р равен про-

изведению 00 рх .Если  непрерывное  снижение цены от максимальной 
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( )0fрD =  до равновесной 0р  по мере удовлетворения спроса, то доход составит  

( )∫
0

0

x

dхxf .  Величина денежных  средств  

                                   С = ( )∫ −
0

0

00

x

xpdxxf  

сберегается потребителями, если предполагать продажу товара по равновесной 

цене 0р , поэтому С называется также выигрышем потребителей. 

Аналогично,  Р = ( )∫−
0

0

00

x

dxxgхр  называется выигрышем поставщиков. 

Величины С и Р численно равны площадям соответствующих криволинейных 

треугольников. 

Премер 7. Найти выигрыши потребителей и поставщиков в предположе-

нии установления рыночного равновесия, если законы спроса и предположения 

имеют вид: 
2186 хр −= , хр

6

11
20 += . 

Решение. Решая систему 






+=

−=

,
6

11
20

,186 2

хр

хр

найдем точку  рыночного равнове-

сия: .42,12 00 == ух  

 

Тогда   С= ( )∫ =−−=⋅−−
12

0

12

0

3
2 2115504)

3
186(4212186

х
хdхх (ден. ед.), 

 

 ∫ =+−=





 +−⋅=

12

0

12

0

2

132)
26

11
20(504

6

11
204212

х
хdххР (ден. ед.) 
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Задачи для самостоятельной работы 

Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 
 

1.  .0;0;3;12 ===+= хухху  

3. .;0;sin π=== xxxу  

4. .9;2 == yxy  

6. 222 +−= xxy ;
242 xxy −+= . 

2. .0;2;1;3 ==== yxxхy   

4. .0;4 2 =−= ухху  

5. .4;42 +=+= xyxxy  

7. 
2xy = ; xy −= 2 ;  0=y . 

 

8  Найти площадь фигуры, ограниченной осью Ох и циклоидой х = t − sint,  

y = 1 − cost на отрезке [ ]π2;0 . 

9. Найти площадь фигуры ограниченной эллипсом ,асоstх = .sin tay =  

10. Найти площадьфигуры, ограниченной линией ϕρ 2sinа= . 
 

Вычислить объем тела, образованного вращением  вокруг оси ОХ фигур, 

ограниченных заданными линиями: 

 

1. .0;4;1;
4

==== ухх
х

у                2. .;0;sin π=== xxxy  

3. 
2yx =  , 0=y ,  2=x .                                  4. 

2xy =  , 0=y  , 3=x . 

5. 
2x4y −= , у = 0, х = 0, где х ≥ 0.               6. 3xy = , у = 1, х = 0.    

 

Вычислить длину дуги плоской кривой.                                    

1. Вычислить длину дуги xу sinln1−= ,  



∈

2
;

3

ππ
x . 

2.  Вычислить длину дуги одной арки циклоиды циклоидой х = t − sint,  

y = 1 − cost на отрезке [ ]π2;0 . 

3. Найти длину дуги кардиоиды ( )ϕρ cos1+= a . 

4. Решить задачи. 



103 

 
1). Определить объем выпуска продукции за первые пять часов работы при 

производительности  ( ) tetf 4,012 −= , где t − время в часах. 

2). Уравнение спроса на некоторый товар имеет вид  .134 2хр −=   

Найти выигрыш потребителей, если равновесная цена равна 70. 

  3).  Найти выигрыш потребителей и поставщиков товара, если законы спро-

са и предположения имеют вид: 
2250 хр −= , хр

3

1
20 += . 

4). Найти среднее время, затраченное на освоение одного изделия в период 

освоения однoго изделия в период освоения от  1001 =х до 1212 =х изделий,  

полагая, что функция изменения затрат ( ) 2

1

600
−

= xxt . 

 

Домашнее задание 
 

1. Найти площадь фигуры, ограниченной заданными линиями. 

      1) 
22 xxy −= ;  0=y  .                                   2) 

2xy = ; .1=y  

      3) 
xy l= ;  

xy −= l ;   1=x  .                     4 ) хy = ;  .2 2ххy −=  

      5) xy sin= ,  xy cos= ,  



∈

4
;0
π

x        6) 
22 хxy −= ; 

2xy = . 

2. Найти объем тела, образованного при вращении вокруг оси OX фигуры, ог-

раниченной данными кривыми 

        1) xy = ;  0=y ;  4=x .                        2) xy 2sin=  ;  0=y ;  



∈

2
;0
π

x . 

        3) xy = ; 0=y ; 
x

y
1

=  ; 2=x .         4) xy cos= ;  0=y ; 



∈

2
;0
π

x . 

        5) 2xy = ; xy2 = .                                    6)  у = 
х

3
;  х + у = 4. 

  3.  Найти выигрыш потребителей и поставщиков товара, если законы спроса 

и предположения имеют вид: 
2240 хр −= , 2022 ++= ххр . 
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5. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

 
Вводя понятие определенного интеграла, мы предполагаем, что отрезок 

интегрирования конечен, а подынтегральная функция ограничена на этом от-

резке. 

Однако возможны случаи, когда одно или оба этих условия не выполняют-

ся. В таком случае соответствующие интегралы называются несобственными.   

 

5.1   Несобственные интегралы с бесконечными пределами  интегриро-

вания.                         

Пусть функция )(xfy =  задана на луче [ )∞,а  и интегрируема на лю-

бом конечном отрезке [ ]ba, , где ∞<< ba . 

Если существует предел ∫
∞→

b

ab
dxxf )(lim , то он называется несобствен-

ным интегралом I рода от функции )( xf  на промежутке ),[ ∞а  и обозначает-
ся символом: 

∫ ∫
∞

∞→
=

a

b

a
b

dxxfdxxf )(lim)( .         (1)               

В тех случаях, когда предел существует и конечен, говорят, что несобст-

венный интеграл   сходится.  

Если же предел бесконечен или  не существует, то говорят, что интеграл 

расходится.   

Наряду с интегралами (1) рассматривают также интегралы 

∫ ∫
∞−

−∞→
=

b b

a
a

dxxfdxxf )(lim)(
.                (2) 

Интеграл   
( )∫∫ ∫

+∞+∞

∞− ∞−

+=
с

с

dxxfdxxfdxxf )()(
,              (3) 

 где с −любая точка числовой оси.                  
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  Пример. Вычислить интегралы  или установить их  расходимость. 

1) ∫
∞

1
3x

dx
;   2) ∫

∞− +

0

21 x

dx
;   3)

dxe x∫
∞

∞−

−

если они сходится.  

Решение.   

1) В силу определения  имеем: 

1) 2

1
)

2

1

2

1
(lim)

2

1
(limlim

12
1

3
1

3
=+−=−==

∞→∞→∞→

∞

∫∫ bb

b

b

b

b bxx

dx

x

dx
. 

Следовательно, интеграл сходится. 

2) .
2

)0(lim
1

lim
1

0

2

0

2

π
=−=

+
=

+ −∞→−∞→
∞−

∫∫ arctgaarctg
x

dx

x

dx

a
a

a
 

Интеграл сходится. 

( ) ( ) ( ) .0)3 limlimlim ∞=∞−−=−−=−== −−

∞→
−∞→

−

∞→
−∞→

−

∞→
−∞→

∞

∞−

− ∫∫ ab

b
а

b

a

x

b
a

b

a

x

b
a

х eeedxedxе
 

 Интеграл расходится. 

 

5. 2 Несобственные интегралы от неограниченных функций. 

 

Если функция )(xfy =  непрерывна  при bxa ≤<  и имеет бесконеч-

ный разрыв в точке ax = , т.е. ∞=
→

)(lim xf
ax

, то  

     ∫∫
+

→
=

b

a

b

a

dxxfdxxf
ε

ε
)(lim)(

0 ,     )0( >ε .           (4)               

Интеграл ∫
b

a

dxxf )(  называется сходящимся, если существует и конечен 

предел в правой   части равенства (5), и расходящимся, если указанный предел 

не существует или равен бесконечности и называется несобственным интегра-

лом II рода. 



106 

Аналогично определяется несобственный интеграл от функции, имеющий 

бесконечный разрыв в точке bx = : 

∫∫
−

→
=

ε

ε

b

а

b

a

dxxfdxxf )(lim)(
0 ,   )0( >ε .                       (5)      

  

Если функция )(xfy =  непрерывна при cxa <≤  и bxc ≤<  и имеет 

бесконечный разрыв в точке cx = , то полагают  

  ∫∫∫
+

→

−

→
+=

b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf
ε

ε

ε

ε
)(lim)(lim)(

00     )0( >ε .     (6)     

Несобственный интеграл ∫
b

a

dxxf )(  называется сходящимся, если оба 

предела в правой части равенства (6) существуют, и расходящимся, если хотя 

бы один из указанных пределов не существует или равен бесконечности. 

Геометрический смысл несобственного интеграла от неограниченной 

функции аналогичен геометрическому смыслу несобственного интеграла с бес-

конечными   пределами.  

    Пример 4.  Вычислить следующие интегралы или установить их расходи-

мость:  

1) ∞=−===
→→

+
→ ∫∫ )ln1(lnlimlnlimlim

0

1

0

1

0
0

1

0

ε
εεε

ε
ε

x
x

dx

x

dx
 

интеграл расходится. 

2) −∞=−−=
−

−=
−

=
− →

−

→

−

→ ∫∫ )1
1

(lim
2

1
)

)1(2

1
(lim

)1(
lim

)1( 20

1

020

1

0
30

1

0
3 εε

ε

ε

ε

ε xx

dx

x

dx
 

интеграл расходится; 
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3)            
=+=

=+=+=

+→

−

−→

−

− +
→→

−−
∫ ∫∫∫∫
1

0
3

4

0

0

1

34

0

0

1

1

0
3030

1

0
3

0

1
3

1

1
3

4

3
lim

4
3lim

limlim

εε

ε

ε

ε

ε
εε

x
x

x

dx

x

dx

x

dx

x

dx

x

dx

 

                        0)1)1()((
3

4
lim 3 43 43 43 4

0
=−+−−−=

→
εε

ε . 

Следовательно, интеграл  сходится. 

 

Задачи для самостоятельной работы 

 

Вычислить интегралы или установить их расходимость 

1. ∫
+∞

1
3x

dx
;            2.  ∫

+∞

1
4 3x

dx
;        3. ∫

∞−

0

dxex
;          4. ∫

+∞

+1
2 1x

dx
 ;                          

5.  ∫
+∞

+1
2 1x

хdx
 ;       6. ∫

+∞

+1 4 x

dx
;        7.  ( )∫ −

3

1
22x

dx
;       8.   ∫

−

2

1 x

dx
. 

                                      

Домашнее задание 

 

Вычислить интегралы или установить их расходимость 
 

1. ∫
∞

1
2x

dx
;          2.   ∫

∞

+0 2x

dx
 ;         3 . ∫

∞
−

1

3 dxx
l ;           4.   ∫

∞

1 x

dx
;                  

                    

5. ∫
1

0 x

dx
;              6. ∫

−

2

1 x

dx
;               7. ∫ −

2

0
3 1x

dx
;          8.   ( )∫ −

4

1
33x

dx
. 
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6. ПРИБЛИЖЕННОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕННОГО  

ИНТЕГРАЛА. 

Приближенное вычисление определенного интеграла  

 

На практике часто встречаются интегралы, которые не выражаются через 

элементарные функции или выражаются очень сложно. Поэтому в приложени-

ях используют так называемые численные методы, позволяющие найти при-

ближенные значения искомого интеграла с требуемой точностью. 

Рассмотрим некоторые из многочисленных методов приближенного вы-

числения определенного интеграла. 

 

1. Метод трапеции. 

 

 Делим отрезок [ ]ba,  на n равных частей. Площадь каждой полоски, на которые 

разбивается криволинейная трапеция  ,aABb  заменяется площадью обычной 

прямоугольной трапеци                       

 

,
2

1 h
yy

S kk
k

+
= −

 где  h = 
n

ab −
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 10. 

y

x

A B

0xa =0
1x 2x 1−kx kx

0Y
1Y 2Y 1−kY

kY

bnx =
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Складывая площади элементарных частей,  получим формулу трапеций: 
 

.           

Погрешность формулы  оценивается неравенством 22

3

12

)(
M

n

ab −
≤∆ ,                

              

где 2M  - наибольшее значение )(xf ′′  в промежутке [ ]ba, . 

Пример 1  Вычислить ∫ +
1

0

41 dxx  приближенно, разделив отрезок [ ]1,0  на 

десять равных частей. Применить формулу  трапеций. Оценить допускаемую 

погрешность.  

Решение.  Обозначим точки деления [ ]1,0  через 00 =x , 1,01 =x , 

2,02 =x ,…, 110 =x . Вычислим значение подынтегральной функц-

ци ( ) ( )10,...2,1,1 4 =+= ixxf ii  

Составим таблицу 

xi  0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

)(xif  1 1,0001 1,0008 1,0040 1,0127 1,0308 1,0628 1,1136 1,1873 1,2869 1,4142 

Используя  формулу трапеций, получим 

.0906,1)2869,11873,11136,1

0628,10308,10127,10040,10008,10001,1
2

4142,11
(

10

1
1

1

0

4

≈+++

+++++++
+

≈+∫ dxx
 

Формула Симпсона  
 

 Разделим отрезок интегрирования [a, b] на четное число отрезков  

n= 2m. Площадь криволинейной трапеции, ограниченной графиком функции 

f(x) заменим на площадь криволинейной трапеции, ограниченной параболой 

второй степени с осью симметрии, параллельной оси Оу и проходящей через 

точки кривой, со значениями f(x0),  f(x1),  f(x2). 

 Для каждой пары отрезков построим такую параболу. 

 
 

 

 
 

 
+ + + + 

+ − ≈  
− ∫ 1 2 1 

0 ...
2 

) ( 
n 

n 
b 

a 

y y y 
y y 

n 

a b 
dx x f 
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                 У 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
               0    х0    х1      х2    х3       х4                       х     
 

[ ])...(4)...(2
6

)( 1231224220 −− +++++++++
−

=∫ mmm

b

a

yyyyyyyy
m

ab
dxxf

 
 

Чем больше взять число m, тем более точное значение интеграла будет получе-
но. 
 
 Пример. Вычислить приближенное значение определенного интеграла  

dxx∫
−

+
8

2

3 16

 с помощью формулы Симпсона, разбив отрезок интегрирования 
на 10 частей. 
 
 По формуле Симпсона получим: 
 

)]].7()5()3(

)1()1([4)]6()4()2()0([2)8()2([
56

28
16

8

2

3

yyy

yyyyyyyydxx

++++

++−++++++−
⋅
+

≈+∫
−

 

 
  m    0     1     

2  
   3    4    5     6    7     8    9   10 

   x   -2    -1      
0 

   1    2    3    4    5     6    7     8 

  f(x) 2.828 3.873     
4  

4.123 4.899 6.557 8.944 11.87 15.23 18.94 22.97 

 

151.91]]947.18874.11557.6123.4

873.3[4]232.15944.8899.44[2978.22828.2[
56

28
16

8

2

3

=++++

+++++++
⋅
+

≈+∫
−

dxx
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Приближенные формулы будут тем, точнее, чем больше число раз-

биенияе n. При одном и томже  значении n вторая формула точнее 

первой. 

7.  КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ  

7. 1.   Вычисление двойного интеграла 

 

 Определение. Если существует конечный предел интегральной  суммы, 

составленной для функции ( )yxf ,  по области D при 0→λ , то этот предел на-

зывается двойным интегралом от функции f(x,у) по области D: 

( ) i

n

i

ii pyxf ∆∑
=→ 10

,lim
λ

= ( )dPyxf∫∫
D

, . 

         Вычисление двойного интеграла сводится к двукратному интегрирова-

нию. Начинается с вычисления внутреннего интеграла; интегрирование про-

изводится по той переменной, дифференциал которой записан под знаком 

интеграла. Другую переменную считают константой. 

      Пределы внутреннего интеграла, как правило,  переменные и содержат 

пнременную, по которой производится внешнее интегрирования, а пределы 

внешнего интеграла ВСЕГДА - постоянные числа. 

∫∫∫ ∫∫∫ =









=

∆

)(

)(

)(

)(

2

1

2

1

),(),(),(
xу

xу

b

a

b

a

xу

xу

dyyxfdxdxdyyxfdxdyyxf
 

                 y         y = 2у (x) 

                                                                      D   

                                                             y = y1 (x) 

                                                          

                                                 x 

                                           а                           b                                    
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Если  f(x,y) = 1,  S =  
( )

( )

∫∫∫∫ =
xy

xy

b

aD

dydxdxdy
2

1

  определяет площадь  

области D. 

Если f(x,y) поверхностная плотность в каждой точке области D, то масса 

плоской пластины определяется формулой    

m = ( ) ∫ ∫∫∫ =
b

a

xy

xyD

dyyxfdxdPyxf

)(

)(

2

1

.),(,  

 
Пример. Дана поверхностная плотность f(x,y)= х - у  в каждой точке области   

D: y = 0, y = x2, x = 2. Найти  массу плоской пластины D. 

Решение                                

                                                     4      y 

                                                              

                                                                 

                                                              D 

                                                    0           2                   х                    

.8,02,34
104

)
2

(

)
2

()(),(

2

0

542

0

4
3

0

2

0

2

0

2

0

22

=−=







−=−

=−=−=

∫

∫∫∫∫∫
=

=

xx
dx

x
x

y
xydyyxdxdxdyyxf

xy

y

x

D

     

 

7.2 Вычисление тройного интеграла. 

 

Определение. Если существует конечный предел интегральной суммы, 

составленной для функции f(x,у,z)   при 0→λ , то этот предел называется 

тройным интегралом от функции f(x,у,z) по области V: 

( ) =∆∑
=→

i

n

i

iii Vzyxf
10

,,lim
λ

( )∫∫∫
V

dxdydzzyxf ,, .. 
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         Вычисление тройного  интеграла сводится к трехкратному интегриро-

ванию. 

Если  f(x,y,z)=1,   V=  
( )

( )

( )

( )

∫∫∫∫ ∫=
yxz

yxz

xy

xyD

b

a

dzdydxdxdydz

,

,

2

1

2

1

  определяет объем 

 области V. 

Если f(x,y,z)  плотность в каждой точке области V, то масса пространствен-

ноготела определяется формулой    

      m =  
( )

( )

( )

( )
( )

( )

∫∫∫∫ ∫=
yxz

yxz

xy

xyD

b

a

dzzyxfdydxdxdydzzyxf

,

,

2

1

2

1

,,,,
 

Пример. Дана  плотность f(x,y,z)= у    в каждой точке области   V. 

 Найти  массу тела ограниченного  поверхностями   y = 2x ,  x =1, 

22 ухz += , z = 0, x = 0, y = 0.  

Решение.                               

  m = === +
+

∫∫∫∫∫∫ ∫
222

222

00

1

000

1

0

yxx
ухх

D

zydydxуdzdydxуdxdydz
 

( )∫ ∫ =+=
1

0 0

22

2x

dyyxydx ∫ ∫ =+
1

0 0

32

2

)(
x

dyyyxdx
2

0

1

0

4
22

4

xy
xydx∫ 








+ = 

= dx
x

x∫ 







+

1

0

8
6

4 = 242

43

36

1

7

1

367

1

0

97

=+=+
xx

. 

 

Задачи для самостоятельной работы 

1. Построить область, ограниченную линиями и  найти ее площадь. 

1)      
.4

,2

,

=
=

=

х

ху

ху

     2)        
.2

,2

,

=
=
=

х

ху

ху
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2. Вычислить двойные интегралы; 

1) ∫ ∫
2

1 2/

x

x

xydydx
;   2) ∫ ∫ +

3

0

2

1

)2( dуyxdx .  

3. Найти массу пластины, ограниченной линиями:              
,0

,0

,2

=
=

=+

y

x

yx

  

если плотность  в каждой точке области равна   f(x,y)=2х+3у.  

4.  Найти объём тела V, ограниченного заданными поверхностями. 

      1) 
2
y

z
2

= , 2x + 3y – 12 = 0, z = 0, x = 0. 

      2) 22 ухz += , x + y =1 , z = 0, x = 0, у=0. 

  5.  Найти массу объёмного тела, ограниченного заданными поверхностями, 

если плотность в каждой точке  f(x,y,z)=х. 

3x+ y + 3z = 6, x = 0, y = 0, z = 0.                              

Домашнее задание 

1. Построить область, ограниченную линиями, найти площадь области. 

1)      у = 6 – х,        2.    у =
2

х
, 

          у=2х,                     у = х, 

          х=0.                        х=4.                                      

2. Вычислить двойной интеграл 

 1) ∫ ∫
3

1

3х

х

xydydx ;   2) ∫ ∫
−

+
1

1

1

2

)(
х

dуyxdx
. 

3. Найти массу пластины, ограниченной линиями:            
,0

,0

,24

=
=

=+

y

x

yx

  

если плотность  в каждой точке области D   f(x,y)=х+2у.  

4.  Найти объём тела V, ограниченного заданными поверхностями. 
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     1) 2хz = , x + y = 2, z = 0, у = 0. 

    2) 22 ухz += , x = 1, у = 1, 0, z = 0, x = 0, у = 0. 

 5.  Найти массу  тела, ограниченного заданными поверхностями, если плот-

ность в каждой точке  f(x,y,z) = 2у. 

х + y + z = 2, x = 0, y = 0, z = 0. 

Контрольные вопросы 

1. Определенный интеграл, определение, геометрический смысл. 

2. Интегрирования по частям в определенном интеграле. 

3. Замена переменного в определенном интеграле. 

4. Свойства определенного интеграла. 

5. Вычисление площади криволинейной трапеции. 

6. Вычисление длины дуги. 

7. Вычисление объем тела вращения. 

8. Экономический смысл определенного интеграла. 

9.  Формула трапеций, формула Симпсона. 

10.  Несобственные интегралы. 

11.  Двойные  интегралы и их вычисление. 

12.  Тройные  интегралы и их вычисление. 

 
Тест  

      1. Найти интеграл ∫ xdxсos4 …  

1) cx +4sin ;    2) 4 cx +4sin ;   3) 
4

1
cx +4sin ;  4)

4

1
cx +sin . 

2.  Найти интеграл ∫ −13

3

x

dx
…  

1) cx +−13ln ;    2) 6 cx +−13ln ;   3) 3 cx +−13ln ; 4) 3 ( ) сх +− 213  

3. Найти интеграл ∫ + 29 х

dx
…  

    1) arctgx+c;    2) 
3

1 arctgx+c;    3) 
3

1 arctg
3

х +c;    4) arctg
3

х +c. 

4. Вычислить интеграл   ∫ ++

3

0 13 x

dx
… 
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      1) 2+4ln 0,4;    2) 2+4ln 0,6;    3) 2+2ln0,8;    4)  2-4ln 0,8.     

5. Вычислить интеграл   ( )∫ +
2

0

sin1

π

xdxх ….  

      1) -1;    2) -
9

10 ;    3) -
9

8  ;  4) 2. 

6. Исследовать сходимость    ∫ −

2

0
3)1(x

dx
…  

       1) 2;   2) 
2

1 ;   3) ∞ ;    4) - ∞ .     

7. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  ,ху =   у = 0, 

 х = 1, х = 4….       

      1) 
2

45 ;   2) 
4

45 ;   3) 
3

14 ;    4) 
7

47 .     

8. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох фигуры,  

     ограниченной графиками функций у = х , у = 0, х = 0, х = 1…. 

       1) π
2

1
;   2)π ;    3) π2 ;    4) π3 . 

9. Найти объем произведенной продукции за время t=2час, если 

     производительность труда задана функцией ( ) 42 +−= ttf  … 

       1) 3;   2)12;   3)4;    4) 8.     

10. Вычислить интеграл dxdyух
D

)2(∫∫ + , D − область, ограниченная линиями 

       х + у = 1, х = 0, у = 0….   1) 0,5;       2) 1;       3) 4;      4) 2.     

11. Функция , называется первообразной для функции , если  

выполняется равенство… 
  1) ( ) ( )xFxf =′ ;        2) ( ) ( )xFxf =′ +С;  

 3) ( ) ( ) СxFxf +′= ;   4)  ( ) ( )xfxF =′ . 
12. Укажите, какой ответ правильно отражает свойства неопределенного  

 интеграла…   

        1) ( )( ) ( )xfdxxf =
′

∫ ,  ( ) ( )∫ += Cxfdxxfd ,     ( ) ( )∫ = xfxdF +С 
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         2) ( )( ) ( )xfdxxf ′=

′
∫ ,     ( ) ( )∫ = dxxfdxxfd ,        ( ) ( ) CxFxdf +=∫ ; 

 

        3) ( )( ) ( )xfdxxf =
′

∫ ,     ( ) ( )∫ = dxxfdxxfd ,        ( ) ( )∫ = xFxdF +С;  
 
 
13. Укажите, какой ответ правильно отражает свойства неопределенного 

                
 интеграла …..    

       1) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ∫∫ +=+ dxxgdxxfdxxgxf  , ( ) ( )∫ ∫= dxxfadxxaf , 

                       ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫+=+ dxbfdxxfdxbxf ; 

       2) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ∫∫ +=+ dxxgdxxfdxxgxf ,  ( ) ( )∫ ∫= dxxаfdxxfа , 

                       ( ) ( ) CbxFdxbxf ++=+∫ ; 

      3) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ∫∫ +=+ dxxgdxxfdxxgxf ,  ( ) ( )∫ ∫= dxaxFdxxaf , 

                       ( ) ( )∫ ++=+ CbxFdxbxf . 

14. Замена переменной в неопределенном интегреле ( )∫ dxxf осуществляется по 

формуле… 

  1) ( )( )∫ dttf ϕ ;     2) ( )( )∫ ′dtttf ϕ ;    3) ( )( )∫ dttf ϕ ;  4) ( )( ) ( )∫ ′ dtttf ϕϕ . 

 

 
15. Метод интегрирования по частям состоит в том, что     ∫UdV   будет равен… 

1) ∫+ VdUUV ;     2) ∫− VdUUV ;     3)  UVVU ′+′ ;     4) ∫⋅ VdUUV . 

  

 16. Если отрезок [ ]bа;  разбит точкой  на [ ]cа;  и [ ]bc; , то   
 

   ( )∫
b

a

dxxf будет равен… 

    1) ( ) ( )∫∫ +
c

b

c

a

dxxfdxxf ;       2) ( ) ( )∫∫ −
b

c

c

a

dxxfdxxf ; 

   3) ( ) ( )∫∫
−

+
b

c

c

a

dxxfdxxf ;          4) ( ) ( )∫∫ +
b

c

c

a

dxxfdxxf . 
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 17. Определенный интеграл ( )∫
b

a

dxxf  будет равен…           

           1) ( )∫
a

b

dxxf ;      2) − ( )∫
b

a

dxxf ;    3) − ( )∫
−b

a

dxxf ;    4) ( )∫−
a

b

dxxf . 

18. Интегралом с переменным верхним пределом называется… 

        1) F(x) = ( )∫
х

a

dttf ;               2) F(x) = ( )∫
t

a

dxxf ;  

       3)  F(x) = ( )∫
х

a

dttF ;               4) F(x) = ( )∫
х

a

dxxF .     

19. Формула Ньютона-Лейбница, если F(x) - первообразная для   f(x),  имеет  

    вид…   1) ( ) ( ) ( )∫ −=
b

a

bFaFdxxf ;     2)  ( ) ( ) ( )∫ −=
b

a

aFbFdxxf  

                 3) ( ) ( ) ( )∫ +=
b

a

aFbFdxxf ;       4) ( ) ( ) ( )∫ ⋅=
b

a

bFaFdxxf .                         

20. Формула интегрирования по частям для определенного интеграла имеет   

вид…    1)  ∫ ∫+=
b

a

b

a

VdUUVUdV :                2) ∫ ∫−=
b

a

b

a

VdUUVUdV ; 

            3) ∫ ∫⋅=
b

a

b

a

VdUUVUdV ;                   4) ∫ ∫−=
b

a

b

a

b

а
VdUUVUdV . 

21. Если x=q(x) и если  ( ) ( ) bqaq == βα , ,  то формула замены переменной  

  имеет вид… 

       1)  ( ) ( )( ) ( )∫ ∫ ′=
b

а

b

a

dttqtqfdxxf ;   2)  ( ) ( )( ) ( )∫ ∫ ′=
b

а

dttqtqfdxxf

β

α

; 
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        3) ( ) ( )( )∫ ∫=
b

а

dttqfdxxf

β

α
;         4)  ( ) ( )( )∫ ∫=

b

а

b

a

dttqfdxxf . 

22.    Интегральной суммой функции   f(x)    на сегменте    [ ]bа; называется: 

     1) ( )∑
=

n

i

iРf
1

;      2)  ( )∑
=

∆
n

i

iРf
1

;    3) ( ) i

n

i

i yРf ∆∑
=1

;      4) ( ) i

n

i

i xРf ∆∑
=1

. 

23. Несобственный интеграл 1-ого рода обозначает:   
          

   1)  ( )∫
b

a

dxxf ;           2) ( )∫
∞

a

dxxf ;      3) 
( )∫

0

a

dxxf ;  4) ( )∫
b

a

xdf . 

 

24. Интеграл вида ( )∫ dxxxR cos,sin вычисляется с помощью 

«универсальной»    подстановки…1) t=sinx;  2) t=cosx;  3) t = tg
2

х
;  4) t = tgx. 

25. Площадь фигуры, ограниченной кривыми ( )xfу 1=  и ( )xfу 2=   

на отрезке [ ]ba,  равна если  ( ) ( )xfxf 12 ≥ : 

1) ( ) ( )∫∫ +=
b

a

b

a

dxxfdxxfS 21 ;           2) ( ) ( )∫∫ −=
b

a

b

a

dxxfdxxfS 21 ; 

3) ( ) ( ) dxxfxfS

b

a

)( 12∫ −=                  4) ( ) ( ) dxxfxfS

b

a

)( 12∫ += . 

8. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
 
                       8. 1.  Дифференциальные уравнения первого порядка 
   

Дифференциальным уравнением первого порядка называется уравнения 

вида:  F(x,y,y')=  0,     P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 ,   у' = f(x). 

Решением дифференциального уравнения первого порядка называется 

дифференцируемая функция y = φ(x), которая при подстановке в уравнение, 

обращает его в тождество. 
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Процесс нахождения решений дифференциального уравнения называется 

его интегрированием.  

Простейшим дифференциальным уравнением является уравнение вида у' 

= f(x). Решением этого уравнения являются функции y = ∫f(x)dx + C, где         

С- произвольная постоянная. 

Общим решением дифференциального уравнения первого порядка  

y' = f(x,у) в некоторой области Д называется функция y = φ(x,c), обла-

дающая следующими свойствами: 

а) функция φ(х,с) является решением данного уравнения при любых зна-

чениях произвольной постоянной С, принадлежащих некоторому множеству; 

б) для любого начального условия y(x0)=y0 такого, что (х0, у0)∈Д, суще-

ствует единственное значение С=С0, при котором решение у=φ(х,с0) удовле-

творяет начальному условию. 

Всякое решение у = φ(х,с0), получающееся из общего решения  

у = φ(х,с) при конкретном  значении С = С0, называется частным реше-

нием. 

Задачу отыскания частного решения называют задачей Коши. Если функ-

ция f(x,y)  и ее частная производная ∂f/∂y непрерывны в области, содержащей 

точку М0(х0,у0), то уравнение y' = f(x,y) имеет единственное решение у = 

φ(х,с0), такое, что у(х0) = у0.  

Построенный на плоскости ХОУ график всякого решения у = φ(х) дан-

ного дифференциального уравнения называется интегральной кривой этого 

уравнения. Общему решению у=φ(х,с) на плоскости ХОУ соответствует се-

мейство интегральных кривых, зависящих от одного параметра- произвольной 

постоянной С, а частному решению, удовлетворяющему начальному условию 

у(х0) = у0,- кривая этого семейства, проходящая через заданную точку 

М0(х0,у0). 
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8. 2. Уравнение с разделяющимися переменными 

Уравнение вида  f1(x)f2(y)dx − φ1(x)φ2(y)dy  = 0 называется уравнением 

с разделяющимися переменными.  

Заметим, что в уравнениях с разделяющимися переменными коэффици-

енты при dx и dy разлагаются на множители, зависящие от одной переменной.  

Исключим из рассмотрения точки, в которых φ1(х)=0 и f2(у)=0.  

Разделим обе части уравнения на f2(y) 1ϕ (x)≠0, получим  уравнения 

   
( )
( )

( )
( ) dy
уf

у
dx

x

xf

2

2

1

1 ϕ
ϕ

=  ,       

в котором переменные разделены. Общее решение этого уравнения нахо-

дится почленным интегрированием 
( )
( )

( )
( )∫ ∫= dy
xf

x
dx

x

xf

2

2

1

1 ϕ
ϕ    

Пример 1. Найти общее решение уравнения у(1-х
2
)dy-x(1-у

2
)dx=0. 

Решение. Разделив обе части уравнения на произведение                   

(1-х
2
)⋅(1-у

2
)≠0    имеем        22 11 x

xdx

y

уdy

−
=

− . 

Интегрируя, находим   C
x

xdx

y

ydy
ln

11 22
+

−
=

− ∫∫    или 

ln|1-y
2
|=ln|1-x

2
|+lnC.  

 Тогда )1(1 22 хСу −=− − общее решение исходного уравнения. 

 

Задачи для самостоятельной работы. 
 

Проинтегрировать дифференциальные уравнения. 

1. 2−=′ yxy ;                               2. 4+=′ xyy ; 

3. 01 2 =−− dyxdx ;                    4. ( ) 013 2 =+− dxydyx ;                   

5. 
x

y
y

l
=′ ,  ( ) 01 =y ;                        6. yyx 2=′ ,  ( ) 01 =y ; 
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7. 
2

3
x

yy =′  , ( ) 24 =y ;                  8. 
x

y
yx =′  , ( ) 11 =y . 

 
 
 

11. 3. Однородные уравнения первого порядка 

 

Уравнение первого порядка P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 или y'=f(x,y) называ-

ется однородным, если P(x,y) и Q(x,y)- однородные функции одной степени 

однородности или f(x,y)- однородная функция нулевой степени однородности. 

Функция Р(х,у) называется однородной степени k, если Р(λх,λу)=λ
k⋅Р(х,у). 

 Однородное уравнение может быть приведено к  виду  у'=φ( 
х

у
 ).  

Решения однородного уравнения сводится к решению уравнению с раз-

деляющими переменными подстановкой  

.,, uxuyuxyu
х

у
+′=′==  

Пример1. Найти общее решение уравнения (x+y)dx+(x - y)dy=0.  

 

Решение. Преобразуем уравнение к виду  

xy

xy

dx

dy

−
+

=        или 
1

1

−

+
=′

х

у
х

у

у
.   Обозначим ,u

х

у
= тогда  

 у=ux, и   uxuу +′=′ .  

Отсюда  1

1

−
+

=+′
u

u
uxu       или   

( )
0

21

1
2

=+
−+

−
x

dx

uu

duu
. 

 

Интегрируя по членно, получим: 
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( )
=+

−=
−

∫ ∫ x

dx

21

1
2uu

duu
  

2

1
 ln|2+2u-u

2
|+ln|x|=ln|C|, 

 x2(1 + 2u - u2) = C1, где u = х

у

, то     x2(1 + 2
х

у
 − 

2









х

у ) = C. 

 

 

Задачи для самостоятельной работы. 

 

Проинтегрировать следующие дифференциальные уравнения. 

 

         1.  
x

y
y x

y

+=′
−
l ;                                      2. 

xy

xy
y

+
−

=′ ; 

          3. yyxyx ++=′ 22
;                             4. 2

2

xxy

y
y

−
=′

; 

        5. y

x

x

y
y +=′

 , ( ) 01 =y .                          6. 
y

x

y

х
ух +=′

sin
. 

 

7. 4. Линейные дифференциальные уравнения первого порядка. 

 

 Уравнение вида у'+Р(х)у = Q(x), где P(x) и Q(x)- непрерывные 

функции аргумента х , называется линейным уравнением первого порядка.  

 Посредством замены функции у произведением двух вспомогатель-

ных функций  у=U⋅V, VUVUу ′+′=′   линейное уравнение сводится к двум 

уравнениям с разделяющимися переменными относительно каждой из вспомо-

гательных функций. 

 Пример1.   Решить уравнение y'+y⋅sinx = 2xecosx.  

 Решение.  Пусть y = U⋅V, тогда y' = VUVU ′+′ . Подставив значение 

у и у' в уравнение, получим: 

   VUVU ′+′ +U⋅V⋅sinx = 2xe
cosx,  
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V⋅U' + U⋅(V'  + V⋅sinx)=2xe
cosx

.  

 В силу того, что одна из функций U(x) или V(x)  может быть выбрана совер-

шенно произвольно (лишь произведение U⋅V должно удовлетворять исходному 

уравнению), функцию V(x)  определим как частное решение уравнения:  

 

V'+V⋅sinx = 0,             (1)  тогда второе уравнение 

             
xxeVU cos2=′         (2). 

Каждое из уравнений системы есть уравнения с разделяющимися пере-

менными.  

Проинтегрировав первое уравнение и взяв частное решение при С=0, 

получим  ln|V|=cosx,  V=ecosx  подставим его в уравнение (2).  Получим   

еcosx⋅U' = 2xecosх
. Сократив на  ,0≠соsxе   получим  .2x

dx

dU
=  Решая его как 

уравнение с разделяющимися переменными, имеем U=x
2
+

 
C. Следовательно, 

общее решение y=U⋅V  уравнения имеет вид:  y=ecosx⋅(x2+C). 

Задачи для самостоятельной работы. 

1.  у ' –
х

у
 =2х;             2. у' + 2ху = 2хе-х 2

; 

             3.  ;              4.    

             5.  ;            6.  xytgxy 2sin=+′ . 

 

         
 Домашнее задание 

 
Решить дифференциальные уравнения 
 

 

    1.    ;                       2. ( )1+=′ xyy ,  ( ) 11 =y ; 

    3.    ;                                     4.   ; 

2 
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               5. .;                                                6. 
x

y
y

l
=′ ,  ( ) 01 =y ;                       

           7. (x2 + y2)dx - xydy=0;                 8. 2

2

x

yxy
y

−
=′ ;

 

           9. 3

23

xx

y
y =+′  ;                                             10. xxyy x sinsin cos−=−′ l ; 

               11.  y' − 
х

у2
 = х , если у(1)=5. 

 
 

8. 5.  Уравнения высших порядков, допускающие 

понижение  порядка. 

 

а) Уравнение вида y(n)
=f(x) решается последовательным интегрировани-

ем обеих частей уравнения n раз. Общий интеграл уравнения содержит n про-

извольных постоянных.  

Пример 1. Для данного дифференциального уравнения y''=4sin2x 

найти частное решение, удовлетворяющее начальным условиям у(0)=0, 

у'(0)=0.  

Решение. Дважды интегрируя уравнение y''=4sin2x, получим 

∫ +−==′ 12cos22sin4 Cxxdxу  

∫ ++−=+−= 211 2sin)2(cos2 СхСxdxСxy  

y= -sin2x+C1x+C2   - общий интеграл уравнения. 

 Подставляя последовательно в полученное общее решение началь-

ные условия, определим С1 и С2: 

0= -2cos0+C1, C1=2,      0= -sin0+C2, C2=0; 

y= -sin2x+2x – искомое частное решение. 
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б) Уравнение 2-го порядка F(x,y',y'')=0, не содержащее явно функ-

цию у, преобразуется в уравнение 1-го порядка посредством подстановки у'=р, 

у''=р, где р = р(х)−функция от х. 

 

 

Пример2. Решить уравнение (х-3)у''+у'=0. 

Решение. Данное уравнение 2-го порядка не содержит явно переменную 

у. Полагая у'=р, получим у''= 
dx

dp
  и после подстановки данное уравнение пре-

образуется в уравнение 1-го порядка. 

   (х-3)⋅ 
dx

dp
  + р=0. 

Разделяя переменные и интегрируя, найдем: 

  0
3
=

−
+ ∫∫ x

dx

p

dp
,  ln|p|+ln|x-3|=lnC, 

|p(x-3)|=C, p(x-3)=±C,  p(x-3)=C1, где С1=±С. 

Заменяя вспомогательную функцию р = 
dx

dy
, получим уравнение 

 (х-3) 
dx

dy
  =С1 , решая которое найдем искомый интеграл: 

  ∫ ∫ −
=

3
1

x

dxC
dy  ,       y= C1ln|x-3|+C2. 

в). Уравнение 2-го порядка F(y,y',y'')=0, не содержащее явно аргумент х, 

преобразуется в уравнение 1-го порядка посредством подстановки у' = р, у'' = 

р
dy

dp
, где р = р(у).      

 Пример 3.  Решить уравнение 2(у')
2
=(у-1)у''. 
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Решение. Полагая в этом уравнении у'=р,   у''=р
dy

dp
, получим        

дифференциальное уравнение первого порядка: 

2p
2
=(y-1)р 

dy

dp
 ;         ∫∫ =

− p

dp

y

dy

1
2 ; 

 

2ln|y-1|+ lnC1= ln|p|;    ln|y-1|
2
C1= ln|p|; p=(y-1)

2
C1. 

 

Так как   р = 
dy

dp
, то ( ) .1 1

2
Cy

dx

dy
−=  

Откуда         ( )
dxC

y

dy
∫ ∫=−

121
, 211

1
CxC

y
+=

−
− . 

 

Задачи для самостоятельной работы 

Найти общие и частные (там, где даны начальные условия) решения 

дифференциальных уравнений. 

1. y'''=6x+1;    2. у ′′′ =4cos2x, если у(0)=0,  у'(0)=0; ( ) 10 =′′у ; 

          3. уух ′=′′ ;     4. 0=+′′
х

у
у ;   5.   ( )2

ууу ′=′′ .   

Домашнее задание  

 

 Решить дифференциальные  уравнения. 

1.  y'' = 4
хе2

 , если у(0)=2, у'(0)=1; 

2. 
3хху +=′′′ ;    3. уху ′=′′ 2

    4. 1+
′

=′′
х

у
у . 

 

8. 6. Линейные однородные уравнения высших порядков 

с постоянными коэффициентами. 
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Линейным однородным уравнением n-го порядка с постоянными коэф-

фициентами называется уравнение вида 

  y
(n)

+a1 y
(n-1)

+a2 y
(n-2)

+…+an-1 y'+an y=0   (1)  

Общее решение линейного однородного уравнения n-го порядка (1) имеет 

вид у=С1 у1(х)+С2 у2(х)+…+Сn уn(х),                          (2)    

где у1(х), у2(х), …,уn(х) – линейно независимые частные решения этого 

уравнения.  

Для нахождения общего решения уравнения  составляют характеристиче-

ское уравнение 

  kn + a1k
n-1 + a2k

n-2 +…+ an-1k + an = 0.  (3) 

В зависимости от  корней характеристического уравнения (3) возможны 

случаи: 

а) Если все корни характеристического уравнения k1, k2, … ,kn – действи-

тельные и различные, то общее решение имеет вид: 

  у=С1е
k1x

 + C2e
k2x

 + …+Cne
knx

 .  
 
б) Если среди корней характеристического уравнения k1, k2,…, kn имеются 

кратные (k1=k2=…=kn=k), а остальные различные, то общее решение (2) примет 
вид   

 y=e
kx

(C1+C2x+C3x
2
+…+Cmx

m-1
)+Cm+1e

km+1⋅x
+…+Cne

km-n⋅x
 

   
 где m- кратность корня. 
в) Если среди корней характеристического уравнения имеется пара ком-

плексных корней k1,2 = α ± βi, то  общее решение  примет вид   
 
  у= eαx

(C1cosβx+C2sinβx).    
 
Пример1. Найти общее решение дифференциального уравнения  
   
  2у''+5у'+2у=0. 

Решение. Составим характеристическое уравнение 
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2k
2
+5k+2=0. 

Корни его действительные и различные  k1=-2, k2= 
2

1
 , поэтому  

y1=e
-2x

; y2=
2

х

е – частные решения. 

        Тогда     y=C1e
-2x

 + C2e
-1/2

  – общее решение уравнения. 

Пример 2. Найти частное решение дифференциального уравнения    

у''' - 3у'' + 3у' -  у = 0, удовлетворяющего условиям 

у|x=0=1, y'|x=0=2 , y''|x=0=4. 

Решение.  Составим характеристическое уравнение  

  k
3 
- 3k

2 
+ 3k – 1 = 0  

Найдем его корни k1=k2=k3=1−они действительные и равные, поэтому 

частные решения имеют вид  у1=е
х
, у2=хе

х
, у3=х

2
е

х
, а у=е

х
(С1+С2х+С3х

2
) – 

общее решение. 

Для определения частного решения в равенства подставим начальные условия 

  у=е
х
(С1+С2х+С3х

2
); 

  у'=е
х
(С1+С2х+С3х

2
+С2+2С3х); 

  у''=е
х
(С1+С2х+С3х

2
+2С2+4С3х+2С3). 

 Получим систему трех уравнений с тремя неизвестными:  

 

  1=С1, 

  2=С1+С2, 

  4=С1+2С2+2С3, 

из которой определяем   С1=1, С2=1, С3=0,5.  

 Следовательно, у=ех(1+х+ )
2

2х
 – искомое частное решение.  

Пример 3. Найти общее решение дифференциального уравнения 

у''+6у'+13у=0. 
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Решение. Корни характеристического уравнения k
2
+6k+13=0 

комплексные сопряженные k1,2= -3± 2i. Согласно правилу  запишем общее 

решение данного уравнения 

    

у=е
-3х

(С1cos2x+C2sin2x). 

 

 

Задачи для самостоятельной работы 

1. Найти общее решение дифференциального уравнении 

1. 2y''+ y ' –y = 0 ;                         2 .   y''- 9y = 0; 

3. y'' + 4y' = 0 ;                             4.  02 =′−′′+′′′ ууу ; 

5. y'' – 4y' + 4y = 0;                       6. 02 =′′+′′′− yyу iv
;                             

7. y'V 
– у ′′′ = 0;                                8. y''-4y'+13y=0; 

9. у ′′4 –8y' + 5y = 0;                     10.  y'V
 
–16 = 0;                                                                                                

11. y'' + y = 0;                               12. 02 =′′−′′′ уу .  

2. Найти частное  решение дифференциального уравнения. 

1)  y'' – 4y' + 3y = 0 , при у(0)=6, у'(0)=10; 

                2)  у'' +4у' + 29у = 0 , при у(0)=0, у'(0)=15. 

 
Домашнее задание 

 
1. Найти общее решение дифференциального уравнения. 

               1)   ;              2)    ; 

               3)   ;                      4)   096 =′′+′′′− yyу iv
;   

               5)   y'' + 9 у ′ =0  ;                             6)    y'V –16 у ′′′ = 0.                                                                       
2. Найти частное  решение дифференциального уравнения. 

    y'' + 9y = 0 , при    у(0)=6, у'(0)=1.  
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8. 7. Линейные неоднородные уравнения высших  порядков с по-

стоянными коэффициентами. 

 
Линейным неоднородным уравнением называется уравнение первой сте-

пени относительно искомой функции и всех ее производных          

у(n)+ a1 y
(n-1)+…+ an-1 y'+ an y= f(x), где  f(x) непрерывная функ-

ция непрерывная. 

Общее решение такого уравнения у=у*+ у , где  

  у* - общее решение соответствующего однородного уравнения, 

 у - какое-либо частное решение  неоднородного уравнения.  

Частное решения у   можно найти методом подбора в следующих случаях: 

 1. Если f(x)=eαxPn(x), где Pn(x) – многочлен n-ой степени, то 

у =eαx⋅Qn(x)⋅xr 
, где Qn(x) – многочлен той же степени, что и Pn(x), но с не-

определенными коэффициентами, а r показывает, сколько раз число α встреча-

ется среди корней характеристического уравнения. 

2. Если      f(x)=e
αx

[Pn(x)cosβx+Qm(x)sinβx] , то 

у =e
αx

[MS(x)cosβx+NS(х)sinβx]⋅xr
, где MS(x) и NS(x) – многочлены степени 

S=max{n,m}, а  r – кратность корня α + βi характеристического уравнения.  

Пример1. Проинтегрировать уравнение у'' + у'– 2у = cosx–3sinx.  

Решение. Решение уравнения находим виде у = у* + у . Характеристи-

ческое уравнение k2
+k-2=0 имеет действительные различные корни k1=1, k2= 

-2, следовательно, общее решение у* однородного уравнения примет вид:   

у*=С1е
-2х 

+ С2е
х
.  

Функция f(x)=cosx-3sinx  в стандартном виде будет:  

f(x)=e
0x

(cosx-3sinx), здесь α=0, β=1 , α+βi=i. Видим, что 0 i±  не 

является корнем характеристического уравнения, значит r=0. Pn(x)=1, 
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Qm(x)=-3, следовательно, n=m=0, а значит, S=max{n,m}=0. Тогда частное ре-

шение неоднородного уравнения следует искать в виде:  

у = ⋅е0х
(Аcosx + Bsinx) или  у =Acosx + Bsinx. 

 Дважды дифференцируем у (х), получаем:  

у′  =- Asinx + Bcosx ,  у ′′ =- Acosx - Bsinx.  

Подставляя у , у′ , у ′′ в исходное уравнение, группируя слагаемые, 

получим тождество:  

 (B-3A)cosx - (3B+A)sinx = cosx -3sinx.  

Приравняем коэффициенты левой и правой частей при cosx и sinx. По-

лучим систему:       




=+
=−

33

,13

АВ

АВ
  из которой следует А=0, В=1. 

Тогда у =sinх – частное решение неоднородного уравнения. Общее 

решение  исходного уравнения примет вид:  y=sinx+C1e
-2x

+C2
x
.   

Пример 2. Решить дифференциальное уравнение у'''+у''=12х
2
. 

Решение. Характеристическое уравнение k3 
+ k

2 
= 0 имеет корни  

k1= 0, k2=0, k3=-1 Общее решение соответствующего однородного урав-

нения можно записать 

   y*=C1 + C2x + C3e
-x

. 

Запишем f(x)=e
0x⋅12x

2
, откуда α=0, n=2. В данном случае α=0 – 

двуратный корень характеристического уравнения, следовательно, r=2. Част-

ное решение исходного уравнения следует искать в виде: у =х
2
(Ах

2
+Вх+С). 

Трижды дифференцируя у  (х), получаем:  

                    у′  = 4Ax
3
+3Bx

2
+2Cx,  

                   у ′′ = 12Ax
2
+6Bx+2C , 

                 у ′′′ = 24Ax+6B.  

Подставляя найденные производные в исходное уравнение, имеем: 
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       12Ax
2
+x(24A+6B)+6B+2C=12x

2
. 

       Из полученного тождества следует, что 12А=12, 24А+6В=0, 

6В+2С=0, откуда А=1, В=-4, С=12. Тогда у =х
4
-4х

3
+12х

2
 , а  

            у=у*+ у =х
4
–4х

3
+12х

2
+С1+С2х+С3е

-х
 – общее решение 

исходного уравнения.  

Пример3. Решить уравнение у''-2у'+у=sinx+e
-x
. 

Решение.  Корни характеристического уравнения k
2
-2k+1=0  есть 

k1=k2=1. Следовательно, общее решение однородного уравнения имеет вид  

У*=С1е
х
+С2хе

х
. 

Так как f(x) есть сумма функций sinx и e
-x, то частное решение у  бу-

дем искать в виде: у = 21 уу + , где 1у  – частное решение у''-2у'+у=sinx , а    

2у частное решение уравнения y''-2y'+y=e
-x. 

     Рассмотрим уравнение  y''-2y'+y=sinx. Число βi=i не является 

корнем характеристического уравнения, поэтому частное решение 1у  будем 

искать в таком виде: 1у  =Asinx+Bcosx. Подставляя значения 1у ,
′

1у ,
″

1у  в 

исходное  уравнение и сравнивая коэффициенты при sinx и cosx в левой и пра-

вой частях тождества,получим: -2А=0, 2В=-1, отсюда А=0, В=
2

1
−  .  

Следовательно    1у =
2

1
− cosx . 

 Частное решение  2у равнения у''-2у'+у=е
-х

 будем искать в виде:   

2у  =Ае
-х

 . Подставляя в указанное уравнение выражение 2у , 2у′ , 2у ′′ ,  получим 

А= -1, 2у =- е-х
 Таким    образом,       частное      решение      исходного диффе-

ренциального уравнения примет вид: у = 
2

1
− cosx — e

-x
,   а  его   общее реше-

ние : у=С1е
х
+С2хе

х
 

2

1
−  cosx  — e

-
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Задачи для самостоятельной работы. 

Решить уравнения. 

1. у'' + у ' − 2у = 3хе
-х

;               2.  у'' + 4у' + 5у = х
2 
 -1  

3. у'' − 3у' + 2у = 3е х2 ;                4.  у''−2 у′= х 2 -2; 

5. y'' −4y' + 4y = 4е х2 ;                 6. y''+3y' + 2y = sin2x − 2cos2x; 

7. y'' + 2y' + 5y= −
2

17 cos2x;       8. y'' − 4y' + 4y = sin3x.                           

 Найти частное решение уравнения  у'' −2у' + у = sinx + 2cosx, удовлетво-

ряющее начальным  условиям  у(0)=1, у'(0)=0. 

 

 Домашнее задание 

Решить уравнения. 

  1. у''- 5у' + 4у = xе х2  ;                2.  y'' - 2y' + y = 4е
х

 ;  

  3.  у''+2 у′=2х 2 + x;                   4. у'' + у' - 2у = xе х2 ;                  

  5.  у'' + 3у' + 2у = cos3x;          6. y'I + 5y' + 4y = 2sin2х − cos2x. 

        Найти частное решение уравнения:  у'' −4у' +4 у = х
хе , удовлетворяю-

щее начальным условиям  у(0) = 1, у'(0) = 0. 

 

Вариант контрольной работы 

 

Решить уравнения: 

 1) уух +=′ 1 , y(1) = 2 ;            2)  (2х − у)dx+ хdy = 0;  

3) 
432 хуух =−′ ;                      4) xсоsxу +=′′′ 9 ; 

5) 0107 =′′+′′′− yyу iv
;             7)  у'' − 4 у′= х 2 −2x. 

6)  у'' − 2у' + 5у = 0 ,   при у(0) = 0,  у'(0) = 1. 
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Задача. За 30 дней распалось 50% первоначального количества радиоак-

тивного вещества. Через сколько времени останется 1% первоначального коли-

чества, если известно, что количество радиоактивного вещества, распадающе-

гося за единицу времени, пропорционально наличному количеству этого веще-

ства в данный момент. 

8. 8   Вопросы для самоконтроля 

 

1. Дайте определение дифференциального уравнения. Что называется 

порядком дифференциального уравнения? Приведите примеры. 

2. Дайте понятие общего и частного решений дифференциального урав-

нения. 

3. В чем состоит геометрический смысл общего и частного решений 

дифференциального уравнения? 

4. Сформулируйте теорему существования и единственности решения 

дифференциального уравнения первого порядка.  

5. Дайте определение дифференциального уравнения первого порядка с 

разделяющимися  переменными. Изложите метод решения. Приведите приме-

ры. 

6. Дайте определение решения однородного дифференциального уравне-

ния первого порядка. Изложите метод решения. Приведите примеры. 

7. Дайте определение линейного дифференциального уравнения первого 

порядка. Изложите метод решения. Приведите примеры. 

8. Дайте определение уравнения Бернулли. Изложите метод решения. 

Приведите примеры.   

9. Укажите способ решения дифференциального уравнения вида 

у
(n)=f(x). 

10. Укажите способ решения дифференциального уравнения вида  

          F(x,y′,y′′)=0. 

11. Укажите способ решения дифференциального уравнения вида 
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       F(y,y′,y″)=0. 

12. Дайте определение линейных однородных и неоднородных уравнений     

n-го порядка. Запишите их в общем виде. 

13. Докажите теоремы о решениях линейного однородного дифференци-

ального уравнения n-го порядка. 

14. Дайте определение фундаментальной системы решений линейного 

однородного дифференциального уравнения n-го порядка. 

15. Докажите теорему о структуре общего решения линейного однородно-

го дифференциального уравнения. 

16.  Какой вид имеет общее решение линейного однородного дифферен-

циального уравнения второго порядка с постоянными коэффициента-

ми в случае: 

а) различных действительных корней характеристического уравнения; 

б) кратных корней характеристического уравнения; 

в) комплексных корней характеристического уравнения; 

17. Изложите алгоритм решения линейного однородного дифференциаль-

ного уравнения с постоянными коэффициентами. 

18. Сформулируйте и докажите теорему о структуре общего решения ли-

нейного неоднородного дифференциального уравнения. 

19.  Изложите метод подбора частного решения линейного дифференци-

ального уравнения с постоянными коэффициентами и с правой  ча-

стью вида:        

а)  f(x)=P(x)⋅eα×;     

         б) f(x)=P(x)⋅cos β×+Q(x)⋅sin β× ; 

в) f(x)=e
α×

[P(x)⋅cos β×+Q(x)⋅sin β×]. 

 

9. РЯДЫ 

9. 1. Основные определения. Ряды с неотрицательными  членами. 
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 Определение. Сумма членов бесконечной числовой последовательности 

,...,...,, 21 nuuu  называется числовым рядом,    т.е. 

∑
∞

=

=++++
1

21 ......
n

nn uuuu . 

При этом числа ,..., 21 uu  будем называть членами ряда, а 

   un – общим членом ряда. 

 Определение. Суммы ∑
=

=+++=
n

k

knn uuuuS
1

21 ... ,     n = 1, 2, … на-

зываются частными (частичными) суммами ряда. 

 Таким образом, возможно рассматривать последовательности частичных 

сумм ряда S1, S2, …,Sn, …. 

 Определение.    Ряд ∑
∞

=

=++++
1

21 ......
n

nn uuuu  называется сходя-

щимся, если сходится последовательность его частных сумм .                                

 Определение. Если последовательность частных сумм ряда расходится, 

т.е. не имеет предела, или имеет бесконечный предел, то ряд называется расхо-

дящимся и ему не ставят в соответствие никакой суммы. 

  

9. 2. Необходимое  условие сходимости ряда 

 Теорема. Если ряд ∑
∞

=1n

nu сходится, то предел общего член при ∞→n  un  

рав нулю, т. е.  0lim =
∞→ n

n
u  

Однако это условие не является достаточным. Можно говорить только о 

том, что если общий член не стремится к нулю, то ряд  расходится т. е. теорема 

является необходимым услвием сходимости и достаточным условием  для ис-

следования расходимости ряда. 
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 Например, гармонический ряд ∑
∞

=1

1

n n
 является расходящимся, хотя его 

общий член  стремится к нулю при ∞→n . 

 Пример. Исследовать сходимость ряда ...
13

...
8

3

5

2

2

1
+

−
++++

n

n
 

Решение. 
13 −

=
n

n
un −общий член ряда. 

Найдем 0
3

1
1

3

1
lim

13
lim ≠=

−
=

− ∞→∞→

n

n

n

nn
.  Необходимый признак сходимости не вы-

полняется, значит ряд расходится. 

 

9. 3. Достаточные признаки сходимости рядов с положительными 

 членами. 

  

1.  Признак Даламбера. 

 Если существует предел 
l

u

u

n

n

n
=+

∞→

1lim
, то при l < 1 ряд сходится, а 

при l > 1 – расходится. Если l = 1, то на вопрос о сходимости ответить 

нельзя, нужны дополнительные исследования. 

 

 Пример 1.  Исследовать сходимость ряда ∑
∞

=1 2n
n

n
. 

         Решение.  

1
2

1

2

1
1

2

1

2

2)1(
limlim;

2

1
;

2 1
1

11 <=
+

=
+

=
+

=
+

== +∞→

+

∞→++
n

n

n

n

n

u

un
u

n
u

n

n

n
n

n

nnnnn  

Вывод: ряд сходится. 

 Пример 2. Исследовать сходимость ряда ...
!

1
...

!2

1

!1

1
1 +++++

n
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Решение. 

 

10
1

1
lim

)!1(

!
limlim;

)!1(

1
;

!

1 1
1 <=

+
=

+
=

+
==

∞→∞→

+

∞→+
nn

n

u

u

n
u

n
u

nn
n

n

n
nn   

  Вывод: ряд сходится. 

 

 

Задачи для самостоятельной работы. 

Исследовать сходимость рядов помощью признака Даламбера. 

1. ∑
∞

=1 5n
n

n
 ;                        2.  ∑

∞

=1 3

4

n
n

n

n
;                    3. ∑

∞

=1

2

2n
n

n
;      

4.  ∑
∞

=1 5

!

n
n

n
 ;                    5. ( )∑

∞

= +1 !1

3

n

n

n ;              6..   ( )∑
∞

= +1 !12

1

n n
  .      

 

2. Радикальный признак Коши. 

 Если существует предел lun
n

n
=

∞→
lim , то при l<1 ряд сходится, а при 

l>1 ряд расходится.  Если l = 1, то на вопрос о сходимости ответить нель-

зя,  нужны дополнительные исследования. 

 

Пример 1. Исследовать  сходимость ряда ∑
∞

=








+
+

1
2

2

53

12

n

n

n

n
.         

 Решение. 

1
3

2
5

3

1
2

lim
53

12
limlim

2

2

2

2

<=
+

+
=

+
+

=
∞→∞→∞→

n

n

n

n
u

nn

n
n

n .    Вывод: ряд сходится. 



140 

 Пример 2. Исследовать  сходимость   ряда ∑
∞

=






 +

1

1
1

n

n

n
. 

         Решение. 

.1
1

1limlim =





 +=

∞→∞→ n
u

n

n
n

n
 

 Пизнак Коши не дает ответа на вопрос о сходимости ряда. Проверим выполне-

ние необходимого условия  сходимости. Как было сказано выше, если ряд схо-

дится, то общий член ряда стремится к нулю. 

0
1

1limlim ≠=





 +=

∞→∞→
e

n
u

n

n
n

n
, 

таким образом, необходимое условие сходимости не выполняется, значит, ряд 

расходится. 

Задачи для самостоятельной работы. 

Исследовать сходимость рядов  с помощью радикального признака Коши. 

       1. ∑
∞

=








+1 13

2

n

n

n

n
;      2. ∑

∞

=1

3
arcsin

n

n

n
 ;          3.  ∑

∞

=








+
+

1 12

4

5

1

n

n

n n

n
; 

        4. ∑
∞

=








+
+

1 18

35

n

n

n

n
;    5. ( )∑

∞

= +1 1ln

1

n
n n

 ;             6.  ∑
∞

=








+1 1

4

n

n

n

n
. 

 

3. Интегральный признак Коши. 

Пусть дан ряд ∑
∞

=1n

nu , члены которого положительны, не возрастают и 

( )nfun =    Тогда, если несобственный интеграл ∫
∞

1

)( dxxf сходится, то и  ряд 

∑
∞

=1n

nu сходится, если несобственный интеграл ∫
∞

1

)( dxxf расходится, то и   
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ряд ∑
∞

=1n

nu расходится. 

 Ряд ...
1

...
3

1

2

1
1 +++++ ααα n

 сходится при αααα>1 и расходится αααα≤≤≤≤1 т.к. 

соответствующий несобственный интеграл ∫
∞

α
1 x

dx
 сходится при αααα>1 и рас-

ходится αααα≤≤≤≤1. 

 Ряд ∑
∞

=
α

1

1

n n
 называется обобщенным гармоническим рядом. 

Задачи для самостоятельной работы. 

Исследовать сходимость рядов  с помощью интегрального признака. 

1. ∑
∞

=1

1

n n
;               2.  ∑

∞

=1
2

1

n n
;               3. ∑

∞

=1
3

1

n n ;   

4. ∑
∞

= +1 14

1

n n
;           5. ∑

∞

= +1
2 1

1

n n
;             6.  ∑

∞

= +1
2 1n n

n
. 

 

         

4. Признак сравнения рядов 

Теорема. Если для знако положительных рядов ∑
∞

=1n

nU   (1),  ∑
∞

=1n

nV   (2) 

выполняется неравенство nn VU ≤ , то 

 а) если сходится ряд (2), то сходится и ряд (1);  

б) если расходится ряд (1), то расходится и ряд (2). 

         Следствие. . Если для знако положительных рядов ∑
∞

=1n

nU  и  ∑
∞

=1n

nV    

существует конечный предел отношения их общих членов 0,klim ≠=
∞→ n

n

n V

U
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то ряды одновременно сходятся, либо расходятся. 

 

Задачи для самостоятельной работы. 

Исследовать сходимость данных рядов с помощью признака  сравнения.  
 

1. ∑
∞

=1 2
sin

n
n

π
;                       2. ∑

∞

=1 4n n
tg

π
 ;                       3. ∑

∞

= +1
4

2

1n n

n
; 

4. ∑
∞

= ++1
2 14n nn

n
;            5.  ∑

∞

= ++1
23 1

1

n nn
;               6. ∑

∞

= ++1
4

2

14n nn

n
. 

 

Домашнее задание 

 

1. Исследовать сходимость рядов  с помощью признака Даламбера. 

1.   ;       2.     ;        3.     ;          4. . 

 

        2. Исследовать сходимость рядов  с помощью  радикального признака  

        Коши. 

      1.   ∑
∞

=








+1 12n

n

n

n
;                         2. ∑

∞

=








+
+

1 13

4

2

1

n

n

n n

n
. 

 
3. Исследовать сходимость рядов  с помощью интегрального признака. 

 

1. ∑
∞

=1
3

1

n n ;               2.  ∑
∞

= 1
4

1

n n ;       3.  ∑
∞

= +1 23

1

n n . 

 

4. Определить сходимость рядов  с помощью интегрального признака. 

        

           1. ∑
∞

= +1
5

4

4n n

n
;             2.  ∑

∞

= +1
3 1n n

n
;              3. ∑

∞

= ++1
5

2

14n nn

n
. 
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9. 4. Знакопеременные ряды. Знакочередующиеся ряды. 

Функциональные ряды. 

  

1. Знакопеременные ряды. 

 

Знакочередующийся ряд имеет вид: 

...)1(... 1
4321 +−++−+− +

n

n uuuuu ,    где ,...3,2,1,0 => nun  

Признак Лейбница. 

 Если в знакочередующемся ряде 

...)1(... 1
4321 +−++−+− +

n

n uuuuu члены ряда по абсолютной величине 

убывают ...321 >>> uuu  и предел  общего  члена при ∞→n    равен нулю, 

т. е., 0lim =
∞→ n

n
u  то ряд сходится, а его сумма не превосходит первого члена; 

т.е. 1uS ≤ . 

2. Достаточный признак сходимости знакопеременных рядов. 

 

 Рассмотрим некоторый знакопеременный ряд (с членами произвольных 

знаков)              ∑
∞

=

=++++
1

21 ......
n

nn uuuu      (1) 

и ряд, составленный из абсолютных величин членов ряда (1): 

                                  ∑
∞

=

=++++
1

21 ......
n

nn uuuu      (2), 

 Тогда из сходимости ряда (2) следует сходимость ряда (1), а из расходи-

мости ряда   (1) следует расходимость ряда (2). 
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 Определение 1. Ряд ∑
∞

=1n

nu называется абсолютно сходящимся, если схо-

дится ряд. ∑
∞

=1n

nu . 

 Очевидно, что для знакопостоянных рядов понятия сходимости и абсо-

лютной сходимости совпадают. 

 Определение 2. Ряд  ∑
∞

=1n

nu   называется условно сходящимся, если он 

сходится, а  ряд  ∑
∞

=1n

nu , составленный из абсолютных величин его членов рас-

ходится. 

 
Задачи для самостоятельной работы 

 
   1. Пользуясь признаком Лейбница, исследовать на сходимость следующие 

знакочередующиеся ряды. 

 

     1)  ;      2)     ;    3)     
 

2. Найти сумму ряда ( )∑
∞

=

+−
1

1

3

1
1

n
n

n

n
 с точностью 0,001. 

3. Выяснить, какие из следующих рядов сходятся абсолютно. 

1. ( )∑
∞

=

−
1

5

1
1

n

n

n
;               2. ( )∑

∞

=

−
1 !

1
1

n n   ;       3.  ( )∑
∞

=

−
1 3

1
1

n
n . 

 

Домашнее задание 

 
Пользуясь признаком Лейбница, исследовать на сходимость следующие знако-

чередующиеся ряды. 
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1. ( )∑
∞

=

+

−
−

1

1

12

1
1

n

n

n
;               2. ( )∑

∞

=

+−
1

1

2

1
1

n
n

n

;        3. ( )∑
∞

= +
+

−
1 2

14
1

n

n

n

n
 

 

4. Найти сумму ряда ( )
( )∑

∞

=

+

+
−

1

1

13

1
1

n
n

n

n
 с точностью 0,001. 

      

9. 5  Функциональные ряды. 

Ряд вида ( ) ( ) ( )......21 xuxuxu n+++    = ( )∑
∞

=1n

n xu  членами которого являют-

ся последовательность функции от ( )xu x  называется функциональным рядом. 

Значение 0хх = , при котором числовой ряд 

( ) ( ) ( ) ......0201 ++++ xuxuxu n  сходится, называется точкой сходимости 

функциального ряда. Совокупность всех точек сходимости ряда называют об-

ластью сходимости  ряда. 

  

1.  Степенные ряды. Область сходимости степенного ряда. 

 Определение. Степенным рядом называется ряд вида 

∑
∞

=

−=+−++−+−+
0

00
2

02010 )(...)(...)()(
n

n

n

n

n хxaхxaхxaхxaa  (1) 

При 00 =х  ряд имеет вид  

∑
∞

=

=+++++
0

2
210 ......

n

n

n

n

n xaxaxaxaa ,    (2) 

где ...,,...., 121 +nn aааа −коэффиценты степенного ряда. 

Ряд  (2) сходится,если  х ( )RR;−∈ , где =R
1

lim
+

→∞
n

n

n a

а
, при  Rх ±=  сходи-

мость следует  исследовать дополнительно. 
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 Пример. Исследовать на сходимость ряд ......
32

32

+++++
n

xxx
x

n

 

Решение.    Найдем радиус сходимости ряда  

R= 1
1

lim

1

1

1

limlim
1

=
+

=

+

=
∞→∞→

+
∞→ n

n

n

n

а

а

nn
n

n

n ,     R=1. 

Получаем, что этот ряд сходится при 1<x и расходится при 1>x . 

Исследуем  сходимость ряда в  точках x = 1 и  x = –1. 

При х = -1  имеем ...
4

1

3

1

2

1
1 −+−+−  ряд сходится в силу признака  Лейбница. 

При х = 1 имеем  ...
1

...
3

1

2

1
1 +++++

n
 ряд расходится (гармонический ряд). 

Вывод. Ряд сходится при [ )1;1−∈х . 

 

 Задачи для самостоятельной работы. 

Найти область сходимости заданных степенных рядов.  
 

1. ∑
∞

=1 4n
n

n

n

x
;                2.  ∑

∞

=1
2

n

n

n

x
;        3. ( )∑

∞

=

−
1

1
n

n
n

n

x
 

 

4.  ∑
∞

=1

10
n

nn x ;                 5. ∑
∞

=1

!
n

nxn
      6. ∑

∞

=1 !

3

n

nn

n

x
; 

7. 
( )∑

∞

=

−

1 2

3

n
n

n
х

;         8. 

( )∑
∞

=

+

1
2

4

n

n

n

x
;                9.

( )∑
∞

=

−

1

2

n

n

n

x
. 

 

 
Домашнее задание 

  

Найти область сходимости заданных степенных рядов.  
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1.  ;      2.    ;         3.    
( )∑

∞

=

−
1 3

1
n

n

n
n

n

x
 ;      4.  

( )∑
∞

=

−

1 4

1

n
n

n

n

x
. 

2. Формула Тейлора. 

 

  Пусть функция f(x) имеет в точке х = а и некоторой ее окрестности про-

изводные порядка до (n+1) включительно,  

 х− любое значение аргумента из этой окрестности, но х ≠ а. 

Тогда между точками х и а найдется такая точка ε, что справедлива формула: 

1
)1()(

2 )(
)!1(

)(
)(

!

)(
...)(

!2

)(
)(

!1

)(
)()( +

+

−
+

+−++−
′′

+−
′

+= n
n

n
n

ax
n

f
ax

n

af
ax

af
ax

af
afxf

ε
 

Эта формула  называется формулой Тейлора, а выражение: 

)()(
)!1(

)(
1

1
)1(

xRax
n

f
n

n
n

+
+

+

=−
+

ε
  − остаточный член ряда в форме Лагранжа. 

  При а = 0 получим  равенство  

)(
!

)0(
...

!2

)0(

!1

)0(
)0()(

)(
2 xRx

n

f
x

f
x

f
fxf n

n
n

+++
′′

+
′

+=  

                         10;
)!1(

)(
)( 1

)1(

<<
+

= +
+

θθ n
n

n x
n

xf
xR . 

. называемое  формулой Маклорена состаточным членом в форме Лагранжа 

Имеют место равенства; 

      1. ,...
!

...
!3!21

1
32

++++++=
n

xxxx
e

n
x

. 

     ....
)!12(

)1(...
!5!3

sin.2
12

1
53

+
−

−+−+−=
−

+

n

xxx
xx

n
n

  , 

 ....
)!2(

)1(...
!4!2

1cos.3
242

n

xxx
x

n
n−+−+−=   , 

      4.  ...
12

)1(...
53

1253

+
+

−+−+−=
+

n

xxx
xarctgx

n
n

, 
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      5. ....
)1(

...
32

)1ln(
132

+
−

+−+−=+
−

n
n

x
n

xx
xx , 

      

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )
....

!

1...21

...
!3

21

!2

1
11.6 32

+
+−−−

+

+
−−

+
−

++=+

n

m

x
n

nmmmm

x
mmm

x
mm

mxх

 

Пример. Вычислить значение sin200 с точностью 0,01. 

Решение.Предварительно переведем угол 200 в радианы   

200 = 
0

0

180

20 π =π/9=0,348154. 

Применим разложение  функции sinx в ряд Тейлора, ограничившись тре-

мя первыми членами: 

341854,0000043,0007078,0348889,0
9!5

1

9!3

1

99
sin20sin

53
0 =+−=






+






−≅=

ππππ
 

без потери в точности ограничиться первым членом разложения, т.е. 

34,020sin 0 = .  

Задачи для самостоятельной работы 

Пример. Вычислить определенный интеграл, используя разложения в ряд  

подынтегральной функции с точностью 0,001     

1.    ∫
3

1

0

2sin dxx
;     2.  ∫

−
2

1

0

2

dxx
l

;         3.   ∫
+

1

0
3 21 x

dx
;          4. ∫

+

2

1

0
41 x

dx
  . 

 

Вопросы для самоконтроля 

 

1.  Понятие числового ряда. Определение сходимости ряда  

2.  Примеры простейших числовых рядов. 

3.  Необходимое условие сходимости ряда.  

4.   Признак сравнения рядов. 

5.  Признак Даламбера. 

6.   Признак Коши. 
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7.   Интегральный признак сходимости. 

8.   Знакопеременные ряды. Признак Лейбница.            

9.   Сходимость функциональных рядов. 

10.    Степенные ряды. Сходимость степенных рядов. 

11.    Радиус (интервал) сходимости степенного ряда. 

          12.   Ряд Тейлора.                     

          13.    Ряд Маклорена. 

             14.   Разложения функций в ряды Маклорена;  

                 ( ) ( )m
х

xуxу

arctgxуxуxуеу

+=+=

====

1,1ln

,,cos,sin,
  

            15.  Основные задачи теории  рядов. 

Тест 
1.Общее решение дифференциального уравнения  имеет вид…  

    1)           2)        3)        4)  

2.Общее решение дифференциального уравнения  имеет вид…  

    1)           2)        3)        4)  

3.Общее решение дифференциального уравнения  имеет вид…  

    1)       2)    

    3)        4)  

4.Общее решение дифференциального уравнения  имеет 

вид…  

      1)           2)         

      3)           4)  

5.Общее решение дифференциального уравнения  имеет 

вид…  

      1)           2)        

      3)       4)  
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6.Общее решение дифференциального уравнения  имеет 

вид…  

1)           2)         

3)                           4)  

7. Если ,...,...,, 21 nUUU  - числовая последовательность, то  выражения 

∑∑∑
=

∞

= ∞→=

n

k

n

k n
n

n

k

n UUU
111

lim,,  называеются соответственно: 

1) рядом, суммой ряда, частичной суммой; 

2) суммой ряда, частичной суммой, рядом; 

3) частичной суммой ряда, суммой ряда, рядом; 

4) частичной суммой ряда, рядом, суммой ряда. 

8. Необходимым условием сходимости ряда ∑
∞

=1k

nU  является: 

1) 0
1

lim =∑
=∞→

n

k

n
n

U ; 2) 0lim =
∞→

n

n

U ; 3) constCU n
n

==
∞→

lim ;  4) 0
1

lim =
∞→ nn U

. 

9. Если для рядов с положительными числами ∑
∞

=1k

kU  и ∑
∞

=1k

kV  выполняется 

kk VU ≤ , то:  1) из сходимости ряда ∑
∞

=1k

kU  следует сходимость ∑
∞

=1k

kV ; 

              2) из расходимости ряда ∑
∞

=1k

kU  следует расходимость ∑
∞

=1k

kV ; 

               3) из сходимости ряда ∑
∞

=1k

kU следует сходимость ∑
∞

=1k

kV . 

10. Признак Даламбера сходимости числового ряда ∑
∞

=1k

kP  с положительными 

членами kP  заключается в том, что: 

 1) ,1lim q
P

P

k

k

k

=+

∞→

 1<q  - ряд расходится, 1>q - ряд сходится; 

 2) ,lim qPk
k

k

=
∞→

 1<q  - ряд расходится, 1>q - ряд сходится; 
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 3) ,1lim q
P

P

k

k

k

=+

∞→

 1>q  - ряд расходится, 1<q - ряд сходится; 

 4) ,1lim
k

k

k P

P +

∞→

  1>q - ряд расходится, 1<q - ряд сходится. 

11. Признак Коши сходимости числового ряда ∑
∞

=1k

kP с положительными членами 

kP  заключается в том, что: 

 1) ,1lim q
P

P

k

k

k

=+

∞→

 1<q  - ряд расходится, 1>q - ряд сходится; 

 2) ,lim qPk
k

k

=
∞→

 1>q  - ряд расходится, 1<q - ряд сходится; 

 3) ,1lim q
P

P

k

k

k

=+

∞→

 1>q  - ряд расходится, 1<q - ряд сходится; 

 4) ,lim qPk
k

k

=
∞→

1<q  - ряд расходится, 1>q - ряд сходится. 

12. Интегральный признак Коши сходимости числового ряда ∑
∞

=mk

kP  с невозрас-

тающими членами заключается в том, что: 

 1) если ( )∫
∞

∞−

dxxP  сходится, то ряд сходится; 

 2) если ( )∫
∞

m

dxxP  расходится, то ряд сходится; 

 3) если ( )∫
∞

m

dxxP  сходится, то ряд расходится; 

 4) если 
( )
( )∫

∞
+

m

k dx
xP

xP 1  сходится, то ряд сходится. 

13. Ряд ∑ kU  называется абсолютно сходящимся, если: 

 1) ряд ∑
∞

=1k

kU  сходится;     2) ряд ∑
∞

=

+

1

1

k k

k

U

U
 сходится; 

 3) ряд ∑
∞

=1k

k
kU  сходится;   4) ряд ∑

∞

=1k

kU  сходится. 

14. Знакочередующийся ряд ( ) ...1... 1
4321 +−++−+− +

n

n
UUUUU  ( )0>iU  сходится 

(признак Лейбница), если: 
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 1) ......321 <<<<< nUUUU   и  0lim =
∞→

n
n

U ; 

 2) ......321 >>>>> nUUUU  и 0lim =
∞→

n
n

U ; 

 3) ......321 >>>>> nUUUU  и 01lim =+

∞→ n

n

n U

U
; 

 4) ......321 >>>>> nUUUU  и 0lim =
∞→

n
n

n

U . 

15. Функция xe  разлагается в ряд Маклорена вида: 

 1) ...
!6!4!2

1
642

+−+−
xxx

;   2) ...
!7!5!3

753

+−+−
xxx

x ; 

 3) ...
!3!2!1

1
32

++++
xxx

;   4) ...
432

432

+−+−
xxx

x . 

16. Порядком дифференциального уравнения называется: 

1) наивысшая степень одной из производных уравнения; 

2) наивысший порядок производных уравнения; 

3) сумма всех порядков производных, входящих в уравнение.  

17. Общим решением дифференциального уравнения ( ) 0,, =′yyxF  называется: 

     1) ( ) 0,, =Φ cyx ;  2) ( )yxfy ,=′ ;   3) ( )xy ϕ= ;      4) ( )cxy ,ϕ= . 

18. Однородное дифференциальное уравнение I-го порядка решается подста-

новкой: 

      1) VUy ⋅= ; 2)
U

x
y = ;              3)

V

U
y = ;  4) xUy ⋅= . 

19. Дифференциальное уравнение I-го порядка называется линейным, если: 

     1) ( ) ( )xQyxP
dx

dy
=⋅+ ;         2) ( ) ( )xQxP

dx

dy
=+ ;        3) ( ) ( )xQxxP

dx

dy
=⋅+ . 

20. Линейное уравнение первого порядка решается подстановкой:  

     1) 
V

U
y = ;              2) 

U

x
y = ;       3) Uxy ⋅= ;         4) VUy ⋅= . 

21. Однородное линейное уравнение с постоянными коэффициентами 

021 =+′+′′ yayay  имеет характеристическое уравнение вида: 

      1) 021
2 =++ yakak ;  2) 021 =+′+′′ kakak ; 
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     3) 021
2 =++ akay ;           4) 021

2 =++ akak . 

22. Характеристическое уравнение дифференциального уравнения 

021 =+′+′′ yayay  имеет два различных действительных корня 1k  и 2k . Тогда 

общее решение этого уравнения будет: 

       1) y=
xkxk

eCeC 21
21 + ;       2) xkCxkCy 2211 sincos += ; 

       3)y= 
xkxk

ee 21 + ;                 4)  y=
xkxk

eCeC 21
21 ⋅ . 

23. Характеристическое уравнение дифференциального уравнения 

021 =+′+′′ yayay  имеет комплексные корни βα ik +=1  и βα ik −=1 . 

Тогда общее решение дифференциального уравнения будет: 

    1) ( )xCxCe x ααβ sincos 21 + ;                2) xCxC αβ sincos 21 + ; 

     3) ( )xCxCe x ββα sincos 21 + ;                4) 
xx eCeC βα

21 + . 

24. Характеристическое уравнение дифференциального уравнения 

021 =+′+′′ yayay  имеет два одинаковых 21 kk = . Тогда общее решение диффе-

ренциального уравнения будет: 

     1) y=
xkxk

eCeC 21
21 + ;                     2) y= xkCxkC 1211 sincos + ; 

     2) y= ( )xkCxkCe
xk

2221 sincos1 + ;         4) y=
xkxk

exCeC 11
21 ⋅⋅+ . 

25. Если 1y  и 2y  - два линейно независимых решения дифференциального 

уравнения 021 =+′+′′ yayay , то общее решение этого уравнения будет:  

1) y= 2211 yCyC + ;  2) y= 21 yy + ; 3)y= 
22

11
yC

yC
;  4) y=

xyxy
eCeC 21

21 + . 

 

Зачетный тест. 

1. 

Определитель  равен…  1) -1;   2) 1;      3) 5;    4) -5 
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2. Если        и , то матрица  имеет вид…. 

1) ;   2) ;      3) ;    4) . 

3. Для матриц   и  и транспонированных к ним опре-

делены произведения … 

     1) ;  2) ;      3) ;    4) ;    5) . 

4. Система линейных уравнений  решается по правилу Крамера. 

Установите соответствие между определителями системы 

21
)3,)2,)1 хх ∆∆∆ и их значениями.        1) -2;   2) 2;      3) 6;    4) 14. 

5. Даны точки ,  и . Установите соответствие между 

отрезком и его длиной   1. ,   2. ,    3. . 

      1) 14;   2) 6;      3) 10;    4) 8.   5) 12. 

6. Даны графики прямых 

 

Укажите правильное соответствие меж-

ду прямыми   1. f,  2. g,  3. h,   4. u. 

и значениями их угловых коэффициен-

тов 

       1) 0;   2)-3;      3) 3;    4) 
3

1
. 

7. Если уравнение гиперболы имеет вид 

, то длина ее действительной полуоси равна… 

   1) 3;   2) 9;      3) 16;    4) 4. 
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8. Плоскость, проходящая через начало координат параллельно плоскости 

, имеет уравнение … 

      1)  ;         2) ;      

       3) ;       4) . 

9. Пусть . Тогда сложная функция  нечетна, если функция 

 задается формулами 

     1)  ;   2)  ;      3)  ;    4)   . 

10.  Выберите верную последовательность значений пределов 

        

    1) 0;   2) 2;      3) 5;    4) ∞ . 

11. Материальная точка движется по закону . Тогда ее ускорение в мо-

мент времени  равно… 

    1) 0;   2) 4;      3) -4;    4) 8. 

12. Производная функции  равна… 

      1)  ;   2)  ;      3)  ;    4) . 

13. Первообразными функции  являются … 

    1) ;      2)  ;  3)   ; 4) . 

13. Несобственный интеграл  равен … 

    1)  ;   2)  ;      3)   ;    4) 1. 

14. Укажите сходящиеся числовые ряды… 

      1)  ;   2)   ;      3)  ;    4)    . 

15. Дополнить 

Если последовательность ….., то она ….. 
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    1) монотонна; сходится ;     2) монотонна и ограничена; сходится  ;       

    3) сходится; ограничена ;    4) ограничена; сходится. 

16. Радиус сходимости степенного ряда  равен 10. Тогда интервал схо-

димости имеет вид… 

     1) (0; 10);   2) (– 10; 0) ;      3) (– 10; 10) ;    4) (– 5; 5). 

17. Первый отличный от нуля коэффициент разложения функции  в 

ряд Тейлора по степеням  равен … 

    1) 2;   2) -1;      3) -2;    4) 1. 

18. Порядок дифференциального уравнения  можно понизить 

заменой …   

       1) ;   2)  ;      3) ;    4) . 

20 Решением уравнения первого порядка  является функция … 

    1)  ;   2)  ;       

    3) ;    4) . 

22. Общее решение дифференциального уравнения  имеет вид  … 

1)  ;   2)  ;      

3) ;                              4) . 

23. Функция  является общим решением линейного однород-

ного дифференциального уравнения. Тогда его характеристическое уравнение 

имеет вид … 

   1)  ;   2)  ;   3)    ;  4)  . 

24. Дана функция полезности . Тогда кривая безразличия задается 

уравнением… 
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    1) ;   2)  ;      3) ;    4)   . 

25. Даны функции спроса  и предложения , где р – цена то-

вара. Тогда равновесная цена равна… 

     1) 3,5;   2) 4,5;      3) 2,25;    4) 1. 

26. Неоклассическая мультипликативная производственная функция переменных 

K и L может иметь вид … 

    1) ;        2)    ;   

     3) ;               4)  . 

27. Мультипликативная производственная функция имеет вид , 

где K – капитал, L – труд. Тогда увеличение объема капитала на 1% приведет к 

увеличению валового выпуска на … 

   1) 0,4%;   2) 0,5%;      3) 0,3%;    4) 0,9%. 

28.     Точками разрыва функции  являются точки … 

              1) 0;   2) 1;    3) -1;  4) -3. 

29. Функция полезности потребителя имеет вид . Цена на благо равна 

5, на благо  равна 10, доход потребителя равен 200. Тогда оптималь- 

ный набор благ потребителя имеет вид… 

        1)  (40, 0);   2)(8,16) ;    3) (20,10);  4) (20,20). 

 

30. Комплексное число  можно представить в виде … 

 

1)    ;   2)    ;    3)   ;  4)   . 
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