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ВВЕДЕНИЕ 

 

Цель данного практикума – познакомить студентов математиков с осно-

вами теории малого параметра Ляпунова-Пуанкаре, которая лежит в основе це-

лого ряда методов в астрономии, теории колебаний и т. д. Эта теория дает ме-

тод отыскания периодических решений квазилинейных уравнений, кроме того, 

эта теория дает понимание того, как должны строиться методы исследования 

новых задач.  

Асимптотические методы позволяют отыскивать приближенные решения 

дифференциальных уравнений (или систем), близких к таким уравнениям (или 

системам), решения которых известны. В прикладных задачах часто бывает, 

что на течение рассматриваемого физического процесса влияют как основные 

факторы, определяющие ход процесса, так и факторы, оказывающие меньшее 

влияние и меньшие количественные характеристики процесса. При учете толь-

ко основных факторов можно получить точное решение системы уравнений, а 

при учете всех известных факторов система становится сложной и не решается. 

В таких случаях асимптотические методы часто позволяют найти решения с 

нужной точностью. 

В данном издании рассмотрены следующие разделы асимптотических 

методов в теории дифференциальных уравнений: дифференцируемость реше-

ний по параметру, асимптотические методы решения обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений, отыскание периодических решений, оценка погреш-

ности приближенного решения. Вначале приводятся теоретические сведения по 

рассматриваемой теме, затем подробное решение задач. В конце пособия даны 

задачи для самостоятельного решения. 

Практикум состоит из введения, шести параграфов, разделенных на 

пункты, заданий для самостоятельной работы, списка литературы и 

содержания. В месте окончания доказательства основных положений ставится 

знак ■. Начало и конец решения примеров обозначаются знаками ◄ и ► 

соответственно. Нумерация формул, теорем, примеров сквозная в пределах 

одного параграфа и состоит из двух чисел, первое – номер параграфа, второе – 

порядковый номер формулы, теоремы, примера в данном параграфе. 
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§ 1 ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ РЕШЕНИЙ ПО ПАРАМЕТРУ  

 

1.1 Об отыскании производных по параметру 

Рассматривается система уравнений с параметром µ  

),,( µxtf
dt

dx
= , )()( 0 µatx = ; 

),...,( 1 nxxx = , ),...,( 1 nfff = . (1.1) 

При каждом µ  система имеет решение. Оно зависит не только от t , но и от вы-

бранного значения параметра µ , поэтому обозначается ),( µtx . 

Теорема 1.1. Пусть при Dt ∈),( µ , M∈µ , ( D – область в 1+nR , M – ин-

тервал в 1R ) все функции if , 
j

i

x

f

∂

∂
, 
µ∂
∂ if , )(µa′  непрерывны. Пусть при всех 

M∈µ  на отрезке ],[ 210 ttt ∈  решение ),( µtx  задачи (1.1) существует и прохо-

дит в области D . Тогда это решение имеет производные 
µ∂
∂ ix

, непрерывные по 

),( µt . Функции 
µ∂
∂

= i
i

x
u   ( ni ,...,1= ) удовлетворяют системе уравнений в ва-

риациях 

µ∂
∂

+
∂

∂
= ∑

=

i
j

n

j j

ii f
u

x

f

dt

du

1
, )()( 0 µii atu ′= , ( ni ,...,1= ). (1.2) 

В (1.2) производные от if  зависят от аргументов t , ),(1 µtx , …, ),( µtxn , 

µ , где ),( µtxi  – координаты решения ),( µtx  при том значении µ , при котором 

разыскивается 
µ∂
∂x

. 

Если решение ),( µtx  известно хотя бы при одном  значении µ , то систе-

ма (1.2) позволяет найти 
µ∂
∂x

 при этом µ . Систему (1.2) можно не запоминать, 
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она получается посредством дифференцирования обеих частей системы (1.1) по 

µ ; при этом считаем, что ),( µtxx = , и 
µ∂
∂ ix

 обозначаем iu . 

Доказательство теоремы. Зафиксируем M∈µ . Имеем 

µµµ µµ −
−

=
∂
∂

→ ~

~
lim
~

xxx
, (1.3) 

где )~,(~ µtxx =  – решение задачи (1.1), но с µ~  вместо µ , то есть 

)~,~,(
~

µxtf
dt

xd
= , )~()(~

0 µatx = . (1.4) 

Обозначим дробь в (1.3) через ),( µtv . Идея доказательства теоремы. Со-

ставляем дифференциальное уравнение для ),( µtv  при µµ ≠~ . Его правая часть 

при µµ →~  стремится к правой части уравнения (1.2). Поэтому и решение 

)~,( µtv  при µµ →~ , то есть дробь в (1.3), стремится к решению уравнения (1.2). 

Значит, предел в (1.4), то есть 
µ∂
∂x

, существует и удовлетворяет уравнению 

(1.2). 

Из уравнений (1.4) и (1.1), вычитая и деля на µµ −~ , получаем 

µµ
µµ

µ
µµ

µµµ
−
−

=
−
−

= ~
)()~(

),(,~
),,()~,~,()~,(

0
aa

tv
xtfxtf

dt

tdv
. (1.5) 

Преобразуем первую дробь в (1.5). Положим 

),,()( ∗∗= µxtfsF , 

)~( xxsxx −+=∗ , )~( µµµµ −+=∗ s . 

Тогда 

dssFFFxtfxtf ∫ ′=−=−
1

0

)()0()1(),,()~,~,( µµ , 

)~()~()( µµ
µ

−
∂

∂
+−

∂

∂
=′

∗∗

f
xx

x

f
sF  (

∗∂

∂

x

f
 есть матрица 

njij

i

x

f

,...,1, =

∗ 













∂

∂
). 

Поэтому из (1.5) имеем  
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∫∫∫ ∗∗

∗∗

∂

∂
+

−
−

⋅
∂

∂
=′

−
=

1

0

1

0

1

0
~

~),,(
)(~

1
ds

fxx
ds

x

xtf
dssF

dt

dv

µµµ
µ

µµ
. (1.6) 

Так как 
x

f

∂
∂

, 
µ∂
∂f

 непрерывны по совокупности переменных, то подынтеграль-

ные функции непрерывны по t , x , x~ , µ , µ~ , s , а интегралы – по t , x , x~ , µ , µ~ . 

Из (1.1) ),( µtxx =  непрерывно по t . Из теоремы (о непрерывной зависимости 

решения от параметра) x~  непрерывно по )~,( µt  по совокупности переменных. 

Поэтому последние два интеграла в (1.6) непрерывные функции от )~,( µt , 

включая значение µµ =~ . Обозначая их )~,( µtH  и )~,( µth , получаем 

)~,()~,( µµ thvtH
dt

dv
+= . (1.7) 

Функция )~,( µtv  была определена при µµ ≠~ . Доопределяем ее при µµ =~  как 

решение уравнения (1.7) с начальным условием )(),( 0 µµ atv ′= , полученным из 

начального условия (1.5) при µµ →~ . По теореме (о непрерывной зависимости 

решения от параметра) функция )~,( µtv  непрерывна по µ~ , включая µµ =~ . При 

µµ =~  имеем ),( µtxxx ==∗ , µµ =∗ , подынтегральные выражения в (1.6) не 

зависят от s . Тогда в (1.7) матрица H и вектор h  принимают значения 

njij

i

x

f

x

f
tH

,...,1,

),(
=












∂

∂
=

∂
∂

=µ , 
µ

µ
∂
∂

=
f

th ),( . 

Таким образом, для ),( µtv  уравнение (1.7) и начальное условие 

)(),( 0 µµ atv ′=  совпадают с (1.2). В силу непрерывности )~,( µtv  существует 

),()~,(lim
~

µµ
µµ

tvtv =
→

. То есть в (1.3) существует производная ),( µ
µ

tv
x
=

∂
∂

 и коор-

динаты iu  вектора ),( µtv  удовлетворяют системе уравнений и начальным ус-

ловиям (1.2). 

Теперь пусть µ  меняется на интервале M . Тогда правые части системы 

(1.2) (и производные 
ju∂
∂

 от них) непрерывны по ),( µt . По теореме (о непре-



 -7- 

рывной зависимости решения от параметра) решение системы (1.2), то есть 

производные 
µ∂
∂ ix

, тоже непрерывны по ),( µt . ■ 

 

1.2 Примеры нахождения производных по параметру от решений за-

дач 

Пример 1.1. Найти 
µ∂
∂x

 при 0=µ  от решения задачи 

22 4 µµ ++= tx
dt

dx
, 12)1( −= µx . (1.8) 

◄ Условия теоремы 1.1 выполнены, так как функции 22 4 µµ ++= txf  и 

12)( −= µµa  непрерывны и имеют непрерывные производные по x , µ . Диф-

ференцируя (1.3) по µ  и обозначая ux =′µ , получаем 

µ242 ++= txu
dt

du
, 2)1( =u . (1.9) 

Здесь 0=µ , а x  – решение задачи (1.8) при 0=µ , то есть задачи 2x
dt

dx
= , 

1)1( −=x . Отсюда 
t

x
1
−= . Теперь (1.9) принимает вид 

t
t

u

dt

du
4

2
+−= , 2)1( =u . 

Решая это линейное уравнение (выкладки пропускаем), получаем 

22 −+= cttu . Из начального условия находим 1=c . Итак, 22 −+= ttu .◄ 

Пример 1.2. Найти 
µ∂
∂y

 при 0=µ  от решения задачи 

)( 2yxyy ++=′ µ , 1)0( =y . 

◄ Дифференцируя по параметру µ  тождества 

)),((),(),( 2 µµµµ xyxxyxyx ++≡′ , 1),0( =µy , 

имеем: 
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uxyxyxu
dx

du
),(2),(2 µµµ +++= , 0),0( =µu , 

где 
µ
µ

∂
∂

=
),(xy

u . Полагая здесь 0=µ , получим задачу для функции 

)0,(
0

xu
y

=
∂
∂

=µµ
: 

)0,()0,(
)0,( 2 xyxxu

dx

xdu
++= , 0)0,0( =u . (1.10) 

Функция )0,(xyx a  является решением задачи: 

)0,()0,( xyxy =′ , 1)0,0( =y , 

что непосредственно следует из данной задачи при 0=µ . Поскольку 

xexy =)0,( , то, решая задачу (1.1), получаем окончательно 

1)0,( 2

0

−−=
∂
∂

=
=

xe
y

xu x

µµ
. ► 

Пример 1.3. Найти 
µ∂
∂x

 при 0=µ  от решения задачи 

32 txx
dt

dx
µ+= , µ+=1)0(x . 

◄ Дифференцированием по µ  из данной задачи получаем задачу для 

функции 
µ
µ

µ
∂

∂
=

),(
),(

tx
tu : 

),(2)),(3(
),( 23 µµµ
µ

txutuxxt
t

tu
++=

∂
∂

, 1),0( =µu . 

Положив здесь 0=µ , имеем: 

)0,()0,(2)0,(
)0,( 3 tutxttx

t

tu
+=

∂
∂

, 1)0,0( =u , (1.11) 

где функция )0,(txt a  является решением задачи: 

)0,(
)0,( 2 tx

dt

tdx
= , 1)0,0( =x , (1.12) 
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получающейся из исходной при 0=µ . Из (1.12) находим 
t

tx
−

=
1

1
)0,( . Подста-

вив )0,(tx  в (1.11), получаем задачу для искомой функции: 

t

tu

t

t

t

tu

−
+

−
=

∂
∂

1

)0,(2

)1(

)0,(
3

, 1)0,0( =u , 

откуда 

2)1(

)1ln(1
)0,(

t

tt
tu

−

−−−
= . 

Таким образом, 
2

0 )1(

)1ln(1
)0,(

t

tt
tu

x

−

−−−
==

∂
∂

=µµ
. ► 

Пример 1.4. Найти 
µ∂
∂y

 при 0=µ  от решения задачи 





+=

+=

,2

,
2yxy

yxx

µ&

&

 
.2)0(

,1)0(

−=

+=

y

x µ
 

◄ С помощью дифференцирования каждого равенства данной задачи по 

параметру µ  и последующей подстановки 0=µ  получаем: 

),0,()0,(2
)0,(

),0,()0,(
)0,(

2 tytu
dt

tdv

tvtu
dt

tdu

+−=

+=
 

,0)0,0(

,1)0,0(

=

=

v

u
 (1.13) 

где 
µ
µ

µ
∂

∂
=

),(
),(

tx
tu , 

µ
µ

µ
∂

∂
=

),(
),(

ty
tv . Функцию )0,(ty  находим из задачи: 





=

+=

),0,(2)0,(

),0,()0,()0,(

txty

tytxtx

&

&
 

.2)0,0(

,1)0,0(

−=

=

y

x
 

которая получается из данной при 0=µ . Подставив )0,(
2

1
)0,( tytx &=  в первое 

уравнение, имеем задачу 

0)0,(2)0,()0,( =−− tytyty &&& , 2)0,0( −=y , 2)0,0( =y& , 

из которой находим tety −−= 2)0,( . Используя этот результат, из системы (1.13) 

методом исключения получаем задачу: 
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tetvtvtv 212)0,(2)0,()0,( −−=−− &&& , 0)0,0( =v , 6)0,0( =v& , 

решение которой имеет вид ttt eeetv 22 32)0,( −− −+= . Это и есть искомое реше-

ние. ► 

Пример 1.5. Найти 
µ∂
∂x

 при 1=µ  от решения задачи 

22)1( xxxx µ−+=− &&& ; 
2

1
)0( =x , 1)0( −=x& . 

◄ Дифференцируя равенства данной задачи и полагая затем в каждом из 

них 1=µ , получаем: 

)1,(2
)1,()1,( 2

2

2

txu
dt

tdu

dt

tud
−=−− , 0)1,0( =u , 0

)1,(

0

=
=tdt

tdu
, 

где 
µ
µ

µ
∂

∂
=

),(
),(

tx
tu . Функция )1,(txt a  является решением задачи: 

1)1,(2
)1,()1,(

2

2

+=− tx
dt

tdx

dt

txd
, 

2

1
)1,0( =x , 1)1,0( −=x& , (1.14) 

которую можно получить из данной при 1=µ . Решив последнюю задачу, име-

ем: 

2

1
)1,( −= −tetx . 

Учитывая это решение, задачу (1.14) представляем в виде: 

2

2

1
)1,(2)1,()1,( 







 −−=−− −tetututu &&& , 0)1,0()1,0( == uu & . 

Наконец, интегрируя последнее уравнение и используя начальные условия, по-

лучаем: 

ttt ee
t

e
x

tu 22

1 72

1

4

1

336

5

8

1
)1,( −−







 −+=
∂
∂

= −−

=µµ
. ► 

 

1.3 Дифференцируемость решений по начальным условиям 

Рассмотрим начальную задачу 
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),...,,( 1 ni
i xxtf

dt

dx
= , 00 )( ii xtx =  ( ni ,...,1= ). (1.15) 

Пусть при Dxt ∈),(  все функции if  и 
j

i

x

f

∂

∂
 непрерывны, и на отрезке 

],[ 210 ttt ∈  решение задачи (1.15) существует и проходит в области D . Тогда 

при 21 ttt ≤≤  существуют непрерывные производные решения )(txi  ( ni ,...,1= ) 

по начальным условиям 0kx  ( nk ,...,1= ). Функции 
0k

i
i

x

x
u

∂

∂
=  ( ni ,...,1= ) удовле-

творяют системе  

∑
= ∂

∂
=

n

j
j

j

ii u
x

f

dt

du

1
, 





=
≠=

).(1
),(0

)( 0 ki
ki

tui  (1.16) 

Здесь ))(),...,(,( 1 txtxtff nii = , где )(),...,(1 txtx n - решение задачи (1.16). 

Доказательство. Пусть µ=0kx , а при ki ≠  0ix  не зависит от µ . Тогда 

система (1.16) удовлетворяет условиям теоремы 1.1. Следовательно, производ-

ные i
i

k

i u
x

x

x
=

∂
∂

≡
∂
∂

µ0

 существуют, непрерывны и удовлетворяют системе (1.2), 

которая в этом случае превращается в (1.16). 

Теорема 1.2. Пусть выполнены условия теоремы 1.1 и, кроме того, функ-

ции if , )(µia , имеют непрерывные производные по nxx ,...,1 , µ  до порядка 

2≥m  включительно, в том числе смешанные производные. Тогда решение 

),( µtx  имеет непрерывные по t ,µ  производные по µ  до порядка m  включи-

тельно. 

Доказательство производится с помощью индукции по m .  Для 1=m  

утверждение теоремы 1.2 следует из теоремы 1.1. Пусть утверждение верно для 

производных до порядка 11≥−m . Докажем, что оно верно и для производных 

порядка m . Так как 
1

1

−

−

∂

∂
≡

∂

∂
m

i
m

m
i

m ux

µµ
, а функции 

µ∂
∂

= i
i

x
u  ( ni ,...,1= ) удовлетво-

ряют системе (1.2), то надо проверить, что правые части в (1.2) имеют непре-

рывные производные по iu , µ  до порядка 1−m  включительно. 
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По условию, m
i Cf ∈  по nxx ,...,1 , µ , значит, в (1.2) 

j

i

x

f

∂

∂
 и 

µ∂
∂ if  принадле-

жат 1−mC  по аргументам nxx ,...,1 , µ . Но каждое ),( µtxx kk =  есть координата 

вектора ),( µtx , являющегося решением задачи (1.1), где f  и )(µa  принадлежат 

mC , значит, принадлежат и 1−mC  по nxx ,...,1 , µ . По предположению индукции,  

все 1),( −∈ m
k Ctx µ  по µ . Значит, в (1.2) сложная функция 

)),,(),...,,(,( 1 µµµ txtxtf
x

ni
j∂
∂

 принадлежит 1−mC  по µ , аналогично 
µ∂
∂ if , также 

1)( −∈′ mCa µ . По предположению индукции, примененному к системе (1.2), ре-

шение nuu ,...,1  системы (1.2) принадлежит 1−mC  по µ . Так как 
µ∂
∂

= i
i

x
u , то 

m
i Ctx ∈),( µ  по µ . ■ 

 

1.4 Примеры нахождения производных по начальным условиям от ре-

шений задач 

Пример 1.6. Найти 
00

0=
∂
∂

y
y

y
 от решения задачи 32 xyyyy ++=′ . 

◄ Пусть ),( 0yxyy =  – решение данной задачи. Тогда дифференцируя 

тождества 

),(),(),(),( 0
3

0
2

00 yxxyyxyyxyyxyx ++≡′ , 00 ),2( yyy =  

по параметру 0y , имеем: 









∂
∂

==

++=
∂

∂

.
),(

),(,1)0,2(

),,(),(3),(),(2),(
),(

0

0
0

00
2

000
0

y

yxy
yxuu

yxuyxxyyxuyxyyxu
x

yxu

 

Полагая здесь 00 =y , получаем задачу для функции 
00

0=
∂
∂

y
y

y
x a : 
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





=

++=
∂

∂

1)0,2(

)0,()0,(3)0,()0,(2)0,(
)0,( 2

u

xuxxyxuxyxu
x

xu
 (1.17) 

где )0,(xy  – решение следующей задачи: 

)0,()0,()0,()0,( 32 xxyxyxyxyx ++=′ , 0)0,2( =y . 

Очевидно, 0)0,( ≡xy , поэтому задача (1.17) принимает вид: 

)0,(
)0,(

xu
x

xu
=

∂
∂

, 1)0,2( =u . 

Отсюда находим 2)0,( −= xexu . Итак, 2

00

)0,(

0

−

=

==
∂
∂ x

y

exu
y

y
. ► 

Пример 1.7. Найти 

2
30

0
0
=
=∂

∂

y
xy

x
 от решения задачи 







−=

+=

,2

,
2

2

yy

txyx

&

&
 

.)1(

,)1(

0

0

yy

xx

=

=
 

◄ Дифференцируя по параметру 0y  каждое равенство данной задачи, 

имеем: 















=

−=
∂

∂

=

+=
∂

∂

,1),,1(

),,,(),,(2
),,(

2

,0),,1(

),,,(),,(),,(),,(
),,(

00

0000
00

00

00000000
00

yxv

yxtvyxty
t

yxtv

yxu

yxtyyxtuyxtvyxtx
t

yxtu

 (1.18) 

где введены обозначения: 

0

00
00

),,(
),,(

y

yxtx
yxtu

∂

∂
= , 

0

00
00

),,(
),,(

y

yxty
yxtv

∂

∂
= . 

Функции x , y  являются решениями исходной задачи. Полагая в ней 

30 =x , 20 =y  и интегрируя соответствующие уравнения, получаем: 

23 2)2,3,( tttx += , 
t

ty
2

)2,3,( = . 

Подставляя в (1.18) найденные функции, а также 30 =x , 20 =y , имеем: 
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













=

−=
∂

∂

=

++=
∂

∂

,1)2,3,1(

),2,3,(
2)2,3,(

,0)2,3,1(

),2,3,(
2

)2,3,()2(
)2,3,( 23

v

tv
tt

tv

u

tu
t

tvtt
t

tu

 (1.19) 

Из второго уравнения системы (1.19) находим: 
2

1
)2,3,(

t
tv = . Подставив 

)2,3,(tv  в первое уравнение системы (1.19), после интегрирования имеем: 

22 22ln)2,3,( tttttu +−= . 

Следовательно, 22

2
30

22ln

0
0

tttt
y

x

y
x

+−=
∂
∂

=
=

. ► 
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§ 2 АСИМПТОТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИ-

АЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 

2.1 Метод степенных рядов 

Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение с переменными ко-

эффициентами 

( ) ( ) ( ) 0210 =+′+′′ yxpyxpyxp . (2.1) 

Если коэффициенты ( )xp0 , ( )xp1 , ( )xp2  в окрестности точки 0xx =  яв-

ляются аналитическими функциями, т.е. разлагающимися в ряд по степеням 

0xx − , и ( ) 000 ≠xp , то решение этого уравнения в некоторой окрестности ука-

занной точки также аналитичны. Если же точка 0xx =  является s -кратным ну-

лем функции 0p , )1( −s -кратным (или выше) нулем функции 1p  (если 1>s ) и 

)2( −s -кратным (или выше) нулем функции 2p  (если 2>s ), то существует по 

крайней мере одно нетривиальное решение уравнения (2.1) в виде суммы 

обобщенного степенного ряда  

( ) ( ) ( )n
n

n
r xxaxxxy 0

0
0 −−= ∑

∞

=
, 

где r  – некоторое число. 

Если функция f  является аналитической в окрестности точки ( )00 , yx , то 

решение задачи  

( )yxfy ,=′ , ( ) 00 yxy =  

также является аналитической функцией в окрестности точки 0xx = . Анало-

гично, если функция ( )( )nyyyxff ,...,,, ′=  является аналитической в окрестно-

сти точки ( )( )1
0000 ,...,,, −′ nyyyx , то существует решение задачи  

( ) fy n = , ( ) 00 yxy = , ( ) 00 yxy ′=′ , …, ( )( ) ( )1
00

1 −− = nn yxy  

в виде ряда по степеням ( )0xx − . Для отыскания коэффициентов ряда часто ис-

пользуется формула Тейлора. 
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2.2 Примеры построения решений в виде степенного ряда 

В каждой задаче найти решения уравнения в виде степенного ряда. 

Пример 2.1. xyy −=′ 2 ; ( ) 10 =y . 

◄Функция ( ) xyyxf −= 2,  является аналитической по совокупности пе-

ременных x , y  в окрестности точки (0,1), поэтому существует аналитическое 

решение этой задачи 

( ) n

n
n xaxy ∑

∞

=

=
0

. 

Подставив его в данное уравнение, получаем тождество по x : 

( ) xxaxaxaaxaxaa −++++=+++
23

3
2

210
2

321 ......32 . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x , будем иметь систему 

уравнений относительно чисел ia  ( ,...2,1,0=i ): 

2
01 aa = , 122 102 −= aaa , 20

2
13 23 aaaa += , 30214 224 aaaaa += , …. 

Так как ( ) 10 =y , то 10 =a . А тогда из уравнений полученной системы последо-

вательно находим: 

11 =a , 
2

1
2 =a , 

3

2
3 =a , 

12

7
4 =a , …. 

Таким образом, приближенное решение имеет вид: 

( ) 432

12

7

3

2

2

1
1 xxxxxy ++++≈ . ► 

Пример 2.2. yxeyy +=′ , ( ) 00 =y . 

◄Функцию ( ) yxeyyxf +=,  разложим в степенной ряд в окрестности 

точки (0,0) по степеням x , y : 

( ) 





 ++++++= ...

24

1

6

1

2

1
1, 432 yyyyxyyxf . 

Далее, принимая во внимание начальное условие, ищем решение в виде ряда 

( ) ....4
4

3
3

2
21 ++++= xaxaxaxaxy  

Подставив его в уравнение 
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∑
∞

=

+=′
0 !k

k

k

y
xyy  

и приравняв коэффициенты при одинаковых степенях x , получим систему 

уравнений: 

01 =a , 12 2 =a , 233 aa = , 2344 aaa += , …, 

откуда находим 

2

1
2 =a , 

6

1
3 =a , 

6

1
4 =a , ….  

Следовательно, ( ) ....
6

1

6

1

2

1 432 +++= xxxxy ► 

Пример 2.3. 2yyxy −′=′′ ; ( ) 10 =y , ( ) 20 =′y .. 

◄Как и в предыдущих задачах, приближенное решение ( )xy  можно было 

бы получить в виде частичной суммы степенного ряда, находя коэффициенты 

его из некоторой системы рекуррентных уравнений. Однако в данном случае 

мы поступим по-другому. Именно, зная, что искомый степенной ряд является 

рядом Тейлора, путем последовательного дифференцирования правой части 

данного уравнения по x  вычисляем нужного порядка производные в точке 

0=x . Таким образом, учитывая начальные условия, имеем: 

( ) ( ) 100 2 −=−=′′ yy , 

( ) ( ) yyyxyyyx
dx

d
xy ′−′′+′=−′=′′′ 22 ,         ( ) 20 −=′′′y , 

( ) yyyyxyxy IV ′′−′−′′′+′′= 222 2 ,            ( ) 80 −=IVy ,… 

Следовательно, по формуле Тейлора,  

( ) −−−−+= 432

3

1

3

1

2

1
21 xxxxxy …. ► 

Пример 2.4. 2yxt
dt

dx
−+= , yxt

dt

dy
+++−= 221 ; ( ) 10 =x , ( ) 10 −=y . 

◄ Поскольку правые части уравнений являются аналитическими функ-

циями переменных x , y , t  в совокупности, то решение ищем в виде  

( ) ...3
3

2
210 ++++= tatataatx , 
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( ) ...3
3

2
210 ++++= tbtbtbbty . 

Подставив их в данные уравнения и приравняв коэффициенты при одинаковых 

степенях t , получаем систему уравнений относительно чисел ia , ib , ,...2,1=i : 

2
001 baa −= ,              1012 212 bbaa −+= ,          20

2
123 23 bbbaa −−= , …, 

2
001 1 abb ++−= ,       1012 22 aabb += ,               20

2
123 213 aaabb +++= , …. 

Отсюда, принимая во внимание начальные условия, которые дают 10 =a , 

10 −=b , последовательно находим: 

01 =a , 11 −=b , 
2

1
2 −=a , 

2

1
2 −=b , 

6

5
3 −=a , 

6

1
3 −=b , …. 

Следовательно,  

( ) ...
6

5

2

1
1 32 +−−= tttx ,          ( ) ...

62
1

32

+−−−−=
tt

tty  . ► 

Пример 2.5. 
22

1

yxtdt

dx

++
= , 

( )
( )2

22

1

ln

tgyt

yxtxy

dt

dy

++

++
= ; ( ) ( ) 11,01 == yx . 

◄ Сначала, пользуясь формулой Тейлора, разложим правые части урав-

нений по степеням ( )1−t , x , 1−y : 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ...,1
8

3

48

113

8

1

4

13

4

1

2

1

...112

112121
!2

1

11
2

1
,,

2
22

2
1

2
2

2
1

2
21

1
2

1
2

2
1

2
2

111
1

+−+−
−−

+
−

+
−

−
−

−=

=+





∂
∂

−+
∂
∂

+
∂∂
∂

−+

+





∂∂
∂

−−+
∂∂

∂
−+

∂
∂

−+

+
∂
∂

−+
∂
∂

+
∂
∂

−+=

y
xyttyt

y

f
y

x

f
x

yx

f
yx

yt

f
yt

xt

f
xt

t

f
t

y

f
y

x

f
x

t

f
tyxtf

MMM

MMM

MMM
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ...,11

...112

112121
!2

1

11,,

2
2

2
2

2
2

2
22

2

2
2

2
2

2
2

2
2

222
2

+−+−+=

=+





∂
∂

−+
∂
∂

+
∂∂

∂
−+

+





∂∂
∂

−−+
∂∂

∂
−+

∂
∂

−+

+
∂
∂

−+
∂
∂

+
∂
∂

−=

ycxbtxax

y

f
y

x

f
x

yx

f
yx

yt

f
yt

xt

f
tx

t

f
t

y

f
y

x

f
x

t

f
tyxtf

MMM

MMM

MMM

 

где  

( )
221

1
,,

yxt
yxtf

++
= , ( ) ( )

( )2
22

2
1

ln
,,

tgyt

yxtxy
yxtf

++

++
= , 

( )2111

2ln

tg
a

++
= , 

( )( ) ( )
( )( )222

111

2ln
112

1112

1

tg
tg

tg
b

++
+−

++
= , 

( ) ( )( )222
111

2ln

111

12ln

tgtg
c

++
−

++

+
= . 

Таким образом, имеем задачу: 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )








==+−+−+=

+−+−
−−

+
−

+
−

−
−

−=

.11,01...,11

...,1
8

3

48

113

8

1

4

13

4

1

2

1 2
22

yxycxbtxax
dt

dy

y
xyttyt

dt

dx

 (2.2) 

Далее, ищем решение задачи (2.2) в виде: 

( ) ( ) ( ) ( ) ...111 3
3

2
21 +−+−+−= tatatatx , 

( ) ( ) ( ) ( ) ...1111 3
3

2
21 +−+−+−+= tbtbtbty  

Подставляя последние ряды в уравнение (2.2) и приравнивая коэффициенты 

при одинаковых степенях 1−t , получаем систему уравнений, из которой нахо-

дим 

2

1
1 =a , 01 =b , 

8

1
2 −=a , 

42

a
b = , 

48

31
3

a
a

−
= , 

24

4
3

ab
b

−
= , …. 

Следовательно,  

( ) ( ) ( ) ...1
48

31

8

1

2

1 3
2

+−
−

+
−

−
−

= t
att

tx , 
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( ) ( ) ( ) ...1
24

4
1

4
1 32 +−

−
+−+= y

ab
t

a
ty . ► 

Пример 2.6. yxet
dt

dx ++= , xy
dt

dy
sin1+= , ( ) ( ) 100 == yx . 

◄ Поскольку 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
...

6

0

2

0
00 32 +

′′′
+

′′
+′+= t

x
t

x
txxtx , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
...

6

0

2

0
00 32 +

′′′
+

′′
+′+= t

y
t

y
tyyty , 

то остается найти значения производных в точке 0=t . Из уравнений системы 

имеем: 

( ) 20 ex =′ , ( ) ( ) ( )xyxeyxetx yxyx sin111 ++′+=′+′+=′′ ++ ,  

( ) ( )1sin110 22 +++=′′ eex , 

( ) 1sin10 +=′y , ( ) ( )yxyxxyty ′+′⋅=′′ cos , ( ) ( )1sin11cos0 2 ++⋅=′′ ey . 

Далее, 

( ) ( )yxeyxex yxyx ′′+′′+′+′=′′′ ++ 2 , 

( ) ( )( )1sin1cos1cos1cos1sin11sin10 2224222 ⋅+++++++++=′′′ eeeeeex ; 

( ) ( ) ( )yxyxyxxyyxyxxyty ′′+′′+′′⋅+′+′⋅−=′′′ 2cossin 2 , 

( ) ( ) ( ( )++++++⋅+++⋅−=′′′ 1sin121sin11cos1sin11sin0 222422 eeeeey  

( ))1sin11cos 2 ++⋅+ e . ► 

Пример 2.7. Оценить снизу радиус сходимости степенного ряда, пред-

ставляющего решение уравнения xyy −=′ 2  с начальным условием ( ) 10 =y . 

◄ Используя уравнение и начальное условие, последовательно находим: 

( ) 10 =′y , ( ) 12 −′=′′ yyxy , ( ) ( ) ( ) 110020 =−′=′′ yyy , 

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )xyxyCyyCyyxy knk
n

k

k
n

knk
n

k

k
n

nn −−
−

=
−

−−
−

=
−

− ∑∑ =′=′= 1
2

0
2

2
2

0
2

2 222 , 

( )( ) ( )( ) ( )( )0020 1
2

0
2

−−
−

=
−∑= knk

n

k

k
n

n yyCy , 3≥n . 
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Покажем, что ( )( ) !0 ny n ≤ , Ν∈n . С этой целью воспользуемся методом 

математической индукции. Имеем ( ) 10 ≤′y , ( ) 10 ≤′′y . Предположив, что 

( )( ) !0 ky k ≤  для ( )1,...,4,3 −= nk , оценим 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )∑

∑∑
−

=

−

=
−

−−
−

=
−

=−−−=

=−−≤≤

2

0

2

0
2

1
2

0
2

!1!22

!1!20020

n

k

n

k

k
n

knk
n

k

k
n

n

nknn

knkCyyCy

 

Следовательно, согласно указанному методу, ( )( ) !0 ny n ≤ , Ν∈n . 

С учетом доказанного равенства для коэффициентов степенного ряда 

∑
∞

=0n

n
n xa , представляющего решение в некоторой окрестности точки 0=x , спра-

ведлива оценка: 

( )( ) 10
!

1
≤= n

n y
n

a . (2.3) 

Наконец, используя формулы Коши-Адамара n
n

n
a

R ∞→
= lim

1
, а также нера-

венство (2.3), для радиуса R  сходимости степенного ряда получаем требуемую 

оценку: 1≥R . ► 

 

В следующих задачах найти линейно независимые решения каждого из 

данных уравнений в виде степенных рядов. 

Пример 2.8. 02 =−′′ yxy . 

◄ Поскольку функции ( ) 100 ≡= xpp , ( ) 011 ≡= xpp , ( ) 2
22 xxpp −≡=  ана-

литичны ( )+∞∞−∈∀ ,x  и ( ) 00 ≠xp , то согласно п. 2.1 существует аналитиче-

ское решение ( )xyy = , ( )+∞∞−∈ ,x . Ищем его в виде ряда: 

( ) ∑
∞

=

=
0n

n
n xaxy . (2.4) 

Подставив ( )xy  в уравнение, получим тождество по x : 
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( ) 01
0

2

2

2 =−− ∑∑
∞

=

+
∞

=

−

n

n
n

n

n
n xaxann . 

Заменив во второй сумме индекс суммирования по формуле 4−′= nn  

( ,...5,4=′n ), имеем: 

( ) 01
4

2
4

2

2 =−− ∑∑
∞

=′

−′
−′

∞

=

−

n

n
n

n

n
n xaxann , 

или 

( )( ) 0162 2

4
432 =−−++ −

∞

=
−∑ n

n
nn xaannxaa . 

Отсюда следует, что 032 == aa , ( ) 01 4 =−− −nn aann . Из рекуррентной формулы 

( )1
4

−
= −

nn

a
a n

n  последовательно находим: 

34
0

4 ⋅
=

a
a , 

45
1

5 ⋅
=

a
a , 06 =a , 07 =a , 

347878
04

8 ⋅⋅⋅
=

⋅
=

aa
a , 

458989
15

9 ⋅⋅⋅
=

⋅
=

aa
a , 01110 == aa  и т. д. (2.5)   

Поскольку 0a , 1a  – произвольные постоянные, то можем положить 

10 =a , 01 =a  или 00 =a , 11 =a . Тогда согласно (2.4), (2.5), имеем два частных 

решения: 

( ) ...
34781112347834

1
1284

1 +
⋅⋅⋅⋅⋅

+
⋅⋅⋅

+
⋅

+=
xxx

xy , 

( ) ...
45891213458945

1395

2 +
⋅⋅⋅⋅⋅

+
⋅⋅⋅

+
⋅

+=
xxx

xxy . 

Очевидно, полученные степенные ряды сходятся ( )+∞∞−∈∀ ,x . Решения ( )xy1 , 

( )xy2 линейно независимы, так как тождество ( ) ( )xkyxy 21 ≡ , constk = , невоз-

можно (например, ( ) 001 =y , что противоречит определению ( )xy1 ). Таким об-

разом, решения ( )xy1 , ( )xy2  образуют фундаментальную систему и общее ре-

шение данного уравнения представляется в виде: 

( ) ( ) ( )xyCxyCxy 2211 += , ( )+∞∞−∈∀ ,x . ► 
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Пример 2.9. ( ) 0241 2 =−′−′′− yyxyx . 

◄ Поскольку функция  

( )
21

24
,,

x

yyx
yyxff

−
+′

=′= , 1±≠x ,  

является аналитической по совокупности переменных x , y , y′  ( 1±≠x ), то су-

ществуют аналитические решения данного уравнения при 1±≠x . Найдем эти 

решения сначала в некоторой окрестности нуля ( 0=x ), т. е. будем искать их в 

виде   

( ) ...2
210 +++= xaxaaxy . 

Подставив написанный ряд в данное уравнение, получим тождество по x : 

( ) ( ) 02411
0122

2 ≡−−−−− ∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

−

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n
n xaxnaxannxann . 

Заменив в первой сумме индекс суммирования n  на 2+n , перепишем тождест-

во в таком виде: 

( )( ) ( ) 024112
0120

2 ≡−−−−++ ∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=
+

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n
n xaxnaxannxann , 

или  

( )( ) ( )( ) 0241126262
2

21032 ≡−−−−+++−−+ ∑
∞

=
+

n

n
nnnn xanaannannxaaxaa . 

Отсюда, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x , имеем: 

02 aa = , 13 aa = , nn aa =+2 , ,...3,2=n . 

Пусть 10 =a , 01 =a , тогда 12 =ka , 012 =+ka , ∞= ,0k . Следовательно, 

( )
2

42
1 1

1
...1

x
xxxy

−
=+++= , 1<x . 

Аналогично, если 00 =a , 11 =a , то получим 02 =ka , 112 =+ka . Поэтому  

( )
2

53
2 1

...
x

x
xxxxy

−
=+++= , 1<x . 

Нетрудно видеть, что функции 1y , 2y  являются решениями данного урав-

нения и при 1>x . ► 
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Пример 2.10.  ( ) 021 =+′−′′− yyyx . 

◄ Как и в предыдущем примере, сначала ищем решения в некоторой ок-

рестности точки 0=x , т. е. в виде ∑
∞

=0n

n
n xa . Подставив ряд в уравнение, получа-

ем тождество по x : 

( ) ( ) 0211
0

1
2

1

2

2 ≡+−+−− ∑∑∑
∞

=

∞

=

−
∞

=

−

n

n
n

n

n
n

n

n
n xaaxannxann . 

Заменив в первой сумме индекс суммирования n  на 2+n , а во второй – n  на 

1+n , имеем:  

( )( ) ( )( ) 022112
0

1
1

1
0

2 ≡+−++−++ ∑∑∑
∞

=

∞

=
+

∞

=
+

n

n
n

n

n
n

n

n
n xaaxannxann , 

откуда, приравняв коэффициенты при одинаковых степенях, получаем: 

022 012 =+− aaa , ( )( )( ) 012 12 =+−++ ++ nnn aaann , Nn∈ . (2.6)  

Пусть 01 =a , 10 =a . Тогда из уравнений (2.6) найдем: 

2

1
2 −=a , 

2

1
3 −=a , 

24

11
4 −=a , …. 

Следовательно, 

( ) ...
24

11

22
1 4

32

1 −−−−= x
xx

xy . 

Положив 00 =a , 11 =a , аналогично получаем: 

12 =a , 
6

5
3 =a , 

4

3
4 =a , …, 

поэтому  

( ) ...
4

3

6

5 432
2 ++++= xxxxxy . 

Поскольку функция 
x

yy
x

−
−′

1

2
a  аналитична при 1≠x , то полученные ря-

ды сходятся только при 1<x . Для получения частных решений при произволь-

ных 1≠x  произведем замену 0xtx += , где 10 ≠x , и будем искать частные ре-

шения в виде: 
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( ) n

n
ntaty ∑

∞

=

=
0

, 0xxt −= . 

После выкладок, аналогичных проделанным выше, приходим к таким частным 

решениям: 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ...
124

11

1212
1 4

03
0

0
2

0

3
0

0

2
0

1 −−
−

+
−

−

−
−

−

−
−= xx

x

x

x

xx

x

xx
xy , 

( ) ( )( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ...
14

3

16

5
1 4

02
0

03
0

0

02
0002 −−

−

+
+−

−

+
+−+−−= xx

x

x
xx

x

x
xxxxxxy  

Поскольку радиус сходимости R  полученных рядов определяется расстоянием 

от точки 0=t  до особой точки функции 
( )
tx

tyy
t t

−−

−′

01

2
a , то 01 xR −= . Следова-

тельно, функции 1y , 2y  определены при всех x , удовлетворяющих неравенству 

00 1 xxx −<− . Из этого неравенства следует, что функции 1y , 2y  описывают 

все частные решения данного уравнения при любых 1≠x . ► 

Замечание. В предыдущем примере нам удалось просуммировать сте-

пенные ряды, и, таким образом, найти аналитические функции, являющиеся 

решениями дифференциального уравнения и при других возможных x . 

Пример 2.11. 0=+′−′′ xyyxy . 

◄ Поскольку ( ) 010 ≠≡xp , функции ( ) xxpp −== 11 , ( ) xxpp == 22  – ана-

литические, то уравнение имеет частные решения, которые образуют фунда-

ментальную систему и являются аналитическими функциями при всех 

( )+∞∞−∈ ,x . Степенной ряд  

( ) ∑
∞

=

=
0n

n
n xaxy , 

в виде которого мы будем искать частные решения, сходится при всех x . Под-

ставляя в данное уравнение ряд и приравнивая коэффициенты при одинаковых 

степенях x , получаем систему относительно чисел na : 

02 =a , 
( )( )12

1
2 ++

−
= −

+ nn

ana
a nn

n , ∞= ,1n . 
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Отсюда, полагая 10 =a , 01 =a , находим: 

6

1
3 −=a , 04 =a , 

40

1
5 −=a , …. 

Аналогично, полагая 00 =a , 11 =a , имеем: 

6

1
3 =a , 

12

1
4 −=a , 

40

1
5 =a , … 

Следовательно, частные решения представляются в виде: 

( ) ...
406

1
53

1 +−−=
xx

xy , ( ) ...
126

43

2 +−+=
xx

xxy .► 

Пример 2.12. ( ) 01ln =−+′′ xyyx . 

◄ Пользуемся разложением 

( ) 







+++−=− ...

32
1ln

32 xx
xx , 11 <≤− x  

и ищем частные решения в виде 

( ) ...3
3

2
210 ++++= xaxaxaaxy . 

Относительно коэффициентов известным путем получаем систему урав-

нений: 

02 02 =− aa , 0
2

1
6 013 =−− aaa , 0

3

1

2

1
12 0214 =−−− aaaa , …, 

из которой, полагая 10 =a , 01 =a , получаем 

2

1
2 =a , 

12

1
3 =a , 

72

5
4 =a , …. 

Следовательно, первое частное решение имеет вид: 

( ) ...
72

5

12

1

2

1
1 432

1 ++++= xxxxy . 

Для получения второго частного решения полагаем 00 =a , 11 =a . Тогда из этой 

же системы найдем 

02 =a , 
6

1
3 =a , 

24

1
4 =a , …. 

Следовательно, 
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( ) ...
246

43

2 +++=
xx

xxy . 

Радиус сходимости степенных рядов, представляющих ( )xy1 , ( )xy2 , равен еди-

нице. Для получения частных решений, пригодных ( )1,∞−∈∀x , сделаем замену 

0xtx −=  ( 00 >x ). Тогда данное уравнение примет вид 

( ) ( ) 01ln 00 =−++′′− txyyxt , 

или 

( ) ( ) 0
1

1ln1ln
0

00 =








+
−+++′′−

x

t
yxyyxt . 

Подставляя в последнее уравнение разложения 

( )∑
∞

= +
−=









+
−

1 00 11
1ln

n
n

n

xn

t

x

t
, ( ) ...3

3
2

210 ++++= tbtbtbbty  

и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях t , получаем: 

( ) 01ln2 0002 =+− xbxb , ( ) 0
1

1ln62
0

0
01032 =

+
−++−

x

b
xbxbb , 

( )
( )

0
121

1ln612
2

0

0

0

1
02304 =

+
−

+
−+++−

x

b

x

b
xbbxb , … (2.7) 

Пусть 10 =b , 01 =b . Тогда из полученной системы последовательно найдем 

( )
0

0
2 2

1ln

x

x
b

+
= , 00 ≠x ,     

( )









+
−

+
=

00

0

0
3 1

11ln

6

1

xx

x

x
b , 00 ≠x , 

( )
( )

( )
( ) 











+
−

+
+

+
−

+
=

2
00

0
2

00
2
0

0

0
4

12

1

2

1ln

1

11ln

12

1

xx

x

xxx

x

x
b , 00 ≠x , …. 

Пусть 00 =b , 11 =b . Тогда из системы (2.7) получим: 

02 =b ,     
( )

0

0
3 6

1ln

x

x
b

+
= , 00 ≠x ,     

( )









+
−

+
=

00

0

0
4 1

11ln

12

1

xx

x

x
b , 00 ≠x . 

Заметим, что из выражений для ib , 4,3,2,1=i , предельным переходом 00 +→x  

можно получить значения соответствующих ia , 4,3,2,1=i , вычисленных в слу-

чае 00 =x . 
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Таким образом, частные решения при 00 >x  можно записать так: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

...,
12

1

2

1ln

1

11ln

12

1

11ln

6

1ln

2
1

2
00

0
2

00
2
0

0

0

4
0

00

0

0

3
0

0

0
2

0
1

+








+
−

+
+

+
−

++
+

+








+
−

++
+

++
+=

xx

x

xxx

x

x

xx

xx

x

x

xx

x

xxx
xy

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
...

1

11ln

12

1ln

6 00

0

0

4
0

0

0
3

0
02 +









+
−

++
+

++
++=

xx

x

x

xx

x

xxx
xxxy . ► 

Пример 2.13. ( ) 02 =+′−+′′−′′′ yyxyxy . 

◄ Поскольку ( ) 010 ≠≡xp  и функции ( ) xxpp −== 11 , ( ) 222 −== xxpp , 

( ) 133 ≡= xpp  являются аналитическими при всех ( )+∞∞−∈ ,x , то фундамен-

тальная система состоит из аналитических на всей числовой оси функций. Сле-

довательно, соответствующие им степенные ряды сходятся при всех x . Под-

ставляя в данное уравнение ряд n

n
n xa∑

∞

=0

 и приравнивая коэффициенты при 0x , 

x , 2x , …, получаем: 

026 013 =+− aaa ,     ( )( ) ( ) 0223 13 =++−++ ++ nnn aanann ,     ,...2,1=n . 

Пусть 10 =a , 021 == aa . Тогда из последних уравнений найдем: 

6

1
3 −=a , 04 =a , 

30

1
5 −=a , 

180

1
6 =a , …. 

Следовательно, ( ) ...
180306

1
653

1 ++−−=
xxx

xy . 

Пусть 020 == aa , 11 =a . Тогда из указанных выше уравнений следует, 

что  

3

1
3 =a , 

12

1
4 −=a , 

15

1
5 =a , …. 

Поэтому второе частное решение имеет вид: ( ) ...
15123

543

2 ++−+=
xxx

xxy . 

Наконец, если положим 010 == aa , 12 =a , то получим: 

03 =a , 
4

1
4 =a , 

20

1
5 −=a , …. 
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Следовательно, ( ) ...
204

54
2

3 −−+=
xx

xxy . ► 

Пример 2.14. 02 =+′+′′ xyyyx . 

◄ Поскольку функция ( ) xxpp == 00  имеет в точке 0=x  нуль 1-го по-

рядка, функция ( ) 211 == xpp  нулей не имеет, а функция ( ) xxpp == 22  имеет в 

этой точке нуль 1-го порядка, то, согласно п. 2.1, существует по крайней мере 

одно нетривиальное решение данного уравнения в виде суммы обобщенного 

степенного ряда 

( ) n

n
n

r xaxxy ∑
∞

=

=
0

. 

Подставив ряд в данное уравнение и приравняв коэффициенты при 0x , x , …, 

получим: 

( ) 010 =+rra ,       ( )( ) 0211 =++ rra ,     
( )( )1

2

+++
−= −

rnrn

a
a n

n . (2.8) 

Ясно, что нетривиальное решение возможно только при условии 

02
1

2
0 ≠+ aa . Пусть 10 =a , 01 =a . Тогда из первого уравнения (2.8) следует, что 

( ) 01 =+rr . Взяв 0=r , из третьего уравнения (2.8) последовательно находим: 

32

1
2 ⋅
−=a , 03 =a , 

5432

1
4 ⋅⋅⋅
=a , 05 =a , 

!6

1
6 −=a , …. 

Следовательно, ( )
x

xxx
xy

sin
...

!5!3
1

42

1 =−+−= , 0≠x ; ( ) 101 =y . 

Далее, положив 1−=r  ( 10 =a , 01 =a ), из (2.8) получаем: 

2

1
2 −=a , 03 =a , 

!4

1
4 =a , …. 

Поэтому второе частное решение имеет вид: 

( )
x

xxx

x
xy

cos
...

!4!2
1

1 42

2 =







−+−= , 0≠x . 

Пусть 00 =a , 11 =a . Тогда из второго уравнения (2.8) следует, что 

( )( ) 021 =++ rr . Полагая, например, 1−=r , из третьего уравнения (2.8) после-

довательно находим: 
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02 =a , 
32

1
3 ⋅
−=a , 04 =a , 

!5

1
5 =a , …. 

Таким образом, ( )
x

xxx
x

x
xy

sin
...

!5!3

1 53

3 =







−+−= , 0≠x . 

Если же положим 2−=r , то аналогично будем иметь 

( )
x

xxx
x

x
xy

cos
...

!4!2

1 53

24 =







−+−= , 0≠x . 

Итак, если 0≠x , то два линейно независимых частных решения представятся в 

виде: ( )
x

x
xy

sin
1 = , ( )

x

x
xy

cos
2 = . ► 

Примечание. Можно было бы обойтись рассмотрением случая 10 =a , 

01 =a . 

Пример 2.15. ( ) 029 22 =−−′′ yxyx . 

◄ Подставляя в уравнение ряд  

( ) rn

n
nxaxy +

∞

=
∑=

0
 

и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x , получаем: 

( )( )( ) 0219 2 =−+−++ −nn arnrna , ,...3,2=n , (2.9) 

( ) 0299 2
0 =+− rra , ( ) 0299 2

1 =++ rra . (2.10) 

Пусть 10 =a , 01 =a . Тогда из первого уравнения (2.9) следует, что 
3

1
1 =r , 

3

2
2 =r . Подставив в (2.10) сначала 

3

1
=r , а затем 

3

2
=r , для каждого из этих 

двух случаев найдем: 

( )

65

11
2 ⋅
=a , ( ) 01

3 =a , ( )

121165

11
4 ⋅⋅⋅
=a , …, 

( )

76

12
2 ⋅
=a , ( ) 02

3 =a , ( )

131276

12
4 ⋅⋅⋅
=a , …. 

Таким образом,  
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( ) 







+

⋅⋅⋅
+

⋅
+= ...

12116565
1

42
3

1

1

xx
xxy , 

( ) 







+

⋅⋅⋅
+

⋅
+= ...

13127676
1

42
3

2

2

xx
xxy , 0≠x . ► 

Примечание. Рассмотрение случая 00 =a , 11 =a  приводит к такому же 

результату.  

Пример 2.16. ( ) 0222 22 =++−′+′′ yxxyxyx . 

◄ Аналогично предыдущему примеру имеем: 

( ) 02 0
2 =−+ arr , ( ) 023 01 =−+ aarr , 

( )( )( ) 021 12 =−−−+++ −− nnn aaarnrn , ,...3,2=n  (2.11) 

Поскольку мы ищем нетривиальные решения, то 02
1

2
0 ≠+ aa . Следовательно, 

определитель первых двух однородных уравнений должен быть равен нулю, 

т. е.  

( ) ( )( ) 0321 =++− rrrr . 

Отсюда находим возможные варианты: 

11 =r , 02 =r , 23 −=r , 34 −=r . 

Пусть 1=r , 10 =a , тогда из указанных уравнений получаем 
2

1
1 =a , а из 

третьего уравнения в (2.11) последовательно находим  

280

3
,

20

1
,

5

1
332 === aaa , … 

Первое частное решение имеет вид ...
280

3

2052
)(

5432

1 +++++=
xxxx

xxy . 

Пусть 2−=r , 10 =a , тогда аналогичным образом можем получить 

11 −=a , 
2

1
2 =a . 

Поскольку при отыскании 3a  приходим к неопределенности 
0

0
, то поступаем 

следующим образом. Считая, что 2−≠r , из уравнений (2.11) находим: 
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rr
a

3

2
21 +

= , ( )( )453

43
22

2

2 +++
++

=
rrrr

rr
a , 

( )
( )( )( )5453

24
224 ++++
+

=
rrrrr

r
a . 

Отсюда, устремив 2−→r , получим: 11 −=a , 
2

1
2 =a , 03 =a . 

Коэффициенты 4a , 5a  и т. д. находим обычным способом. Таким обра-

зом, второе частное решение запишется в виде: 

( ) ...
120

7

4082

111 432

22 +++++−=
xxx

xx
xy . 

Рассмотрение случаев 0=r  и 3−=r  приводит к таким же результатам. ► 

Пример 2.17. 0=−′+′′ xyyyx . 

◄ Подставив ряд rn

n
n xa +

∞

=
∑

0

 в уравнение и приравняв коэффициенты при 

одинаковых степенях x , получим: 

02
0 =ra , ( ) 01 2

1 =+ ra , 
( )2

2

rn

a
a n

n
+

= − , ,...3,2=n . 

Пусть 0=r , тогда 01 =a , а коэффициент 0a  можем приравнять единице. Из 

третьего соотношения последовательно находим: 

4

1
2 =a ,  03 =a , 

224 42

1

⋅
=a , …. 

Следовательно, ( ) ...
642422

1
222

6

22

4

2

2

1 +
⋅⋅

+
⋅

++=
xxx

xy . ► 

 

В следующих задачах найти общее решение уравнений. 

Пример 2.18. ( ) 012 =−+′+′′ yxyxyx . 

◄ Частное решение ищем в виде ряда rn

n
n xa +

∞

=
∑

0

. Подставив ряд в уравне-

ние, получим тождество по x , из которого известным способом находим: 

( ) 012
0 =+ra , 

( )2
1

1 rn

a
a n

n
++

= − , Nn∈ . 

Поскольку 00 ≠a  (при 00 =a  получается тривиальное решение), то из 



 -33- 

первого уравнения следует, что ir ±= . Пусть ir = , 10 =a , тогда из второго 

уравнения последовательно получаем: 

i
a

21

1
1 +
= , 

( )( )ii
a

++
=

121

1
2 , 

( )( )( )iii
a

2312112

1
3 +++
= , …. 

Таким образом, частные решения имеют вид: 

( )
( )( ) ( )( )( ) 








+

+++
+

++
+

+
+= ...

2312112121421
1

32

1 iii

x

ii

x

i

x
xxy i , 

( )
( )( ) ( )( )( ) 








+

−−−
+

−−
+

−
+= − ...

2312112121421
1

32

2 iii

x

ii

x

i

x
xxy i . 

Общее же решение 

( ) ( ) ( ) ( ) bvauivuCivuCxyCxyCy +=−++=+= 212211 , 

где 21 CCa += , ( )21 CCib −= . Функции u , v  легко получить из представления 

( )xy1 , если воспользоваться формулами Эйлера. Имеем: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( ) .lncos...
52040

3

5

2
lnsin...

1040

3

405
1

lnsin...
52040

3

5

2
lncos...

1040

3

405
1

...
52040

3

5

2
...

1040

3

405
1lnsinlncos

...
2

3

520
31

40
21

5
1

3232

3232

3232

32
ln

1

















+−+−








+−−++

+







+−++








+−−+=

=















++−−++−−++=

=







+






 −++−−+=+=

x
xxx

x
xxx

i

x
xxx

x
xxx

xxx
i

xxx
xix

i
x

i
x

i
x

exivxuxy xi

 

Следовательно,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xxxxxu lnsinlncos βα += , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xxxxxv lncoslnsin βα += , 

( ) ...
1040

3

405
1

32

+−−+=
xxx

xα , ( ) ...
52040

3

5

2 32

+−+=
xxx

xβ . ► 

Пример 2.19. ( ) 0132 =+′−+′′ yyxyx . 

◄ Будем искать частное решение в виде  

( ) ( )n
n

n xxaxy 0
0

−=∑
∞

=

. 
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Тогда для коэффициентов na , способом, изложенным в примере 2.3, по-

лучим: 

( )
2
0

010
2 2

31

x

aax
a

−−
= , ( ) ( )( )00

2
0014

0
3 511181

6

1
xaxxa

x
a −−+−= , … 

Коэффициенты 0a , 1a  произвольны, 00 ≠x , то решение ищем в виде 

обобщенного степенного ряда 

( ) ( ) αxxaxaaxy ...2
210 +++= . 

Подставив ряд в уравнение и приравняв коэффициенты при соответствующих 

степенях x , найдем 

00 =aα , 
( )( )

nn a
n

nn
a

1

12
1 ++

++++
=+ α

αα
   ( ,...2,1,0=n ). (2.12) 

В силу того, что мы ищем нетривиальное решение, следует положить 0=α . 

Пусть 10 =a , тогда из (1) последовательно определяем 

11 =a , !22 =a , !33 =a , …, !nan = , …. 

Следовательно, ( ) ...!...!2!11 2 +++++= nxnxxxy . 

Очевидно, что этот ряд сходится лишь в точке 0=x . ► 

 

2.3 Разложения решения по степеням малого параметра 

Разложение решения по степеням малого параметра – один из наиболее 

употребительных асимптотических методов. 

Следствие теоремы 1.2. Пусть при Dxt ∈),( , 1µµ <  выполнены условия 

теоремы 1.2, и при 0=µ , 21 ttt ≤≤  решение задачи (1.1) проходит в области D ; 

],[ 210 ttt ∈ . Тогда решение ),( µtx  задачи (1.1) при 21 ttt ≤≤  разлагается по 

формуле Тейлора по степеням параметра µ  до mµ  включительно: 

)()(...)()()(),( 2
2

10
m

m
m otvtvtvtvtx µµµµµ +++++= . (2.13) 

Здесь ),( µtx  и )(tvi  – n -мерные вектор-функции, )0,()(0 txtv ≡  есть решение 

системы (1.1) при 0=µ , оно считается известным. Чтобы найти )(),...,(1 tvtv m , 

надо подставить разложение (2.13) в систему (1.1) и начальные условия, и раз-
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ложить правые части по степеням µ  до mµ  включительно. Далее надо прирав-

нять коэффициенты при одинаковых степенях µ . Получается для mvv ,...,1  сис-

тема дифференциальных уравнений с начальными условиями. Последовательно 

решая уравнения системы и пользуясь начальными условиями, находим 

)(),...,(1 tvtv m . 

 

2.4 Примеры разложения решения по степеням малого параметра  

Пример 2.20. Найти разложение решения задачи 

22 t
x

t

dt

dx
µ−= , 

82
1)1(

2µµ
+−=x  (2.14) 

по степеням параметра µ  до 2µ  включительно. 

◄Правая часть уравнения в области 0>x  имеет производные любого 

порядка по x , µ . Условия теоремы 1.2 выполнены для любого m , пока реше-

ние задачи (2.14) с 0=µ  проходит в области 0>x . При 0=µ  задача (2.14) 

принимает вид 
x

t

dt

dx
= , 1)1( =x , и имеет решение ttx =)( , оно проходит в об-

ласти 0>x  при 0>t . Поэтому ttv =)(0  ( 0>t ). Разложение 

)( 2
2

2
1 µµµ ovvtx +++=  подставляем в уравнение и начальные условия (2.14), 

члены порядка )( 2µo  не пишем. 

2

2
2

1
2

2
1 2

...)(
...1 t

vvt

t
vv µ

µµ
µµ −

+++
=+′+′+ , (2.15) 

82
1...)1()1(1

2

2
2

1
µµ

µµ −−=+++ vv . (2.16) 

Разлагаем дробь в (2.15) по степеням µ , члены с kµ , 2>k , не пишем. 

=
+++

=
+++ −− ...1

1

... 2
12

1
1

2
2

1 vtvtvvt

t

µµµµ
 

...1.........1 2
12

2

2

2

1

2

12

2

1 ++−−=−





 ++










++−= v

t
v

t
v

t
v

t
v

t
v

t

µµµµµµ
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Подставляем это в (2.15) и приравниваем коэффициенты слева и справа при 

одинаковых степенях параметра µ : 

при 1µ : 21
1 2t

t

v
v −−=′ , 

2

1
)1(1 −=v , (2.17) 

при 2µ : 
2

2
12

2
t

v

t

v
v +−=′ , 

8

1
)1(2 =v . (2.18) 

Здесь начальные условия получены из (2.16). Все дифференциальные 

уравнения для mvv ,...,1  всегда линейные. Из (2.17) получаем 
2

3

1
t

v −= . Под-

ставляя это в (2.18), находим 
2412

1 5

2
t

t
v += . Итак, 

)(
2412

1

2
)( 2

5
2

3

µµµ o
t

t

t
ttx +










++−= . (2.19) 

Так как условия теоремы 1.2 выполнены для любого 2≥m , то следую-

щий член разложения имеет вид )(3
3 tvµ  и, не находя 3v , в (2.19) вместо )( 2µo  

можно написать )( 3µO . ► 

Пример 2.21. 24 yxy −=′ µ , ( ) 11 =y . 

◄ Поскольку правая часть аналитична по y , µ , то, согласно п. 2.3 реше-

ние ищем в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ..., 2
2

10 +++= xyxyxyxy µµµ  

Подставив ряд в уравнение и приравняв коэффициенты при одинаковых степе-

нях µ , получаем 

2
00 yy −=′ , 101 24 yyxy −=′ , 20

2
12 2 yyyy −−=′ , … (2.20) 

Приняв во внимание начальное условие, имеем: 

( ) 110 =y , ( ) 011 =y , ( ) 012 =y , … (2.21) 

Теперь последовательно решаем рекуррентную систему (2.20), используя на-

чальные условия (2.21): 

( )
x

xy
1

0 = , ( )
2

2
1

1

x
xxy −= , ( )

23

5

2 21

321

3

2

7 xx

xx
xy −++−= , …. 
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Итак, ( ) ...
1

21

32

3

2

7

11
32

5
2

2
2 +








+−+−+






 −+=

xx

xx

x
x

x
xy µµ есть решение 

поставленной задачи. ► 

Пример 2.22. yxyx ln2 +=′ µ , ( ) 11 =y . 

Принимая во внимание аналитичность правой части как функции пере-

менных y , µ  при 0>y  и пользуясь методом малого параметра, решение зада-

чи ищем в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ..., 2
2

10 +++= xyxyxyxy µµµ  (2.22) 

Далее, учитывая соотношения: ( ) ( )xyxy 00, = , 

( ) ( )xy
xy

1

0

,
=

∂
∂

=µµ
µ

, 
( ) ( )xy
xy

2

0

2

2

2
,

=
∂

∂

=µ
µ
µ

, …, 

( ) ( )xyxyx 00, ′=′ , ( ) ( )xyxyx 1

0

, ′=′
∂
∂

=µ

µ
µ

, ( ) ( )xyxyx 2

0

2

2

2, ′=′
∂
∂

=µ

µ
µ

, …, 

из данного уравнения дифференцированием по параметру µ  находим: 

00 ln yyx =′ , 
0

12
1 y

y
xyx +=′ , 

2
0

2
1

0

2
2 2y

y

y

y
yx −=′ , … (2.23) 

Исходя из начального условия ( ) 11 =y , из (2.22) получаем начальные ус-

ловия для функций iy , ∞= ,0i : 

( ) 110 =y , ( ) ( ) 0...11 21 === yy . (2.24) 

Последовательно интегрируя уравнение (2.23) и пользуясь условиями (2.24), 

находим: 

10 =y , xxy −= 2
1 , ( )32 1

6
x

x
y −= , … (2.25) 

Наконец, подставляя (2.25) в (2.22), приходим к решению поставленной задачи: 

( ) ( ) ( ) ...1
6

1, 322 +−+−+= x
x

xxxy µµµ  ► 

Пример 2.23. yey xy µ+=′ − , ( ) µ−=0y . 

◄ Как и в предыдущем примере, имеем: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ..., 2
2

10 +++= xyxyxyxy µµµ , 

где 

( ) ( )0,0 xyxy = , ( ) ( )
0

1

,

=
∂

∂
=

µµ
µxy

xy , ( )
0

2

2

2 2

1

=
∂
∂

=
µ

µ
y

xy , …, 

( ) ( )0,0 xyxy x
′=′ , ( ) ( )

0

1 ,
=

′
∂
∂

=′
µ

µ
µ

xyxy x , ( )
0

2

2

2 2

1

=

′
∂
∂

=′
µ

µ xyxy , … 

Используя эти соотношения, из данного уравнения находим: 

xyey −=′ 0
0 , 011

0 yyey xy +=′ − , 2
1122

00

2

1
yeyyey xyxy −− ++=′ , … (2.26) 

При этом начальные условия имеют вид: 

( ) ( ) 0...00 20 === yy , ( ) 101 −=y . (2.27) 

Из первого уравнения (2.26) следует, что 1
0 Cee xy += −− . В силу первого началь-

ного условия (2.27) 01 =C , поэтому xy =0 . Далее из второго уравнения (2.26) 

нетрудно найти 121 −−= xeCy x . Постоянную 2C  определяем, пользуясь по-

следним условием (2.27), что дает 02 =C . Следовательно, 11 −−= xy . Анало-

гично решаем задачу: 

( )
2

1
1

2

22

+
+−−=′

x
xyy , ( ) 002 =y . 

Таким образом, окончательно имеем: 

( ) ( ) ( ) ...12
2

1, 2
2

+−−−++−= xxexxxy xµ
µµ . ► 

Пример 2.24. ( ) ( )
( ) ( )




=+−=
−=−+=

.0,
,10,

222

22

µµ
µµ

yyxyy
xyxxx

&

&         

◄ Подставляя в данные уравнения ряды 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )





+++=

+++=

...,

...,,

2
2

10

2
2

10

tytytyty

txtxtxtx

µµµ

µµµ
 (2.28) 

и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях µ , получаем: 

 

00 xx =& ,                               00 yy =& , 
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( ) 100 =x ,                             ( ) 000 =y , 

2
0

2
011 yxxx −+=& ,                 2

0
2
011 yxyy −−=& , 

( ) 101 −=x ,                           ( ) 001 =y , 

101022 22 yyxxxx −+=& ,       101022 22 yyxxyy −−=& , 

( ) 002 =x ,                             ( ) 102 =y . 

Отсюда интегрированием последовательно находим: 

tex =0 ,                                00 =y ; 

tt eex 22
1 −= ,                       tt eey 2

1 −= ; 

ttt eeex 34 23
2 +−= ,             ttt eeey 24 32

2 −−= . 

Таким образом, ряды (2.28) можно записать в виде: 

( ) ( ) ...342 2322 ++−+−+= tttttt eeeeeex µµ , 

( ) ( ) ...24 3222 +−−+−= ttttt eeeeey µµ . ► 
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§ 3 ОТЫСКАНИЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ 

 

3.1 Условия существования периодических решений 

Нижеследующие лемма 3.2 и теорема 3.1 дают условия существования 

периодических решений соответственно для линейной системы с периодиче-

ской правой частью и для нелинейной системы, близкой к линейной, и указы-

вают методы отыскания таких решений. 

Лемма 3.1. Пусть при pt ≤≤0  вектор-функция )(tx - решение уравнения 

),( xtfx =′ , где вектор-функция f  и все 
j

i

x

f

∂

∂
 непрерывны и ),(),( xtfxptf ≡+ . 

Если )0()( xpx = , то решение )(tx  продолжается на интервал ),( ∞−∞  с перио-

дом p . 

Доказательство. Так как  

)0())0(,0())(,()( правлев xxfpxpfpx ′===′ ,  

то продолженная с периодом p  функция 1)( Ctx ∈ . Она всюду удовлетворяет 

данному уравнению, ибо для любого Zk ∈  имеем 

))(,())(,()()( kptxkptftxtftxkptx ++==′=+′ .■ 

Лемма 3.2. Если для всех собственных значений матрицы A  имеем  

i
p

kπ
λ

2
≠ , ,...2,1,0 ±±=k  (3.1) 

то система )(tfAxx +=′  для каждой непрерывной функции )(tf  с периодом p  

имеет (и только одно) решение с периодом p . 

Условие (3.1) называется условием отсутствия резонанса. 

Доказательство. Пусть )(tv  – частное решение данной системы с 

0)0( =v . В силу теоремы (о сумме решений) и следствия (о фундаментальной 

матрице системы) общее решение имеет вид )(tvbex tA += , где b  – произволь-

ный вектор из nR . Чтобы это решение имело период p , по лемме 3.1 надо, что-

бы )0()( xpx = . То есть 
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)0()( vbpvbe pA +=+ , )()( pvbEe pA −=− . 

Это – линейная алгебраическая система относительно неизвестных координат 

вектора b . Для существования единственного решения достаточно, чтобы 

0)1det( ≠⋅− Ee pA , то есть чтобы матрица pAe   не имела  собственных значе-

ний, равных 1. 

Если nλλ ,...,1  – собственные значения матрицы A , то pAe  имеет собст-

венные значения ipe λ , ni ,...,1= . Для iβαλ +=  имеем 

)sin(cos ββαλ pipee pp += . Это число равно 1 только в случае 0=α , 

kp πβ 2= , ,...2,1,0 ±±=k . Поэтому при условии (3.1 имеем 1≠λpe . ■ 

Теорема 3.1. Пусть функции )(tf , ),,( µxtg  непрерывны при nRx∈ , 

Dxt ∈),( , 1µµ < , имеют период p  по t ; mCg ∈  по x , µ , где 1≥m . Пусть вы-

полнено условие (3.1) и решение )(0 tx  с периодом p  уравнения )(tfAxx +=′  

содержится в области D . Тогда при всех достаточно малых µ  система 

),,()( µµ xtgtfAxx ++=′  (3.2) 

имеет решение периода p  по t , стремящееся к )(0 tx  при 0→µ . Такое реше-

ние единственно и принадлежит классу mC по µ . 

Доказательство. Пусть ),;( µbtx  – решение системы (3.2) с начальным 

условием bbx =),;0( µ . По лемме 3.1 оно будет иметь период p , если  

0),;( =− bbpx µ . (3.3) 

Докажем, что при малых µ  существует nRb∈ , удовлетворяющее урав-

нению (3.3). Функция mCbpx ∈),;( µ  по b , µ  в силу теоремы 3.2. При 0=µ  

уравнение (3.2) линейное, как в лемме 3.2, уравнение (3.3) принимает вид 

)()( pvbEe pA −=− , 0)1det( ≠⋅− Ee pA  (3.4) 

и имеет единственное решение b . Далее, якобиан левой части равенства (3.3) 

по координатам nbb ,...,1  вектора b  при 0=µ  совпадает с детерминантом (3.4), 

значит, не равен нулю. Тогда по теореме о неявных функциях уравнение (3.3) 
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при достаточно малых µ  имеет решение )(µbb = , стремящееся к 0b  при 

0→µ , такое решение единственно и mCb ∈)(µ . 

Тогда решение mCbtx ∈)),(;( µµ  по µ , и в силу (3.3) и леммы 3.1 имеет 

период p . ■ 

Следствие. При условиях теоремы 3.1 названное периодическое решение 

имеет разложение по степеням µ  вида (2.13) с функциями )(tvi , имеющими 

период p . 

Доказательство. Решение mCbtx ∈)),(;( µµ  по µ , поэтому имеет разло-

жение вида (2.13). Следовательно, 

)(...)),(,()),(,( 10
mm

m odddbtxbptx µµµµµµµ ++++=−+ , (3.5) 

где )()( tvptvd iii −+= , mi ,...,1,0= . В силу периодичности решения левая 

часть в (3.5) равна нулю, поэтому все 0=id , то есть )()( tvptv ii ≡+ . ■ 

Замечание. Пусть дано уравнение  

),,()(...)1(
1

)( µµ ytgtfyayay n
nn +=+++ −  (3.6) 

с постоянными коэффициентами ia  и непрерывными функциями f , g  периода 

p  по t  и mCg ∈  по y , µ , а корни λ  характеристического уравнения удовле-

творяют условию (3.1). Тогда для отыскания решения периода p  не нужно пе-

реходить от уравнения (3.6) к системе, можно сразу отыскать решение в виде 

(2.13), где теперь )(tvi  – скалярные функции с периодом p . 

К системе вида (3.2) сводится задача о вынужденных колебаниях авто-

номной системы вблизи положения равновесия, вызываемых периодическим 

малым внешним воздействием. Рассмотрим систему 

)()( tfxFx µ+=′ , )()( tfptf ≡+ , T
nxxx ),...,( 1= . (3.7) 

Пусть 0x  – положение равновесия при 0=µ , то есть 0)( 0 =xF ; µ  – ма-

лое число, функция )(tf  непрерывна, 1)( +∈ mCxF  ( 1≥m ) в окрестности точки 
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0x . Замена yxx µ+= 0  дает )()( 0 tfyxFy µµµ ++=′ . Так как 0)( 0 =xF , то по 

формуле Тейлора  

),()( 0 yrAyyxF µµµ +=+ , 

njij

i

x

xF
A

,...,1,

0

0 )(

=














∂

∂
= . 

Остаточный член 1+∈ mCr  ( ибо другие члены в равенстве принадлежат 

1+mC ), ),(2 µµ ygr = . Получаем систему вида (3.2) 

),()( µµ ygtfAyy ++=′ , mCg ∈ . (3.8) 

Если собственные значения матрицы A  удовлетворяют условию (3.1) 

(нет резонанса), то по теореме 3.1 система (3.7) при достаточно малых µ  имеет 

решение с периодом p . 

 

3.2 Примеры нахождения периодических решений 

Пример 3.1. Найти с точностью )( 2µo  периодическое решение уравне-

ния 2sin23 xtxx µ+=+′′ . 

◄ Здесь π2=p , 032 =+λ , ki
p

ki
i =≠±=

π
λ

2
3  ( Zk ∈ ), условие (3.1) 

выполнено. Ищем периодическое решение в виде ...2
2

10 +++= vvvx µµ . Под-

ставляя в уравнение и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях µ , 

получаем систему уравнений 

tvv sin23 00 =+′′ , 2
011 3 vvv =+′′ , 1022 23 vvvv =+′′ ,…  

Надо найти решения 0v , 1v , 2v  с периодом π2 . Для каждого из этих 

уравнений надо найти лишь частное решение (методом неопределенных коэф-

фициентов), так как  по теореме 3.1 при выполнении условия (3.1) решение с 

периодом p  единственно. Последовательно находим tv sin0 = ; 

ttvv 2cos
2

1

2

1
sin3 2

11 −==+′′ , tv 2cos
2

1

6

1
1 += . Подставляя 0v  и  1v  в уравнение 

для 2v , имеем 
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ttttvv 3sin
2

1
sin

6

1
2cos

2

1

6

1
sin23 22 +−=







 +=+′′ . 

Отсюда находим 

ttv 3sin
12

1
sin

12

1
2 −−= . 

Следовательно,  

)(3sin
12

1
sin

12

1
2cos

2

1

6

1
sin 2 µµµ ottttx +







 −−+






 ++= . 

Как в примере 2.20, вместо )( 2µo  можно написать )( 3µO . ► 

Пример 3.2.  Рассмотрим уравнение 

txxx sin12 2 µ=−+′+′′  ( 1Rx∈ ). (3.9) 

◄ При 0=µ  положения равновесия 11 =x  и 12 −=x . Найдем периодиче-

ское решение, близкое к 1=x . Замена yx µ+=1  дает 

2sin22 ytyyy µ−=+′+′′ . (3.10) 

Здесь π2=p , 
p

ki
i

π
λ

2
1 ≠±−=  ( Zk ∈ ), условие (3.1) выполнено. Поэто-

му при малых µ  уравнение (3.10) имеет решение периода π2  и вида 

...)()( 10 ++= tvtvy µ , где все )(tvi  имеют период π2 . Подставляя это в (3.10), 

получаем, как в примере 3.1, 

tvvv sin22 000 =+′+′′ , 2
0111 22 vvvv −=+′+′′ , … 

Отсюда находим tbtav sincos0 += , 
5

2
−=a ; 

5

1
=b ; 

ttv 2sin
25

2
2cos

50

3

10

12
0 −+= , tdtchv 2sin2cos1 ++= , 

20

1
−=h , 

100

1
−=c , 

50

1
−=d  и т.д. Следовательно, 

).(2sin
50

1
2cos

100

1

20

1
sin

5

1
cos

5

2
1

1
32 µµµ

µ

Otttt

yx

+





 −−−+






 +−+=

=+=
    (3.11) 
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Уравнение (3.9) при малых µ  имеет и другое решение с периодом π2 . 

Оно близко к неустойчивому положению равновесия 12 −=x  и отыскивается 

аналогичным способом. Можно доказать, что оно неустойчиво. ► 

В следующих задачах с помощью малого параметра найти приближенно 

периодические решения с периодом, равным периоду правой части уравнения. 

Пример 3.3. 2sin23 xtxx &&& µ+=+ . 

◄ Согласно методу малого параметра, периодическое решение ищем в 

виде: 

( ) ( ) ( ) ( ) ..., 2
2

10 +++= txtxtxtx µµµ , (3.12) 

где ix  ( ∞= ,0i ) – π2 -периодические функции. Подставляя разложение (3.11) в 

уравнение и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях µ , получа-

ем: 

txx sin23 00 =+&& ,  2
011 3 xxx &&& =+ ,  1022 23 xxxx &&&& =+ , … (3.13) 

Первое уравнение имеет общее решение 

( ) ttCtCtx sin3cos3sin 20100 ++= . 

Поскольку требуется найти π2 -периодическое решение, то в последнем 

равенстве следует положить 02010 ==СС . Следовательно,  

( ) ttx sin0 = . 

Принимая во внимание это значение, из второго уравнения системы (3.12) на-

ходим 

( ) ttCtCtx 2cos
2

1

6

1
3cos3sin 21111 −++= . 

Отсюда в силу требования π2 -периодичности функции 1x  имеем: 

( ) ttx 2cos
2

1

6

1
1 −= . 

Аналогичным образом из третьего уравнения системы (3.13) получаем 

( ) tttx sin
2

1
3sin

6

1
2 +−= . 

Подставляя 0x , 1x , 2x , … в (3.12), приходим к искомому решению: 
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( ) ...sin
2

1
3sin

6

1
2cos

2

1

6

1
sin, 2 +






 +−+






 −+= tttttx µµµ  ► 

Пример 3.4. txxx cos23 3 µ=++&& . 

◄ Подставляя ряд 

( ) ( ) ( ) ( ) ..., 2
2

10 +++= txtxtxtx µµµ  

в данное уравнение, известным способом получаем систему уравнений: 

03 3
000 =++ xxx&& , 

txxxx cos233 1
2
011 =++&& , 

0333 2
2
0

2
1022 =+++ xxxxxx&& , 

033 3
2
0

3
133 =+++ xxxxx&& , …, 

из которой последовательно находим π2 -периодические решения: 

( ) 00 ≡tx , ( ) ttx cos1 = , ( ) 02 ≡tx , ( ) tttx 3cos
24

1
cos

8

3
3 +−= . 

Следовательно, ( ) ...cos33cos
3

1

8
cos,

3

+





 −+= ttttx

µ
µµ  ► 

Примечание. Нетривиальные решения уравнения 03 3
000 =++ xxx&&  выра-

жаются через эллиптические функции, не являющиеся π2 -периодическими. 

Пример 3.5. txx 2sinsin µ=+&& . 

◄ Как и в предыдущем примере, степенной ряд 

( ) ( ) ( ) ( ) ..., 2
2

10 +++= txtxtxtx µµµ  

подставляем в данное уравнение и получаем тождество по параметру µ , из ко-

торого следует система уравнений: 

 0sin 00 =+ xx&& , 

txxx 2sincos 011 =+&& , 

0sin
2

cos 0

2
1

022 =−+ x
x

xxx&& , (3.14) 

0sincos
6 0210

3
1

33 =−







−+ xxxx

x
xx&& , …. 
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Первое уравнение в (3.14) имеет серию π -периодических решений: 

πkx k =0 , Zk∈ . 

Второе уравнение дает 

( ) 41

2sin
1

−−
=

kk

t
x , 

а третье –  

02 =x . 

Из четвертого, имеющего вид 

( ) ( )
( )( )3

3

33

41

2sin

6

1
1

−−

−
=−+

k

k
k t
xx&& , 

следует π -периодическое решение 

( )
( )( ) ( )

( )







 −+
−

−−−−

−
= t

t
x

k

kk

k

k 2sin
5

14

136

6sin

4124

1
33 . 

Таким образом,  

( )
( )

( )
( )( ) ( )

( )
...2sin

5

14

136

6sin

4124

1

41

2sin
,

3

3

+






 −+
−

−−−−

−
+

−−
+= t

tt
ktx

k

kk

k

k

µµ
πµ ► 

Примечание. Для полученной системы (3.14) удобно пользоваться раз-

ложением 

( ) 000 cossincossinsin xuuxux +=+ , 

где ...2
2

1 ++= xxu µµ , а также 

...
!4

1

!2

1
1cos 42 −+−= uuu  , ...

!3

1
sin 3 +−= uuu  

В результате имеем 

( ) 000 cossinsin xBxAux +=+ , 

...
2

1 21
32

1

2

+−−= xxxA µ
µ

, ...
6

... 3
1

3

2
2

1 +−++= xxxB
µ

µµ . 

Пример 3.6. 22sin3sin xttxx µ+−=+&& . 

◄ Представляя решение в виде ряда ...10 ++= xxx µ  относительно функ-

ций 0x , 1x , …, известным способом получаем систему уравнений: 
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ttxx 2sin3sin00 −=+&& , 

2
011 xxx =+&& , (3.15) 

1022 2 xxxx =+&& , …. 

Из первого уравнения системы (3.15) имеем: 

tttBtAx 3sin
8

1
2sin

3

1
sincos0 −++= , …, (3.16) 

где A , B  – постоянные интегрирования. Эти постоянные мы определим, исхо-

дя из требования, чтобы в правой части второго уравнения системы (3.15) от-

сутствовали так называемые резонирующие члены. В данном случае резони-

рующими членами будут функции tt sina , tcos , поэтому в правой части 

( )

( ) ( ) ( ) ( ).3coscos
3

5coscos
24

1
4cos2cos

8
2sin4sin

8

sin3sin
3

2sin
128

6cos

128

1

18

4cos

18

1

2cos
22

3sin
8

1
2sin

3

1
sincos

22222

tt
B

tttt
B

tt
A

tt
A

tAB
tt

t
BABA

tttBtA

−+−−−−+−

−+++−+−+

+
−

+
+

=






 −++

 

следует положить 0=A , 
8

1
=B . Тогда из (3.16) получим 

( ) ( ) ttttx 2sin
3

1
3sinsin

8

1
0 +−= . 

Аналогично находятся функции 1x  и т. д. ► 

 

В следующих задачах с помощью метода малого параметра приближенно 

найти периодические решения данных уравнений. 

Пример 3.7. ( )3xxxx &&&& −=+ µ . 

◄ Поскольку правая часть от t  явно не зависит, то сначала сделаем заме-

ну 

( )...1 2
21 +++= µµτ bbt , 

где ib , Ni∈  – постоянные, подлежащие определению. Тогда получим уравне-

ние 
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( ) ( )

( ) ....1

...1...1

32
21

3

2
21

22
212

2






+++






−

−+++

=++++

µµ
τ

µµ
τ

µµµ
τ

bb
d

dx

bb
d

dx
xbb

d

xd

 (3.17) 

Далее, приближенное решение уравнения (3.17) ищем в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ..., 2
2

10 +++= τµτµτµτ xxxx  (3.18) 

Подставив (3.18) в (3.17) и приравняв коэффициенты при одинаковых 

степенях µ , получим: 

000 =+ xx&& , 

01
3
0011 2 xbxxxx &&&&&& −−=+ , (3.19) 

020
2

11
2
0

3
011110122 2332 xbxbxxxbxxbxbxx &&&&&&&&&&&&& −−−−+−=+ , …. 

Решение первого уравнения  

( ) ( )ϕττ += cos0 Ax  

( A , ϕ  – произвольные постоянные) подставляем во второе уравнение (3.19): 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ).cos23sin
4

sin
4

3

cos2sin1sin

1

3
3

1
22

11

ϕτϕτϕτ

ϕτϕτϕτ

+++−+





 −=

=+++−+−=+

Ab
A

AA

AbAAxx&&

 (3.20) 

Поскольку мы ищем периодические нетривиальные решения, то в (4) должны 

положить 

0
4

3 3 =− AA , 02 1 =Ab . 

Отсюда следует, что 01 =b , 
3

2
=A . А тогда из уравнения (3.20) нетрудно най-

ти, что 

( ) ( ) ( )ϕτϕττ +++= 3sin
312

1
cos 111 Ax , 1A , 1ϕ  – постоянные. 

Учитывая найденное, третье уравнение системы (3.19) представляем в виде: 
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( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ).3cos5cos
34

1
cos

34

1

3

4

23sin2sinsin

3cossin41
34

1
cos

3

4

sinsin4123

2

1111

2
2

1
2

1021
2
0122

ϕτϕτϕτ

ϕϕτϕϕτϕτ

ϕτϕτϕτ

ϕτϕτ

+−+++






 ++

+++−+−++=

=++−+++

+++−−=−−=+

b

A

b

Axbxxxxx &&&&&&&

 

Отсюда видим, что условием отсутствия резонирующих членов является вы-

полнение равенств: 

01 =A , 
16

1
2 −=b . 

Таким образом, ( ) ( )ϕττ += 3sin
312

1
1x , и 

( ) ( ) ( ) ( )23sin
312

cos
3

2
, µϕτ

µ
ϕτµτ Ox ++++= , 








+−= ...

16
1

2µ
τ t . ► 

Пример 3.8. 2xxx =+&& . 

◄ Считая, что x мало, в качестве малого параметра возьмем амплитуду 

колебаний, являющихся решением уравнения 0=+ xx&& . Полагая, для опреде-

ленности, µ=
=0t

x  (µ  – малый параметр), периодическое решение данного 

уравнения ищем в виде: 

( ) ( ) ( ) ...2
3

1
2

0 +++= τµτµτµ xxxx , (3.21) 

где ( )...1 2
21 +++= µµτ bbt . 

Подставив эти разложения в уравнение и приравняв коэффициенты при 

одинаковых степенях µ , получаем: 

 000 =+ xx&& , 

ττ cos22cos
2

1

2

1
111 bxx ++=+&& , (3.22) 

ττ cos2cos2 2122 bxxx +=+&& , …. 

Из первого уравнения с учетом начального условия находим 

τcos0 =x . 
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Поскольку функция 1x  должна быть периодической, то в правой части 

второго уравнения системы (3.22) следует положить 01 =b . Тогда из этого 

уравнения нетрудно получить, что 

( ) τττ 2cos
6

1

2

1
cos1 −+= Ax . 

Учитывая условие ( ) 001 =x , находим 
3

1
−=A . Следовательно, 

( ) τττ 2cos
6

1
cos

3

1

2

1
1 −−=x . 

Подставив значение ( )τ1x  в правую часть третьего уравнения системы 

(3.22) и потребовав, чтобы она не содержала резонирующих членов, получаем 

12

5
1 −=b , ττ 3cos

48

1
2cos

32 +−=
A

Ax . 

Так как ( ) 002 =x , то 
32

1
−=A . Поэтому 

ττ 3cos
48

1
2cos

96

1

32

1
2 ++−=x . 

Таким образом, 

...3cos
48

1
2cos

96

1

32

1
2cos

6

1
cos

3

1

2

1
cos 32 +






 ++−+






 −−+= ττµττµτµx ; 







 +−= ...

12

5
1 2µτ t . ► 

Примечание. Такой же результат получится, если проделать аналогич-

ные выкладки для уравнения 2xxx µ=+&& , а затем при решении положить 1=µ . 
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§ 4 ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ ПРИБЛИЖЕННОГО РЕШЕНИЯ 

 

4.1 Об оценке погрешности приближенного решения 

Пусть )(tyy =  – вектор-функция, являющаяся приближенным решением 

задачи Коши для системы дифференциальных уравнений: 

),( txf
dt

dx
= , )0(

0
xx

t
=

=
, (4.1) 

где ),...,,( 21 nxxxx = , ),...,,( 21 nffff = . Здесь и далее будем считать, что вектор-

функция непрерывна по переменным t , x  и удовлетворяет условию Липшица 

по переменной x : 

xyKxtfytf −≤− ),(),( , constK = , (4.2) 

где •  обозначает какую- либо норму вектора: 

∑
=

=
n

i
ixx

1

2
, ∑

=
=

n

i
ixx

1
, i

ni
xx max

1 ≤≤
= . 

Пусть далее, приближенное решение )(ty  задачи (4.1) удовлетворяет не-

равенствам: 

ε≤− ),( ytf
dt

dy
, δ≤− )0()0( xy . (4.3) 

Тогда справедлива оценка погрешности: 

)1()()( −+≤− tKtK e
K

etytx
ε

δ . (4.4)                                                                     

 

4.2 Примеры оценки погрешности приближенного решения 

В следующих задачах оценить погрешность приближенного решения на 

указанном отрезке (волной отмечено приближенное решение). 

Пример 4.1. 
21

1

4 y

x
y

+
−=′ , 1)0( =y , 

2
1~ x

y −= , 
2

1
≤x . 
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◄ Правая часть этого уравнения, очевидно, непрерывна по совокупности 

переменных x , y  (
2

1
≤x , +∞<<∞− y ) и имеет непрерывную же по y  

производную 

22 )1(

2

y

y

y

f

+
=

∂
∂

, 

причем 

1
1

2

1

1

1

2
222
≤

+
≤

+
⋅

+
=

∂
∂

y

y

yy

y

y

f
. 

Следовательно, в качестве постоянной Липшица K  можем взять единицу. 

Далее, по формулам (4.3) имеем оценки: 

64

1

48

2
max

16

1

)48(4

)2(

48

4

42

1
~1

1

4
~

2

2

12

2

22
=

+−

−
≤

+−

−
=

+−
−+=

+
−−′

≤ xx

x

xx

xx

xx

x

y

x
y

x

, 

0)0()0(~ =− yy . 

Поэтому 
64

1
=ε , 0=δ . Таким образом, согласно (4.4) получаем оценку 

погрешности: 

011,0
64

1
)1(

64

1
)(~)()(~)(

2

1

<
−

≤−≤−=−
e

exyxyxyxy x .► 

Пример 4.2. 211 xxx −=& , 12 txx =& , 1)0(1 =x , 0)0(2 =x ; 2
1 2

1
1~ ttx ++= , 

2
2 2

1~ tx = , 1,0≤t . 

◄ Пусть 21 xxx += . Тогда согласно (4.3) имеем 

)~,~,(
~

)~,~,(
~

)~,(
~

212
2

211
1 xxtf

dt

xd
xxtf

dt

xd
xtf

dt

xd
−+−=− , 

где 

21211
~~)~,~,( xxxxtf −= , 1212

~)~,~,( xtxxtf ⋅= . 

Следовательно, 



 -54- 

0105,0
2

)
2

1
()

2

1
1()1(1)~,(

~ 2
222 <+≤+=++−++−+=−

t
tttttttttttxtf

dt

xd
; 

0105,0=ε , 0=δ . 

Так как  

1
1

1 =
∂

∂

x

f
, 1

2

1 −=
∂
∂
x

f
, t

x

f
=

∂

∂

1

2 , 0
2

2 =
∂

∂

x

f
, 

то постоянная Липшица 2=K . А по формуле (4.4) имеем: 

0012,0)1(0053,0)1(0053,0)(~)( 2,02 <−≤−≤− eetxtx t .► 

Примечание. Если в области определения правой части ),( xtf , 

выпуклой по переменной x  выполняются неравенства C
x

f

i

i ≤
∂

∂
, то в качестве 

постоянной Липшица можно взять число nCK = . 

Пример 4.3. 02 =−′′ yxy , 1)0( =y , 0)0( =′y ; 12

4

~
x

ey = , 5,0≤x . 

◄ Переходя от уравнения второго порядка к системе уравнений первого 

порядка, имеем: 

tx = , 1xy = , 2xy =′ , 21 xx =′ , 1
2

2 xtx =′ , 

1)0(1 =x , 0)0(2 =x ; 12
1

4

~
t

ex = , 123
2

4

3

1~~
t

etyx =′= , 5,0≤t . 

Пусть 21 xxx += . Тогда согласно (4.3) имеем: 

)~,~,(~)~,~,(~)~,(
~

21222111 xxtfxxxtfxxtf
dt

xd
−′+−′=− . (4.5) 

Поскольку 

123
1

4

3

1~
t

etx =′ , 123
2211

4

3

1~)~,~,(
t

etxxxtf −= ,  








 +=′ 6212
2 9

1~
4

ttex
t

, 122
1

2
212

4

~)~,~,(
t

etxtxxtf =⋅= ,  

то из (4.5) следует, что 



 -55- 

00017,0
9

)5,0(

9
max

9
)~,(

~
12

)5,0(6
12

6

2

1
12

6
444

==≤=−
≤

ee
t

e
t

xtf
dt

xd
t

t

t

… 

Поэтому 0017,0=ε ; 0=δ . 

Далее, так как  

0
1

1 =
∂

∂

x

f
, 1

2

1 =
∂

∂

x

f
, 2

1

2 t
x

f
=

∂

∂
, 0

2

2 =
∂

∂

x

f
, 

то постоянная Липшица 2);1(max2 2

2

1
==

≤

tK
t

 (см. примечание после 

примера 4.2). В силу оценки (4.4) и имеющихся значений ε , δ , K  справедливо 

неравенство 

002,0)1(009,0)1(
2

0017,0
)(~)( 2 <−<−≤− eetxtx t . 

Отсюда следует, что тем более 002,0~
11 <− xx .► 

Пример 4.4. 12 2 +=′ xyy , 1)0( =y ; 
x

y
−

=
1

1~ , 
4

1
≤x . 

◄ Сначала находим числа ε , δ . По формуле (4.3) имеем: 

9

1

)1(
1~2~

2

2
2 ≤

−
=−−′

x

x
yxy , 0)0(~)0( =− yy , 

поэтому 
9

1
=ε , 0=δ . 

Предположим, что решение )(xy  существует в прямоугольнике 







 ≤−≤=

3

1
1,

4

1
:),( yxyxR  

))(~( Rxy ∈ . Тогда для постоянной Липшица K  имеем оценку 

3

4
4maxmax ==

∂
∂

≤ xy
y

f
K

RR
. 

Используя полученные оценки, по формуле (4.4) получаем 

034,0)1(
12

1
)1(

12

1
)(~)( 3

1

3

4

=−≤−≤− eexyxy

x

…  
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Остается проверить, действительно ли точное решение )(xy  содержится в 

указанном прямоугольнике. Поскольку функции 12),( 2 += xyyxf  и xyf y 4=′  

непрерывны в любом прямоугольнике  { }byaxyxR ≤−≤= 1,:),(1 , то, 

согласно теореме существования, на отрезке hx ≤ , где 






=
M

b
ah ,min , 

)12(max 2

1

+= xyM
R

, существует единственное решение рассматриваемой 

задачи. Найдем h . Для этого оцениваем 1)1(2 2 ++≤ baM  и ищем 












++ 1)1(2
,minmax

2ba

b
a . Из уравнений 

1)1(2 2 ++
=

ba

b
a , 0

1)1(2 2
=

′










++ bba

b
 

получаем 

a
b

2

1
1+= , 308,0

4

15
=

−
=a …, 617,1=b … . 

Следовательно, в 1R  существует единственное решение )(xy , где 

{ }617,11,308,0:),(1 ≤−≤= yxyxR . 

Поскольку 1RR < , то оно существует и в R . ► 

Пример 4.5. Оценить, насколько может измениться при 10 ≤≤ x  решение 

уравнения yxy sin+=′  с начальным условием 0)0( 0 == yy , если число 0y  

изменить меньше, чем на 0,01. 

◄ Пользуемся неравенством (4.4). В данном примере 0=ε , так как 

сравниваются между собой решения )(ху  и )(xz  одного и того же уравнения, т. 

е. yxy sin+=′  и zxz sin+=′ , где решение )(ху  удовлетворяет начальному 

условию 00 =y , а решение )(xz  – условию 0)0( zz = , для которого, согласно 

условию, справедлива оценка 01,000 ≤− zy , или 01,00 ≤z . Следовательно, по 

формуле (4.3) 01,0=δ . 
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Далее, так как  zyzy −≤− sinsin , то постоянная Липшица 1=K , и, 

согласно оценке (4.4) имеем окончательно: 

0271,001,001,0)()( ≈≤≤− eexzxy x . ► 

Пример 4.6.  Чтобы приближенно найти решение уравнения 0sin =+ xx&& , 

его заменили уравнением 0=+ xx&& . Оценить при 20 ≤≤ t  возникающую от 

этого погрешность в решении с начальными условиями 25,0)0( =x , 0)0( =x& , 

если известно, что 003,0sin <− xx  при 25,0≤x . 

◄ Пусть )(ty  – решение задачи 

0sin =+ yy&& , 25,0)0( =y , 0)0( =y& , (4.6) 

а )(tx  – решение задачи: 

0=+ xx&& , 25,0)0( =x , 0)0( =x& . (4.7) 

Тогда для погрешности )()()( tytxtu −=  путем почленного вычитания из 

равенств (4.6) равенств (4.7) получаем задачу: 

yytutu −=+ sin)()(&& , 0)0( =u , 0)0( =u& , 

решение которой имеет вид: 

ττττ dtyytu
t

)sin())()((sin)(
0

−−= ∫ . (4.8) 

Умножив почленно уравнение (4.6) на y&  и проинтегрировав, а также 

приняв во внимание начальные условия, получим: 

)25,0cos(cos22 −= yy& . 

Отсюда следует, что 25,0≤y . Поэтому 003,0sin ≤− yy , и из (4.8) 

находим нужную задачу: 

006,0003,0)sin(003,0)sin()()(sin)(
2

000

=≤−≤−−≤ ∫∫∫ τττττττ ddtdtyytu
tt

. ► 
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§ 5 СИСТЕМЫ С МЕДЛЕННЫМ ВРЕМЕНЕМ 

 

В этом параграфе мы будем изучать системы с переменными параметра-

ми. Первые существенные результаты этой теории, полученные методом ус-

реднения, принадлежат Ю.А. Митропольскому, которому также принадлежит 

первое математическое изложение теории колебательных систем, параметры 

которых медленно изменяются. 

 

5.1 Вывод укороченных уравнений 

Рассмотрим теперь уравнение следующего типа: 

),,(),( τεϕτ zzzfz &&& =+ , (5.1) 

где τ  – “медленное время”: constt += ετ .Таким образом, уравнение (5.1) опи-

сывает колебательные процессы в системе с медленно меняющимися парамет-

рами. При 0=ε  уравнение (5.1) превращается в порождающее 

,0),( =+ τzfz&&  (5.2) 

где τ  – некоторая постоянная. 

Методы, развитые в предыдущих параграфах, без каких-либо существен-

ных изменений могут быть использованы (5.1). 

Общий интеграл порождающего уравнения, как и в предыдущем пара-

графе, будем считать известным, однако теперь он будет зависеть не только от 

x и y, но и от параметрами τ : 

),,,( τyxQz =  

где, как и раньше, ))(,( 0ttxy += τω . Заметим при этом, что теперь частота ω  

будет функцией не только амплитудой x, но и медленного времени τ : 

),( τωω x= . 

Функция Q будет удовлетворять уравнению 

0)(2 =+ QfQYYω  (5.3) 

тождественно по x и τ . 

Решение уравнения (5.1) будем искать в виде 
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),,( τyxQz = , (5.4) 

),,(),( ττω yxQxz Y=& . (5.5)    

Другими словами, вместо переменной z мы введем новые переменные x и 

y при помощи равенств (5.4) и (5.5). Тогда получим уравнения 

0=+−+ τεω QQQxQ YYX & , 

εϕωωετωωω ττ =+++++ )(),()( YYYYXYYX QQQfQyxQQ && . 

Разрешая эти уравнения относительно x&  и y& , и используя определения ∆  

и тождество (5.3), мы получим 

{ } YYYXYYX QQQQQQx εϕωωε τττ −=−++∆ 2)(& , 

{ } XYXXYXXY QQQQQQQQQy εϕωωωεω τττττ −=−+−+∆+∆− )(&  

или окончательно 

{ }

{ }






+
∆

+=

+
∆

−=

,),,(),(

,),,(

2

1

τξϕ
ε

τω

τξϕ
ε

yxQxy

yxQx

X

Y

&

&

 (5.6) 

где 

,)( 2
1 YYYYY QQQQQ τττ ωωξ −+=  

.)(2 YXYXYXXY QQQQQQQQ ττττ ωωωξ −+−=  

В системе (5.6) правые части зависят не только от переменных x и y, 

т.е. не только от амплитуды и фазы, но и от времени. Существенно, однако, 

что правые части являются по условию медленно изменяющимися со време-

нем. Поэтому основные соображения о возможности усреднения правых частей 

по периоду изменения быстрой переменной остаются в силе, так как за время, 

в течение которого фаза  изменяется  на  π2 ,  величина τ изменяется мало. 

Итак, и в этом случае мы также сможем составить систему укорочен-

ных уравнений 
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{ }

{ } 











+
∆

+=

+
∆

−=

∫

∫

π

π

ξϕ
π
ε

τω

ξϕ
π
ε

2

0
2

2

0
1

,
2

),(

,
2

dyQxy

dyQx

X

Y

&

&

 (5.7) 

Таким образом, процедура Ван-дер-Поля формально применима к сис-

темам с медленно меняющимися правыми частями при условии, что функция 

),,( τyxQ  описывает некоторый колебательный процесс (т.е. правые части сис-

темы (5.6) являются периодическими функциями «быстрой» переменной y). В 

этом случае мы можем заменить исходное уравнение (5.1) укороченными — сис-

темой  (5.7). 

 

5.2 Адиабатические инварианты  

В системах с медленно меняющимися параметрами рассматриваются ве-

личины, называемые адиабатическими инвариантами. 

Предположим, что некоторая величина ),( yxI  является интегралом по-

рождающего уравнения. Это значит, что производная dtdI / , вычисленная в 

силу порождающего уравнения, равна нулю. 

Предположим, что система (5.1) не подвержена действию внешних сил, 

т.е. 0=ϕ , и вычислим в этом случае производную dtdI /  в силу укороченных 

уравнений Ван-дер-Поля. В общем случае эта величина будет зависеть от 

переменных x и τ  и, следовательно, будет отлична от нуля при 0≠ε . 

Условимся называть функцию ),( yxI  адиабатическим инвариантом сис-

темы (5.1) относительно укороченных уравнений Ван-дер-Поля, если ее полная 

производная по времени, вычисленная в силу этих уравнений, равна нулю. 

Ниже будет показано, что уравнения Ван-дер-Поля определяют решение 

с точностью до величин )(εO . Следовательно, величину ),,( τyxI  мы называем 

адиабатическим инвариантом, если 

)( kQ
dt

dI
ε= ,  1>k . 
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Другими словами адиабатический инвариант — это некоторая функция ампли-

туды и фазы, которая изменяется медленнее, нежели параметры системы. 

 

5.3 Интеграл действия 

Рассмотрим функцию ),( τxI  определенную равенством 

∫=
π

ττω
π

τ
2

0

2 ),,(),(
2

1
),( dyyxQxxI Y . (5.8) 

Функция (5.8) называется интегралом действия. Свое название это вы-

ражение оправдывается тем, что ),( τxI  является интегралом порождающего 

уравнения. В самом деле, при const=τ  «амплитуда» — величина постоянная, 

поэтому  и ),( τxI  также является постоянной. 

Покажем, что интеграл действия является адиабатическим 

инвариантом. Для этого найдем полную производную по времени 

ετIxI
dt

dI
X += & . 

Вычислим частные производные XI  и τI  и подставим их в это выра-

жение. В результате мы получим 

∫∫ +++=
π

ττ

π
ωω

π
ε

ωω
π

2

0

2
2

0

2 )2(
2

)2(
2

dyQQQdyQQQ
x

dt

dI
YYYXYYYX

&
. (5.9) 

Преобразуем второе слагаемое в первом интеграле, проинтегрировав его по 

частям 

∫∫ −= =
=

π
π

π 2

0

2
0

2

0

dyQQQQdyQQ XYY
Y
YYXXYX . 

Но первое слагаемое равно нулю, поскольку Q-периодическая функция; следо-

вательно 

∫∫ −=
ππ 2

0

2

0

dyQQdyQQ XYYXYY . 

Используя это выражение, мы можем преобразовать первый из интегралов, 

входящих в правую часть (5.9) 
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{ }∫∫ −−=+=
ππ

ωω
π

ωω
π

2

0

2
2

0

2
1 )(

2
)2(

2
dyQQQQQ

x
dyQQQ

x
I XYYXYYYXXYYYX

&&
. 

Но по определению 

∆−=−− )(2
XYYXYYYX QQQQQ ωω . 

Таким образом, 

∫∫ ∆−=+
ππ

π
ωω

π

2

0

2

0

2

2
)2(

2
dy

x
dyQQQ

x
XYYYX

&&
. 

Величина ∆  от фазы y не зависит, поэтому 

∆−=+∫ xdyQQQ
x

XYYYX &
&

π
ωω

π

2

0

2 )2(
2

. 

Аналогично проведем вычисление второго слагаемого 

.),,(
2

)(
2

)2(
2

2

0
1

2

0

2
2

0

2
2

∫

∫∫

−=

=+−=+=

π

π

τττ

π

ττ

τξ
π
ε

ωωω
π
ε

ωω
π
ε

dyyx

dyQQQQQdyQQQI YYYYYYYY

 

Итак, окончательно 

∫−∆−=
π

τξ
π
ε 2

0
1 ),,(

2
dyyxx

dt

dI
& . (5.10) 

Подставляя в (5.10) выражение для x& , которое дается первым из уравне-

ний (5.6) 

∫∫ ∆
−

∆
−=

ππ
ξ

π
ε

ϕ
π
ε 2

0
1

2

0 22
dydyQx Y& , 

Получим 

∫=
π

τϕ
π
ε 2

0

),,(
2

dyQyx
dt

dI
Y . 

Отсюда сразу следует, что если 0≡ϕ , то величина интеграла действия сохра-

няет свое значение. Итак, интеграл действия является адиабатическим инвари-

антом порождающего уравнения. 
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5.4 Пример использования адиабатических инвариантов 

Использование адиабатических инвариантов позволяет в некоторых слу-

чаях получать ответы на интересующие нас вопросы, минуя интегрирование 

системы. 

В качестве примера рассмотрим уравнение 

0)( =+ ztgz ε&& . (5.11) 

В этом случае  

yxz cos= , yxz sinω−=& , 

где 

)( tg εω = . 

Таким образом, yxyxQ cos),( = , yxQY sin−= . 

Составим выражение адиабатического варианта 

2

)(
sin)(

2

1

2

1 2
222 xtg

ydyxtgdyQI Y
ε

ε
π

ω
π

π

π

π

π
=== ∫∫

+

−

+

−

. (5.12) 

На основании сказанного выше мы имеем constII == 0 . Таким образом, 

если ставится вопрос об исследовании зависимости амплитуды x от времени, то 

из (5.12)  мы сразу находим 

4 )( tg

const
x

ε
= . (5.13) 

Этот результат может быть получен разными методами, но применение 

теории адиабатических инвариантов позволяет его получить, по-видимому, наи-

более простым способом. 

 

5.5 Вычисление амплитуды и энергии 

Формула (5.13) является выражением значительно более общего результа-

та. Пусть мы имеем произвольное нелинейное уравнение вида 

0),( =+ tzfz ε&& , (5.14) 

у которого решение 

),,( tyxQz ε=  (5.15) 
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является периодической функцией y периода π2 . Тогда зависимость амплиту-

ды от времени может быть получена без интегрирования уравнения (5.14). В 

самом деле, для уравнения (5.14) интеграл  действия будет  адиабатическим  

инвариантом, т.е. 

constdytyxQtx Y =∫
π

εεω
2

0

2 ),,(),( . (5.16) 

Выражение    (5.16)    является    некоторым    трансцендентным уравнени-

ем, которое связывает величины x и t 

0),( =txφ  (5.16') 

и представляет собой  неявное  задание  функции )(tx . 

Полная энергия системы не является адиабатическим инвариантом, хотя 

она определяется так же, как и интеграл действия, только амплитудой. Одна-

ко, имея в распоряжении зависимость )( tx ε  и используя то обстоятельство, что 

τεEx
dt

dE
+∆−= & , 

мы можем легко подсчитать изменение энергии системы вследствие изменения 

параметров системы. Нетрудно убедиться в том, что dtdE \  имеет порядок 

величины ε . 

Процедура вычисления энергии может быть и не связана с нахожде-

нием корней трансцендентного уравнения (5.16'). Для этой цели следует ис-

пользовать рассуждения предыдущего параграфа. Найдем производную вели-

чины E2=α  

),(2 τα zUz += & , 

где 

∫=
Z

Z

dzzfzU
0

),(),( ττ . 

Так как 

),( τzfz −=&& , 

то производная dtd /α , вычисленная в силу этого уравнения, будет 



 -65- 

τεα U=&&  

или после усреднения 













−
−

−
== ∫∫∫

+ Z

Z

Z

Z Z

T

ZU

dzU

U

dzU

T
dzU

T )()(
),(

)(

0

0
ααα

ε
βτ

α
ε

α ττ
β

β
τ& , 

где z  и z  являются корнями уравнения 0)( =zU . 

 

5.6 Некоторые обобщения  

Мы рассмотрели процедуру применения схемы Ван-дер-Поля для нахож-

дения приближенных решений уравнения (5.1). Она может быть легко обобще-

на на широкий класс систем уравнений, близких к гамильтоновским. Одним из 

представителей таких систем является уравнение 

),,(),())(( τεϕττ zzzfzm
dt

d
&& =+ . (5.17) 

Для этого случая повторим все рассуждения данного параграфа. Считая, 

как и раньше, что решение порождающего уравнения 

0),( =+ τzfzm && , const=τ , 

нам известно: 

),,( τyxQz = , 

сделаем замену переменного (5.4) и (5.5). Выписав уравнение совместности и 

подставив эти функции в уравнение (5.17), мы получим 

τεω QQyQxQ YYX −=−+ && , 

{ }YYYYYXYYX QmmQmQQfyQmQQxm ωωωεεϕτωωω τττ ++−=+++ ),()( && . 

Разрешая эти уравнения относительно x&  и y&  и используя выражения для 

∆ , 1ξ  и 2ξ , мы придем к следующей системе уравнений: 










∆
−

∆
+

∆
+=

∆
+

∆
−

∆
−=

.

,

2

2
1

XYX

YY

QQm
m

Q
m

y

Qm
m

Q
m

x

ω
ε

ξ
ε

ϕ
ε

ω

ω
ε

ξ
ε

ϕ
ε

τ

τ

&

&

 (5.18) 
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Система (5.18) совершенно аналогична системе (5.6). Проводя операцию 

осреднения, мы получим систему укороченных уравнений 













∆
−

∆
+

∆
+=

∆
+

∆
−

∆
−=

∫∫∫

∫∫∫

π
τ

ππ

π
τ

ππ

ω
π
ε

ξ
π
ε

ϕ
π
ε

ω

ω
π
ε

ξ
π
ε

ϕ
π
ε

2

0

2

0
2

2

0

2

0

2
2

0
1

2

0

.
222

,
222

dyQQ
m

m
dydyQ

m
y

dyQ
m

m
dydyQ

m
x

XYX

YY

&

&

 (5.19) 

Нетрудно проверить, что для уравнения (5.17) выражение 

∫=
π

τω
π
τ

τ
2

0

2),(
2

)(
),( dyQx

m
xI Y  (5.20) 

является также адиабатическим инвариантом. Найдем для этого 

τεIIx
dt

dI
X += & . (5.21) 

Повторяя вычисления предыдущих пунктов этого параграфа, мы полу-

чим 









+−=

∆−=

∫∫ .
22

,
2

0

2
2

0
1

π
τ

π

τ ω
π
ε

ξ
π
ε

ε dyQ
m

dy
m

I

mxIx

Y

X &&

 (5.22) 

Заменяя в этих выражениях величину x&  из системы (5.19) и подстав-

ляя величины (5.22) в равенство (5.21), получим 

.
2

22222
2

0

2

0

2
2

0
1

2

0

2
2

0
1

2

0

∫

∫∫∫∫∫

=

=+−−+=

π

π
τ

ππ
τ

ππ

ϕ
π
ε

ω
π
ε

ξ
π
ε

ω
π
ε

ξ
π
ε

ϕ
π
ε

dyQ

dyQ
m

dy
m

dyQ
m

dy
m

dyQ
dt

dI

Y

YYY

 

Таким образом, при отсутствии внешних воздействий величина I , оп-

ределяемая формулой (5.20), остается постоянной, если считать, что величи-

на x  изменяется, следуя уравнениям (5.19).  

 

5.7 Задача о маятнике переменной массы 

Рассмотрим малые колебания математического маятника, масса которого 

изменяется со временем. Если предположить, что скорость отделения частиц 
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бесконечно мала (или что система реактивных сил образует нулевой торсор), то 

уравнение движения такого маятника имеет вид 

0)())(( =+ glzmzm
dt

d
ττ & , (5.23) 

где g  – напряженность гравитационного поля, l  – длина маятника. Рассчитать 

приближенно изменения амплитуды колебаний такого маятника можно, не ин-

тегрируя уравнения (5.23). Для этого надо вспомнить, что величина 

∫=
π
ω

π
τ 2

0

2

2

)(
dyQ

m
I y  

является адиабатическим инвариантом.  

В нашем случае 

gl=ω , yxQ cos= , yxQY sin−= . 

Подставляя эти величины в выражение (5.20), мы получим уравнение для 

определения амплитуды 

constx
glm

=2

2
, 

откуда 

)(
0

τm

x
x = . (5.24) 

Заметим, что закон изменения  амплитуды (5.24) сохраняет свою силу 

также и для уравнения 

)()())(( zglzmzm
dt

d
εϕττ =+& , 

где )(zϕ  – произвольная функция. 

В самом деле, изменение величины I  подчиняется уравнению 

∫=
π
ϕ

π
ε 2

02
dyQ

dt

dI
Y . 

Следовательно, I  сохраняет свое значение не только тогда, 

когда 0≡ϕ , но и при условии ортогональности ϕ  и YQ  что в нашем случае со-

блюдается 
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∫∫ ≡−=
ππ
ϕϕ

2

0

2

0

0sin)cos( ydyyxxdyQY . 

 

Итак, мы показали, как может быть использована идея Ван-дер-Поля об 

осреднении в задачах нелинейных колебаний. Она позволяет исследовать ши-

рокий круг вопросов этой теории при помощи укороченных уравнений. 

Таким образом, теория Ван-дер-Поля позволяет получить только некото-

рые приближенные решения, причем она не содержит никаких методов, позво-

ляющих оценить степень точности полученных решений. Точно так же в рам-

ках теории Ван-дер-Поля мы не можем уточнить полученные решения. Нако-

нец, еще одним существенным недостатком изложенного подхода является то, 

что он приспособлен для исследования только одномерных задач и не допуска-

ет непосредственного обобщения на многомерные задачи в системах с числом 

степеней свободы больше чем одна. 

Для преодоления всех указанных трудностей необходима более общая 

теория, содержащая новый взгляд на проблему усреднения. Она впервые воз-

никает в работах Н.М. Крылова и Н.Н. Боголюбова, опубликованных в тридца-

тых годах. К ее изложению мы сейчас и переходим. 
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§ 6 ОБЩИЙ ВИД УРАВНЕНИЙ КЛАССА ФУКСА 

 

Особой точкой называется точка, в которой функция или неопределенна 

или обращается в бесконечность. Если ряд содержит конечное число членов, то 

особая точка является полюсом. Если же ряд содержит бесконечное число чле-

нов, то особая точка является существенно особой точкой.   

Линейные дифференциальные уравнения, интегралы которых имеют все 

особые точки регулярными, представляют особый интерес. Они впервые были 

изучены Фуксом и называются уравнениями класса Фукса. 

Теорема Фукса: Для того чтобы уравнение  

( ) ( ) 0w p z w q z w′′ ′+ + =  

имело в некоторой точке z ξ= , особой для коэффициентов ( )p z и ( )q z , интегра-

лы с регулярной особой точкой, необходимо и достаточно, чтобы ( )p z  имело в 

ξ  полюс не выше первого порядка, а ( )q z  имело бы полюс не выше второго по-

рядка. 

Так как регулярные особые точки являются для коэффициентов ( )p z и 

( )q z  полюсами, то в случае уравнений класса Фукса ( )p z и ( )q z  должны иметь 

на всей комплексной плоскости, включая и бесконечно удаленную точку, осо-

быми точками только полюсы. Следовательно, число этих полюсов должно 

быть конечно, а потому ( )p z и ( )q z должны быть рациональными функциями, 

причем ( )p z  имеет полюсы не выше первого порядка и ( )q z  не выше второго 

порядка. 

Обозначая особые точки ( )p z и ( )q z  через 1 2, ,..., na a a , мы можем написать 

( )p z и ( )q z  в следующем виде: 

1

( )
( )

( )
n

k

P z
p z

z a

=
−∏

, (6.1) 

2

1

( )
( )

( )
n

k

Q z
q z

z a

=
−∏

, (6.2) 
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где ( )P z  и ( )Q z  – многочлены. 

Нетрудно показать, что требование, чтобы бесконечно удаленная точка 

была или обыкновенной точкой интеграла или регулярной особой точкой, огра-

ничивает степень многочленов ( )P z  и ( )Q z . 

Действительно, подставляя в уравнение ( ) ( ) 0w p z w q z w′′ ′+ + =  выражения 

(1) и (2), получим дифференциальное уравнение в виде 

2

1 1

( ) ( )
0

( ) ( )
n n

k k

P z Q z
w w w

z a z a

′′ ′+ + =
− −∏ ∏

. (6.3) 

Для изучения поведения интегралов в области z = ∞ сделаем замену  

1
z
ξ

=   и  изучим  поведение   интегралов  преобразованного уравнения в облас-

ти 0ξ = . 

Имеют место следующие равенства: 

2

22 2 2 2
4 3

2 2 2 2

,

2

dw dw d dw

dz d dz d

d w d w d dw d d w dw

dz d dz d dz d d

ξ
ξ

ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

= = − 



  = + = +    

 (6.4) 

и 

( ) ( )2
1 1

22 2 4
2

1 1

2 1
0

1 1
M nn n

N n

k k

P Qd w dw
w

d d

a a

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ
− +

− +

 
 
 + − + =
    −  −        

∏ ∏
, (6.5) 

где N и М соответственно – степени многочленов Р и Q и 1( )P ξ и 1( )Q ξ  много-

члены от ξ . 

Подставляя выражения (6.4) и (6.5) в уравнение (6.3), получим 

( ) ( )2
1 1

22 2 4
2

1 1

2 1
0

1 1
M nn n

N n

k k

P Qd w dw
w

d d

a a

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ
− +

− +

 
 
 + − + =
    −  −        

∏ ∏
. (6.6) 
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Получим в случае, если 0ξ =  является точкой голоморфности, что 

1) функция 

( )1

2

1

2

1n
N n

k

P

a

ξ
ξ

ξ ξ− +

−
 
− 

 
∏

 (6.7) 

при 0ξ =  голоморфна, для чего необходимо, чтобы 2 1N n− + = , то есть  

1N n= − , (6.8) 

и чтобы ( ) ( )1
1

1
0 2 1

n
n

k

P
a

= −∏ ;  

2) функция 

( )1
22 4

1

1

1
M n

n

k

Q

a

ξ
ξ

ξ
− +

 
− 

 
∏

 (6.9) 

при 0ξ =  голоморфна, для чего необходимо, чтобы 

2 4 0M n− + = , то есть 2 4M n= − . (6.10) 

Если же 0ξ =   является   регулярной  особой  точкой, то из выражения 

(6.6) получим, что 1N n≤ − , и из выражения (6.9) получим, что 2 4 2M n− + ≤ , 

то есть 2 2M n≤ − .  

Итак, в том и другом случаях уравнение (6.3) имеет вид 

( ) ( )

1 2 2 2 2 3
0 1 1 0 1 2 2

2

1 1

... ...
0

n n n n
n n

n n

k k

p z p z p q z q z q
w w w

z a z a

− − − −
− −+ + + + + +′′ ′+ + =

− −∏ ∏
. (6.11) 

Таков общий вид уравнений класса Фукса. Функцию ( )p z  можно, оче-

видно, написать в настоящем случае в виде 

( )

1 2
0 1 1

1

1

...
( )

n n n
n k

n
k

k

p z p z p A
p z

z a
z a

− −
−+ + +

= =
−−

∑
∏

. (6.12) 

Легко найти выражения kA  через корни основного определяющего 

уравнения, соответствующего особой точке ka . Действительно, уравнение 

(6.11) в области kz a=  можно написать в виде 
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( ) ( ) ( ) { }

( ) ( ) { }

2 2

2

...

... 0

k k k k

k k k k

z a w A z a z a w

M M z a z a w

 ′′ ′− + − + − + 

 ′ ′′+ + − + − = 

 (6.13) 

Подставляя в уравнение (6.13) для w  разложение вида 

( ) ( ) ...k kw z a a z a
ρ

β = − + − +  , (6.14)  

получим для определения показателя ρ  уравнение 

( )1 0k kA Mρ ρ ρ ′− + + = , (6.15) 

откуда, обозначая корни этого уравнения через ( )
1

kρ  и ( )
2

kρ  будем иметь 

( ) ( )
1 2 1k k

kAρ ρ+ = −  и ( ) ( )
1 2

k k
kMρ ρ ′= . (6.16) 

Следовательно, равенство (6.12) может быть написано в виде 

( ) ( )
1 2

1

1
( )

k kn

k k

p z
z a

ρ ρ

=

− −
=

−∑ . (6.17) 

Так как по (6.16) 

( ) ( )
1 2

1

1 1 k kn

k k

p
z a

ρ ρ
ξ

ξ ξ=

  − −
=  − 
∑ , 

то, подставляя это выражение в уравнение (6.6), получим  

( ) ( ) ( )
1 1 2

12

1

2 2 1 1

1

k kn

n
kN n k

k

P

z a

a

ξ ρ ρ
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ =− +

− −
− = −

− 
− 

 

∑
∏

. (6.18) 

Из уравнения  (6.18) следует, что в области точки 0ξ =  имеем 

( ) { }( ) ( )1
1 2

12

1

2 1
2 (1 ) ...

1

n
k k

n
N n

k

P

a

ξ
ρ ρ ξ

ξ ξ
ξ ξ− +

 
− = − − − + 

   − 
 

∑
∏

. 

Отсюда следует, что если точка 0ξ =  является точкой голоморфности 

коэффициентов уравнения, то выполняется условие 

( )( ) ( )
1 2

1

1 2
n

k k

k

ρ ρ
=

− − =∑ . (6.19) 

Если же точка 0ξ =  является регулярной особой точкой, то обозначая 

для нее корни определяющего уравнения через ( )
1ρ
∞ и ( )

2ρ
∞   получим  
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( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2

1

2 (1 ) 1
n

k kρ ρ ρ ρ∞ ∞− − − = − −∑ , 

что  можно   еще  написать,   относя к особой  точке  0ξ =  (то есть 

∞=z ) номер n + 1 : 

( ){ } 21
1

1

)(
2

)(
1 =+−∑

+

=

n

k

kk ρρ . (6.20) 

Соотношения (6.19) или (6.20) носят название соотношений Фукса. 

Функции q(z) также можно придать очень простой вид, аналогичный 

выражению p(z) по формуле (6.12). Для этого заметим, что можно написать q(z) 

в виде 

( ) ( ) ( )

( )
( )∏

∑

∏∏∏

−







+
−

=

=
−−

++
=

−

++
=

−

−
−

−
−

n

k

n

n

k

k

n

k

n

k

n
n

n

k

n
n

az

zQ
az

M

azaz

qzq

az

qzq
zq

1

1
1

11

22
22

0

1

2

22
22

0

1

1......
)(

 (6.21) 

где  ( )zQn 2−  – многочлен  степени n-2, если точка ∞=z  есть регулярная особая 

точка, или в виде 

( )
( )

( )∏
∑

∏ −







+
−

==
−

++
= −

−
−

n

k

n

n

k

k
n

k

n
n

az

zQ
az

M

az

qzq
zq

1

1
4

1

2

42
42

0 1...
)( , (6.22) 

если точка ∞=z  есть точка голоморфности для дифференциального уравнения. 

Заметим, что в этих выражениях многочлены Q выпадают, если n-2 или  

n-4 отрицательны, как это видно по происхождению этих многочленов. 

Разлагая выражение (6.21) или (6.22) по степеням )( kaz − , получим в об-

ласти )( kaz −  разложение вида 

{ }...
1

))...()()...()((

1

)(
)(

1121
2

knkkkkkkkk

k

azaaaaaaaaaaaz

M
zq

−
+

−−−−−
⋅

−
=

+−

. 

Сравнивая это разложение с (6.13), имеем 

))...()()...()(( 1121 nkkkkkkk

k
k aaaaaaaaaa

M
M

−−−−−
=′

+−

 

и по уравнению (6.16) получаем 
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))...()()...()(( 1121
)(

2
)(

1 nkkkkkkk
kk

k aaaaaaaaaaM −−−−−= +−ρρ . (6.23) 

 Отсюда  окончательно   можем   представить   уравнения   класса Фукса 

в следующем виде, указанном Папперитцем: 

( )

( )
0

))...()()...()((

1

1

1
2

1121
)(

2
)(

1

1

)(
2

)(
1

=
−

⋅

⋅








+
−

−−−−−
+

+′








−

+−
+′′

∏

∑

∑

=
−

+−

=

n

k

n

k
n

k

nkkkkkkk
kk

n

k k

kk

az

w

zQ
az

aaaaaaaaaa

w
az

w

ρρ

ρρ

 

Таким образом, данными показателями )(
2,1
kρ  вполне определяется функ-

ция p(z), а в функции q(z) остается многочлен, коэффициенты которого не оп-

ределяются через показатели )(
2,1
kρ . Степень этого многочлена n-2, если ∞=z  яв-

ляется особой точкой, или n-4, если ∞=z  не является особой точкой коэффици-

ентов. 
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 

 

1. Найти производные от решения данного дифференциального урав-

нения (или системы) по параметру µ  при 0=µ : 

1) )0(
2

1
>+=′ x

y
xy µ , µ21)1( −=y ; 

2) )0( >+=′ − xxe
x

y
y yµ , µ21)1( +=y ; 

3) )0(2 >+−=′ xxexyy yµ , µ−= 2)1(y ; 

4) yxy sin+=′ µ , µ2)0( =y ; 

5) ( )2sinsin xxxx += &&& , µµ == )0(,)0( xx & ; 

6) ( )2sin xxx &&& += , 2)0(,)0( µµ == xx & ; 

7) 2sin2 xtxx µµ +=+&& , 0)0(,0)0( == xx & ; 

8) txxx µ=− &&& 2 , µµ 3)0(,4)0( 2 +== xx & ; 

9) yx =& , 23 yxy µ+=& , 0)0(,42)0( =−= yx µ ; 

10) 22 yxy µ+=′ , 1)0( −= µy ; 

11) yxe
x

y
y −+=′ µ , 1)1( =y ; 

12) 




=+=

==

.0)0(,51

,0)0(,4 2

yxy

xtyx

µ&

&
  Найти 

0=∂
∂

µµ
x

. 

 

2. Найти решение уравнения в виде степенного ряда или в виде обоб-

щенного степенного ряда. Если есть начальные условия, найти частные 

решения: 

1) 
y

xy
1

+=′ , 1)0( =y ; 

2) yxy cos2 +=′ , 0)0( =y ; 

3) 32 yxy +=′ , 1)1( =y ; 
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4) xyyy +′=′′ 2 , 4)0( =y , 2)0( −=′y ; 

5) 02 =−′−′′ yyxy ; 

6) 02)1( =+′−′′− yyyx ; 

7) 02)24()1( 2 =+′−+′′+− yyxyxx ; 

8) 0sin =+′′ xyy ; 

9) 0)1ln( =−+′′ xyyx ; 

10) 0)1()23(2 22 =+−′−+′′ yxyxxyx ; 

11) 0)2(22 =−+′−′′ yxyxyx ; 

12) 0)22(2 22 =++−′+′′ yxxyxyx ; 

13) 0=−′−′′ yyxyx ; 

14) 0=−′+′′ xyyyx . 

 

3. Найти 2-3 члена разложения по степеням малого параметра µ : 

1) 26
y

x
y −=′

µ
, µ31)1( +=y ; 

2) yey xy µ+=′ − , µ−=)0(y ; 

3) )1(
2

1
5 ≥+=′ x

y
xy µ , µ−=1)1(y ; 

4) 322 xxx −=&& , µ== )0(,1)0( xx & ; 

5) )0( >+=′ − xxe
x

y
y yµ , µ21)1( +=y ; 

6) yxy sin+=′ µ , µ2)0( =y ; 

7) 2sin2 xtxx µµ +=+&& , 0)0(,0)0( == xx & ; 

8) yxyx ln2 +=′ µ , 1)1( =y ; 

9) 24 yxy −=′ µ , 1)1( =y ; 

10) 
y

xy
2

5 +−=′ µ , 2)1( =y . 
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