
Федеральное агентство по образованию
АМУРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ

(ГОУВПО «АМГУ»)

УТВЕРЖДАЮ
Зав. кафедрой МАиМ
_______ Т.В. Труфанова
«___»__________ 2007г.

УЧЕБНО-МЕТОДИЧЕСКИЙ КОМПЛЕКС ДИСЦИПЛИНЫ

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
И ОПЕРАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ

для специальности 010101 – Математика

Составители: Т.В. Труфанова, Е.М. Салмашова

Благовещенск
2007



ББК Печатается по решению
Т 80 редакционно-издательского совета

факультета математики
и информатики
Амурского государственного
университета

Труфанова Т.В., Салмашова Е.М.
Учебно-методический  комплекс  дисциплины  «Интегральные 

преобразования  и  операционное  исчисление»  для  студентов  очной  формы 
обучения  специальности  010101  –  «Математика».  –  Благовещенск.  Изд-во 
Амурский гос. ун-та, 2007. – 82 с.

© Амурский государственный университет, 2007

2



СОДЕРЖАНИЕ

1. Рабочая программа           4

2. Краткий конспект лекций         12

3. Учебно-методические материалы по дисциплине         55

4. Необходимое техническое и программное обеспечение         82

5. Карта обеспеченности дисциплины кадрами ППС         82

3



1. РАБОЧАЯ ПРОГРАММА

по дисциплине:  спецкурс  и  спецсеминар  "Интегральные преобразования и 

операционное исчисление"

для специальности 010101 – Математика

Курс 3                                  Семестр 5

Лекции 36 (час.)                  Экзамен 5 семестр

                                              Зачет (нет).

Практические (семинарские) занятия 36 (час.)

Лабораторные занятия (нет).

Самостоятельная работа 72 (час.)

Всего 144 (час.)

1. Цели и задачи дисциплины, ее место в учебном процессе

Специальный  курс  "Интегральные  преобразования  и  операционное 

исчисление" посвящен изучению различных интегральных преобразований, 

которые  применяются  к  решению  дифференциальных  и  интегральных 

уравнений, изучению специальных функций, вычислению интегралов. Этот 

курс  связан  с  дисциплинами:  Математический анализ,  Дифференциальные 

уравнения,  Теория  функций  комплексного  переменного,  Уравнения  в 

частных производных, Алгебра.

Целью  дисциплины  "Интегральные  преобразования  и  операционное 

исчисление"  является  знакомство  с  наиболее  распространенными 

интегральными преобразованиями  и  применение  этих  преобразований  для 

решения  задач  математической  физики,  в  теории  специальных  функций, 

решению дифференциальных и интегральных уравнений.

Методы операционного исчисления позволяют решать сложные задачи 

в  различных  областях  современного  естествознания.  Особенно  важное 
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значение  они  имеют  в  современных отраслях  науки  и  техники,  такие  как 

автоматика и телемеханика, теория следящих систем, теория регулирования, 

электротехники, радиотехники.

2. Содержание дисциплины

2.1. Наименование тем, их содержание, объем в часах.

ТЕМАТИЧЕСКИЙ ПЛАН ЛЕКЦИОННЫХ ЗАНЯТИЙ

Наименование темы Кол-во 
часов

1 Введение.  Возникновение  операционного  исчисления  как 
самостоятельной  дисциплины.  Сущность  операционного 
исчисления. Этапы развития

1

2 Преобразования Фурье.  Некоторые сведения из теории рядов 
Фурье.  Интегральная  формула  Фурье.  Основные  свойства 
преобразований  Фурье.  Кратные  преобразования  Фурье. 
Некоторые приложения преобразований Фурье.

6

3 Преобразования  Лапласа.  Оригиналы  и  изображения. 
Существование  изображений.  Примеры  вычислений 
изображений.  Дифференцирование  и  интегрирование 
изображений.

2

4 Основные  теоремы  операционного  исчисления.  Изображения 
периодических  оригиналов.  Теорема  запаздывания.  Теорема 
смещения. Теорема умножения.

2

5 Дифференцирование  и  интегрирование  оригиналов. 
Приложение к интегрированию линейных дифференциальных 
уравнений  с  постоянными  коэффициентами.  Интегрирование 
систем дифференциальных уравнений. Интеграл Дюамеля.

3

6 Теорема разложения. Первая и вторая теоремы. 2
7 Изображение некоторых специальных функций. Импульсивные 

функции  Дирака.  Гамма-функция  и  изображения  дробных 
степеней. Функции Бесселя

2

8 Общий  способ  определения  оригинала  по  изображению. 
Интеграл  Бромвича.  Формулы  обращение  Римана-Меллина. 
Нахождение  оригинала  в  случае,  когда  его  изображение 
является  мероморфной  функцией.  Нахождение  оригинала 
путем  непосредственного  применения.  Формула  обращения. 
Связь преобразования Фурье с преобразованием Лапласа.

4

9 Преобразование  Бесселя.  Преобразование  Ханкеля. 
Преобразование  Мейера.  Преобразование  Контаровича-
Лебедева. Преобразование Меллина.

4

10 Преобразование Мелера-Фока 2
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11 Преобразование Лагерра. Преобразования Гильберта. 2
12 Операционное исчисление:  основные понятия и определения. 

Рациональные  операторы.  Операторы,  преобразуемые  по 
Лапласу.  Обобщённое  преобразование  Лапласа.  Операторные 
функции.  Предел  последовательности  операторов.  Предел 
операторной функции. Непрерывная производная операторной 
функции.  Интеграл  от  операторной  функции.  Ступенчатые 
функции.  Разностные  уравнения.  Преобразования  Эфроса. 
Операторные дифференциальные уравнения.

6

ИТОГО 36

2.2. Программа практических занятий.

ТЕМАТИЧЕСКИЙ ПЛАН ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЙ
Наименование темы Кол-во

часов
1 Ряды Фурье. Разложение в ряд Фурье 2
2 Интеграл  Фурье.  Комплексная  форма  интеграла  Фурье. 

Решение  методом  Фурье  некоторых  задач  для  уравнений  с 
частными производными.

2

3 Вычисление  изображений.  Дифференцирование  и 
интегрирование изображений

2

4 Основные теоремы операционного исчисления 2
5 Изображение периодических оригиналов 2
6 Дифференцирование и интегрирование оригиналов 2
7 Интегрирование обыкновенных линейных дифференциальных 

уравнений с постоянными коэффициентами.
2

8 Интегрирование  систем  линейных  дифференциальных 
уравнений. Решение интегральных уравнений.

2

9 Нахождение  оригиналов  по  изображениям.  Первая  и  вторая 
теорема разложения.

2

10 Импульсивные  функции  Дирака.  Гамма-функция  и 
изображения дробных степеней. Функции Бесселя

4

11 Интеграл Бромвича. Формулы обращения Римана-Меллина. 2
12 Нахождение оригинала путем непосредственного  применения 

формул обращения.
2

13 Решения  уравнений  в  частных  производных,  пользуясь 
интегральными преобразованиями Лапласа

2

14 Преобразования Лапласа-Марсена 2
15 Преобразование Меллина 2
16 Преобразование Бесселя. Преобразования Ханкеля. 2
17 Контрольная работа 2

ИТОГО 36
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2.3. Самостоятельная работа студентов.

Для  студентов  специальности  010101  –  «Математика»  на 

самостоятельную работу по рабочей программе отводиться 28 часов.

В  качестве  самостоятельной  работы  по  дисциплине  «Интегральные 

преобразования  и  операционное  исчисление»  студентам  предлагается 

рассмотреть и изучить следующие вопросы:

1. Знакомство с периодическими изданиями.

2. Знакомство с научно-популярной литературой.

3. Подготовка реферата.

Примерные темы реферативных работ:

1. Преобразование Ханкеля.

2. Преобразование Мейера.

3. Преобразование Контаровича-Лебедева.

4. Преобразование Мелера-Фока.

5. Преобразование Гильберта.

6. Преобразование Лагерра.

2.4. Перечень и темы промежуточной формы контроля.

1. Контрольная работа – 2 часа.

2.  Решение  дифференциальных  уравнений  с  применением 

преобразований Фурье и Лапласа – 2 часа.

3. Расчетно-графическая работа – 6 часов.

4. Домашние задания по всем темам – 9 часов.

5. Подготовка к экзаменам – 27 часов.

2.5. Требования к знаниям студентов, предъявляемые на экзамене.

Необходимым  условием  допуска  на  экзамен  является  сдача  всех 

практических и расчетных работ. В билет входят один вопрос и две задачи. 

Студент должен дать развернутый ответ на основные вопросы и краткий – на 

дополнительные, решить обе задачи.
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Оценка  «отлично»  ставиться  при  полном  изложении  теоретического 

материала  экзаменационного  билета,  при  ответах  на  дополнительные 

вопросы,  подтверждающие  знание  материала,  и  при  правильном  решении 

обеих задач.

Оценка «хорошо» ставится при твердых знаниях студентом материала 

(в пределах конспектов лекций),  при решении задач допущены небольшие 

недочеты и ошибки вычислительного характера.

Оценка «удовлетворительно» ставиться, если правильно решена только 

одна  из  задач  и  на  теоретические  вопросы  даны  неполные  ответы, 

показывающие поверхностное знание излагаемого материала.

Оценка «неудовлетворительно» ставиться, если не решены обе задачи и 

студент дал ответ без доказательства теорем.

2.6. Вопросы к экзамену.

1. Основные понятия и определения.

2. Единичная функция Хевисайда.

3. Дифференцирование и интегрирование изображения.

4. Существование изображения.

5. Гамма функция.

6. Основные теоремы операционного исчисления.

7. Теорема о изображении периодических оригиналов.

8. Дифференцирование оригиналов.

9. Интегрирование оригиналов.

10.Интегрирование  обыкновенных  дифференциальных  линейных 

уравнений с постоянными коэффициентами.

11.Интегрирование  систем  линейных  уравнений  с  постоянными 

коэффициентами.

12.Интеграл Дюамеля.

13.Теоремы разложения.

14.Уравнение Бесселя.
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15.Цилиндрические функции первого рода.

16.Цилиндрические функции второго рода.

17.Цилиндрические функции третьего рода.

18.Модифицированные цилиндрические функции.

19.Некоторые сведения из теории рядов Фурье.

20.Четные и нечетные функции.

21.Интегральная формула Фурье.

22.Основные свойства преобразования Фурье.

23.Дельта-функция. Ее свойства.

24. Изображение дельта-функция Дирака.

25.Свойства преобразования Фурье.

26.Связь преобразования Фурье с преобразованием Лапласа.

27.Применение  преобразования  Фурье  при  решении  краевых  задач 

математической физики.

28.Применение преобразования Фурье. Уравнение колебания струны с 

ненулевыми начальными условиями на бесконечной прямой.

29.Применение  преобразования  Фурье.  Неоднородное  волновое 

уравнение с нулевыми начальными условиями.

30.Применение  преобразования  Фурье.  Однородное  уравнение 

теплопроводности  с  ненулевым  начальным  условием  на 

бесконечной прямой.

31.Применение  преобразования  Фурье.  Неоднородное  уравнение 

теплопроводности с нулевым начальным условием для бесконечной 

прямой.

32.Применение  преобразования  Фурье.  Однородное  уравнение 

теплопроводности  с  нулевым  начальным  условием  с  заданными 

граничными условиями первого рода.

33.Применение  преобразования  Фурье.  Однородное  уравнение 

теплопроводности  с  нулевым  начальным  условием  с  заданными 

граничными условиями второго рода.
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34.Применение  преобразования  Фурье.  Неоднородное  уравнение 

теплопроводности  с  нулевым  начальным  условием  с  заданными 

граничными условиями первого рода.

35. Применение  преобразования  Фурье.  Однородное  уравнение 

распределения  тепла  на  плоскости  с  заданными  ненулевыми 

начальными условиями.

36. Применение  преобразования  Фурье.  Неоднородное  уравнение 

распределения  тепла  на  плоскости  с  заданными  нулевыми 

начальными условиями.

37. Применение  преобразования  Фурье.  Однородное  уравнение 

распределения  тепла  на  плоскости  с  заданными  ненулевыми 

начальными и граничными условиями.

38.Антона задача.

39.Интегральное уравнение типа свертки.

40.Интегральные уравнение второго рода.

41.Интегральные уравнение первого рода.

42.Особые интегральные уравнения. Интегральные уравнения Абеля.

3. Учебно-методические материалы по дисциплине

3.1. Перечень обязательной (основной) литературы

1. Волков  И.К.,  Канатников  А.Н.  Интегральные  преобразования  и 

операционное исчисление:  Учебное пособие.  -  М.:Изд.  МГТУ им. 

Н.Э.Баумана,1998. - 228 с.

2. Мартыненко  В.С.  Операционное  исчисление:  Учеб.  пособие.-4-е 

изд., перераб.и доп.- К.:Высш. шк.,1998.- 359 с.

3. Пантелеев  А.В.  Теория  функций  комплексного  переменного  и 

операционное  исчисление в  примерах  и  задачах.  -М.:  Высш.  шк., 

2001.- 445 с.

3.2. Перечень дополнительной литературы
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1. Диткин  В.А.,  Прудников  А.П. Операционное  исчисление. 

М.,"Высшая школа",1975.- 407 с.

2. Диткин  В.А.,  Прудников  А.П.  Интегральные  преобразования  и 

операционное исчисление. М., 1961.- 524 с.

3. Диткин  В.А.,  Кармарена  Л.Н.  Справочник  по  специальным 

функциям с формулами, графиками и математическими таблицами. 

М., "Наука", 1979.- 800 с..

4. Жевержев  В.Ф.,  Кольпицкий Л.  А.,  Сапогов  Н.  А.   Специальный 

курс высшей математики для втузов. М.," Высшая школа” 1970.- 416 

с.

5. Романовский  П.И.  Ряды  Фурье.  Теория  поля.  Аналитические  и 

специальные функции. Преобразования Лапласа. М., "Наука" ,1980.-

336 с. 

3.3. Перечень методических пособий

1. Труфанова  Т.В.,  Салмашова  Е.М.  Методы  интегральных 

преобразований  Лапласа  и  Фурье.  Учеб.-метод.  пособие: 

Благовещенск, изд. АмГУ, 2006.
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2. КРАТКИЙ КОНСПЕКТ ЛЕКЦИЙ

Тема  1.  Введение.  Возникновение  операционного  исчисления  как 

самостоятельной  дисциплины.  Сущность  операционного  исчисления. 

Этапы развития.

Метод, который получил название операционного, или символического, 

исчисления,  применяется  для  решения  линейных  дифференциальных 

уравнений  как  обыкновенных,  так  и  в  частных  производных,  а  также 

линейных  интегро-дифференциальных  уравнений  типа  свертки.  С  этими 

классами уравнений связаны задачи электротехники, радиотехники, теории 

автоматического  регулирования,  а  также  и  ряда  других  областей  науки  и 

техники.

С  помощью  метода  операционного  исчисления  линейные 

дифференциальные  уравнения  с  постоянными коэффициентами  сводятся  к 

алгебраическим уравнениям.

Операционное  исчисление  начали  развивать  в  своих  работах  Г.В. 

Лейбниц (1646 - 1716), Л. Эйлер (1707 – 1783), Ж.Л. Лагранж (1736 – 1813), 

П.С.  Лаплас (1749 – 1827),  Ж.Б.  Фурье (1768 – 1830),  О.Л.  Коши (1789 – 

1857).

Создание  операционного  исчисления  связано  с  именем  О.  Хевисайда 

(1850 – 1925), английского инженера–электрика. Он вводит в операционное 

исчисление  правило  действия  с  оператором  дифференцирования  и 

функциями  этого  оператора.  Применяемое  в  его  трудах  операционное 

исчисление  не  было  математически  обосновано.  Строгое  обоснование  и 

развитие операционное исчисление получило в трудах Дж. Нарсена (1926), Т. 

Броневича (1916), В. Ван дер-Поля (1929 – 1932) и др.

Преобразование

∫=
b

a

dtptktfpF ),()()( ,
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где  ),( ptk  –  ядро  преобразования,  называется  интегральным;  его  вид  и 

характер  задач,  к  которым  оно  применимо,  зависят  от  выбора  ядра  и 

пределов  интегрирования.  Если  pteptk −=),( ,  − ∞=a  и  ∞=b  то  получим 

преобразование Лапласа

∫
∞

∞−

−= dttfepF pt )()( ,

которое  преобразовывает  определенный  класс  функций-оригиналов  ( )tf  

действительного переменного t  в функцию-изображения ( )pF  комплексного 

переменного  p .  Широко  используются  интегральные  преобразования 

Бесселя,  Меллина,  синус-,  косинус-преобразования,  ядро  ),( ptk  

представляемые соответственно функциями )( ptJν , 1−pt , ptSin , ptCos .

Тема  2.  Преобразования  Фурье.  Некоторые  сведения  из  теории 

рядов  Фурье.  Интегральная  формула  Фурье.  Основные  свойства 

преобразований  Фурье.  Кратные  преобразования  Фурье.  Некоторые 

приложения преобразований Фурье.

1. Ряды Фурье

1.1. Ортогональные системы функций

Система функций

( ) ( ) ( ),...,...,, 10 ttt nϕϕϕ     (1.1)

(обозначается: ( ){ }0  Nn ,tn ∈ϕ ), непрерывных и не равных нулю при [ ]bat ,∈

, называется ортогональной на отрезке [ ]ba, , если 

( ) ( )∫ 





∈=>

≠
=

b

a n
mn  Nm, m, n  

m,,  n  
 dttt

0

2 0

0

ϕ
ϕϕ     (1.2)

Примеры.

1. Система тригонометрических функций 


∈∈



 +RN, lt, n

l
nπt, 

l
nπ, sincos

2
1

 

ортогональна на отрезке [ ]ll;− .

13



По определению получаем





=
≠

=





=
≠

=

=

∫

∫

∫

−

−

−

ml, n
m, n

tdt
l

mπt
l

nπ

ml, n
m, n

tdt
l

mπt
l

nπ

tdt
l

mπt
l

nπ

l

l

l

l

l

l

0
sinsin

0
coscos

0sincos

2. Система экспоненциальных функций 






 ∈∈ +RZ, l, ne

t
l

nπi

 ортогональна 

на отрезке [ ]ll;− .

Имеем ∫
−

−





=
≠

=
l

l

t
l

mit
l

ni
dtee

nm 2l,
nm ,0ππ

Ортогональная  система  (1.1)  называется  ортонормированной,  если 

( )∫ =
b

a
n dtt 12ϕ , в противном случае ее можно нормировать:

,, μNR, n(t), μ(t), ...,μ(t), μμ
n

nnn ϕ
ϕϕϕ 1

01100 =∈∈

где

2
1

2 )( 




= ∫

b

a
nn dttϕϕ     (1.3)

и  называется  она  нормой  функции  )(tnϕ .  Система  функций  (1.1) 

нормирована, если ( ) 01 N, ntn ∈=ϕ .

Система функций (1.1) именуется ортонормированной на отрезке, если 

она на этом отрезке ортогональна и нормирована ( )01 N, nn ∈=ϕ .

Примеры ортонормированных систем.

1. [ ].π-π, tNnt,n
π

nt,
π

,
π

 иZ, ne
π

,sin
2
1cos

2
1

2
1

2
1 int ∈



∈







∈





2. [ ].-l;l, tNt,n
l

nπ
π

t,
l

nπ
π

,
π

 иZ, ne
π

t
l

nπi
∈



∈







∈



 sin

2
1cos

2
1

2
1

2
1
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1.2. Ряд Фурье по данной ортогональной системе

Пусть  функция  )(tf  интегрируема  по  Риману  на  отрезке  [ ]ba;  и 

представляется суммой ряда по ортогональной системе (1.1). Имеем:

...,)(...)()()( 1100 ++++= tatatatf nnϕϕϕ     (1.4)

где  .NR, kak 0∈∈  Полагаем,  что  функция  )()( ttf nϕ  есть  сумма  ряда 

∑
∞

= 0
)()(

k
nkk tta ϕϕ , [ ]bat ; ∈ , тогда его можно почленно интегрировать на отрезке 

[ ]ba; . В силу (1.2) имеем:

∫ ∫=
b

a

b

a
nnn dttadtttf )()()( 2ϕϕ , 0Nn ∈ .

Отсюда, учитывая равенство (1.3), получаем

∫ ∈=
b

a
n

n

n Nndttft
t

a . ,)()(
)(

1
02 ϕ

ϕ     (1.5)

Коэффициенты  na ,  0Nn ∈ , вычисляемые по формуле (1.5), называются 

коэффициентами  Фурье,  а  ряд  (1.4)  –  рядом  Фурье  функции  )(tf  по 

ортогональной системе.

1.3. Тригонометрические ряды Фурье

Рассмотрим ортогональную систему 

[ ]-l;l, tNnt
l

πnt
l

πn ∈






 ∈ ,sin ,cos ,

2
1

    (1.6)

Имеем 





=
≠

=





=
≠

=

=

∫

∫

∫

−

−

−

.
,0

sinsin

.
,0

coscos

,0sincos

nl, m
n, m

tdt
l

mπt
l

nπ

nl, m
n, m

tdt
l

mπt
l

nπ

tdt
l

mπt
l

nπ

l

l

l

l

l

l

Тогда ряд Фурье (1.4) по ортогональной системе (1.6) на отрезке  [ ]-l;l  

для любой интегрируемой функции tf ( ) имеет вид
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t
l

nπbt
l

nπ aaf(t)
n

nn∑
∞

=
++=

0

0 sincos
2

.     (1.7)

Ряд  (1.7)  называется  тригонометрическим  рядом  Фурье.  Его 

коэффициенты, учитывая равенство (1.5) и то, что  ltn =2)(ϕ , вычисляются 

по формулам

∫

∫

−

−

∈=

∈=

l

l
n

l

l
n

Ntdt, n
l

nπf(t)
l

b

,Ntdt, n
l

nπf(t)
l

a

.sin1

cos1
0

    (1.8)

1.4. Ряд Фурье в комплексной форме

Рассмотрим  ряд  Фурье  функции  )(tf  по  ортогональной  системе 

{ } [ ].;int π-π, tZ, ne ∈∈

Имеем 

∫
−

−







=

≠=−
−=

π

π n.    mπ,                           

m,, nm)π(n
mndtee

2

0sin2
intint

Ряд Фурье в комплексной форме имеет вид:

∑
∞

− ∞=
=

n
nectf .)( int     (1.9)

Согласно равенствам (1.5), (1.3) и учитывая, что

,2)()( 22 πϕϕ
π

π

== ∫
−

dttt nn

получим формулу коэффициентов Фурье

∫
−

− ∈=
π

ππ
. ,)(

2
1 int Zndttfecn   (1.10)

Аналогично находим ряд Фурье в комплексной форме функции )(tf  по 

ортогональной системе .
2

;
2

,,2/




 −∈



∈



 TTtZneT

tinπ

 Обозначим ,1

1 ,1
nv

T
nv

T
==  

тогда .1nvvn =  Получаем
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∑
∞

− ∞=
=

n

tvi
n

nevctf ,)()( 2π   (1.11)

∫
−

−=
2

2

2 .)(1)(

T

T

tvi
n dttfe

T
vc nπ   (1.12)

1.5. Признак поточечной сходимости ряда Фурье

В формулах (1.8) функция )(tf  непрерывна на отрезке [ ]-l;l или имеет на 

нем  конечное  число  особых  точек  ....0 lttl n =<<=−  Функция  )(tf  

интегрируема  на  любом  отрезке  [ ] [ ] ,,1,;; 1 nitt iiii ∈⊂ −ηξ  и  если  интеграл 

dttf
l

l
∫
−

)(  абсолютно сходится, то сходится и интеграл .)( dttf
l

l
∫
−

Сформулируем наиболее используемый признак поточечной сходимости 

ряда Фурье к его функции: если функция )(tf  является кусочно-гладкой на 

отрезке [ ]-l;l , то ее тригонометрический ряд Фурье сходится в каждой точке 

[ ]llt ;0 −∈  к  сумме  ,
2

)0()0( 000 −−+ tftf
 ),0()(lim  0tt

0
0

+=
>
→

tftf
tt

 

)0()(lim  0tt
0

0

−=
<
→

tftf
tt

.

Если  [ ]llt ;0 −∈  –  точка  непрерывности  )(tf ,  то 

)(2/))0()0(( 000 tftftf =−++ .  Этот  признак  выполняется  и  для  кусочно-

гладкой функции,  являющейся продолжением  )(tf  с  отрезка  [ ]-l;l  на  всю 

ось.  Если  )()( lflf ≠− ,  то  полученная  функция  имеет  точки  разрыва 

lktk )12( += , Zk ∈ , в которых ряд сходится к сумме 2/))0()0(( −−+ kk tftf .

Напомним  определение  кусочно-гладких  функций,  имеющих  важное 

значение в математической физике.

Функция  )(tf  называется  кусочно-непрерывной на отрезке  [ ]ba; ,  если 

она непрерывна всюду на этом отрезке, кроме конечного числа точек разрыва 

1-го рода.
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Кусочно-непрерывная  функция  имеет  в  каждой  точке  [ ]bat ;0 ∈  и  на 

концах  отрезка  [ ]ba;  конечные  правое  и  левое  предельные  значения: 

),0( 0 +tf )0( 0 −tf и )0( +af , )0( −bf .

Функция  называется  кусочно-гладкой  на  отрезке  [ ]ba; ,  если она  и  ее 

производная на этом отрезке кусочно-непрерывны.

Если  функция  )(tf  кусочно-гладкая  на  отрезке  [ ]ba; ,  то  его  можно 

разделить  точками  btta n =<<= ...0  на  конечное  число  таких  отрезков 

[ ] nitt ii ,1,;1 =− , что внутри каждого из них функций )(tf  и )(' tf  непрерывны 

и  имеют  конечные  значения  )0( +itf ,  )0(' +itf  и  )0( 1 −−itf  )0(' 1 −−itf . 

Поскольку )(tf  и )(' tf  ограниченны на [ ] nitt ii ,1,;1 =− , то они ограниченны и 

на [ ]ba; .

2. Интеграл Фурье

2.1. Интеграл Фурье как предельный случай ряда Фурье

Из равенств (1.8), учитывая, что косинус – четная, а синус – нечетная 

функции, имеем nn aa −= , nn bb −= , Nn ∈ . Тогда ряд (1.7) запишется в виде

t
l

nbt
l

natf n
n

n

ππ sincos
2
1)( ∑

∞

− ∞=
+= .     (2.1)

Подставляя значения na  и nb  из (1.8) в (2.1), получаем

dtt
l

ntf
l

tf
n

l

l

)(cos)(
2
1)( τπ −= ∑ ∫

∞

− ∞= −
.     (2.2)

Пусть  кусочно-гладкая  периодическая  функция  )2()( ltftf +=  

абсолютно интегрируема  на  всей  оси  t .  Обозначим  nl
n ωπ = ,  1+=∆ nn ωω , 

nn n ωω ∆= . Тогда равенство (2.2) будет иметь вид 

dtt
l

nftf
n

l

l
n )(cos)(

2
1)( τπτω
π

−∆= ∑ ∫
∞

− ∞= −
.     (2.3)

Заменим в (2.3) интеграл на отрезке  [ ]-l;l  несобственным интегралом с 

бесконечными пределами. При этом каждое слагаемое изменится на 0→nα  
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при  ∞→l ,  а  сумма  –  на  величину  0→α  при  ∞→l  

αααα =++++ ......( 21 n  есть  сумма  счетного  бесконечного  множества 

бесконечно малых). Тогда (2.3) запишется в виде

ατωτω
π

+−∆= ∑ ∫
∞

− ∞=

∞

∞−

dttftf
n

nn )(cos)(
2
1)( .     (2.4)

Обозначим ),()(cos)( tFdttf nn ωτωτ =−∫
∞

∞−
, тогда (2.4) запишется в виде

0),(
2
1)( αωω
π

+∆= ∑
∞

− ∞=n
nn tFtf     (2.5)

Переходя в (2.5) к пределу при 0→∆ nω , 0→α , получаем

ωω
π

dtFtf ∫
∞

∞−

= ),(
2
1)( ,     (2.6)

ττωτω dtftF )(cos)(),( −= ∫
∞

∞−
    (2.7)

или

ττωτω
π

dtfdtf )(cos)(
2
1)( −= ∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−
.     (2.8)

Из  равенства  (2.8)  в  силу  того,  что  косинус  –  четная  функция 

относительно переменной ω , имеем

ωτω ττωτω ττω
π

ddftdfttf )sin)(sincos)((cos1)(
0

∫∫ ∫
∞

∞−

∞ ∞

∞−

+=     (2.9)

Обозначим

π
1 )(cos)( ωτω ττ adf =∫

∞

∞−

, 
π
1 )(sin)( ωτω ττ bdf =∫

∞

∞−

,   (2.10)

тогда (2.9) запишется в виде

ωωωωω dtbtatf )sin)((cos)(()(
0
∫
∞

+= .   (2.11)

Формула (2.8), или (2.11) называется интегралом Фурье функции )(tf .

2.2. Интеграл Фурье в комплексной форме
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Имеем  0)(sin)(
2
1 =−∫∫

∞

∞−

∞

∞−

ττωτω
π

dtfd  как  интеграл  от  нечетной 

функции по переменной  ω  с  симметричными пределами.  Запишем (2.8)  в 

виде 

ττωτω
π

dtfdtf )(cos)(
2
1)( −= ∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−
 + i ττωτω

π
dtfd )(sin)(

2
1 −∫∫

∞

∞−

∞

∞−
,

или

f(t)= .))(sin)()(cos(
2
1 ντωτωτω
π

dtitfd −+−∫∫
∞

∞−

∞

∞−

Сделав  замену  cos )()(sin)( τωτωτω −=−+− tietit ,  получаем  интеграл 

Фурье в комплексной форме:

f(t) = ∫∫
∞

∞−

−
∞

∞−

ττω
π

τω dfed ti )(
2
1 )( ,

или 

f(t) = ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

− )()(
2
1 ττω
π

ω τω dfede iti .   (2.12)

Обозначим 

F(ω ) = dttfe i )(∫
∞

∞−

− ω τ .   (2.13)

Тогда интеграл Фурье запишется в виде

f(t) = ωω
π

ω τ dFe i )(
2
1

∫
∞

∞−
.   (2.14)

Функция F(ω ) называется преобразованием Фурье.

3. Преобразование Фурье

3.1. Нормирование преобразования Фурье

Преобразование  Фурье  (2.13)  и  интеграл  Фурье  (2.14)  функции  f(t) 

являются  континуальными аналогами  коэффициентов  Фурье  (1.10)  и  ряда 

Фурье  (1.9)  кусочно-гладкой  периодической  функции  ( )tf  в 

неортонормированной системе {eint,  n }Z∈  на отрезке [- ];ππ .
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Система  






∈ Zne ,

2
1 int

π
 является  ортонормированной,  и  в  ней  ряд 

Фурье имеет вид

f(t) = ,
2
1 intec

n
n π

∑
∞

− ∞=
    dttfeсn )(

2
1 int∫

∞

∞−

−=
π

.

В  континуальном  случае  аналог  ряда  Фурье  функции  f(t)  в 

ортонормированной  системе  рассматривается  в  симметричных  формулах 

преобразования Фурье.

( ) dttfeF )(
2
1 int∫

∞

∞−

−=
π

ω     (3.1)

и интеграла Фурье 

( ) ωω
π

ω dFetf ti )(
2
1

∫
∞

∞−

=     (3.2)

Преобразование и интеграл Фурье определены на множестве функций, 

где  интегралы  (3.1)  и  (3.2)  существуют  в  смысле  главного  значения.  Это 

множество содержит, в частности, подмножество абсолютно интегрируемых 

функций  на  всей  действительной  оси,  где  интегралы  в  смысле  главного 

значения рассматриваются как обычные несобственные интегралы.

Комплексная  функция  ( )ωF  действительного  аргумента  ω , 

определяемая равенством (3.1), называемая прямым преобразованием Фурье.

Интеграл Фурье (3.2) называется  обратным преобразованием Фурье. В 

равенствах  (3.1)  и  (3.2)  функции  ( )tf  и  ( )ωF  называются  соответственно 

оригиналом и изображением.

Формулы  (3.1)  и  (3.2)  для  краткости  станем  записывать  в  виде 

( ) ( )ωFtf →  и ( ) ( )tfF →ω . В дальнейшем будем обозначать оригинал малой 

буквой, а его изображение – соответствующей большой буквой, например: 

)(tφ → )(ωΦ  и т.д.

3.2. Синус- и косинус- преобразования Фурье

Если функция ( )tf  нечетная ( ( ) ( )tftf −=− ) или четная ( ( ) ( )tftf =− ), то 

из (2.9) получаем соответственно

21



( ) ∫∫
∞∞

=
00

sin)(sin2 tdttfdttf ωωω
π

,     (3.3)

( ) ∫∫
∞∞

=
00

cos)(cos2 tdttfdttf ωωω
π

.     (3.4)

Из  этих  равенств  определяем  прямое  и  обратное  синус-  и  косинус- 

преобразования Фурье (обозначается ( )ωsF  и ( )ωcF ):

( ) ∫
∞

=
0

sin)(2 tdttfFs ω
π

ω ,    ( ) ( )tfFs →ω ,     (3.5)

( ) ,sin)(2
0

ωωω
π

tdFtf s∫
∞

=     ( ) ( )ωsFtf → ,     (3.6)

и

( ) ∫
∞

=
0

)(2 tdtсostfFc ω
π

ω ,   ( ) ( )tfFc →ω  ,     (3.7)

( ) ,cos)(2
0

ωωω
π

tdFtf c∫
∞

=     ( ) ( )ωcFtf → .     (3.8)

Из равенства (3.1) следует, что ( ) ( )ωω FFs Re=  и ( ) ( )ωω FFc Re= .

Примеры.

1. Для функции  ( ) tetf β−=  ( β >0,  t ≥0) найдем косинус преобразования 

Фурье.

Решение.  Продлим  график  функции  ( )tf  в  интервале  t<0  четным 

образом, тогда ( ) ∫
∞

−=
0

2 tdtсoseF t
c ω

π
ω β .

∫
∞

−

0

tdtсose t ωβ  берем два раза по частям. Получаем:

∫
∞

−

0

tdtсose t ωβ  =  tdte
t

tte t
t

ωβωω
ω

β
ω
β

β

cos)cos(sin
0

2

2

∫
∞

−
−

−− . Отсюда  следует,  что 

)cos(sincos1
0

2

2

tttdte tet ω
ω
βωω

ω
β

ω
β β −=





 + −∫

∞
− .

Отсюда находим
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)cossin(cos
22

0

ttedte
t

t ωβωω
βω

ω
β

β −
+

=
−∞

−∫ .

Следовательно: ( )
22

0

22

2)cossin(2
βω

β
π

ωβωω
βωπ

ω
β

+
=−

+
⋅=

∞
−

tteF
t

c .

Таким образом: fc(t) = e tβ−
22

2
βω

β
π +

→ .

2.  Найти  обратное  косинус-  преобразование  Фурье,  если 

( )
22

2
βω

β
π

ω
+

=cF .

Решение. ( ) ( )tfF cc →ω

π
2)( =tf c ωωω tdFc cos)(

0
∫
∞

= ∫
∞

+0
22

cos2 ω
βω
ωβ

π
dt =

ω
βω

ω
π
βω

βω
ω

π
β dtdt

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞− +
=

+
⋅

2222

coscos
2
12

.

Для  вычисления  этого  интеграла  воспользуемся  вычислением 

вспомогательного интеграла:  ∫
∞

∞− +
ω

βω

ω

de ti

22 ; т.к.  βω i±=  – простые полюсы, 

то ∫
∞

∞− +
ω

βω

ω

de ti

22 . = 2
))(( βωβω

π
ω

βω ii
ei

ti

i
res +−=

=

=2 







+−

−
→ ))((

)(lim
βωβω

βωπ
ω

βω ii
eii

ti

i
 = 2

βω
π

ω

βω i
ei

ti

i +→
lim  = 2

β
π

β

i
ei

t

2

−

 = 0ie t +− β

β
π

.

Таким образом: 

∫ ∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

=
+

+
+

=
+
+=

+
ω

βω
ωω

ωβ
ωω

βω
ωωω

βω

ω

dtidtdtitde ti

22222222

sincossincos

0ie t +− β

β
π

.

Отсюда следует, что
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∫
∞

∞−

−=
+

tedt β

β
πω

βω
ω

22

cos
, ( ) tt

c eetf ββ

β
π

π
β −− ==  при t ≥ 0,  β >0.

3. Найти синус-преобразование Фурье для функции 
t

ttf sin)( = .

Решение.: ∫
∞

=
0

)(2)( tdttfFs ω
π

ω = ∫
∞

0

sinsin2 tdt
t

t ω
π

.

Для  вычисления  этого  интеграла  вычисляют  вспомогательный  интеграл 

∫
∞

0

sin tdt
t

e it

ω = ∫ ∫
∞ ∞

−
0 0

sinsinsincos tdt
t

titdt
t

t ωω .

Обозначим  ∫
∞ −

=
0

sin)( tdt
t

eI
it

ωω ,  интеграл  зависящий  от  параметра  0ω . 

Найдем  производную  от  этого  интеграла  по  ω : ∫
∞ −

⋅=′
0

cos)( tdtt
t

eI
it

ωω =

∫
∞

−

0

cos tdte it ω .  Беря  этот  интеграл  по  частям  два  раза,  получаем 

∫∫
∞

−
∞

− +=
0

22
0

cos11cos tdtetdte itit ω
ωω

ω .

Отсюда следует, что 
1

cos
2

0 −
=∫

∞
−

ω
ω itdte it .

Таким образом, имеем:

∫
∞ −

=
0

sin)( tdt
t

eI
it

ωω , 
1

)(
2 −

=′
ω

ω iI .

Отсюда ω
ω

ω didI
1

)(
2 −

=  или CiI +
−
+−=

ω
ωω

1
1ln

2
)( .

Определим С: ;0)0( =J  Ci +
−
+−

01
01ln

2
=0. Отсюда С=0.

ω
ωω

−
+−=

1
1ln

2
)( iI .
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Следовательно:  ∫ ∫∫
∞ ∞∞ −

−==
0 00

sinsinsincossin)( tdt
t

titdt
t

ttdt
t

eI
it

ωωωω =0

ω
ω

−
+−

1
1ln

2
i

,  отсюда  ∫
∞

0

sinsin tdt
t

t ω =
ω
ω

−
+

1
1ln

2
1

,  
ω
ω

π
ω

−
+=

1
1ln

2
12)(sF =

ω
ω

π −
+

1
1ln

2
1

.

4. Найти преобразование Фурье )(ωF  для функции )()( tetf α−= .

Решение. )(ωF = dtee tit ωα

π
−

∞

∞−

− ⋅∫2
1

= 



 ⋅+⋅ −

∞
−−

∞−
∫∫ dteedtee tittit ωαωα

π 0

0

2
1

=





 += ∫∫

∞
+−

∞−

− dtedte tii

0

)(
0

)(

2
1 ωαωα

π
= 








+

−⋅
−

∞
+−

∞−

−

0

)(
0

)( 11
2
1 titi e

i
e

i
ωαωα

ωαωαπ
=







+
+

−
=

ωαωαπ ii
11

2
1

=
22

2
ωα

α
π +

.

5. Найти обратное преобразование Фурье для ( )
22

2
ωα

α
π

ω
+

=F .

Решение.

)(tf =
π2

1
∫
∞

∞− + 22

2
ωα

α
π

ωω de ti = π
α ∫

∞

∞− +
ω

ωα

ω

de ti

22 =
))((

2
ii

eresi
ti

i αωαω
π

π
α ω

αω +−=
=

αω
α

i
i

→
= lim2 








+−

−
))((

)(
ii

e ti
i

αωαω
αω ω

=
i

ei
t

α
α

α

2
2

−

= te α− , это для 0>t .

Для любого t  tetf α−=)( .

3.3. Конечное преобразование Фурье

Кусочно-гладкую функцию )(tf  на отрезке [ ]π;0  можно разложить в ряд 

Фурье по синусу и по косинусу:

∑
∞

=
=

1
sin)(

n
n ntbtf , ,sin)(2

0

ntdttfbn ∫=
π

π
 Nn ∈ ,

∑
∞

=
+=

1

0 cos
2

)(
n

n ntaatf , ,cos)(2
0

ntdttfan ∫=
π

π
 0Nn ∈ .
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Подставляя в полученные ряды значения коэффициентов Фурье nb и na , 

имеем 

ntntdtftf
n

sinsin)(2)(
1 0

∑ ∫
∞

=





=

π

τ
π

и

ntdnfdtftf
n

coscos)(2)(1)(
1 00

∑ ∫∫
∞

=





+= τττ

π
τ

π

ππ

.

Введем обозначение 

( )∫=
π

0

sin)( ntdttfnFs , )()( tfnFs → .     (3.9)

Тогда 

ntnFtf
n

s sin)(2)(
1

∑
∞

=
=

π
, )()( nFtf s→ .   (3.10)

Вводя обозначения 

ntdtfnFс cos)()(
0
∫=
π

τ , dtfFс ∫=
π

τ
0

)()0( , )()( tfnFc → ,   (3.11)

имеем

ntnFFtf
n

sc cos)(2)0(1)(
1

∑
∞

=
+=

ππ
.   (3.12)

Функции  (3.9),  (3.10),  (3.11)  называются  соответственно  прямым  и 

обратным синус-  и косинус-преобразованиями Фурье на конечном отрезке 

[ ]π;0 .

С помощью замены ta
π

τ =  можно рассматривать эти преобразования на 

любом конечном отрезке [ ]a;0 .

При решении краевых задач выбор преобразований (3.9),  (3.10),  (3.11) 

определяется видом граничных условий. Если известны значения 0
),(

=x
txu  и 

π=x
txu ),(  то пользуемся синус-преобразованием, а если 0

),(
=xx txu  и π=xx txu ),(  

– то косинус-преобразованием Фурье.

3.4. Преобразование Фурье функции двух переменных
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Для  функции  ),( τtf ,  абсолютно  интегрируемой  в  области 

}{ RttfD ∈= ττ ,:),(  по  переменным  t  и  τ ,  применимо  преобразование 

Фурье.

По определению имеем

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

+−= ττ
π

σω σω dtdtfeF tti ),(
)2(

1),( )(
2

,   (3.13)

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

+−= σωσω
π

τ σω ddFetf tti ),(
)2(

1),( )(
2

.   (3.14)

Функция  ),( σωF  и  ),( τtf  называется  прямым  и  обратным 

преобразованием Фурье.

3.5. Преобразованием Фурье функции n  переменных

Для  функции  ),....,( 1 nxxf  интегрируемой  в  области 

{ }niRxxxfD in ,1,:),....,( 1 =∈= , применимо n -мерное преобразование Фурье 

по  переменным  nxxx ,....,, 21 .  Прямое  и  обратное  преобразования 

соответственно запишем в виде

∫ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

++−
∞

∞−

×= nn
xxxi

nn dxdxxxfeF nn ...)...,,(...
)2(

1),....,,( 11
)....,(

21
2211 ωωω

π
ωωω

и

∫ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

++
∞

∞−

×= nn
xxxi

nn ddFexxxf nn ωωωω
π

ωωω ...)...,,(...
)2(

1),....,,( 11
)....,(

21
2211 .

4. Основные свойства преобразования Фурье

Теорема. Если функция  ( )tf  – оригинал,  ( ) tdtftieFtf ω
π

ω
2
1)()( =→ , 

то функция )(ωF  непрерывна на оси R∈ω  и ( ) 0lim =∞→ ωω F .

4.1. Линейность

Теорема. Если )()( 11 ωFtf → , )()( 22 ωFtf → , R∈21,αα  – числа, то 

)()()()( 22112211 ωαωααα FFtftf +→+ .

4.2. Сопряженность изображения
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Теорема. Если )()( ωFtf → , то ( )ωFtf →− )( .

4.3. Смещение оригинала

Теорема. Если )()( ωFtf →  и Rt ∈0  то )()( 0
0 ωω Fettf it±→± .

4.4. Смещение изображения

Теорема. Если )()( ωFtf →  и R∈0ω , то )()( 0
0 ωωω ±→± Fetf it .

4.5. Подобие

Теорема. Если )()( ωFtf →  и R∈α , то 




→

α
ω

α
α Ftf 1)( .

4.6. Дифференцирование оригинала

Теорема.  Если  )()( ωFtf →  и  функции  ( ) )(tf k ,  nk ,1= ,  абсолютно 

интегрируемы, то 
)()( ωω Fitf →′ ,

( ) )()( 2 ωω Fitf →′′ ,

………………….
( ) ( ) )()( ωω Fitf nn → .

4.7. Интегрирование оригинала

Теорема. Если )()( ωFtf →  и ( ) 0=∫
∞

∞−

dttf , то ( ) ( )
ω
ωττ

i
Fdf =∫

∞−

1

.

4.8. Дифференцирование изображения

Теорема.  Если  ( )ωFtf →)(  и функции  ( )ttf ,  ( )tft 2 , …,  ( )tft n  абсолютно 

интегрируемы на всей оси t , то ( ) ( ) )()( tfitF nn −→ω .

4.9. Равенство Ляпунова

Теорема. Если ( )ωFtf →)(  и ( )ωϕ Φ→)(t , то ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
∞

∞−

∞

∞−

Φ= ωωωϕ dFdtttf , или 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫
∞

∞−

∞

∞−

Φ= ωωωϕ dFdtttf .

4.10. Равенство Парсеваля

Теорема.  В  равенстве  Ляпунова  полагаем,  что  ( ) ( )ttf ϕ= ,  тогда 

( ) ( )ωω Φ=F  и ( ) ( )ωω Φ=F .

28



Определение: Сверткой двух  функций  ( )tf  и  ( )tϕ ,  Rt ∈ ,  называется 

функция ( ) ( ) ( ) ( )ttfdtf ϕττϕτ
π

∗=−∫
∞

∞−2
1 .

4.11. Умножение изображений

Теорема. Если )()( ωFtf →  и ( )ωϕ Φ→)(t , то ( ) ( ) ( ) ( )ωωϕ Φ→∗ Fttf .

4.12. Умножение оригиналов

Теорема. Если ( )tfF →)(ω  и ( )tϕω →Φ )( , то ( ) ( ) ( ) ( )ttfF ϕωω →Φ∗ .

5. Приложения преобразований Фурье

Краевые  задачи  математической  физики. Дифференциальные 

уравнения  обыкновенные  и  с  частными  производными  в  основном 

описывают  математические  модели  физических  и  технических  задач 

реальных  процессов.  Многие  задачи  приводятся  к  решению  линейных 

уравнений с частными производными второго порядка. Примерами являются 

классические уравнения математической физики с неизвестными функциями 

(например,  давления,  температуры,  электромагнитного  потенциала  и  др.), 

зависящими от пространственно-временных координат x , y , z , 0>t .

Один из эффективных методов решения краевых задач математической 

физики – интегральное преобразование Фурье, с помощью которого краевая 

задача  сводится  к  задаче  с  операторным  уравнением  относительно 

изображениея  функции  искомого  решения.  Решение  такого  операторного 

уравнения получаем значительно проще, чем решение уравнения заданной 

краевой  задачи.  В  рассматриваемых  ниже  основных  задачах  исследуются 

математические  модели,  в  которых искомые функции заданы в различных 

пространственно-временных  областях  с  разными  начальными  и  краевыми 

условиями.

Примеры.

1. ),,(),(),( 2 txftxuatxu xxtt +=  },0,:),{( >∞<<− ∞= txtxD  

(5.1)
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начальные условия 0)0,( =xu , 0)0,( =xut .  

(5.2)

Функция  ),( txu  по  переменной  x  удовлетворяет  условиям 

преобразования Фурье  ),(),( tUtxu ω→ .  Имеем  ),(),( tFtxf ω→ ,  )0,()0,( ωUxu → , 

)0,()0,( ωtt Uxu → .  Дифференцируя  дважды  по  переменой  t  преобразование 

),(),( tUtxu ω→ ,  получаем  ),(),( tUtxu tttt ω→ .  По свойству дифференцирования 

оригинала  при  условии,  что  0),( =± ∞ tu  и  0),( =± ∞ tu x ,  находим 

),(),( 2 tUtxu xx ωω−→ .

Тогда задача (5.1), (5.2) в пространстве изображений приобретает вид

),(),(),( 22 tFtUtU tt ωωωωω =+ ,  

(5.3)

0)0,( =ωU , 0)0,( =ωtU .  

(5.4)

Уравнение (5.3) относительно переменой  t  — линейное неоднородное 

уравнение 2-го порядка, его решение 

),(*),(),( tUtUtU ωωω += .  

(5.5)

Общее решение соответствующего однородного уравнения
tiatia ecectU ωω ωωω )()(),( 21 += − .  

(5.6)

Частное решение уравнения (5.3) имеет вид
tiatia etcetctU ωω ωωω ),(),(),(* 21 += − .

Произвольные  функции  ),(1 tc ω  и  ),(2 tc ω  согласно  методу  Лагранжа 

находим из системы







−=+−

=+

−

−

).,(),(),(

,0),(),(

'
2

'
1

'
2

'
1

tF
a
ietcetc

etcetc

tiatia

tiatia

ω
ω

ωω

ωω

ωω

ωω

Отсюда
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.),(
2

),(

,),(
2

),(

0
2

0
1

∫

∫
−−=

=

t
ia

t
ia

dFe
a
itc

dFe
a
itc

ττω
ω

ω

ττω
ω

ω

ω τ

ω τ

Тогда частное решение

∫∫ −− −=
t

tia
t

tia dFe
a
idFe

a
itU

0

)(

0

)( ),(
2

),(
2

),(* ττω
ω

ττω
ω

ω τωτω

или

∫ −=
t

dFta
a

tU
0

),()(sin1),(* ττωτω
ω

ω .  

(5.7)

Подставляя (5.6) и (5.7) в (5.5), получаем общее решение уравнения (5.3):

∫ −++= −
t

tiatia dFta
a

ecectU
0

21 ),()(sin1)()(),( ττωτω
ω

ωωω ωω .  

(5.8)

Отсюда решение задачи (5.3), (5.4) имеет вид

∫ −=
t

dFta
a

tU
0

),()(sin1),( ττωτω
ω

ω .  

(5.9)

С помощью обратного преобразования Фурье получаем

τωτωτω
ωπ

ω ddFta
a

etxu
t

xi






−= ∫∫

∞

∞− 0

),()(sin1
2
1),(  

(5.10)

или

∫∫
∞

∞−

−−−+ −= ωτω
ω

τ
π

τωτω dFee
i

d
a

txu taxitaxi
t

),()(1
22

1),( ))(())((

0
.  

(5.11)

Рассмотрим интеграл

)(11 ))(())((
)(

)(

)(
)(

τωτω
τ

τ

τ
τ

ω ξω ξ

ωω
ξ −−−+

−+

−−

−−
−+ −==∫ taxitaxi

tax

tax

tax
tax

ii ee
i

e
i

de .  

(5.12)
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Подставляя (5.12) в (5.11), получаем

∫ ∫ ∫
−+

−−






=

∞

∞−

t
i

tax

tax

dFedd
a

txu
0

)(

)(

),(
2
1

2
1),(

τ

τ

ωτω
π

ξτ ω ξ .  

(5.13)

Поскольку  ∫
∞

∞−

=→ ωτω
π

τξτω ω ξ dFefF i ),(
2
1),(),( , то решение задачи (5.1) ,(5.2) 

имеет следующий вид:

∫ ∫
−+

−−

=
t tax

tax

dfd
a

txu
0

)(

)(

),(
2
1),(

τ

τ

ξτξτ .

2. ,2
xxt uau =  },0,:),{( >∞<<− ∞= txtxD  

(5.14)

начальное условие )()0,( xxu ϕ= .  

(5.15)

Применяем к функции  ),( txu  по переменной  x  преобразование Фурье 
),(),( tUtxu ω→ .  Пользуясь  свойством  дифференцирования  оригинала  при 

условии, что  0),( =± ∞ tu  и  0),( =± ∞ tu x , получаем  ),(),( 2 tUtxu xx ωω−= → . Имеем 

),(),( tUtxu tt ω→ ,  )()()0,( ωϕ Φ→= xxu .  Задача  (5.14),  (5.15)  в  пространстве 

изображений преобразования Фурье сводится к задаче

0),(),( 22 =+ tUatU t ωωω ,  

(5.16)
)()0,( ωω Φ=U .  

(5.17)

Уравнение (5.16) имеет решение taectU
22

)(),( 1
ωωω −= .

Произвольную функцию )(1 ωc  определяем из начального условия (5.17): 

)()(1 ωω Φ=c . Тогда taetU
22

)(),( ωωω −Φ= . 

Применяем обратное преобразование Фурье: ∫
∞

∞−

−Φ= ωω
π

ωω deetxu taxi 22

)(
2
1),( .

Пользуясь тем, что ∫
∞

∞−

=Φ dxe xi )(
2
1)( ωϕ

π
ω ω , получаем
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∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−






= ωξξϕ

ππ
ω ξωω ddeeetxu ixita )(

2
1

2
1),(

22

или

∫∫
∞

∞−

−−
∞

∞−

= ωξξϕ
π

ξωω deedtxu xita )(22

)(
2
1),( .

Поскольку ∫
∞

∞−

− =− 0)(sin
22

ωξωω dxe ta , то ∫∫
∞

∞−

−
∞

∞−

−= ωξωξξϕ
π

ω dxedtxu ta )(cos)(1),(
22

, 

внутренний интеграл здесь

ta
x

ta e
ta

dxe 2

2

22
4

)(

2
)(cos

ξ
ω πωξω

−
−∞

∞−

− =−∫ .

Тогда решение задачи (5.14), (5.15) имеет вид: ∫
∞

∞−

−−
= ξξϕ

π

ξ

de
ta

txu ta
x

)(
2

1),( 2

2

4
)(

.

3. ),(2 txfuau xxt += , }0,:),{( >∞<<− ∞= txtxD ,   (5.18)

начальное условие 0)0,( =xu .   (5.19)

Пользуясь  преобразованием  Фурье  ),(),( tUtxu ω→  функции  ),( txu  по 

переменной x , имеем ),(),( tUtxu tt ω→ , )0,()0,( ωUxu → , ),(),( tFtxf ω→ .

Учитывая, что 0),( =± ∞ tu , 0),( =± ∞ tu x , по свойству дифференцирования 

оригинала находим ),(),( 2 tUtxu xx ωω−→ .

Задача (5.18), (5.19) в пространстве изображений преобразования Фурье 

запишется в виде:

),(),(),( 22 tFtUatU t ωωωω =+ ,   (5.20)

0)0,( =ωU    (5.21)

Решение уравнения (5.20) имеет вид







+= ∫− )(),(),(

0

2222

ωττωω τωω cdFeetU
t

ata .

Пользуясь (5.21), получаем, что 0)( =ωc .

Следовательно:

∫−=
t

ata dFeetU
0

),(),(
2222

ττωω τωω    (5.22)
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Обратным преобразованием Фурье находим

∫ ∫
∞

∞−

−






= ωττω

π
τωωω ddFeeetxu

t
ataxi

0

),(
2
1),(

2222

.

Поскольку ∫
∞

∞−

−= dxtxfetF xi ),(
2
1),( ω

π
ω , то







= ∫∫∫

∞

∞−

−
∞

∞−

−− ξξωτ
π

ωτωω dtfededtxu xitaxi
t

),(
2
1),( )(

0

22

 

или ∫∫∫
∞

∞−

−+−−
∞

∞−

= ωξτξτ
π

ξωτω dedfdtxu xita
t

)()(

0

22

),(
2
1),( .   (5.23)

Сделав преобразование

)(4
)(

2
)()()( 2

22
22

τ
ξ

τ
ξτωξωτω

−
−−





−
−−−−=−+−−

ta
x

ta
xitaxita

и вводя замену

µ
τ

ξτω =
−

−−−
ta

xita
2

, µ
τ

ω d
ta

d
−

= 1
,

найдем внутренний интеграл в (5.23):

)(4
)(

)(4
)(

)()( 2

2

22

2

22 1 τ
ξ

µτ
ξ

ξωτω

τ
πµ

τ
ω −

−−∞

∞−

−−
−−∞

∞−

−+−−

−
=

−
= ∫∫ ta

x
ta

x
xita e

ta
de

ta
ede .   (5.24)

Подставляя (5.24) в (5.23), получаем решение задачи (5.18), (5.19):

∫∫
∞

∞−

−
−

−

−
= ξ

τ
τξτ

π
τ

ξ

d
t

fed
a

txu ta
xt ),(

2
1),( )(4

)(

0

2

2

.

Тема  3.  Преобразования  Лапласа.  Оригиналы  и  изображения. 

Существование  изображений.  Примеры  вычислений  изображений. 

Дифференцирование и интегрирование изображений.

1.1. Определение оригинала

Функция  ( )tf  действительного  переменного  t ,  которая  может 

принимать  и  комплексные  значения,  называется  оригиналом,  если 

выполнены три условия:
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1)  f  –  непрерывна  или  кусочно-непрерывна  вместе  со  своими 

производными до n-го порядка на всей числовой прямой;

2) ( ) 0=tf  при 0<t ;

3)  существуют  такие  постоянные  M >  0  и  S >  0,  что  для  всех  0>t  

справедлива оценка tSMetf 0)( ≤ .

Число 00 ≥S , для которого неравенство в третьем условии выполняется 

при любом  ε+= 0SS  ( 0>ε ) и не выполняется при  ε−= 0SS  ( 0S  – точная 

нижняя граница чисел S ), называется показателем роста функции ( )tf . Это 

условие означает, что найдется такая показательная функция tSMe 0 , которая 

растет быстрее, чем модуль )(tf .

Условия  первое  и  третье  выполнены  для  большинства  функций  f , 

описывающих  физические  процессы.  С  физической  точки  зрения  второе 

условие  выполнено,  поскольку  для  физики  безразлично,  как  ведут  себя 

рассматриваемые  функции  до  некоторого  начального  момента,  который 

можно принять за 0=t .

Простейшей функцией-оригиналом является  функция  Хевисайда  )(tη , 

где 




≥
<

=
0 tесли 1,
0 tесли ,0

)(tη .

Если  функция  ( )tf  удовлетворяет  первому  и  третьему  условиям,  то 

функция 




<
≥

=
0 tесли 0,

0 tесли ),(
)()(

tf
ttf η  удовлетворяет всем условиям оригинала.

Для  сокращения  записи  будем  вместо  )()( ttf η  писать  ( )tf , 

условившись,  что  все  функции,  удовлетворяющие  первому  и  третьему 

условиям  оригинала,  равны  нулю  при  0<t .  Например,  2)( ttf = ,  тогда 





<
≥

=
0  t0,
0 t,

)()(
2t

ttf η  является оригиналом.
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1.2. Определение изображения

Изображением функции  оригинала  ( )tf  называется  функция  ( )pF  

комплексного переменного τiSp += , определяемая интегралом Лапласа

∫
∞

−=
0

)()( dttfepF pt .     (1.1)

Связь  между  функциями  f  и  F  символически  обозначается  → ,т.е. 

)()( pFtf → .  Смысл  этого  обозначения:  оригиналу  f  сопоставлено 

изображение F , а изображение F  имеет своим оригиналом f .

Примеры.

1. Найти изображение единичной функции Хевисайда.

Согласно формуле (1.1) имеем

pp
edtedtetpF

pt
ptpt 1)()(

000

=−===
∞−∞

−
∞

− ∫∫ η .

Следовательно, p
11 → , Re p > 0.

2. Найти изображение функции ate .

По формуле (1.1) имеем 
apap

edtedteepF
tap

tapatpt

−
=

−
−===

∞−−∞
−−

∞
− ∫∫

1)(
0

)(

0

)(

0

.

Таким образом: ap
e at

−
→ 1

, Re p > Re a.

1.3. Дифференцирование изображения

Теорема. Если )()( tfpF → , Re p > 0S то 

)()( ttfpF −→′ ,

( ) )(1)( 22 tftpF −→′′ ,

………………………
( ) ( ) )(1)( tftpF nnn −→ , Re p > 1S  > 0S .

Примеры. Пользуясь равенствами

22
sin

α
αα
+

→
p

t , 22
cos

α
α

+
→

p
pt
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22 α
αα
−

→
p

tsh , 22 α
α

−
→

p
ptch

и теоремой дифференцирования изображения, найдем изображения функций:

1. 
′







+
→−

22
sin

α
αα

p
tt , 222 )(

2sin
α
αα

+
→

p
ptt .

2. 
′







+
→−

22
cos

α
α

p
ptt , 222

22

)(
cos

α
αα

+
−→

p
ptt .

3. 
′







−
→−

22 α
αα

p
ttsh , 222 )(

2
α
αα

−
→

p
pttsh .

4. 
′







−
→−

22 α
α

p
pttch , 222

22

)( α
αα

−
+→

p
pttch .

1.4. Интегрирование изображения

Теорема. Если )()( pFtf → ,  Re p > 0S  и интеграл ( )∫
∞

p

dppF  сходится в 

полуплоскости Re p > 01 ss > , то ( ) ( )
t
tfdppF

p

→∫
∞

, Re p > 01 ss > .

Таким  образом,  интегрирование  изображения  ( )pF  сводится  в 

пространстве оригинала к делению на t  функции ( )tf .

Тема  4:  Основные  теоремы  операционного  исчисления. 

Изображения  периодических  оригиналов.  Теорема  запаздывания. 

Теорема смещения. Теорема умножения.

2. Основные свойства преобразования Лапласа

2.1. Линейность

Теорема. Если  )()( 11 pFtf → ,  )()( 22 pFtf → ,  …, )()( pFtf nn →  и 

nααα ,...,, 21  – числа, то

)(...)()()(...)()( 22112211 pFpFpFtftftf nnnn αααααα +++→+++ .
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Доказательство. Справедливость свойства следует из линейных свойств 

интеграла.

Примеры. Пользуясь  свойством  линейности,  найдем  изображения 

функций:

1. ( ) 





+
−

−
→−= −

ipipi
ee

i
t itit 11

2
1

2
1sin , 1

1sin
2 +

→
p

t .

2. ( ) 





+
−

−
→−= −

1
1

1
1

2
1

2
1

pp
eesht tt , 1

1
2 −

→
p

sht .

3. ( ) 





+
+

−
→+= −

ipip
eet itit 11

2
1

2
1cos , 1

cos
2 +

→
p

pt .

4. ( ) 





+
+

−
→+= −

1
1

1
1

2
1

2
1

pp
eecht tt , 12 −

→
p

pcht .

2.2. Подобие

Теорема. Если )()( pFtf →  и α  – число, то 




→

αα
α pFtf 1)( .

Полагая в этом равенстве β
α 1= , 0>β , получаем 





→

ββ
β tfpF 1)( .

Примеры. Пользуясь теоремой подобия, найдем изображения функций:

1. 1

11sin 2

+






→

α
α

α
p

t
, 22

sin
α

αα
+

→
p

t .

2. ( )22
sin

α
ααα

ip
ititish

+
→= , 22 α

αα
−

→
p

tsh .

3. 
1

1cos 2

+






→

α

α
α

α
p

p

t , 22
cos

α
α

+
→

p
pt .

4. ( ) 222
cos

α
αα

ip
ptitch

+
→= , 22 α

α
−

→
p

ptch .

2.3. Запаздывание

Теорема. Если )()( pFtf →  и 00 >t  то )()( 0
0 pFettf pt−→− .
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Применяя теоремы подобия и запаздывания, можно найти изображение 

для  оригинала  )( 0ttf −α ,  где  00 >t ,  0>α .  Имеем  )()( pFtf → ,  тогда  по 

теореме подобия 




→

αα
α pFtf 1)( . По теореме запаздывания находим 

p
t

epFttfttf α

ααα
αα

01)( 0
0

−






→










 −=− .     (2.1)

Функция





<
≥

=−
0

0
0 ,0

,1
)(

tt
tt

ttη

называется  обобщенной единичной функцией;  ее  изображение  имеет  вид 

p
ett

pt0

)( 0

−

→−η .

Примеры. Пользуясь равенством (2.1), найдем изображения функций 

( )Rba ∈> αϕω ,0,,, 0 :

1. 220

0

)sin(
ω

ωϕω ω
ϕ

+
→−

−

p
et

p

.

2. 220

0

)(
ω

ωϕω ω
ϕ

−
→−

−

p
etsh

p

.

3. 220

0

)cos(
ω

ωϕω ω
ϕ

+
→−

−

p
et

p

.

4. 220

0

)(
ω

ωϕω ω
ϕ

−
→−

−

p
etch

p

.

Пользуясь  теоремой  запаздывания,  удобно  находить  изображения 

кусочно-непрерывных функций.

Примеры. Найти  изображения  кусочно-непрерывных  функций 

( )0, >ba :

1. 




><
<<

=
τ

τ
tиt

ta
tf

0,0
0,

)(  (рис. 1).
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Рис. 1.

Функцию  )(tf  с  помощью  обобщенной  единичной  функции  можно 

записать формулой

atttf ))()(()( τηη −−= .

Изображение  оригинала  )(tf  имеет  вид  p
eatf

pτ−−→ 1)( ,  так  как 

p
t 1)( →η  и p

et p 1)( ττη −→− .

2. 






<>
<<−

<<
=

02,0
,2,2

,0,
)(

tиat
atata

att
tf  (рис. 2).

Рис. 2.

Оригинал )(tf  можно записать формулой

)2()2()()2()()()( atatattaatttttf −−+−−+−−= ηηηη

или )2()2()()(2)()( atatatattttf −−+−−−= ηηη .

Изображение функции )(tf  имеет вид apap e
p

e
pp

tf 2
222

1121)( −− +−→ ,

или 2
2

)1(1)( ape
p

tf −−→ .

2.4. Опережение
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Теорема. Если )()( pFtf →  и 00 >t , то 






 −→+ ∫ −

0

0

0
0 )()()(

t
ptpt dttfepFettf .

Теорему опережения применяют при решении разностных уравнений, в 

которые входят )(tf , )( 0ttf + , …, )( 0nttf + .

2.5. Изображение периодического оригинала

Теорема. Если  )(tf  −  периодическая  функция  с  периодом  T , 





>
<<

=
Tt

Tttf
tf

,0
,0),(

)(0  и  )()( 00 pFtf → ,  то  изображение  функции  )(tf  

имеет вид

pTe
pFpF
−−

=
1

)()( 0 .     (2.2)

Примеры. Пользуясь  формулой  (2.2),  найти  изображение 

периодических функций )0,( 0 >∈ aNn :

1. 




+<<+
+<<

=+=
ππ

ππ
π

)22()12(,0
,)12(2,sin

)2()(
ntn

ntnt
tftf  (рис. 3)

Имеем

π

π

π

π 022
0

2
)cossin(

11
1sin

1
1)( ttp

p
e

e
tdte

e
pF

pt

p
pt

p
−−

+
⋅

−
=

−
=

−

−
−

− ∫

или pep
tt

π
η

−−
⋅

+
→

1
1

1
1)(sinsin

2 .

2. at
a

tftf sin)( =




 += π

 (рис. 4).

Имеем ( )
apt

a
p

a
pt

a
p

ataatp
ap

e

e
atdte

e
at

π

π

π

π

0

22
0

cossin
1

1sin
1

1sin −−
+

⋅
−

=
−

→
−

−

−

− ∫ .

Итак: a
pcth

ap
aat

2
sin

22

π
+

→ .
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                  Рис. 3.                                                                        Рис. 4.

2.6. Смещение

Теорема. Если )()( pFtf → , 0p  ─ число, то )()( 0
0 ppFtfe tp +→− .

Примеры. Пользуясь  теоремой  смещения,  найдем  изображения 

следующих функций:

1. ,sin te t ωα−  ,sin
22 ω

ωω
+

→
p

t  .
)(

sin
22 ωα

ωωα

++
→−

p
te t

2. ,tshe t ωα−  ,
22 ω

ωω
−

→
p

tsh  .
)( 22 ωα

ωωα

−+
→−

p
tshe t

3. ,cos te t ωα−  ,cos
22 ω

ωω
+

→
p

t  .
)(

cos
22 ωα

ωωα

++
→−

p
te t

Тема  5.  Дифференцирование  и  интегрирование  оригиналов. 

Приложение  к  интегрированию  линейных  дифференциальных 

уравнений  с  постоянными  коэффициентами.  Интегрирование  систем 

дифференциальных уравнений. Интеграл Дюамеля.

Дифференцирование оригинала

Теорема. Если )()( pFtf →  и функции )(tf ′ , )(tf ′′ , …, ( ) )(tf n  являются 

оригиналами, то

)0()()( fppFtf −→′ ,

)0()0()()( 2 fpfpFptf ′−−→′′ ,

…………………………………..
( ) ( ) )0(...)0()0()()( 121 −−− −−′−−→ nnnnn ffpfppFptf ,

где 
( ) ( ) )()0(  lim

00
tff k

t

k

+→
= , 1,0 −= nk .

Пример. Найти изображение дифференциального выражения

42



8)()(2)(4)(5)( +−′+′′−′′′− txtxtxtxtx IV

при условиях 5)0( =x , 0)0( =′x , 1)0( −=′′x , 2)0( =′′′x .

Введем обозначение )()( pXtx → . Тогда по теореме дифференцирования 

оригинала

5)()( −→′ ppXtx ,

ppXptx 5)()( 2 −→′′ ,

15)()( 23 +−→′′′ ppXptx ,

25)()( 34 −+−→ pppXptx IV .

Отсюда по свойству линейности получим

( )
( ) ( )

( ) .81721255)(1245

8)(5)(25)(4

15)(525)(
8)()(2)(4)(5)(

23234

2

2334

p
ppppXpppp

p
pXppXppXp

ppXppppXp
txtxtxtxtx IV

+−++−−+−−=

=+−−+−−

−+−−−+−→
→+−′+′′−′′′−

Интегрирование оригинала

Теорема. Если )()( pFtf → , Re p > 0s , то ( ) ( )
p
pFdf →∫

1

0

ττ , Re p > 0s .

5.1. Интегрирование уравнений с постоянными коэффициентами

Пусть дано дифференциальное уравнение

( )tfya
dt
dya

dt
yda

dt
ydaLy nnn

n

n

n

=++++= −−

−

11

1

10 ...     (5.1)

и начальные условия

( ) ,0 0yy =  ( ) ,0 00 yy ′=′ …, ( ) ( ) ( ) ,0 0
11 −− = nn yy     (5.2)

Считаем,  что  00 ≠a  и  функция  f ,  а  также  решение  ( )ty  вместе  с  его 

производными  до  n–го  порядка  являются  оригиналами.  Обозначим 

( ) ( )typY → , ( ) ( )tfpF → .
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По  правилу  дифференцирования  и  свойству  линейности  вместо 

дифференциального уравнения (5.1) с начальными условиями (5.2) получаем 

операторное уравнение 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ,......

......

0
1

02
3

1
2

00

1
2

1
1

00
1

10

ayapapay

apapaypFpYapapa
n

n
nn

n
nn

n
nn

−
−

−−

−
−−−

+++++′+

+++++=+++

или

( ) ( ) ( ) ( )pBpFpYpA += ,     (5.3)

где  ( )pA  и  ( )pB  -  известные  многочлены.  Решая  это  уравнение,  найдем 

операторное решение

( ) ( ) ( )
( )pA

pBpFpY += .     (5.4)

Если уравнение (5.1) при начальных условиях (5.2) допускает решение 

( )ty , удовлетворяющее условиям, наложенным на оригиналы, то это решение 

является оригиналом для ( )pY .

Примеры. Решить следующие дифференциальные задачи:

1. ( )tteyyy t sin2cos44 2 +=+′+′′ − ; ( ) 10 −=y , ( ) 10 =′y .

Перейдем к изображениям:

Yy → , 1+→′ pYy , 12 −+→′′ pYpy , 1
2sin2cos

2 +
+→+

p
ptt .

По теореме смещения получим ( ) ( ) 12
4sin2cos 2

2

++
+→+−

p
ptte t .

Дифференциальной задаче соответствует операторное уравнение

( ) 12
44441 2

2

++
+=+++−+

p
pYpYpYp ,

решение которого имеет вид ( ) ( )( )( ) 22

23

212
11167

+++
+++−=

pp
ppppY .

Разлагая правую часть этого равенства на простые дроби, находим:

( ) ( ) ( ) 22 2
1

12
4

+
+

++
+−=

pp
ppY .
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Перейдем  к  оригиналу,  воспользовавшись  свойством  линейности, 

теоремой смещения и таблицей изображений. Имеем

( ) ( )tttety t sin2cos2 −−= − .

2. 133 =+′+′′+′′′ yyyy ; ( ) ( ) ( ) 0000 =′′=′= yyy .

Пусть  ( ) ( )pYty → .  Переходя  к  изображениям,  получим  операторное 

уравнение, соответствующее дифференциальной задаче:

( )
p

Yp 11 3 =+ .

Его решение - ( ) ( ) ( ) ( ) 323 1
1

1
1

1
11

1
1

+
−

+
−

+
−=

+
=

pppppp
pY .

Оригинал изображения Y  находим по таблице изображений:

( ) 




 ++−=−−−= −−−−

2
11

2
1

22 tteetteety tttt .

3. 1=+′′′ yy ; ( ) ( ) ( ) 0000 =′′=′= yyy .

Дифференциальной  задаче  соответствует  операторное  уравнение, 

решением которого является функция ( )pY :

( ) ( )1
1
3 +

=
pp

pY .

Оригинал  найдем  с  помощью  второй  теоремы  разложения: 

( ) ( )( )∑=
j

pt

p
pYeresty

j
.  Функция  Y  имеет  простые  полюсы  в  точках  01 =p , 

12 −=p , 
2
3

2
1

3

ip −= , 
2
3

2
1

4

ip += . Вычисляя вычеты функции ( )pYep pt  

в указанных точках, находим:

( ) 1
1

1lim
1

1
303

1

=
+

=
+ → p

e
pp

eres pt

p

pt

p
, ( ) ( ) 31

1lim
212

t
pt

p

pt

p

e
ppp

epYeres
−

−→
−=

+−
= ,

( ) ( ) ( )( ) tepYerespYeres
ti

pt

p

pt

p 2
3cos

3
2

3
expRe2 22

3
2
1

43

−=
−

+=+ .

Окончательно имеем
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( ) teety
tt

2
3cos

3
2

3
1 2−−=

−

.

5.2. Решение систем линейных дифференциальных уравнений

с постоянными коэффициентами

Аналогично  применяется  операционный  метод  к  решению  систем 

линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами.

Пусть  требуется  решить  систему  n дифференциальных  уравнений 

второго порядка

( )∑
=

=




 ++

n

k
kk

k
k

k
k tfyc

dt
dyb

dt
yda

1
2

2

νννν    ( )n,1=ν     (5.5)

с начальными условиями

( ) kky α=0 , 
( )

k
k

dt
dy β=0

.     (5.6)

Если  ( )tyk  и  ( )tfν  – оригиналы, а  ( )pYk  и  ( )pFν  – их изображения, то 

система (5.5) с начальными условиями (5.6) заменится операторной системой

( ) ( ) ( ) ( )( )∑∑
==

+++=++
n

k
kkkkk

n

k
kkkk abpapFpYcpbpa

11

2 βα ννννννν .     (5.7)

Решая ее как алгебраическую линейную систему уравнений, найдем ( )pYk , а 

потом и их оригиналы ( )tyk .

Примеры. Решим системы линейных дифференциальных уравнений с 

постоянными коэффициентами.

1.      
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )





=′==′=
=+′−′′−+′+′′
=+′+′′−+′−′′

.000  ,100
0572
0392

yyxx
yyyxxx
yyyxxx

Операторная система, соответствующая поставленной задаче, имеет вид

( ) ( )
( ) ( )




+=+−−++
+=++−+−

,32572
,12392

22

22

pYppXpp
pYppXpp
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где  ( ) ( )txpX → ,  ( ) ( )typY → .  Взяв  сумму  и  разность  этих  уравнений, 

получим 4
122

2 +
+=−

p
pYX , 1

1
−

=+
p

YX ,

откуда ( ) ( ) ( )43
2

43
2

13
1

22 +
+

+
+

−
=

pp
p

p
X , ( ) ( ) ( )43

2
43

2
13

2
22 +

−
+

−
−

=
pp

p
p

Y .

Перейдем к оригиналам. Имеем

( ) ( )ttetx t 2sin2cos2
3
1 ++= , ( ) ( )ttety t 2sin2cos22

3
1 −−= .

2.      
( ) ( ) ( ) ( )








=′=′==
=+′−+′
=−′′+′+′′

−

.10 ,0000
,2

,

xyyx
eyyxx
eyyxx

t

t

Пусть ( ) ( )pXtx → , ( ) ( )pYty → . Поскольку выполняются соотношения

( ) pXtx →′ , ( ) 12 −→′′ Xptx , 1
1
−

→
p

et , ( ) pYty →′ , ( ) Ypty 2→′′ , 1
1
+

→−

p
e t ,

то операторная система, соответствующая дифференциальной, имеет вид










+
=+−+

−
=−++−

.
1

12

1
11 22

p
YpYXpX

p
YYppXXp

Решив ее, получим:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )18
1

14
3

18
1

112
12

22 +
−

+
+

−
=

+−
−=

ppppp
ppX , ( ) ( ) 22 12

3
−

=
p

ppY .

Из  соотношений  te
p

→
+ 1
1

,  sht
p

→
− 1

1
2  по  теореме 

дифференцирования изображений находим

tte
p

−−→
′







+ 1
1  и shtt

p
 

1
1

2
−→

′







−
,

или ( )
tte

p
−→

+ 21
1

 и ( ) shtt
p

p  
1

2
22

−→
− .

Окончательно получаем
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( ) tteshttx −+=
4
3

4
1

, ( ) shttty  
4
3= .

5.3. Решение уравнений с нулевыми начальными условиями

при помощи интеграла Дюамеля

Пусть требуется найти частное решение дифференциального уравнения
( ) ( ) ( )tfyayayayaLy nn

nn =+′+++= −
−

1
1

10 ...     (5.8)

с начальными условиями

( ) ( ) ( ) ( ) 00...00 1 ===′= −nyyy .     (5.9)

Рассмотрим задачу

1=Ly ; ( ) ( ) ( ) ( ) 00...00 1 ===′= −nyyy ,   (5.10)

где  Ly  –  левая  часть  уравнения (5.8).  Поскольку операторные уравнения, 

соответствующие задачам (5.8), (5.9) и (5.10), имеют вид 

( ) ( ) ( )pFpYpA = , ( ) ( )
p

pYpA 1
1 = ,

где fF → , то ( ) ( ) ( )pFppYpY 1= .

Таким  образом,  если  известно  решение  задачи  (5.10),  то  согласно 

формуле Дюамеля имеем

( ) ( ) ( )∫ −′=
t

dtyfty
0

1 τττ   (5.11)

(взяли во внимание, что  ( ) 001 =y  согласно начальным условиям). Формула 

(5.11) принимает вид

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ −′+=
t

dtftyftyty
0

1 0 ττ .   (5.12)

Примеры. Решить следующие дифференциальные задачи:

1. tyyy IV  cos2 =+′′+ ; ( ) ( ) ( ) ( ) 00000 =′′′=′′=′= yyyy .
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Найдем  решение  1y  задачи  12 =+′′+ yyy IV , 

( ) ( ) ( ) ( ) 00000 =′′′=′′=′= yyyy .  Имеем  ( ) ( )pYty 11 → ,  ( ) ( )pYpty IV
1

4
1 → , 

( ) ( )pYpty 1
2

1 →″ , p
11 → . Получаем операторное уравнение

p
YYpYp 12 11

2
1

4 =++ ,

решив которое, находим ( ) ( ) 221 1
1

+
=

pp
pY .

Оригинал функции 1Y  находим с помощью второй теоремы разложения. 

Функция 1Y  имеет простой полюс 0=p  и комплексно сопряженные полюсы 

2-го порядка ip ±= . По второй теореме разложения имеем

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) .sin
2

cos113Re21

1
Re2

1
1

32

2

22

2

0

221

ttte
ipp

itpptp

pp
eip

dp
d

p
ty

ip

pt

ip

pt

p

−−=





+

−+−+=

=















+

−+
+

=

=

==

Согласно формуле (5.11), решение исходной задачи имеет вид

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ).cossin
8
1

4
2coscos

22
2sincos

2
2cossin

4
1

cossin
2
1cos

0

2

0

tttt

ttttrttt

dtttty

t

t

−=

=




 −+−





 −−−−−+=

=−−−−⋅=

=

=

∫
τ

τ

ττττττ

τττττ

2. teyyy =+′+′′ 23 ; ( ) ( ) 000 =′= yy .

Действуем по той же схеме, что и в предыдущем примере. Имеем

( ) ( )∫ −′=
t

dtyety
0

1 τττ ,

где 1y  - решение задачи

123 =+′+′′ yyy , ( ) ( ) 000 =′= yy .   (5.13)
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Составим  операторное  уравнение,  соответствующее  задачи  (5.13). 

Получим:

( ) ( )pYty 11 → , ( ) ( )pYpty 1
2

1 →″ , ( ) ( )ppYty 11 →′ , p
11 → ,

( ) ( ) ( )21
1

1 ++
=

ppp
pY .

Функция 1Y  имеет простые полюсы в точках 00 =p , 11 −=p , 22 −=p . По 

второй теореме разложения

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 22
1

1221
1 2

210

1

t
t

p

pt

p

pt

p

ee
pp
e

pp
e

pp
ty

−
−

−=−==

+−=
+

+
+

+
++

= .

Поскольку ( ) ( ) ( )τττ −−−− −=−′ tt eety 2
1

, то

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ).
3
1

3
1

2
1 2

0

322

0

322

0

2

tt

t

tt

t
tt

t
tt

eeshtee

deedeeety

−+−+−

+−+−−−−−

−−=




 −=

=−=−= ∫∫

ττ

τττττ ττ

Тема 6: Теорема разложения. Первая и вторая теоремы.

Теоремы разложения

При  восстановлении  функций-оригиналов  по  изображению  обычно 

применяют  таблицу  оригиналов  и  изображений.  Использование  формулы 

обращения – дело трудное. Однако с ее помощью можно получить несколько 

практических  результатов,  которые  называют  теоремами  разложения  и 

которые могут помочь в задаче восстановления оригиналов.

Теорема (1-я теорема разложения). Если изображение  F  допускает в 

окрестности точки 00 =p  разложение в сходящийся ряд по степеням p
1

( ) ∑
∞

=
+

=
ok

k
k

p
apF

1     (6.2)

то ему соответствует функция-оригинал
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( ) ( ) ∑
∞

=
=

0 !k

k

k k
tatftη .     (6.3)

Теорема  (2-я  теорема  разложения). Если  изображение  F  есть 

мероморфная  функция  на  комплексной  плоскости  p  и  аналитическая  на 

полуплоскости α>pRe  и если существует последовательность окружностей 

{ }nn RpCpС =∈= : ,  ...21 << RR ,  + ∞→nR ,  на  которой  ( )pF  стремится  к 

нулю равномерно относительно  parg ,  а  также  α>∀ a  интеграл  ( )∫
∞+

∞−

ia

ia

dppF  

абсолютно сходится, то оригиналом изображения ( )pF  является функция

( ) ( ) ( )( )∑=
j

pt

p
pFerestft

j

η .     (6.4)

Примеры.

1. ( ) ( ) ( )202
1

2

2

−−−
−+=
ppp

pppF .

Поскольку  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )542202 2 −+−=−−− pppppp ,  то  функция  F  

имеет  простые  полюсы  в  точках  21 =p ,  42 −=p ,  53 =p .  Эти  же  полюсы 

имеет  и  функция  ( )pFe pt .  Для  нахождения  оригинала  функции  F  

воспользуемся формулой (6.4). Найдем вычеты функции ( )pFep pt :

( ) ( )
( ) 18

5
623
1 2

2
2

2

2

t

p

pt
pt

p

e
pp
ppepFeres −=

−−
−+=

=
=

,

( ) ( )
( )

t

p

pt
pt

p
e

pp
ppepFeres 4

4
2

2

4 54
11

623
1 −

−=
−=

=
−−
−+= ,

( ) ( )
( )

t

p

pt
pt

p
e

pp
ppepFeres 5

5
2

2

5 27
29

623
1 =

−−
−+=

=
=

.

Подставив полученное в формулу (6.4), находим:

( ) ( )ttt eeetf 254 155811
54
1 −+= − .

2. ( ) ( )( )14
2

22

2

++
+−=

pp
pppF .
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Функция  ( )pFe pt  имеет  простые  полюсы  в  точках  ip 2±=  и  ip ±= . 

Находим

( ) ( )
( )

( ) it

ip

pt
pt

ip
ei

pp
ppepFeres

6
1

522
2

2

2 +−=
+

+−=
=

=
,

( ) ( )
( )

( ) it

ip

pt
pt

ip
ei

pp
ppepFeres 2

2
2

2

2 6
1

522
2 −=

+
+−=

=
=

.

В  точках  ip −=  и  ip 2−=  получим  комплексно  сопряженные 

выражения. Следовательно,

( ) ( )tttteieitf itit sincos2sin2cos
3
1

6
1

6
1Re2 2 +−+=





 +−−= .

3. ( )
( ) ( )( )211

1
23 −+−

=
ppp

pF .

Функция ( )pFe pt  имеет простые полюсы в точках 2=p , ip ±=  и полюс 

3-го порядка в точке 1=p . Имеем

( ) ( ) ( ) ( ) ( )pFerespFerespFerespFerestf pt

p

pt

ip

pt

ip

pt

p 12 =−===
+++= .

Вычисляя вычеты, получим:

( )
( ) ( )

t

p

pt
pt

p
e

pp
epFeres 2

2
232 5

1
11

=
+−

=
=

=
,

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ),sin3cos
20
1

21
Re2Re2

23

tt

pipp
epFerespFerespFeres

ip

pt
pt

ip

pt

ip

pt

ip

−=

=





−+−

==+
−

=−==

( ) ( )( ) =
″







−+

= =
=

121 212
1

p

pt
pt

p pp
epFeres
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( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ).5
4

2121
1432

21
3151662

2
1

2

1

2

2

32

2

332

234

+−=

=





−+

+
−+

+−−
−+

−+−=
=

te

pp
ette

pp
ppe

pp
ppp

t

p

pt
ptpt

Таким образом: ( ) ( ) ( )1
4

sin3cos
20
1

5
2

2

+−−+= tettetf
tt

.

Тема  7.  Формулы  обращение  Римана-Меллина.  Связь 

преобразования Фурье с преобразованием Лапласа

7.1. Формула обращения Римана - Меллина

Теорема. Если  функция  f  является  оригиналом,  а  F  служит  ее 

изображением,  то  в  любой точке  непрерывности функции  f  выполняется 

равенство

( ) ( )∫
∞+

∞−

=
ia

ia

pt dppFe
i

tf
π2
1

,     (7.1)

где интеграл берется вдоль любой прямой { }α>=∈ aCp p Re  и понимается 

в смысле главного значения по Коши. В точках разрыва функции f  вместо 

( )tf  в левой части формулы (8.1) следует взять ( ) ( )( )00
2
1 −++ tftf .

Связь преобразования Фурье с преобразованием Лапласа

Пользуясь  заменой  ωip = ,  можно  перейти  от  изображения  ( ) ( )tfpF →  

преобразования Лапласа к изображению ( ) ( )tfF →ω  преобразования Фурье (

ωisp += ,  ( ) ( ) 0limlim
0

==
∞→

→
∞→

ω
ω

FpF
s
p ),  когда  ( )pF  справа от мнимой оси и на ней 

самой нет особых точек.

Примеры. Найдем изображение преобразования Фурье по изображению 

преобразования Лапласа для функций:
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1. ( )




<
>

=
−

0,0
0,

t
te

tf
tα

Имеем  ( ) ( )
α+

=→
p

pFtf 1
,  0Re >α .  Функция  ( )pF  имеет полюс в точке 

α−=p , она на мнимой оси и справа от нее аналитическая. Поэтому

( ) 2222

1
αω

ω
αω

α
αω

ω
+

−
+

=
+

= i
i

F .

При  ( ) 0=tf ,  0<t ,  ( ) ( )ωω сFF =Re  и  ( ) ( )ωω sFiF =Re .  Получаем  косинус-  и 

синус-преобразования Фурье:

( )
22 αω

αω
+

=сF , ( ) 22 αω
ωω
+

=sF .

2. ( ) ttf αsin= .

Получаем ( ) 22sin
α

αα
+

=→
p

pFt .

Функция ( )pF  имеет полюсы αip ±=  на мнимой оси. Поэтому функция 

tαsin  не  является  оригиналом  преобразования  Фурье,  она  абсолютна  не 

интегрируема в пределах от 0 до ∞ .

3. ( ) tetf t αβ sin= , 0>β , 0>α .

Имеем ( ) ( ) ( ) 22 αβ
α

+−
=→

p
pFtf .

Полюсы  ibp α±=  функции  ( )pF  лежат  справа  от  мнимой  оси. 

Следовательно, ( )tf  не является оригиналом преобразования Фурье.

4. Найти преобразование Фурье для четного и нечетного продолжений 

функции ( ) atetf −= , 0>a , 0≥t  на всю ось t .

1) Для четной функции: ( ) ( )tftf =− , пользуясь косинус-преобразованием 

Фурье, получаем

( ) ( )

,2

sincos2cos2

22

0
22

0

ωπ

ωωω
ωπ

ω
π

ω

+
=

=+−
+

==→
∞−∞

−− ∫

a
a

tta
a

edtteFe
at

at
c

at
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или ( ) ωω
ωππ

ωωω
π

dt
a

adtFe c
at ∫∫

∞∞
−

+
==

0
22

0

cos22cos2
.

Отсюда ate
a

d
a

t −
∞

=
+∫ 2

cos

0
22

πω
ω

ω
, 0≥t .

2) Для нечетной функции ( ) ( )tftf −=− , пользуясь синус-преобразованием 

Фурье, находим

( ) ( )

.2

cossin2sin2

22

0
22

0

ω
ω

π

ωωω
ωπ

ω
π

ω

+
=

=−−
+

==→
∞−∞

−− ∫

a

tta
a

edtteFe
at

at
s

at

Тогда ( ) ωω
ω

ω
ππ

ωωω
π

dt
a

dtFe s
at ∫∫

∞∞
−

+
==

0
22

0

sin22sin2
.

Отсюда ated
a

t −
∞

=
+∫ 2

sin

0
22

πω
ω
ωω

, 0>t .
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3. УЧЕБНО-МЕТОДИЧЕСКИЕ МАТЕРИАЛЫ ПО ДИСЦИПЛИНЕ

3.1. Материалы аудиторных контрольных работ

Вариант №1.

1. Найти изображение функции:

.sin)( 3 ttf =

2. Найти оригинал по заданному изображению:

.
)2)(1(

1)(
−+

+=
ppp

ppF

3.  Решить  операционным  методом  дифференциальное  уравнение  при 

заданных начальных условиях:

.0)0()0(,1)(2)(2)( =′==+′−′′ yytytyty

4. Решить интегральное уравнение:

.)()sin()(
0

3 ∫ −+=
t

dftttf τττ

Вариант№2.

1. Найти изображение функции:

.4cos57)( ttf +=

2. Найти оригинал по заданному изображению:

.
)9)(4(

14)( 2

2

++
+=

pp
ppF

3.  Решить  операционным  методом  дифференциальное  уравнение  при 

заданных начальных условиях:

.1)0(,0)0(,)(3)( −=′==′+′′ yyetyty t

4. Решить интегральное уравнение:

.)(3)(
0

)(2 ∫ −−− +=
t

tt dfeetf τττ

Вариант№3.
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1. Найти изображение функции:

.3cos)( 2 ttf =

2. Найти оригинал по заданному изображению:

.
)52)(1(

35)( 2 ++−
+=

ppp
ppF

3.  Решить  операционным  методом  дифференциальное  уравнение  при 

заданных начальных условиях:

.0)0()0(,)(2)( 2 =′==′−′′ yyetyty t

4. Проинтегрировать уравнение Вольтера первого рода:

.)()(cos1
0
∫ −=−
t

dftsht τττ

Вариант№4.

1. Найти изображение функции:

∫=
t

tdttf
0

.3sin)(

2. Найти оригинал по заданному изображению:

.
)2)(1(

1)(
2

−−
+=

ppp
ppF

3.  Решить  операционным  методом  дифференциальное  уравнение  при 

заданных начальных условиях:

.1)0(,0)0(,)(3)(2)( =′==−′+′′ − yyetytyty t

4. Решить интегральное уравнение:

.)()cos(sin
0
∫ −=
t

dftt τττ

Вариант№5.

1. Найти изображение функции:

.2sin)(
t

ttf =
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2. Найти оригинал по заданному изображению:

.
2
1)( 23 ppp

pF
++

=

3.  Решить  операционным  методом  дифференциальное  уравнение  при 

заданных начальных условиях:

.0)0(,1)0(,4)(4)( =′==′−′′ yyttyty

4. Решить интегральное уравнение второго рода:

.)()(3
3
82sin)(

0
∫ −−=
t

dftshttf τττ

Вариант№6.

1. Найти изображение функции:

.sin)(
t

ttf =

2. Найти оригинал по заданному изображению:

.
8

1)( 3 +
=

p
pF

3.  Решить  операционным  методом  дифференциальное  уравнение  при 

заданных начальных условиях:

.4)0(,0)0(,2cos2)(4)( =′==+′′ yyttyty

4. Решить интегральное уравнение второго рода:

.)()(
2
1sin)(

0

2∫ −+=
t

dftttf τττ

Вариант№7.

1. Найти интеграл:

∫
∞

0

.sin dt
t

t

2. Найти оригинал по заданному изображению:

.
9

53)( 2 +
+=

pp
pF
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3.  Решить  операционным  методом  дифференциальное  уравнение  при 

заданных начальных условиях:

.1)0(,0)0(,sin)()(2)( −=′==+′+′′ yyttytyty

4. Проинтегрировать уравнение Вольтера первого рода:

.)()(cos1
0
∫ −=−
t

dftcht τττ

Вариант №8.

1. Найти изображение производной:

.)(),()( tn etfеслиtf α=

2. Найти оригинал по заданному изображению:

.
172

3)( 2 ++
=

pp
pF

3.  Решить  операционным  методом  дифференциальное  уравнение  при 

заданных начальных условиях:

.0)0(,2)0(,cos)()( =′==′+′′ yyttyty

4. Решить интегральное уравнение:

.)()(
0

23 ∫ −=
t

dftt τττ

3.2. Материалы расчетно-графических работ

Задание №1. Найти изображения функций:

1. tchtsh βα  , ttch αα cos− , tte t 2cos3sin4− ;

2. tt βα cos cos , ttsh αα sin+ , tte t 4cos3cos3 ;

3. tchtch βα  , ttsh αα sin− , ttsht 3sin2cos ;

4. tt βα sinsin , tcht βα +cos , ttcht 3sin2sin ;

5. thtsh βα s , ttch αα cos+ , ttch 2sin3 ;

6. tcht αα 22cos + , ( )0sin ϕω −t , te t ωα sin− ;

7. tcht αα 2sin + , ( )0ϕω −tsh , tshe t ωα− ;
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8. tsht αα 22cos + , ( )0cos ϕω −t , te t ωα cos− ;

9. tcht αα 22sin + , ( )0ϕω −tch , tche t ωα− ;

10. tsht αα 2cos + , ttcht 3sin2sin , tshttshe t cos36 +− ;

11. tsht αα 22sin + , ttch 2sin3 , tt tetchshte 3sin2 − ;

12. ttch αα cos− , ttsh 3cos4 2 , ttshtche t cos3
2
12 − ;

13. ttsh αα sin+ , tcht βα  cos , ttchtshe t sin23 +− ;

14. 2
cos6 t

, ttshβαsin , ttshtche t 32sin2 +− ;

15. t2cos4 , tt βα cos cos , tshete tt 223sin2 −− ;

16. t3sin 4 , tt βα sinsin , tttshet t 2cos22 − ;

17. t2sin 6 , tchtsh βα  , tett t 2cos3sinsin 2+ ;

18. t2cos3 , tchtch βα  , ttchtshe t cos323 + ;

19. t2sin 3 , thtsh βα s , ttshtsht 3cos2 + ;

20. 4
sin 4 t

; ttchet t 22 3 +− ; ttch 2sin3 .

Задание  №2.  Пользуясь  теоремой  запаздывания,  найти 

изображения кусочно-непрерывных функций:

1. ( )






<>
<<+−

+<<−
=

.2 и 2         ,0
,2  ,2
,2  ,2

atbt
btbatb
bataat

tf   (рис 1.1)

2. ( )




+<<
<

=
,1  ,

,0  ,0
ntnn

t
tf , , 0Nn ∈  где { }... ,2 ,1 ,00 =N   (рис 1.2)

3. ( )






>−
<<−

<
=

.   ,
,   ,

,        ,0

btab
btaat

at
tf   (рис 1.3)

4. ( )






<<+−
+<<
><

=
.2  ,1
,2  ,1   
,2 и 2  ,0   

btba
bata
btat

tf  (рис 1.4)

5. ( )






<<−
<<

><
=

.2  ,1
,0  ,1   

,2 и 0  ,0   

ata
at

att
tf  (рис 1.5)
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6. ( ) ( )




>−

<
=

−− .   ,1
,                 ,0

ate
at

tf atb  (рис 1.6)

7. ( ) ( )




>

<
=

−− .   ,
,            ,0

ate
at

tf atb  (рис 1.7)

8. ( )






>
<<

<
=

.   ,
,0   ,t

,0   ,0

ata
at

t
tf  (рис 1.8)

9. ( ) ( )



+<<
<

=
,1  ,

,0  ,0
antnan

t
tf  (рис 1.9)

10. ( ) ( ) ( )





+<<




 +−

<
=

,1  ,
2
1

,0  ,0

antnaantn

t
tf  (рис 1.10)

11. ( )




+<<+
<

=
,1  ,1

,0        ,0
ntnn

t
tf  (рис 1.11)

12. ( )












+<<++−

<<
+><

=

,  ,11
,0  ,1

, и 0  ,0

bata
b
at

b

at
batt

tf  (рис 1.12)

13. ( )






<>
<<−

<<
=

0 tи 2a  ,0
,2a  ,2

,at0  ,

t
atta

t
tf (рис 1.13)

14. ( )




+<<
<

=
,1  ,

,0  ,0
ntnn

t
tf , , 0Nn ∈  где { }... ,2 ,1 ,00 =N  (рис 1.14)

15. ( )






<<+−
+<<
><

=
.2  ,1
,2  ,1   
,2 и 2  ,0   

btba
bata
btat

tf  (рис 1.15)

16. ( )






>
<<

<
=

.   ,
,0   ,t

,0   ,0

ata
at

t
tf  (рис 1.16)

17. ( )






>−
<<−

<
=

.   ,
,   ,

,        ,0

btab
btaat

at
tf  (рис 1.17)
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18. ( ) ( )




>−

<
=

−− .   ,1
,                 ,0

ate
at

tf atb  (рис 1.18)

19. ( )






<>
<<−

<<
=

0 tи 2a  ,0
,2a  ,2

,at0  ,

t
atta

t
tf (рис 1.19)

20. ( ) ( )



+<<
<

=
,1  ,

,0  ,0
antnan

t
tf  (рис 1.20)

           
                         Рис. 1.1                                                     Рис. 1.2

                    
                        Рис. 1.3                                                        Рис. 1.4

                        
                        Рис. 1.5                                                        Рис. 1.6

                 
                        Рис. 1.7                                                      Рис. 1.8
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                        Рис. 1.9                                                         Рис. 1.10

                             
                    Рис. 1.11                                                        Рис. 1.12

                   
                    Рис. 1.13                                                           Рис. 1.14

                          
                      Рис. 1.15                                                         Рис. 1.16

                            
                        Рис. 1.17                                                        Рис. 1.18
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                       Рис. 1.19                                                        Рис. 1.20

Задание №3. Найти изображения периодических функций 

( )0,1,1; >>>∈ akmNn :

1. ( ) attf sin=  (рис. 2.1) 

2. ( )
( )

( ) ( )








<




+<<+−
+<<

=
=

.0 если  ,0
 ,22nt12 если  ,1

,12nt2 если  ,1   
sin
sin

t
n

n
t
t

tf ππ
ππ

 0Zn ∈  (рис. 2.2) 

3. ( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )















<+≤<+

+≤<+++−

+≤<−

=+=

,0 ,4424   если                     ,0

,2414   если   ,24

,144   если            ,4

4

tantan

antann
a
t

antnan
a
t

atftf  0Zn ∈  (рис. 2.3)

4. ( ) ( ) ( )
( ) ( )




<+<<+
+<<

=+=
,0 ,2212   ,0

,122    ,1
2

tantan
antna

atftf  (рис. 2.4)

5. ( ) ( )
( )

( ) ( )






<
<+<<+−

+<<
=+=

.0   ,0   
,0 ,2212   ,1

,122    ,1   
2

t
tantan

antna
atftf  (рис. 2.5)

6. ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )















<

<+<<+++−

+<<−

=+=

.0   ,0   

,0 ,2212   ,12

,122    ,2   

2

t

tantann
a
t

antnan
a
t

atftf  (рис. 2.6)
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7. ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )















<

<+<<+++−

+<<+−

=+=

.0   ,0   

,0 ,2212   ,342

,122    ,142   

2

t

tantann
a
t

antnan
a
t

atftf  (рис. 2.7)

8. ( ) ( ) ( ) ( )






<

+<<+−
=+=

.0   ,0   

,1   ,122   

t

antnan
a
t

atftf  (рис. 2.8)

9. ( ) ( ) ( )
( ) ( )





<+<<+

+<<−
=+=

.0   ,2212   ,0

,122    ,2
2

tantan

antnan
a
t

atftf  (рис. 2.9)

10. ( ) ( ) ( )






<

+<<−
=+=

.0   ,0

,1   ,

t

antnan
a
t

atftf  (рис. 2.10)

11. ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )





+<<+
+<<+

<+<<
=+=

.4434   ,1- 
,2414   ,1   

,0   ,122    ,0   
4

antan
antan
tantna

atftf  (рис. 2.11)

12. ( )
( )

( ) ( )









+<<+−

<+<<
=





 +=

.2212   ,sin

,0  ,122   ,0
2

a
nt

a
nat

t
a

nt
a
n

a
tftf

ππ

ππ
π

 (рис. 2.12)

13. ( ) ( ) ( )
( ) ( )




+<<+
<+<<

=+=
.2212   ,1

,0  ,122    ,0
2

antan
tantna

atftf  (рис. 2.13)

14. ( ) ( ) ( )

( ) ( )














<+<<+

+<<




 +






 +<<−

=+=

.0   ,2212    ,0  

,1212   ,1

,122    ,2

2

tantan

anta
m

n
m

a
m

ntnan
a
t

atftf  (рис. 2.14)

15. ( ) ( )
( )









<+<<




 +






 +<<−

=+=
.0  ,11   ,0

,1   ,

tanta
m

n

a
m

ntnamnt
a
m

atftf  (рис. 2.15)
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16. ( ) ( )

( )













<+<<




 +






 +<<





 +






 +<<−

=+=

.0   ,11   0,  

,11   ,1

,1   ,

tanta
k

n

a
k

nta
mk

n
m

a
mk

ntnaknt
a
k

atftf  (рис. 2.16)

17. ( ) ( ) ( )

( )
















<

+<<




 ++






 ++<<





 −++−






 −+<<−

=+=

.0    0,  

,1
2

1   ,
m
1  

,
2

1
2

1   ,122  

,
2

1   ,1

t

anta
m

mn

a
m

mnta
m

mnnt
a

a
m

mntna
m

atftf  (рис. 2.17)

18. ( ) ( )

( )

( )






















<

+<<




 ++−






 ++<<





 −+++−






 −+<<





 ++






 ++<<





 −++−






 −+<<−

=+=

.0    0,  

,22
2

132   ,
m
1

,
2

132
2

132   ,342

,
2

132
2

12   ,
m
1  

,
2

12
2

12   ,142  

,
2

122   ,1

t

anta
m

mn

a
m

mnta
m

mnnt
a

a
m

mnta
m

mn

a
m

mnta
m

mnnt
a

a
m

mntna
m

atftf  (рис. 2.18)

19. ( ) ( )

( )

















<+<<




 +






 +<<





 −+++−






 −+<<





 +






 +<<−

=+=

.0   ,11   0,  

,1
2

12   ,222

,
2

12
2

1   ,
m
1  

,
2

1   ,22  

tanta
k

n

a
k

nta
mk

mnknt
a
k

a
mk

mnta
mk

n

a
mk

ntnaknt
a
k

atftf  (рис. 2.19)

20. ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )















<

<+<<+++−

+<<+−

=+=

.0   ,0   

,0 ,2212   ,342

,122    ,142   

2

t

tantann
a
t

antnan
a
t

atftf  (рис. 2.20)

66



    

                    Рис. 2.1 Рис. 2.2

                           

                   Рис. 2.3                                                             Рис. 2.4

                          
                  Рис.2.5    Рис. 2.6

                                   
                   Рис. 2.7                            Рис. 2.8

                                
                    Рис. 2.9                                                 Рис. 2.10 
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                        Рис. 2.11                                                           Рис. 2.12

       
                        Рис. 2.13                                                             Рис. 2.14

     
                         Рис. 2.15                                                             Рис. 2.16

                                        
                           Рис. 2.17                                                            Рис. 2.18

                   
                          Рис. 2.19                                                             Рис. 2.20 
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Задание  №4.  Пользуясь  теоремой  умножения,  найти  оригиналы 

для функций:

1. ( ) ( ) ( )21
1

2 +−
+=

ppp
ppF ; 2. ( ) ( ) ( ) ( )321

12

+++
+=

pppp
ppF ;

3. ( )
( ) ( ) 32 21

1
−−

=
pp

pF ; 4. ( )
( ) ( )31

1
3 ++

=
pp

pF ;

5. ( )
( ) 43 1

1
+

=
pp

pF ; 6. ( )
( ) ( ) 23 12

1
−+

=
pp

pF ;

7. ( )
( ) ( ) 221

1
++

=
pp

pF ; 8. ( ) ( )( )49 22

2

++
=

pp
ppF ;

9. ( ) ( ) ( )41 2 +−
=

pp
ppF ; 10. ( ) ( )( )106136

1
22 +−++

=
pppp

pF ;

11. ( )
( ) ( ) 32 21

1
−−

=
pp

pF ; 12. ( ) ( ) 22

2

1+
=

p
ppF ;

13. ( ) ( )1
1

2 −
=

pp
pF ; 14. ( )

( ) ( ) 221
1

++
=

pp
pF ;

15. ( ) ( )( )49 22

2

++
=

pp
ppF ; 16. ( ) ( ) ( )41 2 +−

=
pp

ppF ;

17. ( ) ( )( )106136
1

22 +−++
=

pppp
pF ; 18. ( )

( ) ( ) 32 21
1

−−
=

pp
pF ;

19. ( ) ( ) 22

2

1+
=

p
ppF ; 20. ( ) ( )1

1
2 −

=
pp

pF .

Задание №5. Решить дифференциальные уравнения при заданных 

начальных условиях:

1. t
eyyy 2

3

1449124
−

=+′+′′ ; ( ) 10 =y , ( )
2
10 =′y ;

2. ( )32 2 −+=′−′′ tteyy t ; ( ) 20 =y , ( ) 20 =′y ;

3. tshtyyy sin34 =+′+′′ ; ( ) 00 =y , ( ) 10 =′y ;

4. ( )tteyyy t +=+′+′′ − cos2 ; ( ) 10 =y , ( ) 10 −=′y ;

5. tteyyy −=+′−′′′ 823 ; ( ) ( ) 000 =′= yy , ( ) 10 =′′y ;

6. ( )1seccos2 23 −=− ttyy IV ; ( ) ( ) ( ) 0000 =′′′=′= yyy , ( ) 10 =′′y ;
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7. 185496 +=′′+′′′− tyyyV ; ( ) ( ) 000 =′= yy , ( ) ( ) ( ) 1000 ==′′′=′′ IVyyy ;

8. teyyy t sin222 −=+′+′′ ; ( ) ( ) 100 =′= yy ;

9. teyyyy t sin544 −=−′+′′−′′′ ; ( ) ( ) ( ) 1000 =′′=′= yyy ;

10. 022 2 =+′+′′+′′′ − teyyy ; ( ) ( ) ( ) 1000 =′′=′= yyy ;

11. ( )223 tyy −=′−′′′ ; ( ) ( ) ( ) 1000 =′′=′= yyy ;

12. ttyyy IV sin44 =+′′+ ; ( ) 10 =y , ( ) ( ) ( ) 0000 =′′′=′′=′ yyy ;

13. ttyyy IV cos2sin96910 =+′′+ ; ( ) ( ) ( ) 0000 =′′=′= yyy , ( ) 10 =′′′y ;

14. teyyy =+′+′′ 23 ; ( ) ( ) 000 =′= yy ;

15. ( )tetyyy t 2sin844 22 ++=+′−′′ ; ( ) ( ) 000 =′= yy ;

16. ttyyy IV cos242 =+′′− ; ( ) ( ) ( ) ( ) 00000 =′′′=′′=′= yyyy ;

17. 16116 =+′+′′−′′′ yyyy ; ( ) ( ) ( ) 0000 =′′=′= yyy ;

18. ttyyy IV sin2 =+′′+ ; ( ) ( ) ( ) ( ) 00000 =′′′=′′=′= yyyy ;

19. tetyy 2

2
1=+′′′ ; ( ) ( ) ( ) 0000 =′′=′= yyy ;

20. teyyy =+′−′′ 23 ; ( ) 10 =y ; ( ) 00 =′y .

Задание №6. Решить системы дифференциальных уравнений:

1. 




=−′+′′−+′+′′
=−′−′′−+′−′′

,0572
,0392

yyyxxx
yyyxxx

 ( ) ( ) 100 =′= xx , ( ) ( ) 000 =′= yy .

2. 






=−′′++
=+−′′+
=++−′′

,0
,0
,0

zzyx
zyyx
zyxx

 ( ) 10 =x , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 000000 =′==′==′ zzyyx .

3. 




=−−′
=++′

,cos24
,sin2
tyxy

tyxx
, ( ) 00 =x , ( ) 10 =y .

4. 






−=−−′′

=++′′

,3

,2sin
2
142

tyxy

tyxx
, ( ) ( ) ( ) 0000 =′== xyx , ( ) 10 =′y .

5. 








−=′
+=′
−=′

−

,
,2

,

xzz
ezy

yzx
t  ( ) ( ) 000 == zx , ( ) 5,00 =y .
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6. 






=−−+′
=−−−′
=+−−′

,0576
,032
,023

zyxzt
zyxyt
zyxxt

, ( ) ( ) ( ) 1111 === zyx .

7. 




=+′′++′+′′
=+′+′′++′+′′

,032
,022

yyxxx
yyyxxx

, ( ) ( ) 100 =′= xx , ( ) ( ) 000 =′= yy .

8.






=+′−+′
=−′′+′+′′

− t

t

eyyxx
eyyxx

2
; ( ) ( ) ( ) 0000 =′== yyx ; ( ) 10 =′x .

9.




+−=′
+=′

22
52
yxy
yxx

; ( ) 10 =x ; ( ) 10 =y .

10. 




++=′
++−=′

12
152

yxy
yxx

; ( ) 00 =x ; ( ) 20 =y .

11.




=−+′
=−−′

037
773 3

yxy
eyxx t

; ( ) 00 =x ; ( ) 10 =y .

12. 






+−−=′′
−+−=′′

−−=′′

,
,

,

zyxz
zyxy

zyxx

 ( ) 10 =x , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 000000 =′==′==′ zzyyx

13. .




+=′
−=+′

xyy
yxex t

4
44

; ( ) 00 =x ; ( ) 10 =y .

14. 




=−′+′′−+′+′′
=−′−′′−+′−′′

,0572
,0392

yyyxxx
yyyxxx

 ( ) ( ) 100 =′= xx , ( ) ( ) 000 =′= yy .

15. 




=−−′
=++′

,cos24
,sin2
tyxy

tyxx
, ( ) 00 =x , ( ) 10 =y .

16. 




=+′′++′+′′
=+′+′′++′+′′

,032
,022

yyxxx
yyyxxx

, ( ) ( ) 100 =′= xx , ( ) ( ) 000 =′= yy .

17.




+=′
−=′

yxy
tyx

2
cos5

, ( ) 10 =x , ( ) 00 =y

18. 






−=−−′′

=++′′

,3

,2sin
2
142

tyxy

tyxx
, ( ) ( ) ( ) 0000 =′== xyx , ( ) 10 =′y .

19. 






=+′−+′
=−′′+′+′′

− t

t

eyyxx
eyyxx

2
; ( ) ( ) ( ) 0000 =′== yyx ; ( ) 10 =′x .
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20. 








−=′
+=′
−=′

−

,
,2

,

xzz
ezy

yzx
t  ( ) ( ) 000 == zx , ( ) 5,00 =y .

Задание №7. Решить интегральные уравнения:

1. ( ) ( )∫+=
t

dfttf
0

sin ττ ;

2. ( ) ( ) ( )∫ −+=
t

dftttf
0

τττ ;

3. ( ) ( ) ( )∫ −−−+=
t

dfttttf
0

cos22 τττ ;

4. ( ) ( )∫+=
t

dfttf
0

2 ττ ;

5. ( ) ( )∫+=
t

dfttf
0

cos ττ ;

6. ( ) ( )∫ −+=
t

t dfetf
0

1 τττ ;

7. ( ) ( )∫ −+=
t

t dfetf
0

1 τττ

8. ( ) ( ) ( )∫ −+=
t

t dftshetf
0

3 4
4
9 τττ ;

9. ( ) ( ) ( )∫ −++=
t

t dfttetf
0

2 sin3cos τττ ;

10. ( ) ( )∫ −=
t

dftt
0

2 sinsin τττ ;

11. ( ) ( )∫ +−=
t

dfttt
0

3234 32 ττττ ;

12. ( ) ( ) ( ) τττ dfeetf
t

tt ∫ −−− +=
0

2 3 ;

13. ( ) ( ) ( )∫ −+=
t

dftttf
0

2

2
1sin τττ ;
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14. ( ) ( ) ( )∫ −−=
t

dftshttf
0

3
3
82sin τττ ;

15. ( ) ( ) ( ) τττ dftttf
t

∫ −+=
0

3 sin ;

16. ( ) ( )∫ −=−
t

dftsht
0

cos1 τττ ;

17. ( ) ( ) ( )∫ −−−+=
t

dfttttf
0

cos22 τττ ;

18. ( ) ( ) ( )∫ −+=
t

dftttf
0

τττ

19. ( ) ( ) ( )∫ −++=
t

t dfttetf
0

2 sin3cos τττ

20. ( ) ( )∫+=
t

dfttf
0

sin ττ          

Задание  №8.  Найти  изображения  ( )ωCF  косинус-преобразования 

Фурье для функций ( )tf :

1. ( )




>
<<

=
a, x

ax, 
tf

0
01

; 2. ( )tf = 
t

1
;

3. ( )tf = 22

1
ta +

; 4. ( )tf = 22

1
ta −

,

5. ( ) atetf −= ; 6. ( )tf = 
t

 e -at−− btу ;

7. ( )tf = t
at)sin(

; 8. ( )tf = e-t 2 ,

9. ( )tf = 0cos >−  bt, ce a(t) ; 10. ( )tf =a-t, t≤0, a>0,

11. ( )tf =









>

≤≤−

4
10

4
104 1

,t

t,t

; 12. ( )tf =










>

=

<≤

a,t

,t

at,

0

0
2
1
01

;

13. ( )tf =









>

≤≤−

 , t

x, t

2
30

2
3032

; 14. ( )tf =




>
≤≤

π
π

   t          ,0
t0   t,cos

,
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15. ( )tf =




>
≤≤

π
π

 t,0
t0  t,sin

; 16. ( ) ttf −= 2 ;

17. ( ) 41
1

t
tf

+
= ; 18. ( )tf = 22

1
tа + ;

19. ( )tf =
t
e tβ−−1 ; 20. ( )tf = 2

t-
2

e .

Задание  №9.  Найти  изображения  ( )ωSF  синус-преобразования 

Фурье для функций ( )tf , если ( )∞∈ ,0t :

1. ( )tf =  - const, βe βt 0>− ; 2. ( )tf = t
t2sin ;

3. ( )tf =




>≥
>

 - consta, a , t
a t, t 

00
sin

; 4. ( )tf =




>
<<

a, t
a,t, 

0
01

;

5. ( )tf =






>
<<

<<

20
212

10

, t
t-t, 

tt, 

; 6. ( )tf = t
1 ;

7. ( )tf =
3

1






t
; 8. ( )tf = 22 ta

t
+

;

9. ( )tf = 22 ta
t
−

; 10. ( )tf = )( 22 tat
t
− ;

11. ( )tf = )( 22 tat
t
+ ; 12. ( )tf =

t
e at−

;

13. ( )tf = t
atsin ; 14. ( )tf = t

tsin ;

15. ( )tf = 






−
+

ta
tasin ; 16. ( )tf =

t
e t−

;

17. ( )tf = 2tet −⋅ ; 18. ( )tf = 1
1

2 +te π ;

19. ( )tf = 222 )(
1

tat + ; 20. ( )tf =









>

≤≤−

4
1 t,0

4
1t0 ,14t

;

Задание  №10.  Найти  решения  краевых  задач  методом 

преобразования Фурье:
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1. xxtt uau 2= , ( ) }{ 00 ≥≥= , tx:x,tD ,

начальные условия: ( ) 00 =x,u , ( ) 00 =x,ut ;

краевое условие: ( ) ωt,tu sin0 = .

2. 0=+ yyxx uu , ( ) }{ ay, x:x,yD ≤≤≥= 00 ,

краевые условия: ( ) ,,yux 00 =  ( ) 00, uxuy = , ( ) 0, =axuy .

3. 0=+ yyxx uu , ( ) }{ 00 ≥≥= , yx:x,yD ,

краевые условия: ( ) 00 =x,u , ( )






>

≤≤−
=

.      ,0

,0  ,
0

by

by
k
q

,yu x .

4. xtuau xxtt += 2 , ( ) }{ Rxt:x,tD ∈≥=  ,0 ,

начальные условия: ( ) 00 =x,u , ( ) 00 =x,ut .

5. xxtt uau 2= , ( ) }{ 00 ≥≥= , tx:x,tD ,

начальные условия: ( ) 00 =x,u , ( ) 00 =x,ut ;

краевое условие: ( ) 20 t,tu = .

6. xxt uau 2= , ( ) }{ 0  ,0  >∞<<= tx:x,tD ,

начальное условие: ( ) 00 =x,u ;

краевое условие: ( ) ( )tf,tu =0 .

7. xxt uau 2= , ( ) }{ 0  ,0  >∞<<= tx:x,tD ,

начальное условие: ( ) 00 =x,u ;

краевое условие: ( ) ( )t,tu x ϕ=0 .

8. ( )txfuau xxt ,2 −= , ( ) }{ 0  ,0  >∞<<= tx:x,tD ,

начальное условие: ( ) 00 =x,u ;

краевое условие: ( ) 00 =,tu .

9. ( )yyxxt uuau += 2 , ( ) }{ 0  ,-  ,-  , >∞<<∞∞<<∞= tyx:tx,yD ,

начальное условие: ( ) ( )yxx,yu ,0, ϕ= .

10. ( )yyxxt uuau += 2 , ( ) }{ 0  ,0  ,-  , >∞<<∞<<∞= tyx:tx,yD ,

начальное условие: ( ) ( )yxfx,yu ,0, = ;

краевое условие: ( ) 00, =,txu y .
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11. 0=+ yyxx uu , ( ) }{ by, x:x,yD ≤≤∞≤≤= 00 ,

краевые условия: ( ) ,,yu 00 =  ( ) 00, =xu , ( ) 0, Tbxu = .

12. 0=++ zzyyxx uuu , ( ) }{ azaya, x:zx,yD ≤≤≤≤≤≤= 0  ,00 , ,

краевые условия: ( ) ,z,yu 0,0 =  ( ) 0, =za,yu ;

( ) 0,0, =zxu , ( ) 0,, uzaxu = ;

( ) 00,, =yxu , ( ) 0,, =ayxu .

13. xxt uau 2= , ( ) }{ 0  ,0  >≤≤= tbx:x,tD ,

начальное условие: ( ) ( )xfx,u =0 ;

краевое условие: ( ) 00 =,tu x , ( ) 0=b,tu x .

14. 0=+ yyxx uu , ( ) }{ aya, x:x,yD ≤≤≤≤= 00 ,

краевые условия: ( ) ,,yu 00 =  ( ) 0=a,yu ;

( ) 00, =xu , ( ) 0, uaxu = .

15. xxt uku 2= , ( ) }{ 0  ,0  >≤≤= tax:x,tD ,

начальное условие: ( ) 00 ux,u = ;

краевые условия: ( ) 00 =,tu x , ( ) ( ) 0, =+ tahua,tu x , Rh ∈ .

16. ),,()(2 tyxfuuau yyxxt ++= , }0,,:),,{( >∞<<− ∞∞<<− ∞= tyxtyxD

начальное условие: ( ) 00,, =yxu .

17. )(2
yyxxt uuau += , ,:),,{( ∞<<− ∞= xtyxD  ,0 ∞<≤ y  }0>t ,

начальное условие: ( ) ( )yxfyxu ,0,, = .

краевое условие .0),0,( =txu

18. )(2
yyxxt uuau += , ,:),,{( ∞<<− ∞= xtyxD   ,0 ∞<≤ y   }0>t ,

начальное условие: ( ) 00,, =yxu .

краевое условие ( ).,),,( txftyxu =

19.  xxtt uau 2= , ( ) }{ 0- >∞<<∞= , tx:x,tD ,

начальные условия: ( ) ( )xx,u ϕ=0 , ( ) ( )xx,ut ψ=0 .

20. xxtt uau 2= , ( ) }{ 00 ≥≥= , tx:x,tD ,

начальные условия: ( ) 00 =x,u , ( ) 00 =x,ut ;

краевое условие: ( ) 20 t,tu = .
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3.3. Комплект экзаменационных билетов по дисциплине

Для  студентов  специальности  010101  –  Математика  предусмотрен 

экзамен в V учебном семестре.

В экзаменационном билете предусмотрен вопрос на проверку знаний 

теоретического  материала  и  два  практических  задания  для  проверки 

практических навыков решения задач.

АМУРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ

Кафедра МАиМ

Утверждено на заседании кафедры Факультет МиИ

«___»_______________ 200_ г. Курс III

Заведующий кафедрой Труфанова Т.В. Дисциплина Интегр-ые преобр-ия

и операционное исчисление

Утверждаю:____________

Экзаменационный билет № 1

1. Основные понятия и определения интегральных преобразований и операционного 

исчисления.

2. Основные  свойства  преобразования  Фурье.  Свойства  смещения  изображения, 

подобия и дифференцирования оригинала.

3. Найти решение уравнения
tetxxx 2344 −=++  , 1)0( =x , 2)0( =x .

АМУРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ
Кафедра МАиМ

Утверждено на заседании кафедры Факультет МиИ
«___»_______________ 200_ г. Курс III
Заведующий кафедрой Труфанова Т.В. Дисциплина Интегр-ые преобр-ия

и операционное исчисление
Утверждаю:____________

Экзаменационный билет № 2

1. Единичная функция Хевисайда. Изображения функции Хевисайда, ate , С, t.
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2. Используя  интегральное  преобразование  Фурье  решить  краевую  задачу: 

( )),,(),,(),( 2 tyxUtyxUatxU yyxxt += ,  в  области 

{ }0,0,:),,( >+ ∞<<+ ∞<<− ∞= tyxtyxD ,  удовлетворяющую  условиям: 





=
=

),(),0,(
0)0,,(

txftxU
yxU

.

3. Решите интегральное уравнение

∫ −−=− tetxdxtsh )()()(3 τττ .

АМУРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ
Кафедра МАиМ

Утверждено на заседании кафедры Факультет МиИ
«___»_______________ 200_ г. Курс III
Заведующий кафедрой Труфанова Т.В. Дисциплина Интегр-ые преобр-ия

и операционное исчисление
Утверждаю:____________

Экзаменационный билет № 3

1. Основные  свойства  преобразования  Лапласа.  Свойства  линейности,  подобия  и 

запаздывания.

2. Используя  интегральное  преобразование  Фурье  решить  краевую  задачу: 

( )),,(),,(),,( 2 tyxUtyxUatyxU yyxxt += ,  в  области 

{ }0,,:),,( >+ ∞<<− ∞+ ∞<<− ∞= tyxtyxD ,  удовлетворяющую  условиям: 

),(),,( yxtyxU ϕ= .

3. С  помощью формулы  Дюамеля  решить  уравнение  с  заданными начальными 

условиями

te
xx

+
=−

1
1'" , 0)0(')0( =− xx .
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АМУРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ

Кафедра МАиМ
Утверждено на заседании кафедры Факультет МиИ
«___»_______________ 200_ г. Курс III
Заведующий кафедрой Труфанова Т.В. Дисциплина Интегр-ые преобр-ия

и операционное исчисление
Утверждаю:____________

Экзаменационный билет № 4

1. Основные свойства преобразования Лапласа. Свойства опережения, изображения 

периодических оригиналов и смещения.

2. Используя  интегральное  преобразование  Фурье  решить  краевую  задачу: 

),(),(),( 2 txftxUatxU xxtt += ,  в  области  { }0,:),( >+ ∞<<− ∞= txtxD , 

удовлетворяющую условиям: 




=
=

0)0,(
0)0,(

xU
xU

x
.

3. Найти решение уравнения, удовлетворяющего условиям:

∫ −+=+
t

dxttxx
0

)()sin(sin" τττ , 0)0( =x , 1)0(' =x .

АМУРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ

Кафедра МАиМ
Утверждено на заседании кафедры Факультет МиИ
«___»_______________ 200_ г. Курс III
Заведующий кафедрой Труфанова Т.В. Дисциплина Интегр-ые преобр-ия

и операционное исчисление
Утверждаю:____________

Экзаменационный билет № 5

1. Основные  свойства  преобразования  Лапласа.  Дифференцирование  и 

интегрирование оригиналов.

2. Используя  интегральное  преобразование  Фурье  решить  краевую  задачу: 

),(),(),( 2 txftxUatxU xxt += ,  в  области  { }0,:),( >+ ∞<<− ∞= txtxD , 

удовлетворяющую условиям: 0),( =txU .

3. Найти оригинал функции используя теорему умножения (теорему о свёртке)
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)2)(7(
1

22 ++ pp

АМУРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ

Кафедра МАиМ
Утверждено на заседании кафедры Факультет МиИ
«___»_______________ 200_ г. Курс III
Заведующий кафедрой Труфанова Т.В. Дисциплина Интегр-ые преобр-ия

и операционное исчисление
Утверждаю:____________

Экзаменационный билет № 6

1. Основные  свойства  преобразования  Лапласа.  Дифференцирование  и 

интегрирование изображений.

2. Интегральная формула Фурье.

3. Решить систему дифференциальных уравнений:







=+−
=++

t

t

eyxy
eyxx

2

2

72
1022




, начальные условия 1)0( =x , 3)0( =y .

АМУРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ

Кафедра МАиМ
Утверждено на заседании кафедры Факультет МиИ
«___»_______________ 200_ г. Курс III
Заведующий кафедрой Труфанова Т.В. Дисциплина Интегр-ые преобр-ия

и операционное исчисление
Утверждаю:____________

Экзаменационный билет № 7

1. Интегрирование  однородных  линейных  дифференциальных  уравнений  с 

постоянными коэффициентами.

2. Используя  интегральное  преобразование  Фурье  решить  краевую  задачу: 

),(),( 2 txUatxU xxt = ,  в  области  { }0,0:),( >+ ∞<<= txtxD ,  удовлетворяющую 

условиям: 




=
=

0),0(
0)0,(
UtU

xU
.

3. Найти решение уравнения:

txxx sin"2' =++∨ , 0)0()0()0()0( ==== xxxx 
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АМУРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ

Кафедра МАиМ
Утверждено на заседании кафедры Факультет МиИ
«___»_______________ 200_ г. Курс III
Заведующий кафедрой Труфанова Т.В. Дисциплина Интегр-ые преобр-ия

и операционное исчисление
Утверждаю:____________

Экзаменационный билет № 8

1. Теорема Бореля. Свертка функции. Свойства свертки.

2. Используя  интегральное  преобразование  Фурье  решить  краевую  задачу: 

),(),( 2 txUatxU xxtt = ,  в  области  { }0,:),( >+ ∞<<− ∞= txtxD ,  удовлетворяющую 

условиям: 




=
=

)()0,(
)()0,(
xxU

xxU

t ψ
ϕ

.

3. Найти решение уравнения: 
tetxxx 22 =+−  , 0)0()0( == xx  .

АМУРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ

Кафедра МАиМ
Утверждено на заседании кафедры Факультет МиИ
«___»_______________ 200_ г. Курс III
Заведующий кафедрой Труфанова Т.В. Дисциплина Интегр-ые преобр-ия

и операционное исчисление
Утверждаю:____________

Экзаменационный билет № 9

1. Свертка функции. Интеграл Дюамеля.

2. Используя  интегральное  преобразование  Фурье  решить  краевую  задачу: 

),(),( 2 txUatxU xxt = ,  в  области  { }0,0:),( >+ ∞<<= txtxD ,  удовлетворяющую 

условиям: 




=
=

)(),0(
0)0,(

tftU
xU

.

3. Найти общее решение уравнения:
ttexxx −=+− '2" , 1)0( =x , 2)0(' =x .
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АМУРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ

Кафедра МАиМ
Утверждено на заседании кафедры Факультет МиИ
«___»_______________ 200_ г. Курс III
Заведующий кафедрой Труфанова Т.В. Дисциплина Интегр-ые преобр-ия

и операционное исчисление
Утверждаю:____________

Экзаменационный билет № 10

1. Решение  уравнений  с  нулевыми  начальными условиями  при помощи интеграла 

Дюамеля.

2. Преобразование Фурье одной переменной. Синус и косинус преобразования Фурье.

3. Найти косинус преобразование Фурье функции заданной на полуоси ),0( + ∞





>
<

=
nx
nx

xf
7,0
7,5

)( .

АМУРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ

Кафедра МАиМ
Утверждено на заседании кафедры Факультет МиИ
«___»_______________ 200_ г. Курс III
Заведующий кафедрой Труфанова Т.В. Дисциплина Интегр-ые преобр-ия

и операционное исчисление
Утверждаю:____________

Экзаменационный билет № 11

1. Интегральные  уравнения  типа  свертки.  Особые  интегральные  уравнения. 

Интегральные уравнения Абеля.

2. Используя  интегральное  преобразование  Фурье  решить  краевую  задачу: 

),(),( 2 txUatxU xxt = ,  в  области  { }0,:),( >+ ∞<<− ∞= txtxD ,  удовлетворяющую 

условиям: )()0,( xxU ϕ= .

3. Найти оригинал функции F , где 

)4)(9(
)( 22

2

++
=

pp
ppF .
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4. НЕОБХОДИМОЕ ТЕХНИЧЕСКОЕ И ПРОГРАММНОЕ 

ОБЕСПЕЧЕНИЕ

Лекции и практические занятия проводятся в стандартной аудитории, 

оснащенной  в  соответствии  с  требованиями  преподавания  теоретических 

дисциплин.

5. КАРТА ОБЕСПЕЧЕННОСТИ ДИСЦИПЛИНЫ КАДРАМИ 

ПРОФЕССОРСКО-ПРЕПОДАВАТЕЛЬСКОГО СОСТАВА

Лекционные занятия по дисциплине "Интегральные преобразования и 

операционное  исчисление"  для  специальности  010101  –  Математика 

проводит доцент кафедры математического анализа и моделирования, к.т.н. 

Труфанова  Т.В.  Практические  занятия  проводят  доцент  кафедры 

математического анализа и моделирования, к.т.н. Труфанова Т.В. и старший 

преподаватель  кафедры  математического  анализа  и  моделирования 

Салмашова Е.М.
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	Примерные темы реферативных работ:
	1. Контрольная работа – 2 часа.
	2.6. Вопросы к экзамену.

