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1. ПОНЯТИЕ ЛИНЕЙНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ. ПРЕДСТАВ-

ЛЕНИЕ  ЛИНЕЙНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ  МАТРИЦЕЙ

Будем  рассматривать  преобразования  линейных  (векторных)  про-

странств. 

Линейным  преобразованием  или  линейным  оператором  линейного 

пространства  V  над полем  P  называется отображение  ϕ  множества  V  в 

себя 
VV →:ϕ , которое удовлетворяет условиям:

1) )()()( yxyx ϕϕϕ +=+ ,

2) )()( xx λ ϕλϕ =

для любых  Vух ∈,  и P∈λ .

Вектор )(xϕ называется образом вектора x , а вектор x  − прообразом 

вектора )(xϕ .

Свойства линейных операторов

1. Всякое линейное преобразование переводит нулевой вектор в нуле-

вой вектор.

2. Условия 1)  и 2)  в определении линейного оператора эквивалентны 

одному условию:
)()()( yxyx µ ϕλ ϕµλϕ +=+ . 

Примеры линейных отображений

1. Тождественный оператор  ε , переводящий любой вектор х из про-

странства V  в этот же вектор х, то есть xx =)(ϕ .

2. Нулевой оператор 0, переводящий каждый вектор х из пространства 
V  в нулевой вектор θ , то есть θϕ =)(x .

3.  Оператор подобия  ϕ , который растягивает или сжимает каждый 

вектор пространства V  в λ  раз, то есть хx λϕ =)( .

4. Исходное пространство − множество векторов, исходящих из нача-

ла  системы  координат OXYZ .  Преобразование  ϕ  в  нем  −  ортогональное 
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проектирование векторов на некоторую плоскость π , проходящую через точ-

ку O .

5.  Пусть  V  − конечномерное векторное пространство и  21 VVV +=  - 

разложение V  в прямую сумму двух подпространств 1V  и 2V . Каждый век-

тор  Vx ∈  имеет  единственное  представление  в  виде  21 xxx += ,  где 

2211 , VxVx ∈∈ .  Отображение  ϕ  пространства  V ,  определяемое  формулой 

1)( xx =ϕ , является линейным.

6. Исходное пространство  есть  пространство многочленов )(tf  степе-

ни n≤  с вещественными коэффициентами. Оператор ϕ  в этом пространстве 

− дифференцирование:
)())(( tftf ′=ϕ ,

где )(tf ′  - производная многочлена )(tf .

7. Исходное пространство  ),( baС . Функции ∈)(tf ),( baС  поставим 

в соответствие функцию

∫=
t

a
dftf ττϕ )())(( .

8. В пространстве nmV ×  матриц размера nm ×  с элементами из поля Р 

соответствие каждой матрице транспонированной к ней является линейным 

отображением.

Задача 1. Доказать, что для фиксированного базиса nеее ...,,, 21   ли-

нейного пространства nV  и произвольного набора его векторов nbbb ...,,, 21  

существует  и  притом  только  одно  линейное  преобразование  пространства 

nV ,  которое  переводит  векторы  nеее ...,,, 21  соответственно  в  векторы 

nbbb ...,,, 21

Решение.   Для произвольного вектора х существует однозначное раз-

ложение по векторам базиса nеее ...,,, 21 :

nnеееx ζζζ +++= ...2211 .

Сопоставим  вектору  х  вполне  определенный  вектор  )(xϕ  про-

странства nV , представимый в виде:
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nnbbbx ζζζϕ ...)( 2211 ++= . 

Это соответствие будет преобразованием пространства  nV . Если в качестве 

вектора x взять  вектор 

nii eeeee ⋅++⋅++⋅+⋅= 0...1...00 21 , 

то в силу предыдущего равенства имеем:

.0...1...00
)0...1...00()(

21

21

ini

nii

bbbbb
eeeee

=⋅++⋅++⋅+⋅=
=⋅++⋅++⋅+⋅= ϕϕ

 

Покажем, что преобразование ϕ  является линейным. Для этого прове-

рим выполнимость условий 1) и 2) из определения линейного преобразова-

ния.

Найдем образ суммы векторов  х,  у  и образ произведения вектора х 

на число λ :

);()()...()...(
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))(...)()((
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Итак, условия линейности преобразования выполнены и искомое преобразо-

вание построено. 

Покажем  единственность этого преобразования.  Пусть ψ  другое  ли-

нейное преобразование, отличное от ϕ , такое, что nibe ii ...,,2,1,)( ==ϕ , то-

гда в силу линейности преобразования ϕ  имеем:

),(...
)(...)()()...()(

2211

22112211

xbbb
еeeеееx

nn

nnnn

ϕζζζ
ψζψζψζζζζψψ

=+++=
=+++=+++=

то есть ψϕ = .

Таким  образом,   показано,  что  линейное  преобразование  ϕ   про-

странства  nV  вполне определяется заданием  )(...,),(),( 21 nеее ϕϕϕ  образов 

векторов   какого-либо базиса nеее ...,,, 21 . 
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Пусть  nV −  линейное  пространство  с  фиксированным  базисом 

nеее ...,,, 21 . Векторы )(...,),(),( 21 nеее ϕϕϕ  в базисе nеее ...,,, 21  задаются 

своими координатами:
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составленная из координатных столбцов преобразованных базисных векто-

ров,  называется  матрицей  линейного  преобразования  ϕ  в  базисе 

nеее ...,,, 21 .

Таким образом, при фиксированном базисе всякому линейному преоб-

разованию  ϕ   пространства  nV  соответствует единственная матрица  A  с 

элементами из  поля P .

Обратно, пусть дана квадратная матрица A  порядка  n  с элементами 

из поля P . Пользуясь матрицей A , при фиксированном базисе { }e  по форму-

лам,  приведенным выше,  найдем векторы  )(...,),(),( 21 nеее ϕϕϕ .  Выбором 

этих  векторов  вполне  определяется  линейное  преобразование  ϕ  про-

странства nV . Очевидно, что матрицей этого преобразования в базисе { }e  яв-

ляется матрица A .

В итоге,  при фиксированном базисе пространства nV  имеем взаимно 

однозначное соответствие между линейными преобразованиями в nV  и квад-

ратными матрицами порядка n  с элементами из  поля P . Это позволяет гово-

рить,  что  линейное  преобразование  задается  матрицей  A  в  базисе 

nеее ...,,, 21 . Полученное взаимно однозначное соответствие между множе-

ствами линейных преобразований в nV  и матриц существенно зависит от ба-

зиса.
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Выясним,  как  выражаются  координаты  вектора-образа  )(xϕ  через 

координаты данною вектора x , если преобразование ϕ  задано матрицей A  

в базисе { }e .

Если какой-либо  вектор  nnеееx ζζζ +++= ...2211 из  пространства  nV , 

то верно
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Обозначив через  nηηη ...,,, 21  координаты вектора  )(xy ϕ= в базисе  { }e , 

получаем:
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Вводя матричные обозначения
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для столбцов координат данного вектора x  и его образа )(xϕ , получаем мат-

ричную запись последней системы равенств:

AXY = .

Таким образом, при фиксированном базисе столбец координат преоб-

разованного вектора получается умножением матрицы A  линейного преоб-

разования ϕ  на столбец координат данного вектора.

Задача 2. Найти матрицу линейного оператора 
)32,4,23()( 3213231 xxxxxxxx −+−+−=ϕ
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в базисе  )0,0,1(1 =e ,  )0,1,0(2 =e ,  )1,0,0(3 =e  и  образ  вектора  )6,3,1( −=а  

при данном отображении.

Решение.  Для  того  чтобы  составить  матрицу  линейного  оператора 
)(xϕ  в базисе )0,0,1(1 =e , )0,1,0(2 =e , )1,0,0(3 =e , найдем образы базисных 

векторов:
)0,0,3()03002,004,0213()( 1 −=⋅−+⋅−⋅⋅+⋅−=еϕ ,

)1,4,0()03102,014,0203()( 2 =⋅−+⋅−⋅⋅+⋅−=еϕ ,
)3,1,2()13002,104,1203()( 3 −−=⋅−+⋅−⋅⋅+⋅−=еϕ .

Затем  составим  матрицу  из  координатных  столбцов  преобразованных  ба-

зисных векторов:

















−
−

−
=

310
140

203
А .

Матрица  А является  искомой  матрицей  линейного  оператора  в  базисе 
)0,0,1(1 =e , )0,1,0(2 =e , )1,0,0(3 =e . 

Найдем образ вектора )6,3,1( −=а при действии оператора ϕ , заданно-

го матрицей  А. Для этого умножим матрицу А  слева на координатный стол-

бец вектора а :
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Задача 3. Доказать линейность и найти матрицу линейного оператора 
ϕ  − проектирования на плоскость ОYZ прямоугольной системы координат в 

базисе kji ,,  и в базисе ,, ji kji −−  пространства векторов, исходящих из 

начала координат.

Решение. Так как проекция суммы векторов равна сумме их проекций, 

следовательно,  выполняется  первое  условие  линейности  оператора 
)()()( yxyx ϕϕϕ +=+ .  Если вектор умножить на произвольное действитель-

ное число, то его проекция также умножится на это число, то есть выполняет-

ся второе условие линейности оператора )()( xx λ ϕλϕ = . Таким образом, опе-
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рация  ортогонального  проектирования  будет  линейным  оператором  про-

странства 3V .

Найдем матрицу A  преобразования ϕ  в базисе kji ,, :
kjii 000)( ++== θϕ ,
kjijj 010)( ++==ϕ ,
kjikk 100)( ++==ϕ

или
















=

100
010
000

A .

Далее  найдем  матрицу  A′  оператора  ортогонального  проектирования  на 

плоскость OXY  в базисе ,, ji kji −− :
kjii 000)( ++== θϕ ,
kjijj 010)( ++==ϕ ,

,110)()()()( kjikjikji −−=−−=−− ϕϕϕϕ

















−
−=′

100
110

000
A .

Задача 4. Известно, что 
)1,1,1(1 −=a , )0,1,1(2 =a , )0,0,1(3 −=a ;

)7,5,3(1 =b , )0,0,1(2 =b , )1,1,0(3 =b  −

векторы линейного пространства 3R , заданные своими координатами в неко-

тором базисе 1e , 2e , 3e . Найти матрицу линейного оператора ϕ , переводя-

щего векторы 1а , 2а , 3а  соответственно в векторы 1b , 2b , 3b .

Решение. Система векторов 1а , 2а , 3а  − линейно независимая, так как 

является лестничной. Тогда, следуя задаче 1, существует единственное отоб-

ражение ϕ , переводящее векторы 1а , 2а , 3а  соответственно в векторы 1b , 

2b , 3b .

 Для нахождения матрицы отображения ϕ  в базисе 1e , 2e , 3e  необ-

ходимо образы базисных векторов )( 1eϕ , )( 2eϕ , )( 3eϕ  линейно выразить че-

рез векторы базиса  1e ,  2e ,  3e . Сначала выразим векторы 1e ,  2e ,  3e  через 
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векторы 1а , 2а , 3а . По условию каждый вектор первой системы представим 

в виде:
,3211 eeeа +−=

,212 eeа +=

.13 eа −=

Откуда векторы базиса 1e , 2e , 3e  имеют вид:
,31 ae −=

,322 аае +=

  .2 3213 ааае ++=

Найдем образы базисных векторов:

32331 )()( ееbаe −−=−=−= ϕϕ ,

 32132322 )()()( eeebbааe ++=+=+= ϕϕϕ , 

.97422753
2)(2)()()(

321321321

3213213

eeeeeeeee
bbbaaae
++=+++++=

=++=++= ϕϕϕϕ

Следовательно, матрица отображения ϕ  в базисе  1e ,  2e ,  3e , состоя-

щая из координатных столбцов векторов )( 1eϕ , )( 2eϕ , )( 3eϕ , имеет вид:

















−
−=

911
711
410

А .

Если  А  и  А′ − матрицы линейного преобразования  ϕ  пространства 

nV  соответственно в базисах { }e  и { }e′ , T  − матрица перехода от базиса { }e  

к { }e′ , то справедливо равенство

АТТА 1−=′ .

Действительно, если векторы х и у= )(xϕ  имеют в базисе { }е  коорди-

натные столбцы  X и Y соответственно, а в базисе  { }е′  −  Х ′  и Y ′ соответ-

ственно, то справедливы равенства 

AXY =  и XAY ′=′ .

С другой стороны, 

YTY ′= ,  XTX ′= .

Тогда
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XATTXTATAXTYTY ′=′===′ −−−− )())(()( 1111 ,

то есть 
XATTY ′=′ − )( 1 .

Следовательно,

ATTA 1−=′ .

Из полученной формулы следует утверждение: ранг матрицы линей-

ного преобразования ϕ  пространства nV  не изменяется при переходе от од-

ного базиса к другому.

Задача 5. Линейный оператор ϕ  в базисе 

)4,2,3(),0,1,2(),1,0,1( 321 −=== еее  имеет матрицу 
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А . Найти мат-

рицу А′  этого оператора в базисе )1,0,0(),1,2,3(),1,1,2( 321 =′=′=′ еее .

Решение.

Для нахождения матрицы А′  сначала построим матрицу Т  перехода 

от базиса { }е  к базису { }е′ . Для этого составим и решим следующие вектор-

ные уравнения:
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Используя координатные равенства, получим:







+=
+=
−+=

;41
,21
,322

3111

3121

312111

ττ
ττ
τττ







+=
+=
−+=

;41
,22
,323

3212

3222

322212

ττ
ττ
τττ







+=
+=
−+=

;41
,20
,320

3313

3323

332313

ττ
ττ
τττ

12



.
111112111
1121118119

117113117

100
010
001

111112111
1121118119

11311391125

100
010
021

111112111
021
032

100
210
321

121
021
032

1100
210
321

121
021
032

720
210
321

111
021
032

401
210
321








−








→

→







−








→















 −
→

→














 −
→









−−







−

−
→















 −

Таким образом, матрица Т  перехода от базиса { }е  к базису { }е′  имеет вид:
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а ее обратная  матрица 1−Т  представима в виде:
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Теперь применяя формулу ATTA 1−=′ , получим искомую матрицу:
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Упражнения для самостоятельного решения

1. Выяснить, будет ли отображение ϕ  линейного вещественного про-

странства в себя линейным, если:

а)  xx 3)( −=ϕ для всякого вектора Vx ∈ ;

б) для всякого вектора 3
321 ),,( Rxxxx ∈=  его образ имеет вид:

),2,8()( 21321321 xxxxxxxxx +−−+−=ϕ ;

в) для всякого вектора 3
321 ),,( Rxxxx ∈=  его образ  имеет вид:

)–,,()( 321 kxkxkxx +−=ϕ ,
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 где Rk ∈  – фиксированное число;

г) для всякого вектора 3
321 ),,( Rxxxx ∈=  его образ имеет вид: 

),,()(
13

2
231 xxxxxx +−=ϕ .

2. Покажите, что отображение ϕ  пространства вещественных функций, 

определённых и непрерывных на отрезке ],[ ba , ставящее в соответствие 

каждой функции f(x) из этого пространства функцию ∫
x

a
dxxf )( , является ли-

нейным. 

3. Известно, что 
)1,0,0(1 =a , )1,1,0(2 =a , )1,1,1(3 =a ;

)5,3,2(1 =b , )0,0,1(2 =b , )1–,1,0(3 =b  —

векторы линейного пространства V , заданные своими координатами в бази-

се 

321 ,, eee . В том же базисе найдите матрицу линейного отображения ϕ , пере-

водящего векторы 321 ,, aaa  соответственно в векторы 321 ,, bbb .

4. а) Покажите, что в трёхмерном пространстве 3V  геометрических векторов, 

исходящих из начала координат O, ортогональное проектирование ϕ  на не-

которую плоскость, проходящую через точку O, является линейным отобра-

жением пространства в себя.

б) Пусть ϕ  — ортогональное проектирование пространства 3V  на плоскость 

ХOУ прямоугольной системы координат, а 321 ,, eee  — векторы, направлен-

ные по осям координат. Найдите матрицу ϕ  в базисе 321 ,, eee  и в базисе 

1
'
1 ee = , 2

'
2 ee = , 321

'
3 eeee ++= ,

а также образ вектора 321 22 eeex ++=  двумя способами:

1) исходя непосредственно из определения ϕ ;

2) по формуле XAY ⋅= , где A — матрица ϕ  в каком-либо базисе, а X и Y — 

столбцы координат векторов x  и )(xy ϕ=  в том же базисе.

5. Пусть ϕ  — ортогональное проектирование трёхмерного пространства 3V  

на ось, образующую равные углы с осями прямоугольной системы коорди-
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нат, а     321 ,, eee  — единичные векторы, направленные по осям координат. 

Найдите матрицу линейного отображения ϕ  в базисе 321 ,, eee . 

6. Докажите, что если 321 ,, eee  — векторы, направленные по осям про-

странственной системы координат, то проектирование трёхмерного про-

странства на координатную ось вектора 1e  параллельно координатной плос-

кости векторов 2e  и 3e  является линейным отображением. Найдите его мат-

рицу в базисе 321 ,, eee .   

7. Покажите, что отображение ϕ  пространства 3R  в себя, переводящее лю-

бой вектор ),,( 321 xxxx =  в вектор )32–,5,4()( 3213132 xxxxxxxx +−+−=ϕ , яв-

ляется линейным. Найдите его матрицу в базисе )0,0,1(1 =e , )0,1,0(2 =e , 
)1,0,0(3 =e .

8. Пусть 
)3,0,2(1 =a , )5,1,4(2 =a , )2,1,3(3 =a ,

)1–,2,1(1 =b , )2–,5,4(2 =b , )1,1–,1(3 =b  —

векторы линейного пространства L, заданные своими координатами в некото-

ром базисе 321 ,, eee . Определите, существует ли линейное отображение, 

переводящее векторы 321 ,, aaa  соответственно в векторы 321 ,, bbb , и если 

существует, то найдите его матрицу в базисе 321 ,, eee .

9. Докажите, что если линейное отображение ϕ  пространства nR  переводит 

линейно независимые векторы naaa ,,, 21  соответственно в векторы 

nbbb ,,, 21  , то матрица eA  этого отображения в некотором базисе 

neee ,,, 21   равна 1–AB ⋅ , где столбцы матриц B  и A  состоят соответствен-

но из координат векторов nbbb ,,, 21   и naaa ,,, 21   в базисе neee ,,, 21  . 

10. Линейное отображение пространства 4R  переводит векторы 
)2,1–,1,0(1 =a , )1,3–,2,1(2 =a , )1,0,0,0(3 =a , )1–,1,0,2(–4 =a  соответствен-

но в векторы )10–,11–,6,7(1 =b , )1,8–,7,0(2 =b , )6–,3–,2,4(3 =b , 
)9,3–,3,1(–4 =b . Найдите матрицу этого отображения в базисе 4321 ,,, aaaa .

11. Докажите, что если 





dc
ba

 — некоторая матрица из линейного про-

странства 2M  квадратных матриц порядка 2 над полем P, то отображения 
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1ϕ  и 2ϕ  пространства 2M , определяемые формулами 





⋅=

dc
ba

AA)(1ϕ  и 

A
dc
ba

A ⋅





=)(2ϕ , являются линейными. Найдите матрицы этих отображений 

в базисе 





=

00
01

1e , 





=

00
10

2e , 





=

01
00

3e , 





=

10
00

4e .

12. Докажите, что если )3,2,1(=a  — вектор из евклидова пространства 3R  

над полем R  и для любого 3
321 ),,( Rxxxx ∈=  axxxaaxx ⋅++=⋅= )23(),()( 321ϕ , 

то отображение ϕ  является линейным. Найдите его матрицу:

а) в базисе )0,0,1(1 =e , )0,1,0(2 =e , )1,0,0(3 =e .

б) в базисе )1,0,1(1 =b , )1–,0,2(2 =b , )0,1,1(3 =b .

13. Линейное отображение ϕ  пространства L  задано в некотором базисе 

321 ,, eee  матрицей 
















=

203
11–2
021

A .

Покажите, что система векторов 3211 – eeea += , 212 2–– eea = , 323 2 eea +=  со-

ставляет базис пространства L , и найдите матрицу B  отображения ϕ  в 

этом базисе.

14. Линейное отображение ϕ  в некотором базисе 4321 ,,, eeee  имеет матри-

цу 



















=

101–1
0011
2110
0121

A .

Найдите матрицу этого отображения в базисе:

а) 4312 ,,, eeee ;

б) 11 ea = , 212 eea += , 323 eea += , 434 eea += ;

в)  11 eb = , 212 3 eeb += , 3213 25– eeeb ++= , 43214 23–7 eeeeb ++= .

15. Линейное отображение ϕ  пространства 3R  в базисе )1,0,0(1 =a , 
)1,1,0(2 =a , )1,1,1(3 =a  имеет матрицу 
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=

012
11–1
2–02

A .

Найдите матрицу B  того же отображения в базисе )5,3,2(1 =b , )2,1,0(2 =b , 
)0,0,1(3 =b .

16. Пусть ϕ  — линейное отображение в себя пространства 4F  многочленов 

степени 3≤  над R , переводящее каждый многочлен в его производную. 

Найдите матрицу этого отображения в базисе:

а) 11 =e , xe =2 , 2
3 xe = , 3

4 xe = ;

б) 11 =e , !12
хe = , 

!2

2

3
хe = , 

!3

3

4
хe = ;

в) 11 =e , xe += 12 , 2
3 1 xхe ++= , 32

4 1 xххe +++= ;

г) 11 =e , xe −= 12 , 2
3 1 xхe −−= , 32

4 1 xххe −−−= .

2. ДЕЙСТВИЯ НАД ЛИНЕЙНЫМИ ПРЕОБРАЗОВАНИЯМИ И 

МАТРИЦАМИ

Пусть  даны  линейные  преобразования  ϕ  и  ψ ,  действующие  в  ли-

нейном пространстве  nR .  Два преобразования  1ϕ  и  2ϕ  считаются равными, 

если для любого вектора nRx ∈  будет xx 21 ϕϕ = .

Суммой линейных преобразований ϕ  и ψ  называется преобразование 
ψϕ + , которое ставит в соответствие вектору x  вектор xx ψϕ + , то есть

( ) xxx ψϕψϕ +=+ .

Нетрудно  показать,  что  преобразование  ψϕ +  является  линейным. 

При этом матрица преобразвания ψϕ +  в некотором базисе равна сумме мат-

риц каждого оператора в этом же базисе.

 Произведением линейного преобразования ϕ  на число P∈λ  называ-

ется преобразование λ ϕ , определяемое равенством

( ) ( )xx ϕλλ ϕ = .
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Преобразование  λϕ   также является линейным.  При этом матрица 

преобразвания λϕ  в некотором базисе равна произведению матрицы  опера-

тора на число λ  в этом же базисе.

 Произведением линейных преобразований ϕ  и  ψ  называется преоб-

разование, обозначаемое через ϕ ψ  и состоящее в последовательном выполне-

нии сначала преобразования ψ , а затем преобразования ϕ .

Следуя этому определению, справедливо равенство:

( ) ( )xx ψϕϕ ψ = .

Аналогично, преобразование ϕ ψ  является линейным.  При этом мат-

рица  преобразвания  ϕ ψ  в  некотором  базисе  равна  произведению  матриц 

каждого оператора в этом же базисе.

Сложение и умножение линейных преобразований пространства  nV  

обладают свойствами:

1. ϕψψϕ +=+ ;

2. ( ) ( )ωψϕωψϕ ++=++ ;

3. ( ) ( )ψ ωϕωϕ ψ = ;

4. ( ) ψ ωϕ ωωψϕ +=+ ,

    ( ) ω ψω ϕψϕω +=+ .

Множество линейных преобразований пространства nV  над полем P  

образует кольцо, изоморфное кольцу квадратных матриц порядка  n  с эле-

ментами из поля P .

Изоморфизм  позволяет  перенести  свойства  матриц  на  линейные 

преобразования. Однако на основании того же изоморфизма можно свойства 

линейных преобразований переносить на матрицы линейных операторов. 

Задача 1.  Пусть в линейном пространстве 3R  заданы линейные опера-

торы  ϕ  и ψ   в базисе )0,0,1(1 =e , )0,1,0(2 =e , )1,0,0(3 =e :
)4;32;2()( 13221 хxxxxx −−−=ϕ  и  )0;5;()( 3221 xxxxx −+=ψ . Найти  их матрицы 

А   и  B  соответственно  в  том  же   базисе   и  вычислить  образ  вектора 
)1;5;3( −−=x при преобразовании 22 ψϕ +− .
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Решение. Для нахождения матрицы А  отображения ϕ  в базисе 1e , 2e

, 3e  найдем образы базисных векторов )( 1eϕ , )( 2eϕ , )( 3eϕ :
)4,0,2()14,0302,012()( 1 −=⋅−⋅−⋅−⋅=еϕ ,
)0,2,1()04,0312,102()( 2 −=⋅−⋅−⋅−⋅=еϕ ,
)0,3,0()04,1302,002()( 3 −=⋅−⋅−⋅−⋅=еϕ .

Следовательно, матрица А  линейного преобразования ϕ  имеет вид

















−
−

−
=

004
320

012
А .

Для  нахождения  матрицы  В  отображения  ψ  в  базисе  1e ,  2e ,  3e  

найдем образы базисных векторов )( 1eψ , )( 2eψ , )( 3eψ :
)0,0,1()0,005,01()( 1 =−⋅+=еψ ,
)0,5,1()0,015,10()( 2 =−⋅+=еψ ,

)0,1,0()0,105,00()( 3 −=−⋅+=еψ .

Следовательно, матрица В  линейного преобразования ψ  имеет вид
















−=
000
150

011
В .

Далее,  найдем матрицу преобразования  22 ψϕ +− ,  выполняя  соответствую-

щие действия над матрицами А  и В .

.
008
1210
185

000
5250
161

008
640
024

000
150

011

004
320

012
22

2

2

















−

−
=

=















−
−

+
















−
−=
















−+
















−

−−
−=+− ВА

Для нахождения координатного столбца образа вектора )1;5;3( −−=x  

умножим полученную матрицу слева на координатный столбец вектора x :

















−
−
−

=
















−
−

















−

−
=+−

24
106
24

1
5

3
.

008
1210
185

))(2( 2 хψϕ .

19



Задача  2.  Пусть  преобразование  ϕ  в  базисе  )2;1(1 =а  )1;1(1 −=а  

имеет  матрицу  





=

43
64

аА ,  а  преобразование  ψ  в  базисе  )1;3(1 −=b , 

)5;2(2 =b  имеет матрицу 





=

25
48

51
1

bB .

Найти матрицу преобразования ψϕ +  в базисе 1b , 2b .

Решение. Сначала найдем матрицу линейного оператора  ϕ  в базисе 

1b ,  2b , используя формулу TATА ab
1−= , где матрица T  есть матрица пере-

хода от базиса 1a ,  2a  к базису 1b , 2b .  Для нахождения матрицы T  выра-

зим векторы 1b , 2b  через векторы 1a , 2a :
)2;()1;3( 212122111 λλλλλλ +−=+=−= ааb ,





−=+
=−

,12
,3

21

21

λλ
λλ

;
3
7

3
2,

3
7,

3
2

21121 aab −=−== λλ

)2;()5;2( 212122112 µµµµµµ +−=+== ааb ,





=+
=−

,52
,2

21

21

µµ
µµ

;
3
1

3
7,

3
1,

3
7

1221 aab +=== λµ







−

=
















−
=

17
72

3
1

3
1

3
7

3
7

3
2

T , 






 −
−=−

27
71

17
11T ,

== − TATА ab
1






 −
⋅−

27
71

3
1

17
1







43
64







− 17

72 = 





−

−
−

288282
141120

51
1 .

Найдем матрицу преобразования ψϕ +  в базисе 1b , 2b , сложив матри-

цы bА  и bB

=+ bb ВА 





−

−
−

288282
141120

51
1 + .

286287
145112

51
1

25
48

51
1







−

−
=
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Упражнения для самостоятельного решения

1. Пусть в линейном пространстве  3R  заданы линейные операторы  в 

некотором базисе:
);55,03;2()( 32132112 хxхxxxxx +−−+−−=ϕ  и  )0;2;6()( 3121 xxxxx −+=ψ . Найти 

их матрицы  А и B  соответственно в том же  базисе  и вычислить образ век-

тора  )1;5;3( −−=x при данном преобразовании:

а) А4− ;

б) ВА − ;

в) xBA )32( 3+− .

2. Линейное отображение ϕ  пространства 2R  в базисе )1,2(1 =a , )1,1(2 =a  

имеет матрицу







=

32
53

aA ,

а линейное отображение ψ  пространства 2R  в базисе )2,5(1 =b , )0,1(2 =b  

имеет матрицу







=

5,15,4
5,35,7

bB .

Найдём матрицы отображений ψϕ +  и ψϕ ⋅  в базисе 21, bb .

3. Линейное отображение ϕ  пространства 2R  в базисе )2,1(1 =a , )3,2(2 =a  

имеет матрицу 





34
53

, а линейное отображение ψ  в базисе )1,3(1 =b , 

)2,4(2 =b  имеет матрицу 





96
64

. Найдите матрицу линейного отображения 

ψϕ −2   в базисе 21, bb .

4. Линейное отображение ϕ  в базисе )7,3(–1 =a , )2–,1(2 =a  имеет матрицу 







=

3–5
1–2

A , а линейное отображение ψ  в базисе )7–,6(1 =b , )6,5(–2 =b  име-
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ет матрицу 





=

72
31

B . Найдите матрицу отображения ψϕ ⋅2  в том базисе, в 

котором даны координаты векторов 2121 ,,, bbaa .

5. Пусть ϕ  − оператор дифференцирования в пространстве 
)2cos,2sin,cos,sin,1( xxxxLL = .

Найдите в базисе xxxx 2cos,2sin,cos,sin,1  матрицу оператора  3ϕ .

3. ЯДРО И ОБЛАСТЬ ЗНАЧЕНИЙ  

ЛИНЕЙНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Среди линейных преобразований векторных пространств особое ме-

сто занимают взаимнооднозначные преобразования. 

Линейное преобразование ϕ  пространства nV  взаимно однозначно то-

гда и только тогда, когда его матрица в каком-нибудь базисе невырожденная.

Линейное  преобразование  ϕ  пространства  nV  называют  обратимым 

(или невырожденным), если существует такое линейное преобразование  ψ , 

что справедливо равенство
εϕ ψψ ϕ == ,           

где ε  − тождественное преобразование.

Очевидно, что если какое-либо преобразование  ψ  удовлетворяет по-

следнему  равенству,  то  оно  единственно,  линейно  и  невырожденно.  Это 

преобразование называется обратным для преобразования  ϕ  и обозначается 

через 1−ϕ , так что

εϕ ϕϕϕ == −− 11 .  

Линейное преобразование ϕ  пространства nV  обратимо тогда и толь-

ко тогда, когда оно в каком-либо базисе задается невырожденной матрицей 

A . При этом обратное преобразование  определяется матрицей 1−A .

Пусть ϕ  − линейное преобразование пространства nV . Совокупность 

векторов )(xy ϕ=  для всех nVx ∈  называется областью значений преобразо-
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вания  ϕ  и  обозначается  nVϕ  или  ϕIm .  Множество  ϕIm  есть  подпро-

странство линейного пространства nV .

Ранг матрицы линейного преобразования пространства nV  не зависит 

от выбора базиса в нем, а зависит только от самого преобразования. 

Рангом  линейного  преобразования  ϕ  пространства  nV  называется 

ранг его матрицы.

Размерность подпространства ϕIm  равна рангу преобразования ϕ , то 

есть

ϕϕ rang=Imdim .

Для невырожденных преобразований ϕ  значение ранга равно размер-

ности самого пространства nV .

Если преобразование вырожденное, то nrang <ϕ , в этом случае преоб-

разование  ϕ  переводит  пространство  nV  в  его   часть  ϕIm  размерности 

1−≤ n . 

Наряду  с  областью  значений  важной  характеристикой  линейного 

преобразования является так называемое ядро линейного преобразования.

Ядром  линейного  преобразования  ϕ  пространства  nV  называется 

множество всех векторов, отображаемых преобразованием ϕ  в нулевой век-

тор. Ядро преобразования ϕ  обозначается через ϕKer :
{ }θϕϕ == )(: хxKer . 

Легко  доказать,  что  множество  ϕKer  является  подпространством  про-

странства nV .

Размерность ядра преобразования ϕ  пространства nV  равна разности 

размерности пространства nV   и ранга преобразования ϕ , то есть
ϕϕ rangVKer n −= dimdim .

Для того чтобы линейное преобразование пространства  nV  было не-

вырожденным, необходимо и достаточно, чтобы ядро этого преобразования 

было нулевым.
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Задача 1.  Найти  область  значений,  ядро,  ранг  и  дефект  линейного 

оператора ϕ  пространства 4R , заданного  матрицей



















−
−−

−−
=

31627
11335
21134

7423

А

в базисе )1,0,0,0(),0,1,0,0(),0,0,1,0(),0,0,0,1( 4321 ==== ееее .

Решение.  По определению областью значений линейного оператора 
ϕ  пространства   4R  является  подпространство  L ,  натянутое  на векторы 

)(),(),(),( 4321 ееее ϕϕϕϕ , координатные столбцы которых являются столбца-

ми матрицы А . Для отыскания базиса подпространства L , выделим макси-

мально  независимую  систему  векторов  среди   векторов 
)(),(),(),( 4321 ееее ϕϕϕϕ :

;
2019170
9871

6057510
2019170
2019170
9871

3127
1613114
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{ } { } ϕϕϕϕϕϕϕ Im)(),((),(),(),( 214321 === ееLееееLL .

Так как ранг матрицы А  равен 2, а значит и размерность области зна-

чения линейного оператора ϕ  равна 2, то ранг оператора ϕ  тоже равен 2.

Для нахождения ядра линейного оператора  ϕ , следуя определению, 

решим матричное уравнение
0=AX

или



















=
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0
0
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x
x
x
x

;
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xxx
xxxx

Для полученной системы уравнений найдем фундаментальную систему ре-

шений, приняв переменные 1х  и 2х  за базисные, а переменные 3х  и 4х  −за 

свободные. Тогда если 13 =х ,  04 =х , то 21 −=х , 12 =х ,  и если 03 =х ,  14 =х , 

то 11 −=х , 22 −=х . Таким образом, ядро линейного оператора с матрицей А  

можно представить в виде линейной оболочки, натянутой на найденные фун-

даментальные решения последней системы:
{ }RKer ∈∀−−+−= µλµλϕ ,),1;0;2;1()0;1;1;2( .

При  этом  размерность  ядра  равна  2  ( 2=ϕKer ),  следовательно,  и  дефект 

преобразования ϕ  тоже равен 2 ( 2=ϕdef ).

Задача 2.  Найти ядро, ранг и область значений  линейного оператора 
ϕ  пространства 2М  вещественных матриц 2-го порядка, если ϕ  задан мат-

рицей

















 −−

=

28113
3564
4215
1351

А

в базисе 

25









=





=





=





=

11
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4321 ееее .

Решение.  Областью  значений  линейного  оператора  ϕ  пространства 

2М является  линейная  облочка,  натянутая  на  векторы 
)(),(),(),( 4321 ееее ϕϕϕϕ , кооринатные столбцы которых являются столбца-

ми матрицы  А.

Приводя матрицу А к трапециевидной форме, имеем:
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117260
117260
117260
1351

28113
3564
4215
1351

,

откуда ранг матрицы А , а значит, и ранг отображения ϕ  равен 2.

Следовательно, базис подпространства  )( 2Мϕ  состоит из двух векто-

ров. Если заметить, что первые два столбца матрицы А непропорциональны, 

то за базис )( 2Мϕ  можно принять векторы )( 1еϕ  и )( 2еϕ :
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1165)( 43212 еееееϕ .

Таким образом,
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== RххМ 21212 ,,
1722
76
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:)( λλλλϕ .

Ядро  отображения  ϕ  соответствует  пространству  решений системы 

уравнений
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.01726
,035

432

4321

ххх
хххх

Найдем фундаментальную систему решений:

при 0,26 43 == хх  имеем 17,7 21 −=−= хх ,

а при 26,0 43 == хх  имеем 1,21 21 =−= хх .

Тогда базисные векторы ядра могут быть представлены:

,
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00
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Таким образом,
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: 2121
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 −
== RxxKer λλλλϕ

Упражнения для самостоятельного решения

1. Найти ядро и область значений линейного отображения  ϕ  пространства 
3R , если ϕ  задано формулой xx 4)( =ϕ .

2. Линейное отображение ϕ  пространства L  задано матрицей
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=

5101
1121
3110

2011

А

в некотором базисе  321 ,, eee , 4e . Найти ядро и дефект отображения ϕ .

3. Найти область значений, ранг, ядро и дефект линейного отображения  ϕ  

пространства 2M  вещественных матриц порядка 2  над полем R,  если ϕ  за-

дано матрицей 
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в базисе
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4e ;

выяснить, принадлежит ли вектор






 −−
=

102
422

y

из пространства 2M  подпространству Ker ϕ .

4. Линейное отображение ϕ  пространства 2M  квадратных матриц порядка 2 

над полем R задано в базисе
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матрицей

Найти для вектора 

=++−= 4210 42 eeex 





43
21  

его образ =0y )( 0xϕ  и полный прообраз вектора 0y .

5.  Доказать,  что  линейное  отображение  ϕ  n-мерного  линейного  про-

странства L  над полем P  взаимно однозначно тогда и  только тогда, когда 

ядро отображения ϕ  является нулевым подпространством.

6. Исходя из геометрических соображений, найти ядро, дефект, область зна-

чений и ранг линейного отображения ϕ  −ортогонального проектирования на 

плоскость ОХY  пространства R3.

 7. Чему равен дефект  линейного отображения ϕ  пространства 3R , если ϕ

в некотором базисе задано матрицей

?
101
132
021

















−
=А

Является ли ϕ  взаимно однозначным отображением пространства 3R  на 

себя?

8. Найти матрицу, образ и ядро линейного отображения ϕ  пространства 3R  

в базисе  )0,0,1(1 =e ,  )0,1,0(2 =e ,  )1,0,0(3 =e , если известно, что оно любой 

вектор ),,( 321 xxxx =  переводит в вектор:

а) )3,,()( 321 xxxx −−=ϕ ;

б) )0,,()( 2131 xxxxx +−=ϕ .

4.  ИНВАРИАНТНЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА И  

ИНДУЦИРОВАННЫЕ   ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
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Пусть  ϕ  линейное  преобразование  пространства V .  Подпро-

странство  L  пространства   V  называется  инвариантным  относительно 

преобразования ϕ  если  для всех Lx ∈  выполняется Lx ∈)(ϕ .

В случае инвариантности подпространства  L  можно говорить о ли-

нейном преобразовании  1ϕ  с областью определения  L . Преобразование  1ϕ  

называется индуцированным преобразованием. Если  Lx ∈ ,  то  )()( 1 xx ϕϕ = ; 

если же Lx ∉ ,  то xϕ  существует, а x1ϕ  не определено. Различие преобразо-

ваний ϕ  и 1ϕ  состоит лишь в различии между их областями применения.

Примеры инвариантных подпространств:

1. Нуль-подпространство, состоящее из одного вектора θ , и само про-

странство R  инвариантны относительно любого преобразования в R .

2.  В пространстве 3V  выполняется некоторый поворот ϕ  вокруг оси l , 

проходящей через точку O . Подпространствами, инвариантными относитель-

но ϕ , будут:

а) совокупность векторов, лежащих на оси l ;

б) совокупность  векторов,  лежащих  в  плоскости,  проходящей

через точку O  и перпендикулярной оси l .

3. nR  − пространство многочленов  ( )tf  степени  1−≤ n . Преобразова-

ние  ϕ ,  переводящее любой многочлен в его производную, является линей-

ным. Пусть  k  - натуральное число, причем  1−≤ nk . Тогда подпространство 

всех многочленов степени k≤  будет инвариантным относительно преобразо-

вания ϕ .

Задача  1. В  пространстве  3R  линейный  оператор  ϕ  переводит 

произвольный вектор ),,( zyxа = в вектор:

а) =)(aϕ  )0,0,(х ;

б) =)(xϕ  ),,2( zyx− .

Дать геометрическую интерпретацию заданных отображений и найти инва-

риантные подпространства для каждого оператора.
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Решение. а) Выберем в пространстве прямоугольную систему коорди-

нат  OXYZ .  Будем понимать каждый набор ),,( zyx  как вектор, исходящий 

из начала координат в точку с координатами zyx ,, . Все одномерные и дву-

мерные подпространства 3R  тогда будут центральными (проходящими через 

начало координат) прямыми и плоскостями, а отображение ϕ  будет обозна-

чать проектирование векторов на ось OХ . Поэтому все векторы, лежащие на 

этой оси,  будут переходить в себя, то есть образовывать инвариантное одно-

мерное подпространство.  Наряду  с  ними одномерными инвариантами  яв-

ляются и все центральные прямые плоскости OYZ . Двумерными инвариант-

ными  подпространствами  в  этом  случае   являются  плоскость  OYZ  и  все 

плоскости, проходящие через прямую OX .

б) При той же интерпретации векторов в 3R , что и в случае а) преоб-

разование ϕ  есть растяжение в 2раза вдоль оси OX с последующим отраже-

нием относительно плоскости OYZ . Тогда все одномерные инварианты − это 

все центральные прямые плоскостиOYZ  и перпендикулярная этой плоскости 

центральная прямая OX . А двумерными инвариантами в этом случае служат 

плоскость OYZ  и все перпендикулярные ей центральные плоскости.

Задача  2.  Пусть  ϕ  −  линейное  отображение  3-х  мерного  про-

странства V  в себя, a − ненулевой вектор из V , а 1V  − подпространство V

, порожденное векторами )(),(, 2 aaa ϕϕ . Показать, что  1V  − инвариантное 

подпространство относительно ϕ .

Решение. Покажем, что вектор )(3 aϕ  линейно выражается через век-

торы системы )(),(, 2 aaa ϕϕ . Система векторов )(),(),(, 32 aaaa ϕϕϕ линей-

но зависима в  V , так как состоит из 4-х векторов. Поэтому найдутся такие 

числа 3210 ,,, λλλλ , не равные одновременно нулю, что

0)()()( 3
3

2
210 =+++ аааа ϕλϕλϕλλ .

Пусть кλ  − последнее отличное от нуля число ( ) в последовательности чи-

сел 3210 ,,, λλλλ , но при этом 0λλ ≠к , так как θ≠а . Тогда имеем

0)(...)(10 =+++ ааа к
кϕλϕλλ .
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Отсюда следует, что вектор )(акϕ  выражается через предшествующие векто-

ры:

)(...)()( 1
110 аааа к

к
к

к
−

−+++= ϕµϕµµϕλ .

Применяя k−3 раз отображение ϕ  к обеим частям последнего равенства, по-

лучим 

)(...)()( 2
1

13
1

3
0

3 аааа к
кк ϕµϕµϕµϕ −

+−− +++= .

Пусть b − произвольный вектор из подпространства 1V :

)()( 2
210 аааb ϕηϕηη ++= .

Тогда

,))(...)(

()()()()()()(

1
2

1
13

1

3
02

2
10

3
2

2
10

Vаа

ааааааb

к
к

к

∈+++

+++=++=

−
+−

−

ϕµϕµ

ϕµηϕηϕηϕηϕηϕηϕ

то есть 1V  − инвариантно относительно оператора ϕ .

Упражнения для самостоятельного решения

1. В пространстве 3R  линейное отображение ϕ  переводит любой вектор 

( )3,2,1 xxxx =  в вектор:

а)  ( ) ( )0,,0 2хx =ϕ ;

б) ( ) ( )3,0,0 хx =ϕ ;

в) ( ) ( )32 ,,0 ххx =ϕ ;

г) ( ) ( )321 ,,2 xxxx =ϕ   

д) ( ) ( )321 ,, xxxx −=ϕ .

Дайте геометрическую интерпретацию заданных отображений и для каждого 

отображения найдите все его инвариантные подпространства.

2. Пусть ϕ  — линейное отображение n-мерного пространства L  в себя, a

— любой ненулевой вектор из L , а 1L — подпространство L , порожденное 

векторами

( ) ( ) ( )aaaa n 12 ,....,,, −ϕϕϕ ,  
( )1
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где ( ) ( ) )( aa ϕϕϕ =2 , ( ) ( ) )))((( aa ϕϕϕϕ =3  и.т.д.

а) Показать, что 1L  — инвариантное подпространство относительно ϕ .

б) Найти базис 1L , если L  есть пространство 2M  вещественных квадратных 

матриц порядка 2 над полем R , 





=

00
03

a , а отображение ϕ  задано в базисе
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=
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А .

3. В пространстве 3R  линейное отображение ϕ  задано в некотором базисе 

матрицей

















−

−
=

111
202
224

A ,

а векторы )0,1,1(1 =a , )1,0,1(2 −=a , )1,2,2(3 −=a  — своими координатами в 

том  же  базисе.  Покажите,  что  линейные  оболочки  ( ),11 aLL =  ( ),22 aLL =  

( ),33 aLL =   ( )214 ,aaLL =  являются инвариантными относительно  ϕ  подпро-

странствами.

5. СОБСТВЕННЫЕ   ВЕКТОРЫ  И  СОБСТВЕННЫЕ  

ЗНАЧЕНИЯ  ЛИНЕЙНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Пусть  ϕ  − линейное преобразование пространства  nV  над полем  P . 

Собственным вектором линейного преобразования ϕ  пространства nV  над 

полем P  называется ненулевой вектор x , удовлетворяющий условию
xx λϕ =)(

для некоторого P∈λ . Число λ  при этом называется собственным значени-

ем преобразования ϕ , соответствующим вектору x .
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Свойства собственных векторов

 1. Собственные векторы линейного преобразования ϕ , отвечающие 

данному собственному значению λ , вместе с нулевым вектором образуют 

подпространство.

2. Собственные векторы mxxx ...,,, 21   линейного преобразования ϕ , 

соответствующие попарно различным собственным значениям mλλλ ...,,, 21  

линейно  независимы.  Следовательно,  линейное  преобразование  ϕ  про-

странства nV  не может иметь более n  собственных векторов с попарно раз-

личными собственными значениями.

3.  Пусть  mλλλ ...,,, 21  −  попарно  различные  собственные  значения 

преобразования ϕ . Если для каждого из этих значений взять линейно неза-

висимую систему собственных векторов, то система, состоящая из всех этих 

векторов, линейно независима.

Пусть А  − квадратная матрица порядка n  с элементами ija   из поля 

P . Тогда многочлен

λ

λ
λ

λλ

−

−
−

=−=∆

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

EA

...
............

...

...

)(

21

22221

11211

называется характеристическим многочленом матрицы A .

Уравнение 0=− EA λ  относительно λ  называют характеристическим 

уравнением, а его корни − характеристическими числами матрицы A .

Из определения определителя следует, что  )(λ∆   есть многочлен от 

λ  степени n  с коэффициентом старшего члена равным  n)1(− .

Пусть  ϕ  −  линейное,  преобразование  пространства  nV .  Выбирая 

различные базисы пространства  nV , получают различные матрицы преоб-

разования ϕ , но при этом характеристический многочлен матрицы линейно-

го преобразования не зависит от выбора базиса. 
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 Множество  собственных  значений  преобразования  ϕ  линейного 

пространства  nV  над числовым полем  Р  совпадает с множеством корней 

характеристического многочлена преобразования ϕ , принадлежащих полю 

Р .

Среди линейных преобразований часто встречаются такие,  матрицы 

которых в некотором базисе симметричны. 

Все собственные значения линейного преобразования ϕ  с веществен-

ной симметрической матрицей А  вещественны.

Задача 1. Найти собственные векторы и собственные значения матри-

цы  линейного оператора, заданного матрицей
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Решение. Составим характеристическое уравнение с  матрицей А :
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Для его решения выполним преобразования:
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Таким образом, собственные значения линейного оператора с матрицей  А  

равны 3,2,1 321 === λλλ .

Для нахождения собственных векторов, отвечающих соответствующим соб-

ственным значениям, необходимо решить уравнение

ХАХ λ=  или 0)( =− ХЕА λ .

Для 11 =λ  имеем:
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при 13 =х , значения 1,1 21 == хх .

Следовательно,  вектор  )1;1;1(  является  собственным,  отвечающим  соб-

ственному значению 11 =λ , а значит, каждый вектор вида );;( µµµ  при лю-

бом действительном значении 0≠µ  является собственным для 11 =λ .

Для 22 =λ  имеем:
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Вектор  )1;0;1(  является  собственным,  отвечающим собственному  значе-

нию 22 =λ  и каждый вектор вида );0;( µµ  при любом действительном зна-

чении 0≠µ  является собственным для 22 =λ .

Для 33 =λ  имеем:
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Таким образом, вектор  )0;1;1(  является собственным, отвечающим 

собственному значению  33 =λ  и каждый вектор вида  )0;;( µµ  при любом 

действительном значении 0≠µ  является собственным для значения 33 =λ .

Если линейное преобразование ϕ  пространства nV  имеет n  линейно 

независимых собственных векторов, то в базисе, состоящем из этих векторов, 

матрица преобразования ϕ  имеет диагональную форму.

Обратно, если в некотором базисе матрица преобразования ϕ  диаго-

нальная, то векторы этого базиса являются собственными.

Из этих утверждений, учитывая свойства собственных векторов,  по-

лучаем:  если  характеристический  многочлен  преобразования  ϕ   про-

странства nV   над полем P имеет n  различных корней, принадлежащих полю 

P , то матрица преобразования ϕ  приводится к диагональной форме.
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Если число кратных корней характеристического многочлена равно n

, то приведение матрицы преобразования к диагональной форме возможно, 

если же оно меньше n , то невозможно.

Задача 2. В пространстве 3R   отображение ϕ  в некоторомбазисе за-

дано матрицей
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А .

Выяснить, приводится ли матрица этого отображения кдиагональной форме.

Решение. Составим и решим характеристическое уравнение с матрицей 

А:

,0)1()2(
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−−
−−−
−−−

λλ
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.2,1 3,21 == λλ

Для собственных векторов, отвечающих  11 =λ , имеем систему линей-

ных однородных уравнений:
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Фундаментальный набор решений этой системы состоит из одного век-

тора, например, )1,1,1(1 =а .

Для 23,2 =λ  имеем следующую систему уравнений:
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ххх
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ххх

Фундаментальный набор решений этой системы состоит из двух векто-

ров, например, )0,1,1(2 =а  и )3,1,0(3 =а .

Таким  образом,  сумма  размерностей  подпространств,  порожденных 

собственными  векторами,  отвечающих  собственным  значениям   11 =λ  и 
23,2 =λ  равна 3,  следовательно, в базисе 321 ,, ааа  матрица линейного опера-

тора ϕ  диагональна и имеет вид:
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Упражнения для самостоятельного решения

1. Найти собственные векторы и собственные значениялинейных операторов, 

заданных в некотором базисе матрицами:

а) 
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2. Выясните, какие из следующих матриц линейных отображений можно 

привести к диагональному виду путём перехода к новому базису:  

а) 
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3. Докажите, что её собственные значения квадратной матрицы A отличны от 

нуля тогда и только тогда, когда матрица обратима.

4. Линейное отображение ϕ  пространства 3R  задано невырожденной матри-

цей
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Найдите собственные значения отображения  1−ϕ . 

5. В некотором базисе пространства 2R  преобразование ϕ  задано матрицей
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а) 





−−
−

11
11

;   б)  





−

−
30

03
.

Убедитесь непосредственно, что в случае а) собственных векторов не суще-

ствует, а в случае б) каждый вектор является собственным.
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ИНДИВИДУАЛЬНОЕ ЗАДАНИЕ 

ПО ТЕМЕ «ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ»

Задание 1. Являются ли линейными следующие преобразования:

1.1 а) ),32,3()( 321321 xxxxxxx −+−=ϕ ,

б) )5,02,5,3()( 313211 xxхxxxx −−+−+−=ϕ ,

в)  )5,5,()( 3213
2
1 xxxxxx −−=ϕ ;

1.2 а) )2,3,5()( 3213131 xxxxxxxx ++−+−=ϕ ,

б) )2,4,()( 2132131 xxхxxxxx −−+−+=ϕ ,

в) )5,0,3,12()( 32312 xxxxxx −−+−−−=ϕ ;

1.3 а) )2,,55()( 3132131 xxхxxxxx −+−+−=ϕ ,

б) ),6,4()( 21321321 xxxxxxxxx +−−++=ϕ ,

в) ),10,()( 2321
3
21 xxxxxxx −+−−=ϕ ;

1.4 а) )2,10,3()( 1332121 xxхxxxxx −−+−+=ϕ ,

б) ),8,6()( 23212
4
1 xxxxxxx −+−−=ϕ ,

 в) )5,6,27()( 321321321 xxxxxxxxxx −++−+−=ϕ ;

1.5 а) )8,510,4()( 3212132 xxxxxxxx −++−=ϕ

б) ),,2()( 321
3
13 xxxxxx −+=ϕ ,

в) )4,8,0()( 312 xxxx +−=ϕ ;

1.6 а) )5,3,6()( 21321 xxxxxx −−+=ϕ ,

б) ),6,7()( 3213213
2
2 хxxxxxxxx −+−−+=ϕ ,

в) ),0,4()( 21321 xxxxxx +++=ϕ ;

1.7 а) )0,,()( 32132
3
1 xxxxxхx −+−=ϕ

б) )0,4,5()( 32132 xxxxxx −+−=ϕ ,

в) )1,4,95()( 32132 xxxxxx −+−=ϕ ;

1.8 а) )9,4,5()( 132132 −−+−= хxxxxxxϕ ,

б) ),6,4()( 21321321 xxxxxxxxx +−−++=ϕ ,

в) )104,4,9()( 12321321 −+−+−−= ххxxxxxхxϕ ;

1.9 а) )5,37,9()( 213212 xxxxxxx +−++−=ϕ ,
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б) )0,32,()( 2132 +++−= xxxxxϕ ,

в) ),76,4()( 2
3132131 xxxxxxxx +−−=ϕ ;

1.10 а) )2,783,)()( 31321
2

32 xxxxxxxx +−++=ϕ ,

б) )62,353,9()( 31321 xxxxxx +−++−=ϕ ,

в) ),0,72()( 131 xxxx −=ϕ ;

1.11 а) )67,10,4()( 321233 xxxxxxx +−−=ϕ ,

б) ),103,46()( 13
2
2131 xxxxxxx ++−+=ϕ ,

в) )8,53,23()( 12132 ххxxxx −+−+=ϕ ;

1.12 а) )6,2,2()( 32131 xxxxxx ++−+−=ϕ ,

б) )0,353,9()( 32132 xxxxxx ++−−−=ϕ ,

в) )3,24,2()( 32131321 xxxxxхxxx −+−+−=ϕ ;

1.13 а) ),2,345()( 32131321 xxxxxхxxx −+−+=ϕ ,

б) )2,9,3()( 321321 xxxхxxx −+−−+=ϕ ,

в) )22,432,5310()( 21321321 xxxxxxxxx +−−+−=ϕ ;

1.14 а) ),6,()( 3213213 xxxxxxxx −+−−−=ϕ ,

б) )2,74,105()( 32132131 xxxxxxxхx −+−+−+−=ϕ ,

в) )53,2,()( 2131321 xxxxхxxx ++=ϕ ;

1.15 а) ),2,2()( 32131321 xxxxxхxxx +−+−+−=ϕ ,

б) )3,2,10()( 32121 xxxxxx −+−+=ϕ ,

в) )5,6,3()( 3212
3
1321 xxxxxxxxx −++−+=ϕ ;

1.16 а) )22,,44()( 3213213 xxxxxxxx −−−−−=ϕ ,

б) )843,312,()( 321311 xxxxxxx −+−−=ϕ ,

в) ),,()( 21321
2
1 xxxxxxx −=ϕ ;

1.17 а) )5,,()( 1231321 −+−−−= ххxxxxхxϕ ,

б) )53,27,102()( 3213121 xxxxxxxx −+−++−=ϕ ,

в) )42,,3()( 31232121 хххxxxxхx −++=ϕ ;

1.18 а) ),2,8()( 21321321 xxxxxxxxx +−−+−=ϕ ,

б) )53,24,5()( 132132 −−−−−= xxxxxxxϕ ,

в) ),,()( 2
2

2
1

2
3 xxxx =ϕ ;
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1.19 а) ),7,()( 3
2
232

2
12 xxxxxxx ++−=ϕ ,

б) )58,2,13()( 22121 xxxxxx ++−−−=ϕ ,

в) )422,6,27()( 321321321 xxxxxxxxxx −+−+−−+−=ϕ ;

1.20 а) )9,6,10()( 3
2
23211 xxxxxxx +−−−=ϕ ,

б) )8,510,4()( 3212132 xxxxxxxx −+−−−=ϕ ,

в) )114,4,3()( 12321321 −+−+−== ххxxxxxхxϕ ;

1.21 а) )53,24,5()( 2132132 xxxxxxxx −−−−−−=ϕ ,

б) )0,,()( 32
3
12 xxxxx +−−−=ϕ ,

в) )58,2,4()( 212121 xxxxxxx ++−−−=ϕ ;

1.22 а) ),0,0()( 2
2xx =ϕ ,

б) )4,39,1()( 23321 xxxxxx +−++−=ϕ ,

в) )3,4,5()( 2132132 xxxxxxxx +−−+−=ϕ ;

1.23 а) ),6,4()( 21321321 xxxxxxxxx +−−++=ϕ ,

б) )5,3,2()( 2
32131 −+++= xxxxхxϕ ,

в) )5,2,()( 3211 хxxxx ++−−=ϕ ;

1.24 а) )10,3,0()( 2
212

3
3 xxxxx ++=ϕ ,

б) )7,4,9()( 33212 +−+−−= xxxxxxϕ ,

в) )5,37,8()( 213213 xxxxxxx +−++−=ϕ ;

1.25 а) ),45,73()( 212131 xxxxxxx −+−+−=ϕ ,

б) )4,,14()( 31212 xxxxxx +−+=ϕ ,

в) )116,23,()( 312332
2
1 xxxxxxxx +−−+=ϕ .

Задание 2. Найти матрицу линейного оператора )(хϕ  и образ вектора 
а  при данном отображении.

2.1 )8,45,2()( 3213231 xxxxxxxx −−−+−−=ϕ , )11,5,2( −−=a ;

2.2 )7,5,5()( 2132132 xxxxxxxx −−−+=ϕ , )1,6,4( −=a ;

2.3 )23,119,8()( 3213231 xxxxxxxx −+−+−=ϕ , )1,8,7( −=a ;

2.4  )643,5129,210()( 32132131 xxxxxxxxx ++−+−−=ϕ ;

2.5 )74,1520,29()( 32121321 xxxxxxxxx −+−+−−−=ϕ , )11,17,25( −=a ;

2.6 )118,3618,75()( 3232121 xxxxxxxx +−−++−=ϕ , )1,6,4( −=a ;
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2.7 )83,6124,21()( 3213213 xxxxxxxx −+−−+−−=ϕ , )10,8,3( −−−=a ;

2.8  ),6,4()( 21321321 xxxxxxxxx +−−++=ϕ , )0,3,5( −=a ;

2.9  )5,37,9()( 213212 xxxxxxx +−++−=ϕ , )14,5,7( −=a ;

2.10 ),45,72()( 313131 xxxxxxx ++−−=ϕ , )1,2,8( −=a ;

2.11  )67,10,4()( 321233 xxxxxxx +−−=ϕ , )20,9,10( −=a ;

2.12  )62,353,9()( 3132132 xxxxxxxx +−++−−−=ϕ , )12,11,6( −=a ;

2.13  )22,432,5310()( 21321321 xxxxxxxxx +−−+−=ϕ ;

2.14  ),6,()( 3213213 xxxxxxxx −+−−−=ϕ ;

2.15  )5,64,11211()( 32121321 xxxxxxxxx −++−+=ϕ ;

2.16  )843,312,()( 321311 xxxxxxx −+−−=ϕ ;

2.17  )53,27,102()( 3213121 xxxxxxxx −+−++−=ϕ ;

2.18  ),2,8()( 21321321 xxxxxxxxx +−−+−=ϕ ;

2.19  )422,6,27()( 321321321 xxxxxxxxxx −+−+−−+−=ϕ ;

2.20  )8,510,4()( 3212132 xxxxxxxx −+−−−=ϕ ;

2.21  )53,24,5()( 2132132 xxxxxxxx −−−−−=ϕ ;

2.22  )3,4,5()( 2132132 xxxxxxxx +−−+−=ϕ ;

2.23  ),6,4()( 21321321 xxxxxxxxx +−−++=ϕ ;

2.24  )5,37,8()( 213213 xxxxxxx +−++−=ϕ ;

2.25  ),45,73()( 3212131 хxxxxxxx +−+−+−=ϕ .

Задание 3. Доказать линейность и найти матрицу линейного оператора:

3.1 проектирования на плоскость 03 =+ yx ;

3.2 проектирования на плоскость 03 =+ yx ;

3.3 проектирования на плоскость 03 =− yx ;

3.4 проектирования на плоскость 03 =+ yz ;

3.5 проектирования на плоскость 03 =− zx ;

3.6 проектирования на плоскость 03 =− zx ;

3.7 проектирования на плоскость 0=+ yx ;

3.8 проектирования на плоскость 0=− zx ;

3.9 проектирования на плоскость 0=+ zy ;
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3.10 проектирования на плоскость yx 3= ;

3.11 проектирования на плоскость 0=+ zx ;

3.12 проектирования на плоскость 03 =+ zx ;

3.13 проектирования на плоскость 03 =− yz ;

3.14 проектирования на плоскость 0=− yx ;

3.15 проектирования на плоскость 03 =− yx ;

3.16 проектирования на плоскость 03 =− xy ;

3.17 проектирования на плоскость zx = ;

3.18 проектирования на плоскость 03 =− zy ;

3.19 проектирования на плоскость yx −= ;

3.20 проектирования на плоскость yz = ;

3.21 проектирования на плоскость zy 3−= ;

3.22 проектирования на плоскость 03 =− yz ;

3.23 проектирования на плоскость хy =− 3 ;

3.24 проектирования на плоскость yz −= ;

3.25 проектирования на плоскость хz =3 .

Задание  4. Найти  матрицу  оператора  дифференцирования  в  про-

странстве многочленов степени, не превосходящей 3, в данном базисе:

4.1  322 426,835,4,3 хххххх +−++−−− ;

4.2  322 6225,624,3,2 хххххх −+−−+−+ ;

4.3 322 861,8610,45,1 хххххх +−+−+−+−− ;

4.4  322 36310,25,69,4 ххххх +−+−−−− ;

4.5  322 9248,337,43,2 хххххх +++−+−−− ;

4.6   322 26152,1245,32,5 хххххх +−++−+− ;

4.7   322 7124,11105,7,1 хххххх +−+−+−− ;

4.8   322 40353025,15105,155,6 хххххх −+−−+−+− ;

4.9   322 531,1026,42,8 хххххх +−+−−−+− ;

4.10   322 1,1,1,11 хххххх ++−−+−+− ;

4.11   322 451,34,43,7 хххххх +−+−+−+− ;
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4.12  322 2521,3112,7,9 хххххх +−+−− ;

4.13  322 1,1,4,11 хххххх +−+−++− ;

4.14   322 41,33,46,2 хххххх +−+−+−+ ;

4.15  322 21,143,2,1 хххххх +++−−+−− ;

4.16  322 421,83,42,4 хххххх +−++−−−− ;

4.17 322 25,522,18,1 хххххх −+−−+−+− ;

4.18  322 51,2312,6,3 хххххх +−+−+−+− ;

4.19  322 363,2,52,10 ххххх +−−−− ;

4.20  322 28,37,1,2 ххххх ++−−−− ;

4.21  32 62,24,43,5 хххх ++−−−− ;

4.22  322 4532,152,15,2 ххххх −+−−−+− ;

4.23   322 2,1,1,1 хххххх +−−−++ ;

4.24  322 2321,442,24,7 хххххх ++−−+−+−− ;

4.25  32 32,1,4,6 ххх −++− .

Задание 5. Известно, что векторы 321 ,, aaa  и 321 ,, bbb  линейного 

пространства 3R , заданные своими координатами в некотором базисе. В том 

же базисе найти матрицу линейного отображения ϕ , переводящего векторы 

321 ,, aaa  соответственно в векторы  321 ,, bbb .

5.1 )3,0,0(),2,0,1(),1,0,0( 321 =−== aaa ;

      )3,5,0(),2,1,8(),1,0,3( 321 −=−=−= bbb .

5.2 )1,0,0(),1,0,2(),1,0,0( 321 −=−== aaa ;

      )3,7,2(),2,1,6(),1,1,4( 321 −=−=−−= bbb .

5.3 )3,4,0(),2,0,0(),1,0,1( 321 =−== aaa ;

      )8,4,0(),2,1,6(),1,9,4( 321 =−=−= bbb .

5.4 )3,4,0(),2,0,0(),1,0,3( 321 −=−== aaa ;

      )11,2,7(),5,2,4(),0,2,7( 321 −=−=−= bbb .

5.5 )3,7,0(),5,0,0(),1,2,1( 321 −==−= aaa ;

      )2,6,0(),10,9,8(),1,4,3( 321 −=−=−−= bbb .

5.6 )1,8,0(),2,10,10(),7,0,0( 321 −=−=−= aaa ;
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      )3,5,0(),2,1,5(),1,0,10( 321 −==−= bbb .

5.7 )9,0,0(),2,12,0(),4,5,6( 321 −=−=−−= aaa ;

      )9,4,2(),3,1,3(),5,2,9( 321 −=−=−−= bbb .

5.8 )3,6,0(),2,8,1(),1,0,0( 321 =−−=−= aaa ;

      )8,5,3(),2,1,8(),10,9,5( 321 −=−−== bbb .

5.9 )12,7,0(),3,0,0(),8,6,4( 321 =−=−= aaa ;

      )5,5,5(),2,0,2(),5,7,9( 321 −−=−−=−= bbb .

5.10 )1,0,0(),6,5,0(),3,4,1( 321 −=−=−= aaa ;

      )4,6,7(),4,3,0(),0,11,13( 321 =−=−= bbb .

5.11 )1,0,0(),1,1,1(),1,1,0( 321 =−== aaa ;

      )10,8,6(),6,4,2(),1,10,20( 321 =−=−= bbb .

5.12 )8,1,0(),3,6,5(),1,0,0( 321 −=== aaa ;

      )3,6,2(),0,1,0(),11,12,13( 321 −=== bbb .

5.13 )9,1,0(),8,0,0(),1,0,2( 321 ==−= aaa ;

      )8,4,0(),2,7,6(),11,0,5( 321 −=== bbb .

5.14 )3,4,3(),2,2,0(),1,0,0( 321 −=−== aaa ;

      )9,8,7(),6,5,4(),3,2,1( 321 −=−=−−−= bbb .

5.15 )7,0,0(),5,5,0(),1,2,6( 321 ==−−= aaa ;

      )2,6,12(),1,1,8(),1,2,8( 321 −=−−== bbb .

5.16 )1,3,0(),8,14,4(),5,0,0( 321 −=−−=−= aaa ;

      )4,5,0(),9,1,7(),1,8,5( 321 =−=−= bbb .

5.17 )1,0,0(),2,12,0(),4,5,7( 321 −=−=−−= aaa ;

      )9,4,6(),3,1,4(),5,9,7( 321 −−=−−=−−= bbb .

5.18 )3,1,0(),2,2,1(),6,0,0( 321 =−−=−= aaa ;

      )8,5,3(),2,1,6(),1,4,2( 321 −=−−−=−= bbb .

5.19 )12,6,0(),3,0,0(),8,6,1( 321 −=−=−−= aaa ;

      )5,1,5(),2,0,4(),5,6,8( 321 −−=−=−−= bbb .

5.20 )1,8,5(),6,0,0(),3,4,0( 321 −−=−=−= aaa ;

      )4,6,2(),4,3,4(),9,1,3( 321 −=−=−= bbb .

46



5.21 )1,0,0(),3,2,4(),1,1,0( 321 −=−=−= aaa ;

      )5,2,11(),9,7,5(),3,8,4( 321 −=−−=−= bbb .

5.22 )8,4,0(),3,6,1(),2,0,0( 321 −=−=−= aaa ;

      )6,8,2(),10,4,0(),1,2,3( 321 −==−−−= bbb .

5.23 )1,15,0(),1,0,0(),1,0,10( 321 −=−=−= aaa ;

      )11,6,1(),2,3,4(),6,4,8( 321 −−=−−=−−−= bbb .

5.24 )8,0,0(),1,6,0(),1,6,2( 321 −=−== aaa ;

      )3,7,2(),2,1,6(),1,1,4( 321 −=−=−−= bbb .

5.25 )7,0,0(),1,5,2(),1,2,0( 321 −=−−== aaa ;

      )0,7,2(),5,3,4(),3,1,21( 321 −−=−=−= bbb .

Задание 6. Линейное отображение ϕ  линейного пространства 3R  име-

ет в некотором базисе 321 ,, eee   матрицу A . Найти матрицу этого отобра-

жения в указанном базисе. 

6.1 
















−
−

−
=

111
101
012

А , 133221 2,, еeеeеe +−+ ;

6.2 















−

−
=

010
131
112

А , 1332321 2,3, еeеeееe −+++ ;

6.3 
















−
−=
111
110

012
А , 233212 5,3, еeеeее −+− ;

6.4 
















−
−

−
=

110
131
212

А , 321321321 2,, ееeеeеееe ++−+−+ ;

6.5 















−=

310
131
213

А , 32131321 4,,32 ееeееееe +−−−− ;

6.6 
















−
−

−
=

212
111
212

А , 321321 ,,2 ееeееe +−−+ ;

6.7 
















−
−−=

114
121

210
А , 32132321 ,,5 ееeеeееe ++−−++ ;
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6.8 
















−
−

−
=

111
101
012

А , 313213 ,3, еeеeее −++− ;

6.9 
















−
−

−
=

110
331
215

А , 212321 2,,432 еeeееe +−++ ;

6.10 















−

−
=

216
111
212

А , 32132321 ,, ееeеeееe ++−−− ;

6.11
















−
−

−
=

110
031
213

А , 232121 ,32, ееeееe −+++ ;

6.12 















−

−−
=

110
121
231

А , 131321 ,6,42 eееееe −−− ;

6.13















−−
−

=
210
121
012

А , 32132132 2,22, ееeеeеее ++++− ;

6.14 















−

−
=

510
161
217

А , 3213231 ,,3 ееeеeеe ++−−− ;

6.15 
















−−
−

−−
=

110
031
110

А , 32321321 22,, еееeеееe +−−−++ ;

6.16 















−−

−
=

412
131
215

А , 3231321 ,2,4 ееееееe +−++ ;

6.17
















−
−

−
=

113
161
212

А , 2132121 5,, еeеeееe ++++ ;

6.18















−

−−
=

310
021
311

А , 32132132 23,2,4 ееeеeеее −+−+−−− ;

6.19
















−
−

−−−
=

111
121
315

А , 3232121 24,32, еееeееe +−+++ ;

6.20
















−
−

−−
=

111
111
1110

А , 321321321 ,, ееeеeеееe −++−++− ;
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6.21
















−
−−
−

=
417
161
918

А ,  213 2,,5 еее −− ;

6.22
















−
−−
−

=
110

141
210

А , 2131321 23,2,3 еeееееe +−−−− ;

6.23
















−
−

−
=

113
321
232

А , 3132121 8,, еeеeееe +−+−+− ;

6.24















−

−
=

072
321
217

А , 132132 2,432,36 eеeеее −+++− ;

6.25 
















−
−

−
=

110
101
212

А , 32132131 ,, ееeеeееe ++−−−− .

Задание 7. Линейное отображение ϕ  линейного пространства 4R  име-

ет в базисе 4321 ,,, eeee   матрицу A . Найти матрицу A′  того же отображе-

ния в базисе 4321 ,,, eeee ′′′′ .

7.1 )1;1;1;3(),2;4;2;1(),2;1;;3;1(),2;2;4;1( 4321 =−−=−−=−−= eeee ,



















−
−

−−
−

=

9045
0664
5133

5121

A ,

)1;1;1;3(),5;1;1;2(),1;1;3;3(),2;2;1;1( 4321 −−−−=′−−=′−=′−−=′ eeee .

7.2 )2;1;3;1(),5;1;1;2(),1;1;;3;3(),2;2;1;1( 4321 −−=−−=−−−=−−= eeee ,



















−

−−−
−

=

9247
0602
5133

3114

A ,

)1;5;1;2(),1;1;1;2(),1;1;3;1(),3;2;3;1( 4321 −−=′−=′−=′−=′ eeee .

7.3 )2;5;2;1(),2;1;1;1(),4;1;1;1(),1;2;2;3( 4321 −−=−=−−=−= eeee ,



















−−
−

−−
−

=

9132
4630
0181
5226

A ,

)1;1;1;3(),2;1;3;1(),2;2;4;1(),2;4;2;1( 4321 =′−−=′−−=′−−=′ eeee .
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7.4 )2;2;4;1(),2;4;2;1(),1;1;3;3(),1;1;1;5( 4321 −−=−−=−=−−−= eeee ,



















−−−
−−

−−
−

=

3152
4234
1121
6059

A ,

)1;1;2;2(),1;1;4;2(),1;3;2;4(),5;3;1;1( 4321 −−−=′−−=′−−=′−=′ eeee .

7.5 )2;5;2;2(),1;1;1;2(),1;1;3;4(),2;2;1;1( 4321 −−−=−−=−−−=−= eeee ,



















−
−−

−
−−−

=

2042
49102

0701
1254

A ,

)2;1;1;2(),5;1;1;2(),2;1;3;1(),2;2;4;1( 4321 −−=′−−=′−−=′−−=′ eeee .

7.6 )3;6;1;2(),7;1;1;3(),5;4;3;2(),4;3;2;1( 4321 −−=−−=−=−−= eeee ,



















−−
−

−−

=

1422
1904

8311
3176

A ,

)1;2;3;4(),2;1;2;3(),3;2;1;2(),4;3;2;1( 4321 =′=′=′=′ eeee .

7.7 )1;3;1;3(),2;1;1;3(),2;3;3;3(),2;3;1;2( 4321 −−=−−==−= eeee ,



















−
−

−
−−−

=

2442
1902

0301
3192

A ,

)5;2;2;4(),3;1;3;1(),1;1;2;3(),2;2;1;2( 4321 =′−−−=′−=′−=′ eeee .

7.8 )1;3;2;1(),1;1;3;2(),2;1;1;3(),3;2;1;1( 4321 −=−−=−−−== eeee ,



















−

−

=

1462
0904
9323
3057

A ,

)1;2;3;2(),2;1;2;3(),3;2;1;1(),2;3;2;1( 4321 −=′−=′−−−=′−=′ eeee .

7.9 )1;2;3;4(),2;1;2;3(),3;2;1;2(),4;3;2;1( 4321 ==== eeee ,



















−−
−

−−
−

=

2421
1868

1255
2190

A ,
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)5;0;3;4(),5;0;2;3(),3;2;0;1(),4;3;1;0( 4321 −=′−=′−=′−=′ eeee .

7.10 )5;3;1;7(),3;1;7;5(),1;7;5;3(),7;5;3;1( 4321 ==== eeee ,



















−
=

201042
10702
3321
1111

A ,

)0;5;3;0(),10;0;7;5(),0;2;1;3(),4;3;5;1( 4321 −=′−=′−=′−=′ eeee .

7.11 )6;7;4;1(),2;1;2;0(),6;0;3;1(),1;5;1;2( 4321 −=−=−−=−= eeee ,



















−−
−

−−

=

2305
6207

2420
1116

A ,

)1;3;1;3(),2;1;1;3(),2;3;3;3(),2;3;1;2( 4321 −−=′−−=′=′−=′ eeee .

7.12 )1;1;4;6(),4;1;1;4(),6;4;1;1(),4;6;4;1( 4321 ==== eeee ,


















−

−−

=

5317
3175
1753
7531

A ,

)1;2;3;4(),2;1;2;3(),3;2;1;2(),4;3;2;1( 4321 =′=′=′=′ eeee .

7.13 )4;1;1;1(),4;4;1;1(),2;2;1;1(),1;1;1;1( 4321 −−==−−== eeee ,



















−−
−−

−−−
−−−

=

1321
1132

1113
4321

A ,

)3;2;1;0(),0;3;2;1(),1;1;1;0(),1;1;1;0( 4321 =′=′=′=′ eeee .

7.14 )2;4;3;4(),2;1;1;3(),4;3;1;2(),4;3;2;1( 4321 =−=−−=−= eeee ,



















−
−

−
−−

=

5441
1023

0349
3116

A ,

)3;4;3;2(),13;11;1;3(),2;7;5;4(),11;1;25;13( 4321 −−=′−−=′−−=′−=′ eeee .

7.15 )2;5;2;1(),2;1;1;1(),4;1;1;1(),1;2;2;3( 4321 −−=−=−−=−= eeee ,
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−
−

−−
−−

=

2442
1524

1211
3190

A ,

)3;1;2;1(),4;2;3;0(),0;4;3;1(),1;0;1;4( 4321 −−=′−=′−=′−=′ eeee .

7.16 )1;2;3;4(),2;1;2;3(),3;2;1;2(),4;3;2;1( 4321 =′=′=′=′ eeee ,



















−
−

−
−−−

=

7442
1950

0221
3693

A ,

)2;1;1;2(),5;1;1;2(),2;1;3;1(),2;2;4;1( 4321 −−=′−−=′−−=′−−=′ eeee .

7.17 )1;3;2;1(),1;1;3;2(),2;1;1;3(),3;2;1;1( 4321 −=−−=−−−== eeee ,



















−
−

−
−−

=

2442
1863

9301
3420

A ,

)3;1;2;1(),4;2;3;0(),0;4;3;1(),1;0;1;4( 4321 −−=′−=′−=′−=′ eeee .

7.18 )3;1;1;1(),1;2;1;1(),1;1;1;2(),1;1;2;1( 4321 −=−==−= eeee ,



















−
−

−−
−

=

2446
1200

5115
3204

A ,

)5;2;2;4(),3;1;3;1(),1;1;2;3(),2;2;1;2( 4321 =′−−−=′−=′−=′ eeee .

7.19 )2;5;2;1(),2;1;1;1(),4;1;1;1(),1;2;2;3( 4321 −−=−=−−=−= eeee ,



















−
−

−
−

=

20102
10201
0430
4225

A ,

)3;1;2;1(),4;2;3;0(),0;4;3;1(),1;0;1;4( 4321 −−=′−=′−=′−=′ eeee .

7.20 )1;3;1;3(),2;1;1;3(),2;3;3;3(),2;3;1;2( 4321 −−=−−==−= eeee ,



















−
−−−

−
−−

=

2442
1210

03010
5127

A ,

)3;1;2;1(),4;2;3;0(),0;4;3;1(),1;0;1;4( 4321 −−=′−=′−=′−=′ eeee .
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7.21 )3;1;1;1(),1;2;1;1(),1;1;1;2(),1;1;2;5( 4321 −=−==−= eeee ,



















−−−
−−−

−
−

=

2401
7023

11216
2624

A ,

)3;1;2;1(),4;2;3;0(),0;4;3;1(),1;0;1;0( 4321 −−=′−=′−=′−=′ eeee .

7.22 )2;5;2;1(),2;1;1;1(),4;1;1;1(),1;2;2;3( 4321 −−=−=−−=−= eeee ,



















−−
−−

−
−

=

1423
9022

0318
80110

A ,

)1;1;2;2(),1;1;4;2(),1;3;2;4(),5;3;1;1( 4321 −−−=′−−=′−−=′−=′ eeee .

7.23 )3;1;1;1(),1;2;1;1(),1;1;1;2(),1;1;2;1( 4321 −=−==−= eeee ,



















−
−−

−

=

2242
1110

9104
32312

A ,

)2;5;2;1(),2;1;1;1(),4;1;1;1(),1;2;2;3( 4321 −−=−=−−=−= eeee .

7.24 )5;2;2;4(),3;1;3;1(),1;1;2;3(),2;2;1;2( 4321 =′−−−=′−=′−=′ eeee ,



















−
−

−
−

=

25412
12020
01011
61005

A ,

)3;1;2;1(),4;2;3;0(),0;4;3;1(),1;0;1;6( 4321 −−=′−=′−=′−=′ eeee .

7.25 )1;1;3;2(),2;1;2;1(),5;1;1;3(),3;1;1;2( 4321 −=−=−=−= eeee ,



















−
−

−−
−

=

5112
7242
0052
4232

A ,

)2;1;1;2(),5;1;1;2(),2;1;3;1(),2;2;4;1( 4321 −−=′−−=′−−=′−−=′ eeee .

Задание 8. Линейное отображение ϕ  линейного пространства 2R  име-

ет в базисе 21, ee  матрицу eA , а линейное отображение ψ  пространства  2R  

имеет в базисе 21, ee ′′  матрицу eВ ′ . Найти матрицы отображений ψϕ + , ϕ3 , 

ψ5,0− , ϕ ψ  в базисе 21, ee ′′ .
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8.1 )3,2(),4,1( 21 −=−= ee ,   





−
−

=
13
21

еА ;

 )1,2(),5,3( 21 −=′−=′ ee , 





−

−
=′ 45

32
еВ .

8.2 )3,1(),3,1( 21 −=−−= ee ,  





−
−

=
13
02

еА ;

 )1,3(),5,2( 21 −=′−−=′ ee , 




 −
=′ 45

21
еВ .

8.3 )2,1(),9,3( 21 −−=−= ee ,  





−

=
13
22

еА ;

 )1,2(),6,2( 21 −=′=′ ee , 





−

−
=′ 41

24
еВ .

8.4 )3,2(),6,1( 21 =−−= ee ,  




 −
=

13
21

еА ;

 )1,2(),5,3( 21 −−=′−=′ ee , 




 −
=′ 40

37
еВ .

8.5 )3,2(),4,8( 21 =−= ee , 





=

13
20

еА ;

 )1,3(),5,4( 21 −=′=′ ee , 





−

−−
=′ 05

57
еВ .

8.6 )3,9(),4,2( 21 −=−= ee , 





−

=
18
01

еА ;

 )0,5(),1,7( 21 −=′=′ ee , 





−

−
=′ 41

11
еВ .

8.7 )3,7(),4,3( 21 =−−= ee , 





−
−

=
15
22

еА ;

 )1,2(),5,0( 21 −=′=′ ee ; 





−

−−
=′ 62

410
еВ .

8.8 )3,2(),1,1( 21 =−−= ee ; 





−
−

=
17
26

еА ;

 )1,2(),4,3( 21 −−=′−=′ ee ; 





−

−−
=′ 05

36
еВ .

8.9 )3,2(),4,1( 21 −=−= ee ; 





−
−

=
13
21

еА ;

 )1,10(),0,5( 21 −−=′=′ ee ; 




 −
=′ 41

32
еВ .
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8.10 )0,2(),9,3( 21 =−−= ee ; 





−

=
13
01

еА ;

 )1,0(),1,7( 21 −=′=′ ee ; 





−

−
=′ 45

51
еВ .

8.11 )3,2(),4,1( 21 −=−= ee ; 





−
−

=
13
21

еА ;

 )1,2(),5,3( 21 −=′−=′ ee ; 





−

−
=′ 45

32
еВ .

8.12 )3,5(),4,2( 21 =−= ee ; 




 −−
=

18
210

еА ;

 )1,2(),5,3( 21 −=′−=′ ee ; 




 −−
=′ 24

610
еВ .

8.13 )3,0(),4,8( 21 =−−= ee ; 





=

63
121

еА ;

 )1,2(),2,0( 21 −=′−=′ ee ; 





−

−
=′ 45

10
еВ .

8.14 )3,5(),4,4( 21 −=−−= ee ; 





−

=
03
27

еА ;

 )9,7(),2,6( 21 −=′−=′ ee ; 





−

−
=′ 01

32
еВ .

8.15 )3,1(),4,7( 21 −=−= ee ; 





=

10
29

еА ;

 )7,11(),8,2( 21 −=′−=′ ee ; 




 −−
=′ 45

38
еВ .

8.16 )3,7(),12,6( 21 −−=−= ee ; 





=

26
03

еА ;

 )4,3(),1,1( 21 −−=′=′ ee ; 





−−

=′ 21
140

еВ .

8.17 )4,2(),6,7( 21 −=−= ee ; 





−
−

=
73
22

еА ;

 )1,8(),4,2( 21 −−=′−−=′ ee ; 





−
−

=′ 30
98

еВ .

8.18 )2,3(),4,6( 21 −=−−= ee ; 





−
−

=
13
25

еА ;

 )1,2(),5,3( 21 −=′−=′ ee ; 





−

−
=′ 45

32
еВ .
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8.19 )9,5(),1,6( 21 −=−−= ee ; 





−−

=
18

74
еА ;

 )1,2(),5,3( 21 −=′−=′ ee ; 





−

−
=′ 45

32
еВ .

8.20 )3,2(),4,7( 21 −=−= ee ; 




 −−
=

15
21

еА ;

 )16,0(),20,4( 21 −=′−=′ ee ; 





−

−−
=′ 95

37
еВ .

8.21 )3,0(),4,3( 21 =−−= ee ; 





−
−

=
103
01

еА ;

 )1,6(),2,14( 21 −=′=′ ee ; 




 −
=′ 40

78
еВ .

8.22 )3,2(),2,5( 21 =−−= ee ; 





−−

−
=

12
21

еА ;

 )1,1(),3,4( 21 −=′−=′ ee ; 




 −
=′ 40

34
еВ .

8.23 )4,1(),20,0( 21 −=−= ee ; 





=

34
29

еА ;

 )0,1(),3,6( 21 =′−−=′ ee ; 





−

−
=′ 42

57
еВ .

8.24 )9,3(),8,2( 21 == ee ; 





=

010
63

еА ;

 )5,7(),3,3( 21 −=′−=′ ee ; 





−−
−

=′ 53
21

еВ .

8.25 )9,2(),6,4( 21 −== ee ; 





−
−−

=
75
46

еА ;

 )1,1(),1,1( 21 −=′−−=′ ee ; 





−
−

=′ 90
312

еВ .

Задание 9. Пусть в линейном пространстве  3R  заданы линейные опе-

раторы  ),55,03,2()( 232113 xxxxxxx −−+−−=ϕ   и   ),2,6()( 13121 xxxxxx −+=ψ . 

Найти   их  матрицы   А  и  B соответственно  и  вычислить  образ  вектора 
)11;8;4( −−=x  при указанном преобразовании:

9.1 xBA )2( 3− ;

9.2 xBA )23( 2 − ;
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9.3 xAB )2( 2− ;

9.4 xAAB )( 3 − ;

9.5 xBAB )5( 2− ;

9.6 xBAА ))4(( 2− ;

9.7 xBAB ))2(( 3− ;

9.8 xBAА ))3(( 2 + ;

9.9 xBAА ))4(( 2− ;

9.10 xBA )5,0( 23 + ;

9.11 xBA ))4(3( 2− ;

9.12 xBAА ))4(( 2− ;

9.13 xBA )5( 22− ;

9.14 xАAB )2( 2 + ;

9.15 xBAB )6( 2+ ;

9.16 xABB )2( 2− ;

9.17 xBA )4( 22 − ;

9.18 xАB )32( 2 +− ;

9.19 xBA )64( 2−− ;

9.20 xBAB ))2(( 2 + ;

9.21 xАBA )5( 2+ ;

9.22 xBA )27( 3− ;

9.23 xBBA )3( 2− ;

9.24 xАAB ))(2( 3− ;

9.25 xАBA )2( 23− .

Задание 10. Найти образ, ранг, ядро и дефект линейного оператора, за-

данного матрицей А  в соответствующем базисе.

10.1 


















−−−
−
−
−

=

2242
4721
4563
2321

А ;

57



10.2


















−−−

=

1112
2324
2124
3236

А ;

10.3


















−−
−−

−
−−

=

7413
3211

0121
4321

А ;

10.4


















−−−
−
−

=

1132
1330
1123
1321

А ;

10.5


















−−−
−−
−
−

=

55112
1121
6693
4531

А ;

10.6


















−−
−−

−−
−

=

5432
6721

1311
3021

А ;

10.7


















−
−
−

−−

=

4022
5231
1213
3712

А ;

10.8


















−−
−

−−

=

55104
1121
0003
1122

А ;

10.9


















−
−−
−−

=

0003
1111
3333
1112

А ;

10.10


















−
−
−

=

1422
3955
2533

1111

А ;

10.11


















−
−
−

=

0222
2533
1422
2311

А ;
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10.12


















−−−−
−−

=

1372
8237
2253
7149

А ;

10.13


















−−−
−

−−−
−

=

7532
3264
151132

181332

А ;

10.14


















=

5143
103129
2143
5286

А ;

10.15


















−−
−−

−
−

=

1114
6475

4253
3147

А ;

10.16


















−
−
−

=

1132
2444
1123
1321

А ;

10.17


















−
−
−
−

=

1123
2369
4523
3446

А ;

10.18


















−−
−−
−−
−−

=

231248
311424
4136
7312

А ;

10.19


















−−
−
−
−

=

117412
14313
1326
6539

А ;

10.20


















−−−−
−−

−−
=

1152
2171
3023

23115

А ;

10.21


















−
−
−
−

=

41244
3822
2533
1422

А ;
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10.22


















−−−
−
−
−

=

7312
1124
8436
4236

А ;

10.23


















−−−−

−

=

2346
3169
1423
1223

А ;

10.24


















−−−
−
−
−

=

3822
1111
2533
1422

А ;

10.25


















−−−
−
−
−

=

7312
1124
8436
4236

А .

Задание 11. Найти собственные векторы и собственные значения ли-

нейного оператора, заданного соответствующей матрицей.

11.1 а)
















−−
−
−

201
335
212

;   б)


















−−
−−
−−

1111
1111
1111

1111

.

11.2 а)















−

−

222
222
226

;     б)


















−
−

−
−

0130
1003
3001

0310

.

11.3 а)
















−
−−
−−

133
153
131

;     б)


















−
−

−
−

5513
5531

1355
3155

.

11.4 а)
















−−
−

10142
681
330

;     б)


















−
−

−

1200
2400

0034
0043

.

11.5  а)
















−
−
−

132412
101910
6127

;     б)


















−−
−

−
−

2112
1012
2410
1201

.
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11.6 а)
















−−
−−

−

466
575

224

;     б)


















−−
−

−

1314
3503

0011
0013

.

11.7 а)
















−
−
−

776
874
431

;     б) 


















−
−

−
−

5513
5531

1355
3155

.

11.8 а) 
















111
111
111

3
1 ; б) 



















−
−

−

1200
2400

0014
0043

.

11.9 а) 















−

−

930
330

036

; б) 


















−

−

8220
2540
2450

0009

.

11.10 а) 
















105,0
015,0
5,05,05,1

;б) 


















−
−

−
−

2201
2210

0122
1022

.

11.11 а) 
















140
413
031

; б) 


















−
−

−
−

0111
1011
1101
1110

.

11.12 а) 
















−
−
312
132

220

; б) 


















−−
−−

−−
−−

1132
1123

3211
2311

.

11.13 а) 
















−
−
−

863
964
652

; б) 


















−
−−

−−

3514
3603

0031
1117

.

11.14 а) 
















−
−

−

121
101
365

; б) 


















0001
0010
0100
1000

.

11.15 а) 
















−−
−
−

201
335
212

; б) 


















0100
1000
0001
0010

.
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11.16 а) 
















−−
−−

284
014
013

; б) 

















−−
−−

4500
5400
2282
4425

.

11.17 а) 
















−−
−

031
302
120

; б) 


















−
−

−
−

0110
1001
0110
1001

.

11.18 а) 
















−
−
−

496
375
254

; б) 


















−
−−
−−−−
−−−

8572
5094
7922
2421

.

11.19 а) 
















−−− 723
623
613

; б) 


















−
−−−−
−−−−

1111
2122
2212

4112

.

11.20 а) 
















−
−−
−−

022
223
356

; б) 


















−−−
−

−
−−−

1131
1311
3111
1113

.

11.21 а) 















−−

−

462
274
91811

; б) 


















−
−

−
−

1102
2110
0211
1021

.

11.22 а) 
















−−−
−−−

322
8158

8147

; б) 


















−
−

−−
−−−

8313
7213
7303
7312

.

11.23 а) 















−

−−

322
834
825

; б) 


















−− 0011
0043
1000
0100

.

11.24 а) 















−−−

722
2476

1243

; б) 


















−

−

8220
2540
2450

0009

.

11.25 а) 















−−−
−−−

10126
312
381

; б) 


















−
−

−
−

5513
5531

1355
3155

.
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА «ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ»

1. Линейный оператор ϕ  переводит вектор ),,( zyx  в вектор 
),25,43( zxzyxzx ++−−+− . Найти образ вектора )2,6,1( −  и прообраз 

вектора )1,1,0( − .

2. Определить, как изменится матрица линейного оператора, если поме-

нять местами какие-нибудь два базисных вектора.

3. Пусть L −двумерное векторное пространство над полем действитель-

ных чисел. Найти собственные векторы и собственные значения для 

отображения ϕ  − поворот на угол α . Составить характеристическое 

уравнение.

4. Найти собственные векторы и собственные значения линейного опера-

тора, заданного матрицей

















−−
−−

−
=

466
575

224
А .

5. Найдите все подпространства вещественного трёхмерного пространства, 

инвариантные относительно линейного отображения, заданного в некотором 

базисе матрицей

















−

−

111
204
224

.

6. Найти ядро и дефект линейного оператора, заданного матрицей 



















−
−
−

5101
1121
3110

2011

.

в пространстве 4R
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5. КОНТРОЛИРУЮЩИЙ ТЕСТ 

ПО ТЕМЕ «ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ»

1. Среди отображений пространства 3R  линейными являются:

1) Ах = (5х1 - 4х2 - 3, 2х1 - х2 , х3
2);

2) Вх = (5х1 - 4х2 - 3х3, 2х1 - х2 , 1);

3) Сх = (5х1 - 4х2 - 3х3, 2х1 - х2 , х3) ;

4) Дх = (х1 - 4х2
2 - 3, 2х1 - х2 ,х1- х3).

2. Среди преобразований векторов плоскости, исходящих из начала коорди-

нат линейными не являются:

1) поворот плоскости на некоторый угол вокруг начала координат;

2) параллельный перенос на ненулевой вектор;

3) ортогональное проектирование на прямую, не проходящую через начало 

координат;

4) гомотетия с центром в начале координат.

3.  Образом вектора  )4,2,1( −=x  при отображении  ϕ ,  заданного  матрицей 

















−
−=
514
510

631
A  является вектор:

1) )5,3,10( −=y ; 

2) )22,22,17( −−=y ; 

3) )22,22,17( −=y ; 

4) )0,0,0(=y

  4. Прообразом вектора )5,7,4(−=y  при отображении ϕ , заданного матри-

цей 
















−

−
=

014
310
102

A  является вектор:

1) )4,2,1( −=x ; 

2) )4,3,10(−=x ; 

3) )5,7,4(−=x ; 

4) )13,10,0( −=x .
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5.  Пусть  в  некотором базисе  матрица  линейного  оператора  ϕ  имеет  вид 






 −
=

55,1
31

А , а матрица оператора ψ  имеет вид 





−

=
02
14

В . Тогда матрица 

преобразования  в том же базисе ϕ ψ  имеет вид:

1) 





−

−
62
95,5

; 

2) 





−

−
69
25,5

; 

3) 





5,10

110
; 

4) 





− 61

10
.

 6. Ранг линейного оператора  ϕ , заданного матрицей  
















−−

−
=

516
312
104

A  ра-

вен:

1) 1; 2) 0;  3) 2;  4) 3.

7. Ядром линейного отображения –  ортогонального проектирования на плос-

кость OYZ  пространства 3R  является:

1) ось OY ; 

2) ось OZ ; 

3) плоскость OYZ ; 

4) осьOX .

8. Дефект линейного оператора, заданного матрицей 
















−
−−

−
=

231
516

264
A  равен:

1) 1; 2) 3;  3) 2;  4) 0.

9. Сумма собственных значений матрицы  















−

−
=

200
111

201
A  линейного опера-

тора с учетом кратности равна:

1) 1; 2) 0;  3) 4;  4) 2.

10.  Вектор )1,1,0,0( −=x  является собственным для матрицы:
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1) 


















−
−−

−

1314
3503

0011
0013

; 

2) 


















−
−−

−

3314
3303

0031
0015

;

 3) 


















−
−−

−

3314
3303

0031
0011

;

 4) 


















−
−−

−−

3514
3603

0031
1117

.

11. К диагональному виду можно привести матрицы:

1)
















−−
−

10142
681
330

; 

2) 
















−
−
−

27125
46218
36158

; 

3) 
















−
−−
−−

022
223
356

;           

4) 


















−−
−−
−−

1111
1111
1111

1111

.
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