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Операционное исчисление в настоящее время широко применяется 

в самых различных областях науки и техники. Особую роль оно играет  в 

линейных физических системах электротехники, автоматизации, 

механики и других отраслях знаний.

Операторный метод ввёл О. Хевисайд в конце прошлого столетия 

при решении задач электротехники. Однако этот метод не был им 

математически обоснован и поэтому не нашёл широкого применения. 

Только после большого количества работ, посвящённых обоснованию 

операторного исчисления, метод завоевал всеобщее признание.   В 

основу   операторного исчисления было положено прямое интегральное 

преобразование Лапласа, с помощью которого функция времени пре-

образуется в функции комплексного переменного.

Современный математический аппарат операционного  исчисления 

позволяет решать задачи,  описываемые системами линейных дифферен-

циальных уравнений  (обыкновенных и с частными производными), 

разностными и дифференциально-разностными уравнениями, линей-

ными дифференциальными уравнениями с переменными коэффициен-

тами и некоторыми типами интегральных уравнений. Такая универ-

сальность метода объясняется его эффективностью и возможно-стью 

получить решение наиболее простыми и экономными путями и 

средствами. 
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§  1. ОРИГИНАЛЫ И ИЗОБРАЖЕНИЯ.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Оригиналом называется всякая функция f (t) 

действительного переменного t, удовлетворяющая следующим 

условиям:

1)  f (t) и её производная f '(t) на любом конечном интервале оси Оt 

имеет конечное число точек разрыва 1-го рода;

2)  f (t) = 0, при t < 0;

3) существуют такие постоянные М >0 и S0 ≥ 0, что | f (t) |<М · tSe 0  

для всех t >0, где S0 – показатель роста функции  f (t).

Условие (2) вводится в связи с тем, что во многих задачах аргумент t 

рассматривается как время.

В дальнейшем под заданной с помощью аналитической формулы 

функцией   f (t) будем подразумевать произведение этой функции на 

функцию 




≥
<

=
,01

,00
)(0 tпри

tпри
tσ     называемую единичной функцией Хевисайда, т.е. 

считать f (t)=0 при t <0.

Так, например, мы будем писать  tet tn βα sin,,  и т.д., подразумевая при 

этом соответственно ttettt tn βσσσ α sin)(,)(,)( 000 ⋅ и т.д..

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Изображением F(p)  оригинала f (t) называется функция 

комплексного переменного ip τσ +=  ( τσ , -действительные переменные), 

определяемая интегралом Лапласа:

                          ∫
∞

−=
0

)()( dttfepF tp                                                           (1)  

Интеграл (1) равномерно сходится, если функция f (t) удовлетворяет 

указанным выше условиям и 0Re Sp >= σ .
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 Соответствие между оригиналом  f (t) и его изображением F(p) обозначают 

символически: { } ).()()()()()( tfpFилиpFtfилиpFtf ⇔=÷ α

Отметим основные свойства изображений:

1) Если F(p) является изображением двух оригиналов f1(t) и f2(t), то эти 

оригиналы совпадают во всех точках непрерывности (теорема единственности).

2) Если ),()()()()( 112211 pFtfэтомприtfctfctf ÷+=  
)()()()(,)()( 221122 pFcpFcpFtfтоpFtf +=÷÷  (свойство линейности).

3) Всякое изображение F(p) функции f (t) при ∞→p , стремится к нулю 

(Re ∞→= σp ).

ЗАМЕЧАНИЕ. Константы и многочлены от   p  с положительными 

степенями не могут быть изображениями.

Изображения некоторых функций:

1) Изображение функции Хевисайда.

Имеем      





≥
<

=
.0,1
,0,0

)(0 tпри
tпри

tσ

Используя формулу (1), получим

.11)(
00

pt
0 pp

edtet
pt

=
−

=⋅÷
∞∞ −

−∫σ                                                     (2)

2) Изображения показательных функций.

;1

0

)(

0

)(

0 αα

α
ααα

+
=

+
==⋅÷

∞⋅+−∞
⋅+−−

∞
−− ∫∫ pp

edtedteee
tp

tptptt      (3)

;1

0

)(

0

)(

0 αα

α
ααα

−
=

−
==⋅÷

∞⋅−∞
⋅−−

∞

∫∫ pp
edtedteee

tp
tptptt             (4)

3) Изображение гиперболических функций.

( ) ;11
2
1

2
1

22 βββ
β ββ

−
=





+

+
−

÷+= −

p
p

pp
eetch tt                (5)

( ) ;11
2
1

2
1

22 β
β

ββ
β ββ

−
=





+

−
−

÷−= −

ppp
eetsh tt                     (6)

4) Изображения тригонометрических функций. 
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( ) ;11
2
1

2
1cos 22

2

βββ
β ββ

+
=





+

+
−

÷+= −

p
p
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                       (7)

( ) .11
2
1

2
1sin 22 β

β
ββ

β ββ

+
=





+

−
−

÷−= −

pipipi
ee

i
t titi

                       (8)

Найдём изображения следующих функций:

.
1

3
2

11cos31);
25

45cos4)

;
9

33sin);
2

1)

;
2
1

2
1);22)

2
2

2

2
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+
+
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+÷++
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−
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p
а

t

t  

§ 2. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ ОПЕРАЦИОННОГО ИСЧЕСЛЕНИЯ.
Соотношение между оригиналами и соответствующими им изображениями на 

практике находятся не по определению, а с помощью основных теорем 

операционного исчисления. Приведём их без доказательства при условии 
).()( pFtf ÷

1. Теорема подобия.

Для любого постоянного a > 0  .1)( 




÷

a
pF

a
atf

2. Дифференцирование оригинала.
Если функция )(tf  и её производные являются оригиналами, то

).0(...)0()0()()(
..............

,)0()0()()(
,)0()()(

,)()(

121)(

2

−−− −−′−−÷

′−′−÷′′
−÷′

÷

nnnnn ffpfppFptf

ffppFptf
fppFtf

pFtf

3. Дифференцирование изображений.
Дифференцирование изображения сводится к умножению на ( - t ) оригинала.

).()1()(

...........

),()1()(

),()1()(

),()(

3

3
33

2

2
22

pF
dp
dtft

pF
dp
dtft

pF
dp
dtft

pF
dp
dtft

n

n
nn −÷

−÷

−÷

÷

7



Следствие 1.   Так как    p
t 1)(0 ÷σ , то

                                       

.!
.....

;!2

;1

1

3
2

2

+÷

÷
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n
n
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nt
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Откуда !
1

1 n
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n ÷+ .

      Следствие 2.  Так как   α
α

−
÷

p
e t 1

, то    .
)(

!
1+−

÷ n
tn

p
net
α

α   

4. Интегрирование оригинала.
Интегрирование оригинала сводится к делению изображения на аргумент p:

∫ ÷
t

p
pFdttf

0

.)()(

5. Интегрирование изображения

   Если  ∫
∞

p

dppF )( сходится, то он служит изображением функции :)(
t
tf  

∫
∞

÷
p

dppF
t
tf .)()(

6. Теорема запаздывания.
Для любого положительного τ :

( ) ).()(,)( pFtfгдеpFetf p ÷÷− − ττ

7. Теорема смещения.
Умножение оригинала на teα соответствует запаздывание изображения на α :

( ) .)( αα −÷ pFtfe t

8. Теорема умножения (теорема о свёртке).
Произведение двух изображений )()( 21 pFиpF  также является 

изображением, причём 
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∫

∫

−⋅÷⋅

−⋅÷⋅

t

t

dtffpFpF

или

dtffpFpF

0
1221

0
2121

.)()()()(

)()()()(

τττ

τττ

Интегралы в правых частях называют свёрткой функции f1 (t)  и  f 2(t) и 

обозначают f 1 *  f2 .

9. Интегралы Дюамеля.

.)()()0()()()(

)()()0()()()(

,)()()()(

0
121221

0
212121

2211

τττ

τττ

dtffftfpFppF

илиdtffftfpFpFp

тоtfpFиtfpFЕсли

t

t

−′⋅+⋅÷⋅

−′⋅+⋅÷⋅⋅

÷÷

∫

∫

 10. Изображение периодического интеграла.
Если f(t) – периодическая с периодом Т функция является оригиналом, 

то     ( ) .
1

1)()(
0

dttfe
e

pFtf
T

tp
pT ⋅

−
=÷ ∫ −

−

С помощью перечисленных выше теорем можно записать таблицу 

изображений основных функций.
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                            Таблица изображений основных функций.                     Таблица 1
№ Оригинал Изображение
1    )(1 0 tσ=

p
1

2 tβsin
22 β

β
+p

3 tβcos
22 β+p

p

4 te α−

α+p
1

5 tch β
22 β−p

p

6 tsh β
22 β

β
−p

7 te t βα sin−

( ) 22 βα
β

++p

8 te t βα cos−

( ) 22 βα
α

++
+

p
p

9 tche t βα−

( ) 22 βα
α

−+
+

p
p

10 tshe t βα−

( ) 22 βα
β

−+p

11 )0()(sin >− ααt
1

1
2 +

⋅−

p
e pα

12 )0()(cos >− ααt
12 +

⋅−

p
pe pα

13 nt
1

!
+np

n

14 )(tft n ⋅ ( ) ( )pF
dp
d

n

n
n ⋅− 1

15 tet α−⋅
( ) 2

1
α+p

16 tn et α−⋅
( ) 1

!
++ np

n
α

17 tt βsin⋅

( ) 222

2

β
β
+p

p

18 tt βcos⋅
222

22

)( β
β

+
−

p
p
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Примеры:  Найти изображения заданных оригиналов.

1) tetf 354)( −= .

Решение:

Используя свойство линейности и соотношения (1), (4) таблицы 1, находим

( ) ( ) ;
3

12
3

54
−

−−=
−

−=
pp
p

pp
pF

2) ( ) ttf 3cos2= .

 Решение: Известно, что     .6cos
2
1

2
1

2
6cos13cos 2 ttt +=+=   Используя 

соотношения (1), (3) таблицы 1, находим     ( ) .
)36(

18
)36(2

11
2
1

2

2

2 +
+=

+
⋅+⋅=

pp
p

p
p

p
pF

        3) ( )
t

ttf sin= .

        Решение:

Используя теорему (5) и соотношение (2) таблицы 1, находим

;
21

1sin
2 parctgparctgdp

pt
t

pp

+==
+

÷
∞∞

∫
π

        4) ( )∫ −
t

dt
0

2 2cos τττ .

        Решение:

Заметим, что данный интеграл является свёрткой функции 

( ) ( ) .2cos2
2

1 ttfиttf ==  Используя теорему умножения (8) и соотношения (3), (13), 

получим    ( ) ( ) ;
4

2
4

!2
2223 +

=
+

⋅=
ppp

p
p

pF

5) Найти изображения функции, заданных графиками (1) и (2).

    f1(x)                                                                         f2(x)     

       3                                                                             4

                                                                              2

0               2                t   (рис.1)                             0        1    2   3           t  (рис.2)

                Решение:
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Функция f1(x) (рис.1) есть импульс величины 3, «включаемый» в момент t=0  и 

«погашаемой» в момент t=2, следовательно, ( ) ( ) .233 01 −⋅−= ttf σ Применяя 

соотношение (1) таблицы 1 и теорему запаздывания (6), находим 

( ) ( ) .1333 22
1

pp e
p

e
pp

pF −− −=−= Аналогично находим    f2(t) (рис.2) :     

( ) ( ) ( ) ,3123122)( 0002 −⋅−−−−+= ttttf σσσ  тогда       

( ) .1322 32
2

ppp e
p

e
p

e
pp

pF −− ⋅−⋅−⋅+=   

      6) Найти изображение периодического прямоугольного импульса с 

периодом 2а, изображённого на рис.3.       

   f (t)                                                  

     A

       

       0               a              2a           3a             t  (рис.3)     

           Решение: 

Используя изображение периодического оригинала, находим

( ) .
1

1
1
1

11
1

2
0

2
0

2 papa

paa
p

ap

a
pt

ap ep
A

e
e

p
Ae

p
A

e
dteA

e
tf −−

−
−

−
−

− +
⋅=

−
−⋅=⋅⋅

−
1−=⋅⋅

−
= ∫  

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

Найти изображения функции
№ Оригинал   f(t) Ответ
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1 tt 2cos34sin5 +
( )( )416

12823
22

2

++
+
pp

p

2 625 23 ++− ttt
4

32 62106
p

ppp ++−

3 223 tee tt ++ −−

3

2
2

3
1

1
ppp

+
+

+
+

4 t2sin
( )4

2
2 +pp

5 tet −2

( )31
2
+p

6 tet 23

( ) 42
6

−p

7 tte t sin− ( )
( ) 22 22

12
++

+

pp
p

8 btcht

( ) 222

22

bp
bp

−
+

9 tshte t− ( )
( ) 22 2

12
+
+

pp
p

10 ( )tte t cos3sin2 +−

54
73

2 ++
+
pp

p

11 te t 2cos ( )
( )( )521

32
2

2

+−−
++
ppp

ppp

12 t3cos ( )
( )( )91

7
22

2

++
+
pp

pp

13 tsht
2

2

( )32

2

1
13

−
+

p
p

14 tte t 3sin2−

( )( )22 92

126

++

+

p

p

15 tt t 2sin2

32

2

)4(
162

+
−

p
p

16
∫ −
t

dt
0

2 2cos)( τττ )4(
2
22 +pp

17
τττ τ dtt

t

)(sin
0

−−∫  )12(
1

22 ++ ppp

18 τ
τ

τ

d
t

∫
−−

0

1  )11(ln1
pp

+

19 (t-2)3
4

26
p

p−

20 Lt-1
1−

−

p

p

21 y// (t) - y// (t) - y(t) ,

если y (0) = y/ (0) = 0 и y
(p2-p-1) I(p)
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(t) ← I(p)
22 y/(t)+y(t)+ ∫

t

dy
0

)( ττ ,

если y (0) = 1 и y (t) ÷  Y(p)

1)(12

−++ pY
p
pp

23 y (t) - 2y/ (t), если

y (0) и y (t) ÷  Y(p)

(1 - 2p) Y(p)

24  )(tf

    2 

     0           a              b              t

2p

pbpa −− − 

25

f (t)

     1

   0         1      2     3    4      5     6

)1(
)1(
42

2

p

p

p −

−

−
−




ТЕОРИТИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ
1. Дайте определения оригинала.

2. Запишите преобразование Лапласа.

3. Дайте определения изображения данной функции.

4. Запишите единичную функцию Хевисайда. Укажите её назначение.

5. Сформулируйте свойства изображений.

6. Запишите изображения функций: 

( ) .cos,sin,,,,,0 tttchtsheet tt ββββσ αα −

7. Cформулируйте теорему подобия.

8. Сформулируйте теорему о дифференцировании оригинала.

9. Сформулируйте теорему о дифференцировании изображений.

10.Сформулируйте теорему об интегрировании оригинала.

11.Сформулируйте теорему об интегрировании изображения.

12.Сформулируйте теорему смещения.

13.Сформулируйте теорему умножения.
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14.Запишите интеграл Дюамеля и его изображения.

15.Запишите изображения периодического оригинала.

§ 3. НАХОЖДЕНИЕ ОРИГИНАЛА ПО ЕГО ИЗОБРАЖЕНИЮ. 
            Практическое применение операторного метода требует решения 

обратной задачи – по известному изображению найти соответствующий ему 

оригинал. Оригинал определяется как результат решения интегрального уравнения 

Лапласа:

),()(
0

pFdttf pt∫
∞

− =

где F(p) - известная функция p, а функция f(t) – неизвестная, подлежащая 

определению. 

           Решение этого интегрального уравнения в общем виде может быть 

найдено с помощью методов теории функций комплексного переменного и переход 

от изображения к оригиналу выполняется помощью интеграла Римана-Мелина, 

являющимся формулой обращения интеграла Лапласа:

f (t) = dtpF
i

i
pt∫

+

−

⋅
τσ

ττπ 

)(
2
1

 Вычисления по этой формуле требуют применение методов теории вычетов, 

причем во многих случаях эти вычисления оказываются сложными. Поэтому 

большое значение имеют теоремы разложения, дающие возможность представить 

изображения в виде суммы более простых слагаемых и тем самым упростить 

задачу перехода от изображения к оригиналу. 
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           Первая теорема разложения. Если функция F(p) имеет вид 

F (p) = ∑
∞

=
+=+++

0
13

2
2
10 ...

n
n
n

p
C

p
C

p
C

p
С

  ,

то оригинал определяется соотношением

f (t)= .
!

...
!2!1 0

221
0

n

n

n t
n
CtCtСС ∑

∞

=

=+++

           Вторая  теорема разложения. 

1. Пусть F(p)= )(
)(

pQ
pP

- правильная рациональная несократимая дробь, 

знаменатель Q(p) который имеет лишь простые корни nααα ,...,, 21 - тогда 

F (p) = ,...
)(
)(

12

2

1

1 tk
n

k
k

n

n A
p

A
p

A
p

A
pQ
pP α

ααα
∑

=
→

−
++

−
+

−
= где  )(

)(
/

k

k
k Q

PA
α

α=   или      

kp
k

k pQ
PpPA α

α
=

−⋅=
)(

)()(
          

2. Пусть F(p)= )(
)(

pQ
pP

- правильная несократимая дробь, знаменатель Q(p) 

которой имеет корни ,..., 21 αα   кратности ,..., 21 ΚΚ   соответственно. Тогда 

......
)()()(

)()(
1

1
)1(

1

2

1

1
11

+
−

++
−

+
−

== − ααα p
A

p
A

p
A

pQ
pPpF k

kk , 

где 
1

1

)(
)()( 1

1 α
α

=
⋅−= p

k

pQ
pPpA        

      
/

1
2 )(

)()(
!1

1 1








 −
=

pQ
pPpA

kα
1α=p ,

      
//

1
3 )(

)()(
!2

1 1








 −
=

pQ
pPpA

kα
1α=p ,

      ………………………….
( )11

1

1
1

1

1
)(

)()(
)!1(

1
−

=







 −
−

=
k

p

k

k pQ
pPp

k
A

α

α    … и 

...
)!1(

...
!2

)( 1
1

1111

1

12
3

21 +
−

++⋅++→
−

t
k

kttt

k
tAtAtAApF αααα 
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При отыскании оригинала по известному изображению, кроме теорем 

разложения, используют таблицу 1 и основные теоремы операционного 

исчисления.

Примеры :   Найти оригиналы, соответствующие изображениям.

1. 74
13)( 2 +−

−=
pp

ppF .

Решение :

 Используя соотношение (7) таблицы 1, получаем

3)2(
3

3
5

3)2(
23

3)2(
5)2(3

74
13)( 2222 +−

⋅+
+−

−=
+−
+−=

+−
−=

pp
p

p
p

pp
ppF

)3sin(
3

53cos3)( 22 tttf tt ⋅+= 

2.  56
4)( 2 ++

+=
pp

ppF

Решение :

 Используя соотношение (8) таблицы 1, получаем

4)3(
2

2
1

4)3(
3

4)3(
4

56
4)( 2222 −+

⋅+
−+

+=
−+

+=
++

+=
pp

p
p

p
pp

ppF  

tshtchtf tt 2
2
12)( 33 ⋅+⋅= −− 

3. p

pp
pF 2

22

31)( −−=  .

Решение:

  Используя  теорему запаздывания и соотношение (2) таблицы 1, находим

)2()2(3131)( 0
2

22 −⋅−−→−= − ttt
pp

pF p σ

4. 22 )1(
)(

+
=

p
ppF .

         Решение:

 Имеем  tpF
p

p
pp

p
p

p cos)(
1

;
1

1
1)1( 122222 →=

++
⋅

+
=

+  и tpF
p

sin)(
1

1
22 →=

+
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Используя теорему о свертке;  находим

.sin
2
1)(

;sin
2
1)sin)(sin(

2
1)sin(cos)()(

00
21

tttf

ttdttdtpFpF
tt

=

⋅=+−−=−⋅→⋅ ∫∫ ττττττ

5. 22

2

)1(
)(

+
=

p
ppF

Решение:

  Имеем  ;
11)1( 2222

2

+
⋅

+
=

+ p
p

p
p

p
p

tpF
p

p cos)(
1 12 →=

+       и      tpF
p

p cos)(
1 22 →=

+ .

Используя теорему о свертке, находим

[ ]

( )
tttt

tt

ttdttd

dttdt
p

p

0000

00
22

2

2sin
4
1cos

2
1)2cos(

2
1cos

2
1

)2cos(cos
2
1)(coscos

)1(

−+⋅=−+=

=−+=−⋅→
+

∫∫

∫∫

τττττ

τττττ

  

ttttttt sin
2
1cos

2
1)sin(

4
1sin

4
1cos

2
1 +⋅=−−+= .

Итак, ttt
p

p sin
2
1cos

2
1

)1( 22

2

+⋅→
+ .

      6.  Решим предыдущий пример другим способом. Имеем

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) .sin
1

1

;cos
1

,
1

1
11

222

112

2222

2

pFtft
p

pFtft
p

p

pp
pp

p
ppF

÷=÷
+

÷=÷
+

+
⋅

+
⋅=

+
=

Используя  интеграл Дюамеля (9), находим

[ ]

ttttttt

ttdtd

dttdt
pp

p

tt
tt

t t

sin
2
1cos

2
1)sin(

4
1sin

4
1cos

2
1

)2sin(
4
1cos

2
1)12cos(

2
1cos

2
1

)2cos(cos
2
1)cos(cos

1
1

1
1

00
00

0 0
22

+=−−+=

=−+⋅=−+

=−+=−⋅→
+

⋅
+

⋅

∫∫

∫ ∫

τττττ

τττττ
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7.  )3)(2)(1(
1)(

−−−
=

pppp
pF

Решение:

  Так как знаменатель Q(p)=p(p-1)(p-2)(p-3)

имеет корни 3,2,1,0 4321 ==== αααα , то применяя вторую теорему разложения 

(часть 1), получим

+
−

+
−

+=
−−− 21)3)(2)(1(

1 321

p
A

p
A

p
A

pppp 3
4

−p
A

, где

01 )3)(2)(1(
1

=−−−
⋅= ppppp

pA = 6
1  ,

11 )3)(2)(1(
1

=−−−
⋅= ppppp

pA
2
1=

 ,

21 )3)(2)(1(
1

=−−−
⋅= ppppp

pA
2
1−=  ,

31 )3)(2)(1(
1

=−−−
⋅= ppppp

pA
6
1=  ,

Следовательно, 

)(
6
1

2
1

2
1

6
1

)3(6
1

)2(2
1

)1(2
11

6
1)( 32 tf

pppp
pF ttt =+−+÷

−
+

−
−

−
+⋅= 

8. )4)(1(
1)( 2 ++

−=
pp

ppF

Решение:

  Так как знаменатель Q(p)=(p+1)(p2+4) имеет простые корни 
jj 2,2,1 321 =−=−= ααα  и Q /(p) = 3 p2+2 p+4, то применяя вторую теорему 

разложения (часть 1), получим

jp
A

jp
A

p
A

pp
ppF

221)4)(1(
1)( 321
2 −

+
+

+
+

=
++

−=  , где   

1A  p= -1 
12 )4)(1(

)1)(1(
−=++

+−= ppp
pp

5
2−=

 ,    5
2

1 −=A
;

ippp
pA 222 423

1
−=++

−= = i
i
i

i
i

ii
i

20
3

5
1

48
21

4412
21

4)2(2)2(3
21

2 +=
+
+=

−+−
−−=

+−+−
−−=

  , 

iA
20
3

5
1

2 +=

  ;
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( )

( ) .2sin
20
32cos

5
2

5
2

4
1

10
3

45
2

1
1

5
2

2
1

20
3

5
1

2
1

20
3

5
1

1
1

5
2

,
20
3

5
1

48
21

4412
21

423
1

22

2223

tte
pp

p
p

ip
i

ip
i

p
pF

ьноСледовател

i
i
i

i
i

pp
pA

t

ipip

++−÷
+

⋅+
+

⋅+
+

⋅−=

=
−






 −+

+
⋅





 ++

+
⋅−=

−=
+−
+−=

++−
+−=

++
−=

−

=−=

9.   )1(
1)( 2

2

−
+=

pp
ppF

решение.  Так как Q(p)=p2(p-1) имеет кратный корень 021 == αα  и простой 

корень 13 =α , то применяя вторую теорему разложения, получим

,
1)1(

1)( 32
2
1

2

2

−
++=

−
+=

p
A

p
A

p
A

pp
ppF

A1 p=0 )1(
1

2

2

−
+=

pp
p

  p=0 =-1  , A2    p=0 







−

+
)1(

)1(
2

22

pp
pp

 p=0 =
2

2

)1(
1)1(2

−
−−−

p
ppp

  p=0 
,1

1
1 −=−=

A3 p=1 )1(
)1)(1(

2

2

−
−+=

pp
pp  p=1 =2.

Следовательно,

)(21
1

211)( 2 tft
ppp

pF t =+−−→
−

+−−= 

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

Найти оригинал по заданному изображению
№ Изображение Ответ
1

4
1

2 +p t2sin
2
1

2
9

1
2 −p

t3sin
3
1
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3
3)1(

3
−p

tt 2

2
3

4
54

1
2 ++ pp

tt sin2−

5 542 ++ pp
p           tpp sin2cos 22 −− − 

6
34

1
2 ++ pp

)(
2
1 3tt −− − 

7
522 +− pp

p )2sin
2
12(cos ttt +

8
27

1
pp +− t

t

2
33sin

9
32 2

9
2

2

p

p− )2)(2( −− ttσ

10
3

2

)1( +

−

p

p )2()2(
2
1 )2( −− −− tt tσ

11
9

3
2

1
2

4

+
++

−

−−

ppp

pp  )4(3sin)4()1(2 −−+−+ tttt σσ

12
4

2
4 22 −

−
+

−

p
p

p
p p )1(2)1(22cos −−− tchtt σ

13
22 )4( +p

p tt 2sin
4
1

14
22

2

)1(
1

+
−

p
p tt cos

15
22 )1(

1
+p

)cos(sin
2
1 ttt −

16
)3)(2)(1(

1
−++

+
pppp

p ttt 32

3
2

2
3

6
1

 +−+−

17
)4)(2)(1(

2
2 +−+

+
ppp

p tttt 2sin
5
12cos

10
1

15
1

6
1 2 −−− −

18
)34(

3
2 +−

+
ppp

p tt 321  +−

19
)3()2(

22
2

2

+−
++

pp
pp ttt t 322

5
12

5
4 −++ 

20
23 )2()1( +− pp

p tt ttt 2
2

27
12

54
223 −++−+



ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ:

1. Сформулируйте и запишите первую теорему разложения.

2. Сформулируйте и запишите вторую теорему разложения в случае простых 

корней знаменателя. Запишите формулу для определения коэффициентов этого 

разложения. Приведите примеры.
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3. Сформулируйте и запишите вторую теорему разложения в случае кратных 

корней знаменателя. Запишите формулу для определения коэффициентов этого 

разложения. Приведите примеры.

§4. ПРИМЕНЕНИЕ ОПЕРАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ К РЕШЕНИЮ 

ЗАДАЧ.

        Рассмотрим линейное дифференциальное уравнения

1
)( )( atx n + )()()(...)( 1

)1( tftxatxatx nn
n =+++ −

−  ,                                            (9)

где  naaa ,...,, 21     - действительные числа. Будем предполагать, что искомая 

функция )(tx  и все ее рассматриваемые производные, а также функция  f(t) 

являются оригиналами. Требуется найти решение дифференциального уравнения 

(9), удовлетворяющее начальным условиям:

,)0(,...,)0(,)0( 0
)1()1(

0
/

0
−− =′== nn xxxxxx  

где )1(
0

/
0 ,..., −nxxx   - заданные числа.

        Пусть )()( pxtx ÷  и  )()( pFtf ÷ . Используя теорему дифференцирования 

оригиналов (2) и начальные условия, имеем

                   

....)()(

,...)()(

...,........................................
,)()(

,)()(

)1(
00

1)(

)2(
00

21)1(

00
2//

0
/

−−

−−−−

−−−÷

−−−÷

′−−÷

−÷

nnnn

nnnn

xxppxptx

xxppxptx

xpxpxptx
xppxtx
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             Используя свойство линейности (2), перейдем в уравнении (9) к 

изображениям:

)()())(()...)((...)( 01
2

00
31

1
)1(

00
1 pFpxaxppxaxxppxpaxxppxp nn

nnnnnn =+−+−−−+−−− −
−−−−−  

.    Полученное уравнения называется уравнением в изображениях, 

соответствующим уравнению (9).

     Перепишем последнее уравнение в виде

                       ),()()()( 1 pRpFpxpQ nn −+=⋅

где  )( pQn и )(1 pRn− - многочлены аргумента p соответственно степеней n и n-

1, причем

                nn
nn

n apapappQ ++++= −
−

1
1

1 ...)(  

       Из последнего уравнения находим

                                                  )(
)()()( 1

pQ
pRpFpx

n

n−+=                                              (10)

      Получено, так называемое, операторное решение дифференциального 

уравнения  (9). Оригинал x (t), соответствующий изображению (10), является 

искомым решением уравнения  (9).

     Операторный метод решения дифференциальных уравнений сводится к 

четырем последовательным этапам.

1. От искомой функции  f (t), с помощью преобразования Лапласа переходят к 

изображению F (p).

2. Дифференциальные уравнения для оригиналов, согласно правилам 

преобразования функций, их производных и интегралов преобразуются в 

операторные алгебраические уравнения для изображений.

3. Полученные операторные уравнения решают относительно F(p).

4.  От найденного изображения F(p) с помощью обратного преобразования 

переходят к оригиналу f(t), который является искомым решением.

Совершено аналогично решаются интегральные уравнения, системы 

дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами, системы 

интегральных уравнений и другие задачи.

    Примеры: Найти частные решения дифференциальных уравнений.

1.  x / (t) - 2 x(t) = 0 , если x(0)=1
23



Решение: 

  Пусть x(t), x/(t) - оригиналы и 

                             1)()(
),()(

/ −←

←

ppxtx
pxtx

 

Запишем уравнение в изображениях

                     p x (p) - 1 - 2 x (p)=0

  Решая полученное уравнение, имеем

                    2
1)(
−

=
p

px

Найдем оригинал, соответствующий изображению )( px :

            t

p
2

2
1

→
−

   Итак, искомое решение уравнения ttx 2)( = .

2.  1)('4)( =+′′′ txtx   , удовлетворяющее условиям
     0)0('')0(')0( === xxx  

Решение: Пусть )('''),('),( txtxtx  - оригинал и

                                 
).()('''
),()(''

),()('
),()(

3

2

pxptx
pxptx

ppxtx
pxtx

←
←

←
←

Переходим к уравнению в изображениях

p
ppxpxp 1)(4)(3 =+  ,  откуда

.2sin
8
1

44
1

4
11

4
1

)4(
1

)4(
1)( 22223 tt

ppppppp
px −÷

+
⋅−⋅=

+
=

+
=

      Итак, искомое решение  tttx 2sin
8
1

4
)( −=

3. )2(354 /// −=++ txxx σ , при начальных условиях 1)0(,1)0( / =−= xx          

Решение:

Построим график функции )2(3)( −= ttf σ

      f(t)

 3                         

  0     1     2                                 t  (рис.4)

Пусть )()( pxtx ÷ ,  ),1()()0()()(/ −−=−÷ ppxxppxtx
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.1)1()()0()0()()( 2/2// −−−=+−÷ ppxpxpxpxptx

Найдем изображение правой части дифференциального уравнения 

)2(3)( 0 −= ttf σ . Так как  ,1)(0 p
t ÷σ  то по теорему запаздывания найдем 

p

p
t 2

0
1)2( −÷− σ    и    p

tf
p2

3)(
−

÷  .

Перейдем к уравнению в изображениях 

[ ]
p

pxppxppxp
p2

2 3)(51)(41)(
−

=+++−+  , или 

33)()54(
2

2 −−⋅=++
−

p
p

pxpp
p

Откуда,   54
3

)54(
13)( 2

2
2 ++

+=⋅
++

⋅= −

pp
p

ppp
px p

       По найденному изображению запишем оригинал 

[ ]{ } )()sin(cos)2()2sin(2)2cos(1
5
3)( 0

2)2(2 ttttttpx tt σσ +−−⋅−+−−= −−−   

4. Найти общее решение дифференциального уравнения

                 ttxtxtx t 3cos2)(10)(2)( /// −⋅=++ 

Решение:

   Для получения общего решения уравнения введем произвольные начальные 

условия  2
/

1 )0(,)0( CxCx == , тогда уравнение в изображениях примет вид

9)1(
12)(102)(2)( 2121

2

++
+⋅=+−+−−

p
ppxCppxCpCpxp ,

Откуда 

[ ]2222131
9)1(

12
9)1(

1)(
9)1(

1)(
++

++
++

++
++

+=
p

p
p

CC
p

pCpx .

По найденному изображению восстановим оригинал

tttCCtС ttt 3sin
6
123sin)(

3
13cos 211 ⋅⋅+++ −−−  .

Итак, искомое решение     



 ++= − tCttCtx t 3sin)'(

3
13cos)( 21 ,

где '2C = −+ 21 CC новая произвольная постоянная.

5.Решить интегральное уравнение.
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        ∫ +=
1

6

1ydty  

Решение:

    Примем )(ty - за оригинал )()( pYty ÷ ,   pp
pYdtty 11,)()(

1

6

÷÷∫

Перейдем к уравнению в изображениях pp
pYpY 1)()( += .

Решая последнее уравнение, получим  1
1)(
−

=
p

pY .

Поэтому tety =)( .

6. Найти частное решение системы дифференциальных уравнений:
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7. Найти частное решение системы дифференциальных уравнений
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Решение:

Построим график функций f(t)       

  f(t)

    1

    0      1      2      3      4      5      6                        t

  -1

  -2                                                                          (рис.5)

Функцию )(tf  запишем аналитически ).5,3(2)( 0 −−= ttf σ

Обозначим изображения искомых функций ).()(),()( pYtyptx ÷÷  По теореме 

Дифференцирования оригинала найдем:
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Решая систему алгебраических уравнений относительно x(p),Y(p), получим 
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По найденным изображениям восстановим оригиналы
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

Решить дифференциальное уравнение
№ Уравнение Начальные

условия

Ответ

1 tttxtx 6)()('' 3 +=+ 0)0(')0( == xx 3)( ttx =

2 tetxtx 4)(4)('' =− 0)0(')0( == xx
tshtex t 2

2
12 −=

3 ttxtx 2cos2)(4)('' =+ 4)0(',0)0( == xx
ttttx 2sin

2
12sin2)( +=

4 tetxtxtx 57)(6)('5)('' −=+− 1)0(',1)0( −== xx ttt eeetx 235 3
8

17
8
1)( +−= −

5 0)(5)('4)('' =+− txtxtx 1)0(',0)0( == xx tltx t sin)( 2=
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6
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Решить интегральное уравнение
№ Уравнение Ответ
1 3

0
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3
1))(( tdty

t

∫ =− τττ 1)( =ty

2
∫ −=−
1

0

cos1)cos()( tdty τττ
tty =)(

Решить систему уравнений
№ Система уравнений Начальные

условия

Ответ
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ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ

1. Изложите операторный метод решения дифференциальных уравнений. 

Приведите примеры.

2. Изложите операторный метод решения системы дифференциальных уравнений. 

Приведите примеры.

3. Укажите алгоритм решения задач операторным методом.

§ 5   ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ НАЙТИ ИЗОБРАЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ
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НАЙТИ ЧАСТНОЕ РЕШЕНИЕ ОДНОРОДНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 

УРАВНЕНИЯ.

Уравнение Начальные условия
1 y"- 4y' = 0 y (0) = 1 , y' (0) = 2
2 y"' + y' = 0 y (0) = 0 , y' (0) = -1 , y" (0) = 2
3 y" + 2y' + y = 0 y (0) = 1, y' (0) = 0 
4 y" - 6y' + 5y = 0 y (0) = - 1, y' (0) = 2
5 y" - 5y' = 0 y (0) = 1 , y' (0) = - 1
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6 y" + 25y = 0 y (0) = 3, y' (0) = 4
7 y" + 2y' - 8y = 0 y (0) = 0 , y' (0) = 1 
8 y" + 6y' + 5y = 0 y (0) = 2, y' (0) = 0
9 y" - 2y' +10y = 0 y (0) = 2 , y' (0) = -1 
10 y" - 4y '+ 3y = 0 y (0) = 3 , y' (0) = 1 
11 y" - 8y' - 20y = 0 y (0) = 2,  y' (0) = - 1 
12 y" - 5y' + 4y = 0 y (0) = - 3 , y' (0) = 2
13 y" - 9y = 0 y (0) = 1 , y' (0) = 1
14 y" - 4y' + 4y = 0 y (0) = 0 , y' (0) = 1
15 4y" + 4y' +y = 0 y (0) = 0 , y' (0) = 1 
16 y" + y' - 2y = 0 y (0) = 1 , y' (0) = 1
17 y" - 5y' = 0 y (0) = 1 , y' (0) = 1 
18 y" - 9y = 0 y (0) = 0 , y' (0) = 1
19 y "- y '- 12 = 0 y (0) = 0 , y' (0) = 1
20 y" + 6 y' + 13 y = 0 y (0) = 1 , y' (0) = 0
21 y" - y' -2 y = 0 y (0) = 1 , y' (0) = 0
22 y" + 4y' + 3y = 0 y (0) = 1 , y' (0) = 0
23 y" - 3y' + 2y = 0 y (0) = 1 , y' (0) = 0
24 y" + 3y' - 4y = 0 y (0) = 0 , y' (0) = 1
25 y" + 2y = 0 y (0) = 1 , y' (0) = 1

НАЙТИ ЧАСТНОЕ РЕШЕНИЕ НЕОДНОРОДНОГО 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ.

Уравнение Начальные условия
1 y " + 9y ' = е - 3 t y (0) = 0 , y' (0) = 0
2 y "+ 3y ' = e 2 t y (0) = 0 , y' (0) = 0
3 y "+ y ' = te t y (0) = 0 , y' (0) = 0
4 y "- 3y ' = 3t y (0) = 0 , y' (0) = 1
5 y ' - 9y = t - 2 y (0) = 0 , y' (0) = 0
6 y " + 2y ' + y = 3 y (0) = 1 , y' (0) = 0
7 y " + y ' = 2t y (0) = 4 , y' (0) = - 2
8 y " - 4y ' = t - 1 y (0) = 0 , y' (0) = 0
9 y " - 3y ' - 4y = 2 y (0) = 1 , y' (0) = 0
10 y " - 3y' + 2y = 2e 3 t y (0) = 1 , y' (0) = 3
11 y " + 4y ' = sin t y (0) = 1 , y' (0) = 2
12 y " - 2y ' + y = 4 y (0) = 1 , y' (0) = 0
13 y " - 2y ' + y = 4 y (0) = 1 , y' (0) = 2
14 y " - 2y ' - 3y = e 3 t y (0) = 0 , y' (0) = 0
15 y " - y ' - 6y = 2 y (0) = 0 , y' (0) = 0
16 y " - y ' = e- 3 t y (0) = 0 , y' (0) = 0
17 y " - 2y ' = 3 y (0) = 1 , y' (0) = 0
18 y " - 2y ' + y = 2 y (0) = 0 , y' (0) = 1
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19 y " + y  = e- 3 t y (0) = 0 , y' (0) = 1
20 y " + 3y ' = 3t y (0) = 1 , y' (0) = 1
21 y " - y ' = cos 2t y (0) = 0 , y' (0) = 0
22 y " - y ' = 4e t y (0) = 1 , y' (0) = 0
23 y " - y = sin t y (0) = 0 , y' (0) = 0
24 y " - y ' = cos t y (0) = 0 , y' (0) = 0
25 y " - 2y ' = e 2 t y (0) = 0 , y' (0) = 0

РЕШИТЬ СИСТЕМУ НЕОДНОРОДНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ.

Система уравнений Начальные условия
1





=′++′
′=−+′
.sin
,42

tyxx
yyxx x (0) = 1 , y (0) = 0

2





+=++′
=+−′

.1424
,

tzyz
tzyy y (0) = 0 , z (0) = 0

3





=′+′+′
=−′+′

.122
,

zzy
ezzy t z (0) = 0 , y (0) = 0

4





=′++′
=−′+′

.22
,1

texyy
yyx x (0) = 0 , y (0) = 1

5





++=′
−=′

.
,3

tezyz
ezy z (0) = 0 , y (0) = 0

6





=−′+−′
=++′

.
,023

2teyyxx
yxx x (0) = 1 , y (0) = 0

7





=++−′
=++−′

.01
,01

xyy
yxx x (0) = 1 , y (0) = 0
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8





=−+′
=−+′

.2
,02
texyx

xyy x (0) = 0 , y (0) = 0

9





+=′
=′

.2
,

tshxy
yx x (0) = 0, y (0) = 0

10





=++′
=++′

.
,083

teyxy
yxx x (0) = 1 , y (0) = 0

11







=+−′
=−+′

.
,

t

t

eyxy
eyxx x (0) = 0 , y (0) = 0

12





=′−−′
=+−′

.14
,023

yxx
yxx x (0) = 0 , y (0) = 2

13





+=′
+−=′
.3

,12
yxy
yxx x (0) = 1 , y (0) = 0

14





=+−′
=+++′

.0
,03

yxx
tyxx x (0) = 1 , y (0) = 1

15





−=′
−−=′
.3

,5
yxy

xyex t x (0) = 1 , y (0) = 0

16





−+=′
+−=′

.3
,5
tyxy

yxx x (0) = 0 , y (0) = 1

17





+=′
++=′
.8

,3
yxy

eyxx t x (0) = 0 , y (0) = 0
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18





−−=′
−−=′

.32
,45

yxy
yxtx x (0) = 1 , y (0) = 0

19





=−′
=+′

.42
,32

xy
tyx x (0) = 2 , y (0) = 3

20







+=+′
+=+′

.
,

t

t

exyy
eyxx x (0) = 1 , y (0) = 1

21





++=′
+=′

.12
,2

yxy
yxx x (0) = 0 , y (0) = 5

22





−=′
++=′
.3

,
yxy

tyxx x (0) = 0 , y (0) = 1

23





−=′
−=′

.22
,23
txy

yx x (0) = 0 , y (0) = 0

24





=−+′
=+++′

.0
,042

yxy
tyxx x (0) = 1 , y (0) = 1

25





++=′
+=′

.24
,64

tyxy
yxx x (0) = 1 , y (0) = 0

РЕШИТЬ СИСТЕМУ ОДНОРОДНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ.

Система уравнений Начальные условия
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1





+=′
−=′

.
,

yxy
yxx x (0) = 1 , y (0) = 0

2





=++′
=−+′

.02
,04

yxy
yxx x (0) = 2 , y (0) = 3

3





=−+′
=++′

.02
,022

yxy
yxx x (0) = 1 , y (0) = 1

4





=++′
=+−′

.052
,07

yxy
xyx x (0) = 0 , y (0) = 1

5





=−′+′
=+−′

.0423
,022

xyx
yxx x (0) = 0 , y (0) = 1

6





=+′−′
=′+′

.02
,0
xyx

yx x (0) = 1 , y (0) = -1

7





=−+′
=+−′

.0243
,0

xyy
yxx x (0) = 1 , y (0) = 2

8





=++′
=+−′

.03
,062

xyy
yxx x (0) = 2 , y (0) = -1

9





=+′+
=′−−′

.04
,06

yyx
yxx x (0) = -2 , y (0) = 1

10





=++′
=++′

.0
,03

xyy
yxx x (0) = 1 , y (0) = 1
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11





=−−′
=+−′

.02
,04

xyy
yxx x (0) = 1 , y (0) = 2

12





=++′
=′+−′

.023
,02

xyy
yxx x (0) = 2 , y (0) = -3

13





+=′
+=′

.2
,2

yxy
yxx x (0) = 1 , y (0) = 0

14





−=′
−=′

.3
,5

yxy
yxx x (0) = 1 , y (0) = 0

15





=−+′
=++′

.07
,025

xyy
yxx x (0) = 1 , y (0) = 1

16





=++′
=−+′

.02
,04

xyy
yxx x (0) = 2 , y (0) = 0

17





−=′
+=′

.3
,
yxy

yxx x (0) = 0 , y (0) = 0

18





−=′
+=′

.34
,43

yxy
yxx x (0) = 0 , y (0) = 1

19





=−−′
=+′

.022
,0

yxy
yx x (0) = 0 , y (0) = 1

20





=+′
=+′

.0
,0

xy
yx x (0) = 2 , y (0) = 0
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21





=++′
=−+′

.04
,02

xyy
yxx x (0) = 1 , y (0) = 1

22





+=′
+=′

.2
,2

yxy
yxx x (0) = 1 , y (0) = 0

23





+=′
−=′

.3
,2

yxy
yxx x (0) = 0 , y (0) = 1

24





+=′
−=′

.8
,92

yxy
yxx x (0) = 1 , y (0) = 0

25





−−=′
−=′

.3
,83

yxy
yxx x (0) = 1 , y (0) = 0
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