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1. ВЫПИСКА ИЗ ГОСУДАРСТВЕННОГО ОБРАЗОВАТЕЛЬНОГО 
СТАНДАРТА  ВЫСШЕГО ПРОФЕССИОНАЛЬНОГО ОБРАЗО-
ВАНИЯ

ОПД.Ф.01. Основы механики сплошных сред.
Система многих частиц как континуум. Скалярные, векторные и тензор-

ные поля. Явления переноса. Континуальные уравнения сохранения, уравнение 
состояния, замкнутая система уравнений гидродинамики. Течения в идеальной 
жидкости. Вязкость, турбулентность, закон подобия. Звуковые волны. Ударные 
волны. Сверхзвуковые течения.
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2.  РАБОЧАЯ  ПРОГРАММА

по дисциплине  "Основы механики сплошных сред"

для специальности  010701–"Физика"
                                       
Курс   3                                Семестр  5.              

Лекции  36  час.                        Экзамен    5  семестр.
                                                                                                                                                         

Практические (семинарские) занятия  18 час.    Зачет   (нет).

Лабораторные занятия    (нет).  
                                                                                                                                                                                    
Самостоятельная работа   36 час.
 
Всего  90 часов.

1. ЦЕЛИ И ЗАДАЧИ ДИСЦИПЛИНЫ, ЕЕ МЕСТО В УЧЕБНОМ ПРО-

ЦЕССЕ

1.1 . Цель преподавания учебной дисциплины

Целью преподавания дисциплины является обеспечение уровня знаний 

студентов по данной дисциплине в соответствии с требованиями государствен-

ного стандарта высшего профессионального образования.

1.2. Задачи изучения дисциплины

Основная задача состоит в обеспечении обучения студентов в соответ-

ствии с требованиями государственного стандарта высшего профессионального 

образования.

1.3 .  Перечень дисциплин с указанием разделов, усвоение которых сту-

дентами необходимо для изучения данной дисциплины.

Векторный и тензорный анализ, математический анализ, аналитическая 

геометрия, линейная алгебра.
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1.4 . Перечень основных умений и навыков, приобретаемых студентами 

при изучении дисциплины. 

По завершении изучения дисциплины студент должен:
• Овладеть системой знаний о закономерностях явлений и процессов в меха-

нике сплошных сред на базе феноменологических теорий разделов механи-
ки;

• Уметь формулировать математические модели рассматриваемых проблем 
механики, как системы взаимодействующих подмоделей.

2. СОДЕРЖАНИЕ ДИСЦИПЛИНЫ

2.1. Наименование разделов (тем), их содержание, объем в часах лекци-

онных занятий.

1. Предмет механики сплошных сред. Структура реальных тел. Основные гипо-
тезы механики сплошных сред.                                                              (2 час.)
2. Лагранжево и эйлерово описание движения сплошной среды. Скалярные, 
векторные и тензорные поля.                                                                       (6 час.)
3. Тензорная поверхность, главные оси и главные компоненты. Инварианты. 
Шаровой тензор и девиатор.                                                                        (2 час.)
4. Явление переноса.                                                                                     (3 час.)
5. Континуальные уравнение сохранения массы., количества движения, энер-
гии. Уравнение состояния. Замкнутая система уравнений гидродинамики. 
(4час.)
6. Течения в идеальной жидкости.                                                               (4 час.)
7. Вязкость, турбулентность, закон подобия.                                             (6 час.)
8. Звуковые волны. Плоские волны в покоящийся жидкости. Распространение 
звука в неоднородных средах Сферические волны.                           (4 час.)
9. Нелинейные одномерные волны. Решение Римана. Ударные волны. 
    Солитон. Резонансные взаимодействия волн.Нелинейная дисперсия.(3 час.)
10. Сверхзвуковые течения.                                                                         (2 час.)

2.2. Практические занятия, их содержание, объем в часах

1. Лагранжево и эйлерово описание движения                                         (3 час.)
2. Тензорные поверхности второго порядка и вычисление главных компонент и 
главных осей тензора.                                                                               (2 час.)
3. Течения идеальной жидкости.                                                                 (3 час.)
4. Течения вязкой жидкости.                                                                       (2 час.)
5. Гидродинамическое подобие при турбулентности.                              (2 час.)
6. Распространение звука.                                                                            (2 час.)
7. Ударные волны.                                                                                        (2 час.)

6



8. Сверхзвуковые течения.                                                                           (2 час.)

3. КРАТКИЙ КОНСПЕКТ ЛЕКЦИЙ 

ТЕМАТИЧЕСКИЙ ПЛАН ЛЕКЦИОННЫХ ЗАНЯТИЙ

№                           Наименование темы     Кол-во
     часов

     1
Предмет механики сплошных сред. Структура ре-

альных тел. Основные гипотезы механики сплошных 
сред.

2

     2
Лагранжево и эйлерово описание движения 

сплошной среды. Скалярные, векторные и тензорные 
поля.

6

     3
Тензоры. Тензорная поверхность, главные оси и глав-

ные компоненты. Инварианты. Шаровой тензор и девиа-
тор.

2

     4 Явление переноса. 3

     5
Континуальные уравнения сохранения массы, ко-

личества движения, энергии. Уравнение состояния. Зам-
кнутая система уравнений гидродинамики.

4

     6 Течения в идеальной жидкости. 4

     7 Вязкость, турбулентность, закон подобия. 6

     8
Звуковые волны. Плоские волны в покоящейся 

жидкости. Распространение звука в неоднородных сре-
дах. Сферические волны.

4

     9
Нелинейные одномерные волны. Решение Римана. 

Ударные волны. Солитон. Резонансные взаимодействия 
волн. Нелинейная дисперсия.

3

   10 Сверхзвуковые течения. 2
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ИТОГО 36

Тема 1  .   Предмет механики сплошных сред. Структура реальных тел. 
Основные гипотезы механики сплошных сред.

Механика сплошной среды – обширная часть механики, посвященная 
движению газообразных, жидких и твердых деформируемых тел.

В теоретической механике изучаются движения материальной точки, дис-
кретных систем материальных точек и абсолютно твердого тела. В механике 
сплошной среды с помощью и на основе методов и данных, развитых в теорети-
ческой механике, рассматриваются движения таких материальных тел, которые 
заполняют пространство непрерывно, сплошным образом, и расстояние между 
точками которых во время движения меняются.

Помимо обычных материальных тел, подобных воде, воздуху или железу, 
в механике сплошной среды рассматриваются также особые среды – поля: элек-
тромагнитное поле, поле излучений, гравитационное поле (поле тяготения) и 
др.

Можно указать много разнообразных движений жидкостей, газов и 
твердых деформируемых тел, с которыми мы встречаемся при рассмотрении 
явлений природы и при решении многочисленных технических задач.

Многими движениями деформируемых тел мы можем управлять в необ-
ходимой степени, опираясь на повседневный элементарный личный опыт. Обы-
денные жизненные наблюдения создают у нас чувство реальности и «здравого 
смысла», которое часто позволяет верно предсказывать и создавать нужные нам 
механические эффекты.

Однако в сложных случаях требуется особое накопление и концентрация 
схематизированного опыта, требуются специальные методы теоретических и 
экспериментальных исследований. Проведение подобных исследований приве-
ло к созданию и развитию механики сплошной среды как науки.

Легко привести примеры, когда каждый из нас может сразу указать 
способ решения важнейших практических вопросов о движении деформируе-
мых тел, например,  как перелить воду из одного сосуда в другой,  как сохра-
нить теплый воздух внутри помещения, как защитить себя от ветра и дождя и т. 
п. Вместе с тем существует множество других вопросов,  на которые можно 
дать ответы только на основании специальных знаний. Например, какова ско-
рость вытекания газа из отверстия в баллоне, в котором газ находится в сжатом 
состоянии; как будет двигаться в атмосфере воздушный циклон; как можно 
снизить воздушное сопротивление самолета или водяное сопротивление кораб-
ля; как построить телевизионную металлическую башню высотой в 500 м, мост 
с пролетом между двумя ближайшими опорами более, чем километр; что 
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произойдет с увеличением или уменьшением диаметра воздушного винта на 
самолете; что можно сказать о распределении давлений и о движении воздуха 
при взрыве бомбы и т. д.

Отметим сразу, что существует весьма много вопросов и задач, на кото-
рое мы еще не можем дать требуемого удовлетворительного ответа с помощью 
известных нам экспериментальных и теоретических методов. Решение новых 
сложных проблем, имеющих научное и практическое значение, и задач, иссле-
дование которых подготовлено предшествующим развитием науки, составляет 
в настоящее время предмет научно-исследовательской работы.

Примерами новых актуальных проблем являются: снижение сопротивле-
ния тел при движении в воде с большими, порядка 100 м/сек, скоростями; со-
здание и удержание плазмы с температурой в миллионы градусов; выяснение 
особенностей поведения материалов при больших нагрузках и больших темпе-
ратурах (с учетом явлений пластичности, ползучести и т. д.); определение сил, 
действующих на сооружение при взрывах; создание гиперзвукового самолета 
для дальних пассажирских полетов; объяснение общей циркуляции воздуха в 
атмосфере; прогноз погоды; изучение механических процессов в растениях и 
живых организмах; проблемы эволюции звезд, явлений, происходящих на 
Солнце, и другие космические и космологические проблемы.

Прогресс науки и техники в указанных направлениях тесно связан и опре-
деляется исследовательской работой, тем не менее в настоящее время, наряду с 
точными научными данными, в технике большую роль играет также развитый 
«здравый смысл», талант, интуиция и механическое «чутье» конструктора и 
инженера, которые можно развить в результате большого опыта. Не следует ду-
мать, что все строящиеся машины, самолеты, корабли и т. п. могут быть рассчи-
таны и заранее проанализированы во всех деталях. В настоящее время многое 
из творений техники делается так же, как викинги более тысячи лет тому назад 
строили корабли. Тогда не существовало механики как науки даже в зачаточ-
ном состоянии, между тем викинги строили корабли, обладавшие хорошими 
мореходными качествами.

Вместе с тем современная техника  усложнилась настолько, что теперь в 
технике уже нельзя обходиться без науки, без использования накопленного и 
систематизированного опыта. Так же как современное производство немысли-
мо без соответствующей механизации, так и развитие техники сейчас немысли-
мо без опоры на созданную научную базу.

Назовем некоторые наиболее существенно разработанные проблемы ме-
ханики сплошной среды.

Проблема воздействия жидкости и газа на движущиеся в них тела. Силы, 
действующие со стороны жидкости на тело, определяются движением жидко-
сти, поэтому изучение движения тел в жидкости непосредственно связано с 
изучением движения жидкости.

Особым стимулом развития этой проблемы послужили технические зада-
чи о движении самолетов, вертолетов, дирижаблей, снарядов, ракет, кораблей, 
подводных лодок; задачи о создании различных двигательных приспособлений 
– таких, как водяные и воздушные винты, и т. д. и т. п.
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Движение жидкостей и газа по трубам и вообще внутри различных ма-
шин. В этих вопросах основное значение имеют законы взаимодействия жидко-
сти с границами потока и, в частности, величина сопротивления подвижных и 
неподвижных твердых стенок; явления неравномерности в распределении ско-
ростей и т. п. Эти задачи имеют непосредственное значение для проектирова-
ния газопроводов, нефтепроводов, насосов, турбин и других гидравлических 
машин.

Фильтрация – движение жидкости сквозь почву и другие пористые среды. 
Например, в почве постоянно наблюдается движение воды, которое необходи-
мо учитывать при постройке фундаментов различных сооружений (плотин, 
опор, мостов, гидростанций), при создании подземных туннелей и т. д. Большое 
значение фильтрация имеет в нефтяном деле.

Гидростатика – равновесие жидкостей и тел, плавающих внутри и на по-
верхности жидкости; фигуры равновесия вращающихся масс жидкости под дей-
ствием сил ньютонианского тяготения.

Волновые движения. Распространение волн в твердых телах; волны на по-
верхности моря; волны, вызываемые движением корабля; распространение 
волн в каналах и реках; приливы; сейсмические процессы; звуковые колебания; 
общая проблема шума в различных средах и т. д.  Окружающая нас среда (жид-
кости, газы, твердые тела и различные поля) постоянно находится в состоянии 
вибраций и различных распространяющихся во времени и по объектам возму-
щенных движений. Ясно, что эти явления играют очень важную роль в нашей 
жизни и существенны при решении многочисленных технических вопросов. 

Неустановившиеся движения газов с химическими превращениями при 
взрывах, детонации и горении, например в потоке воздуха в цилиндрах 
поршневых машин или камерах реактивных двигателей и т. д.

Защита твердых тел от сгорания и сильного оплавления при входе с 
большими скоростями в плотные слои атмосферы.

Теория турбулентных движений газов и жидкостей, представляющих со-
бой в действительности очень сложные нерегулярные, случайного характера 
движения, пульсирующие около некоторых средних регулярных процессов, ко-
торые в рассматриваемых и ставящихся задачах существенны с практической 
точки зрения. Подавляющее число движений газов и жидкостей в космических 
облаках и звездах, в атмосфере Земли, в реках, каналах, в трубопроводах и дру-
гих разнообразных технических сооружениях и машинах имеет турбулентный 
характер. Отсюда ясна огромная важность теории и экспериментов, посвящен-
ных изучению турбулентности. Исследования по турбулентности до настояще-
го времени еще никак нельзя считать достаточными для понимания многих осо-
бенностей и закономерностей природы таких сложных движений.

Проблемы описания движений очень сильно сжатых жидкостей и газов с 
учетом усложненных физических свойств сред в таких состояниях, особенно 
при наличии высоких температур. Существуют интересные  и важные отрасли 
техники, в которых необходимо иметь дело с телами, подверженными большим 
давлениям (порядка многих тысяч и миллионов атмосфер), например при ис-
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кусственном изготовлении алмазов, при применении взрывов для штамповки 
деталей некоторых конструкций и во множестве других случаев.

С другой стороны, очень важны явления, происходящие в сильно разре-
женных газах. При изучении различных процессов, связанных с движением 
сред при большом вакууме в лабораторных опытах, в космическом про-
странстве, в атмосферах планет и звезд, также требуется применять методы ме-
ханики сплошной среды.

Проблемы магнитной гидродинамики и исследования движений ионизи-
рованных сред – плазмы, с учетом их взаимодействий с электромагнитным по-
лем в настоящее время приобретают первостепенное  познавательное и техни-
ческое значение. В частности, такие явления нужно изучать при создании маг-
нитогидродинамических генераторов электрического тока, в которых происхо-
дит непосредственное превращение энергии движения плазмы в энергию элек-
трического тока. Отметим также, что решение проблемы использования термо-
ядерной энергии теснейшим образом  связано с разрешением задач о поведении 
высокотемпературной плазмы в сильных магнитных полях.

Наука о прогнозе погоды – метеорология – в значительной степени пред-
ставляет собой изучение движения воздушных масс в атмосфере Земли и яв-
ляется важным разделом механики сплошной среды, тесно связанным с множе-
ством других разделов физики.

Основные проблемы астрофизики и космогонии изучаются в рамках меха-
ники сплошной среды. Сюда относятся вопросы о внутреннем строении звезд и 
строении их фотосфер, о движении туманностей и космических облаков, 
вспышках и взрывах переменных звезд, о колебаниях цефеид и, наконец, основ-
ная задача о развитии галактик и о строении и эволюции Вселенной.

Значительная часть механики сплошной среды посвящена исследованию 
движений и равновесий «твердых» деформируемых тел.

Теория упругости является основой для создания всякого рода сооруже-
ний и всевозможных машин. В настоящее время приобретают все большее зна-
чение разделы механики, посвященные изучению усложненных упругих 
свойств тел и учету неупругих эффектов в твердых телах таких, как пластич-
ность, связанная с появлением остаточных деформаций, ползучесть, связанная с 
постепенным нарастанием деформаций при неизменных внешних нагрузках и с 
жаропрочностью частей машин (явления ползучести проявляются при дол-
говременной работе различных конструкций, а в случае работы конструкций 
при повышенных температурах – и в короткие промежутки времени).

Большое значение имеют изучение различных видов усталости материа-
лов, учет явлений наследственности в процессах движения и равновесия тел.

С появлением и использованием новых полимерных материалов стано-
вится совершенно необходимым учет их внутренней физической структуры, ко-
торая может изменяться в процессе протекания интересных для практики явле-
ний.

Наконец, большое значение имеют работы, посвященные общей задаче о 
прочности и о разрушении конструкций из различных материалов. Эта важней-
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шая практическая задача до сих пор еще не имеет ясного удовлетворительного 
решения.

Можно упомянуть еще о механических проблемах, связанных с движени-
ем всякого рода смесей, с движением песков, снега и различных грунтов, спла-
вов, жидких растворов, суспензий и эмульсий, жидкостей с полимерными до-
бавками и т. д. и т. п. Интересны проблемы кавитации, характеризующейся об-
разованием и исчезновением в движущейся жидкости пузырьков и больших ка-
верн, наполненных газами и парами жидкости.

Нужно особенно подчеркнуть, что в последнее время вопросы технологии 
производства на химических предприятиях базируются на механических иссле-
дованиях движений соответствующих сплошных сред.

Важны новые современные теории, в которых исследуются проблемы вза-
имодействия мощных лазерных лучей с различными телами – задачи нелиней-
ной оптики, взаимодействия движущихся тел с электромагнитными полями. Та-
кие взаимодействия в макроскопических масштабах существенно связаны с эф-
фектами, описываемыми в рамках квантовой механики. аналогичное положение 
встречается при описании макроскопических свойств тел, связанных с движе-
нием при очень низких температурах или с учетом намагниченности и электри-
ческой поляризации.

В последнее время ставится очень много исследований в области биоло-
гической механики, в частности строятся механические модели, позволяющие 
описывать распространение возбуждений по нервам, механизмы перемещений 
вирусов, бактерий и других мелких организмов в различных средах, плавание 
рыб и т. д. Построены модели для описания движения крови в живых организ-
мах и сокращения мышц.

Основные гипотезы
При изучении движения тел необходимо опираться на них реальные свой-

ства. Как известно, все тела представляют собой совокупности разного сорта 
молекул и атомов. Иногда тела могут быть ионизированными, т. е. состоящими 
из электронов, ионов (атомов и молекул с лишними или недостающим числом 
электронов) и нейтральных частиц.

Радиус ядра атома имеет порядок 10-13 см, радиус молекулы водорода 
1,36*10-8см, т. е. радиус ядра атома много меньше радиуса молекулы, и в то же 
время именно в нем сосредоточена основная масса вещества: масса электрона 
9,1066*10-23 г, масса протона 1,6724*10-24 г.

При обычных условиях (температура 00С, атмосферное давление на уров-
не моря) в объеме воздуха в один кубический сантиметр содержится 
N=2.687*1019 молекул. Если взять кубик с ребрами в одну тысячную сантимет-
ра, что нередко лежит за пределами повседневной точности измерения длин в 
технике, то и в нем будет находиться 27*109 частиц. На высоте 60 км, что на-
много больше «потолка» современных самолетов, число частиц в атмосфере N= 
8*1015  1/см3. в межзвездной среде, где имеется сильно разряженный газ, N=1 
1/см3 = 1015 1/км3. расстояние в километр мало по сравнению с характерными 
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космическими расстояниями, поэтому даже межзвездный газ можно рассматри-
вать как среду с очень большим числом частиц в малых объемах.

На Луне нет атмосферы, там N= 1010 1/см3, т. е. в 2,7 миллиарда раз мень-
ше, чем у поверхности Земли. Такого сильного вакуума в лабораторных услови-
ях на Земле практически не получают. При таком вакууме при соприкоснове-
нии веществ во многих случаях происходит их сваривание.

Для железа (Fe) N=8,622*1022 1/см3, плотность 
8.7≈Feρ  г/см3,

а плотность ядерного вещества

14
яд.вещ.Fe 10*1.16ρ ≈ г/см3,        14

яд.вещ.FeFe 10*7/ρρ −≈ .

Мы видим, что объемы, занимаемые телами, много больше объемов, в ко-
торых, собственно говоря, сосредоточено само вещество.

Итак, все тела, по существу, «состоят из пустоты» и в то же время в прак-
тически малых объемах пространства, занятого телом, всегда заключено 
большое число частиц.

Атомы и молекулы находятся в постоянном хаотическом движении
При обычных атмосферных условиях средняя скорость срυ  молекул водо-

рода 1692 м/сек (больше скорости современного пассажирского самолета). Мо-
лекулы все время «сталкиваются» друг с другом, путь свободного пробега мо-
лекулы водорода в обычных атмосферных условиях 610*2,11 −=  см. Для кис-
лорода срυ =425 м/сек, 610*5,6 −=  см, т. е. одна молекула за 1 секунду сталки-
вается 6,54*109 раз.

Между частицами имеются определенные взаимодействия. В разрежен-
ных газах они связаны только со столкновениями. В жидкостях и твердых телах 
частицы расположены ближе, и в них существенны силовые или квантовые вза-
имодействия.

Силы, обеспечивающие прочность и упругость тел, имеют электрическую 
природу и, грубо говоря, сводятся к силам Кулона и к взаимодействиям элемен-
тарных магнитов. Что касается ядерных сил и сил слабого взаимодействия, то 
они проявляются только при ядерных, когда частицы взаимодействуют на близ-
ких расстояниях друг от друга. Для того чтобы сблизить частицы, требуется ко-
лоссальная энергия, которая может возникать за счет хаотического движения 
частиц при температурах в многие миллионы градусов.

Введем понятие сплошной среды. Все тела состоят из отдельных частиц, 
но их много в любом существенном для нас объеме, поэтому тело можно при-
ближенно рассматривать как среду, заполняющую пространство сплошным об-
разом. Воду, воздух, железо и т. д. будем рассматривать как тела, целиком за-
полняющие некоторую часть пространства.

Континуумом можно считать не только обычные материальные тела, но и 
различные поля, например электромагнитное поле.
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Эта идеализация, в частности, необходима потому, что мы хотим при ис-
следовании движения деформируемых тел использовать аппарат непрерывных 
функций, дифференциальное и интегральное исчисления.

Под пространством понимают совокупность точек, задаваемых с помо-
щью чисел, которые называются координатами.

Будем рассматривать непрерывные метрические  многообразия – про-
странства, в которых определены расстояния между точками. Примером метри-
ческого пространства может служить обычное трехмерное евклидово про-
странство, точки которого задаются с помощью единой для всего пространства 
декартовой системы координат x, y, z и расстояние между двумя точками кото-
рого x1, y1, z1   и  x2, y2, z2  определяются по формуле

2
21

2
21

2
21 )()()( zzyyxxr −+−+−= .                

В любом ли пространстве можно ввести единую для всего пространства 
декартову систему координат? Рассмотрим для простоты двумерные про-
странства. Очевидно, что на плоскости всегда можно ввести единую для всей 
плоскости декартову систему двух координат. На поверхности сферы, кривизна 
которой не равна нулю, этого сделать нельзя, т. е. нельзя на сфере ввести систе-
му двух координат так, чтобы расстояние между двумя любыми точками на 
ней, рассчитываемые как длина дуг больших кругов, определялись вышеуказан-
ной формулой. На сфере декартову систему координат можно ввести только в 
малой окрестности каждой точки. В случае трехмерных метрических про-
странств также не всегда можно ввести единую для всего пространства трех-
мерную декартову систему координат.

В дальнейшем мы в основном будем рассматривать только такие про-
странства, в каждом из которых можно ввести единую для всех точек декартову 
систему координат. Такие пространства  называются евклидовыми, а развивае-
мая на их основе механика носит название ньютонианской. Опыт показывает, 
что физическое действительное пространство в не очень больших масштабах  с 
большой точностью можно считать евклидовым.

Понятие времени связано с опытом и необходимо в механике. Любое ме-
ханическое явление описывается с точки зрения какого-либо наблюдателя. Вре-
мя, вообще говоря, может зависеть от применяемой системы отсчета наблюда-
теля.

Мы будем считать, что время течет одинаково для всех наблюдателей – в 
поезде, самолете, аудитории…Следовательно, мы будем пользоваться абсолют-
ным временем – идеализацией, которая пригодна для правильного описания ре-
альности не всегда, а только тогда, когда не учитываются эффекты теории от-
носительности.

Итак, будем рассматривать движение сплошной среды – континуума в ев-
клидовом пространстве и будем пользоваться абсолютным временем. Таким об-
разом, выше введены три фундаментальные гипотезы, с использованием кото-
рых будет строиться теория движения деформируемых тел. Выводы из теории, 
основанной на этих гипотезах, часто, но не всегда, согласуются с опытом. В 
нужных случаях принятую модель пространства и времени можно уточнять и 
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обобщать. Однако все дальнейшие обобщения строятся с учетом и на основе 
механики Ньютона, базирующейся не описанных выше фундаментальных гипо-
тезах. Сущность этих гипотез более понятной из развиваемой далее теории.

Тема 2  .   Лагранжево и эйлерово описание движения сплошной среды. 
Скалярные, векторные и тензорные поля.

В рамках классической механики все частицы сплошной среды отличимы 
друг от друга – индивидуализированы. Каждой индивидуальной частице ста-
вится в соответствие тройка чисел ( 321 ,, ξξξ ). Такая тройка называется лагран-
жевыми координатами соответствующей индивидуальной частицы. Лагранже-
вы координаты используются, чтобы указать эту частицу, т. е. служат ее 
«именем», так же, как номера служат «именами» частиц, когда последние рас-
положены дискретно. В качестве лагранжевых координат частицы обычно ис-
пользуются координаты точки, в которой эта частица находилась в начальный 
момент.

Движение сплошной среды и происходящие процессы описываются поля-
ми физических величин (скорости, давления, температуры и т. д.). Если эти ве-
личины рассматриваются как функции лагранжевых координат  ( 321 ,, ξξξ ) и 
времени t, то описание называется лагранжевым или материальным. При этом 
подходе события описываются как происходящие с индивидуальными частица-
ми. Основной кинематической характеристикой при лагранжевом описании яв-
ляется закон движения сплошной среды. Для всякой частицы ( 321 ,, ξξξ ) во 
всякий момент t закон движения указывает ее положение (относительно вы-
бранной системы отсчета) – вектор ),,,( 321 tξξξr  трехмерного евклидова про-
странства. Если в этом пространстве выбрана система координат (установлено 
взаимно-однозначное соответствие r ↔ (x1, x2, x3)  векторов и троек чисел), то 
закон движения описывается также функциями 

),,,( 321 tfx ii ξξξ= ,     i = 1, 2, 3.
Скорость и ускорение частиц сплошной среды определяется соотношени-

ями

,),(),(
t

trt
∂

∂= ξξυ                         
t

tt
∂

∂= ),(),( ξυξa ,   где ),,( 321 ξξξξ = . Во-

обще скорость изменения некоторой величины А в индивидуальной частице 
сплошной среды называется индивидуальной, или материальной, или полной 
производной по времени этой величины. При лагранжевом описании – это про-

сто частная производная t
tА

∂
∂ ),(ξ .

Физические величины, характеризующие движение  сплошной среды и 
происходящие процессы, можно рассматривать как функции пространственных 
координат (x1, x2, x3) и времени t. При этом подходе события описываются как 
происходящие в точках пространства. Такое описание называется  эйлеровым 
или пространственным. Основной кинематической характеристикой при эйле-
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ровом описании является поле скорости ),( txυ ,                      где    х = (x1, x2, 
x3). Вектор ),,,( 321 txxxυ  –  это скорость частицы сплошной среды, которая в мо-
мент t находится в точке пространства с координатами (x1, x2, x3). Индивидуаль-
ная производная по времени величины А при эйлеровом описании обозначается 

t
txA

∂
∂ ),( и вычисляется по формуле

3
3

2
2

1
1

),(),(),(),(),(
x

txA
x

txA
x

txA
t

txA
t

txA
∂

∂+
∂

∂+
∂

∂+
∂

∂=
∂

∂ υυυ . Здесь ),,(11 txυυ =  

),(22 txυυ =  и ),(33 txυυ =   – компоненты  вектора скорости среды ),( txυ  в си-
стеме координат xi .

В частности, ускорении a(x, t) при эйлеровом описании находится  по 
формуле

3
3

2
2

1
1

),(),(),(),(),(),(),(),(
x

txtx
x

txtx
x

txtx
t

txtx
∂

∂+
∂

∂+
∂

∂+
∂

∂= υυυυa υυυ .

Лагранжев и эйлеров подходы эквивалентны: если события описаны в 
рамках одного из них, то описание в рамках другого подхода получается при 
помощи простой процедуры.

Чтобы перейти от лагранжева описания к эйлерову, нужно соотноше-
ния, выражающие закон движения

),,,( 321 tfx ii ξξξ= ,     i = 1, 2, 3,
Разрешить относительно лагранжевых координат, т. е. найти функции

),,,,( 321 txxxgααξ =      =α 1, 2, 3.
Тогда для всякой величины А, лагранжево описание которой ),,,( 321 tА ξξξ  

известно, эйлерово описание находится как сложная функция
)),,(),,(),,(( 321 ttxgtxgtxgA .

Чтобы перейти от эйлерова описания к лагранжеву, находят решение си-
стемы обыкновенных дифференциальных уравнений

),,,( 321 txxx
t
x

i
i υ=

∂
∂

,    i = 1, 2, 3, 

удовлетворяющие начальным условиям

101 ζ==tx ,   202 ξ=−tx ,    303 ξ==tx .

Это решение ),,,( 321 tfx ii ξξξ= , i = 1, 2, 3, найденное для всевозмож-
ных значений параметров ),,( 321 ξξξ , и есть закон движения, а ),,( 321 ξξξ  – ла-
гранжевы координаты частиц. Тогда для всякой величины ),,,( 321 txxxВ , эйле-
рово описание которой известно, лагранжево описание находится как сложная 
функция

                                      )),,(),,(),,(( 321 ttftftfB ξξξ .
В задачах этого параграфа x1, x2, x3  – пространственные декартовы коор-

динаты, 321 ,, ξξξ  – лагранжевы координаты.
Скалярные и векторные поля.
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Различают поля скалярные, векторные, тензорные. Примером скалярного 
поля является поле плотности в сплошной среде. Поле плотности – это область 
пространства, занятого сплошной средой, в каждой точке которой задана функ-
ция плотности от координат и времени ).,,,( tzyxρ

Поле скоростей.
   Точка зрения Эйлера открывает дорогу для применения векторного ана-

лиза, название многих терминов которого указывает на тесную связь их с гид-
родинамикой. Особенно плодотворным является  рассмотрение векторного 
поля скоростей, для которого рассмотрим определения векторного анализа.

Линиями тока называются линии, которые характеризуются тем, что для 
данного момента времени t касательная к линии тока в любой ее точке совпада-
ет по направлению со скоростью; дифференциальные уравнения линий тока бу-
дут:

),,,(),,,(),,,( tzyx
dx

tzyx
dx

tzyx
dx

zyx υυυ
== ,

где t играет роль параметра.

Через каждую точку поля, в которой функции zyx υυυ ,,  не обращаются в 
нуль одновременно  в  данный   момент   времени,  проходит  только одна ли-
ния  тока,   как  это следует из теоремы существования для системы урав-нений 
линий тока, в предположении, например,  что zyx υυυ ,,  однозначные и не-
прерывные  вместе   с  их   первыми   производными   по координатам функции; 
разные  особенности могут представиться, если в данной точке   поля скорость 
обращается  в  нуль;  такие  точки  называются критическими или особыми. 
Критические точки могут располагаться  изолированно и могут образовывать 
критические линии  и поверхности. Не анализируя вопроса о наличии, располо-
жении и характере критических точек во всей общности, укажем простейшие 
типы критических  изолированных точек для плоского течения жидкости. В 
этом случае линии тока определяются дифференциальным уравнением

),,(
),,(

tyx
tyx

dx
dy

x

y

υ
υ

= .

Перенося начало координат  в одну из изолированных  критических точек 
и предполагая, что в окрестности рассматриваемой   критической
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                             Рис. 1.

                                                       Рис. 2.
точки функции vx и yυ  разложимы в ряды по целым положительным сте-

пеням координат, мы приведем уравнение линий тока для данного момента вре-
мени к виду

),(
),(
yxQybxa

yxPbyax
dx
dy

+′+′
++= ,

где Р и Q—ряды, начинающиеся с членов по крайней мере второго изме-
рения относительно х и у. Как показывается в курсах дифференциальных урав-
нений, характер критической точки определяется при выполнении  некоторых 
условий видом корней квадратного уравнения  (характеристического):

0)(2 =′−′++′− bababa λλ
Если корни этого уравнения различны, вещественны, отличны от нуля и 

одного знака, то в окрестности критической  точки все линии тока проходят
через критическую точку, касаясь в ней некоторой  кривой  С1, за исклю-

чением  одной линии тока С2 пересекающейся  с С1 под некоторым углом; кри-
тическая точка такого типа называется узлом (рис. 1).  При равных вещест- 
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                         Рис. 3                                                      Рис. 4

                                                           Рис. 5
венныx корнях,  отличных от нуля, линия С3 совпадает с С1 , давая картину вы-
рождающегося узла, или же линии тока будут проходить через критическую 
точку во всех направлениях (рис. 2). Если корни характеристического уравне-
ния вещественны, отличны от нуля и разных знаков, то через критическую точ-
ку проходят только две линии тока С1 и С2; критическая точка такого типа назы-
вается седлом (рис. 3).

Если корни характеристического уравнения   комплексны, то все линии 
тока спиралеобразно завиваются вокруг критической точки, асимптотически

к ней приближаясь (рис.  4); в этом случае критическая точка называется 
фокусом. При чисто мнимых корнях характеристического уравнения и при вы-
полнении некоторых добавочных условий все линии тока в окрестности крити-
ческой  точки могут оказаться замкнутыми  кривыми,  окружающими ее (рис. 
5); критическая точка называется в этом случае центром.

Семейство линий тока, содержа параметр t, будет семейством линий, из-
меняющихся с течением времени; очевидно, что в таком переменном поле тра-
ектории жидких частиц не будут вообще совпадать с линиями тока; для посто-
янного поля скоростей, когда вектор скорости в каждой точке не будет менять-
ся с течением времени, линии тока будут оставаться неизменными и будут слу-
жить траекториями жидких частиц. Движение жидкости в этом случае называ-
ется стационарным или установившимся.

Потоком   скорости   через данную поверхность  S называется поверх-
ностный" интеграл
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∫ ∫∫ ++==⋅
S S

zyxn
S

dxdydzdxdydzSddS υυυυυ


;

очевидно, что   поток скорости выражает объем жидкости, протекающей 
за единицу времени сквозь поверхность S, считаемую неподвижной; при зам-
кнутой поверхности S вытекающий из поверхности объем считается положи-
тельным, а  втекающий — отрицательным.

Расхождением скорости  в данной точке поля называется отнесенный к 
единице объема поток скорости сквозь замкнутую поверхность бесконечно ма-
лого объема τ , окружающего данную точку:

zyx
div zyx

S

Sd
∂

∂+
∂

∂
+

∂
∂== ∫

→

⋅ υυυυ
τ

υ
τ




0
lim ;

из определения  очевидно, что расхождение скорости выражает скорость 
кубического расширения жидкости в области данной точки.

На   основании  теоремы   Гаусса (или последнего свойства расхождения 
скорости), можно выразить поток скорости сквозь замкнутую поверхность че-
рез объемный интеграл от расхождения скорости, распространенный на весь 
объем, заключенный внутри S:

∫∫ =⋅ τυυ ddivSd
S


.

Поле скоростей  называется     соленоидальным  или    трубчатым, если 
расхождение скорости равно нулю в каждой точке поля; следовательно, поле 
скоростей несжимаемой жидкости будет соленоидальным.

Циркуляцией  скорости   по   замкнутой  кривой   с  определенным 
направлением обхода называется линейный интеграл

∫ ∫ ++=⋅
L L

zyx dzdydxrd υυυυ 
,

где dr есть элемент кривой L.,
Вихрь скорости  есть вектор υrot=Ω , определяемый проекциями:










∂
∂−

∂
∂

=Ω

∂
∂−

∂
∂=Ω

∂
∂

−
∂

∂=Ω

.

;;

yx

xzzy

xy
z

zx
y

yz
x

υυ

υυυυ

На основании теоремы Стокса, циркуляция скорости по замкнутому 
контуру равна потоку вихря скорости сквозь любую поверхность, ограничен-
ную данным контуром:

∫ ∫ ⋅=⋅
L S

Sdrotrd .
 υυ

 Уравнение  неразрывности  в переменных Лагранжа. 
Во всех   последующих  выводах при рассмотрении движения жидкости 

мы  предполагаем, что движущаяся жидкость сплошным образом заполняет 
пространство или его  определенную часть и что во время движения не проис-
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ходит ни  потери вещества,  ни его возникновения. Это предположение налага-
ет некоторое условие на изменения плотности и объема  жидкости во время 
движения, носящее название уравнения неразрывности. Обратимся сначала к 
переменным Лагранжа и рассмотрим  два положения одного и того   же  жидко-
го  объема в моменты t0 и   t;   пусть  в   момент t0 жидкий объем τ 0 ограничен 
произвольной  замкнутой поверхностью So, которая  к  моменту  t перейдет в 
некоторую другую, также  замкнутую поверхность S, ограничивающую объем 
τ ;  жидкая  частица, имеющая  в момент t0  координаты x0, y0, z0,  перейдет в мо-
мент t в положение с координатами x, y, z,  причем







==
==

==

),,,,(),,,,(
),,,,(),,,,(

),,,,(),,,,(

3030

2020

1010

tcbafztcbafz
tcbafytcbafy

tcbafxtcbafx

плотность  жидкости ρ 0 в момент t0 перейдет к моменту  t в ρ , причем 
).,,,();,,,( 00 tcbaftcbaf == ρρ  

В этих формулах   а, b, с   суть   координаты Лагранжа, отличающие 
одну частицу от другой в рассматриваемом жидком объеме.  Выражая,  что мас-
са, заключенная в жидком объеме, не изменится при переходе от момента t0 к t,  
имеем:

.
0

0000∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫=
τ τ

ρρ dzdydxdzdydx              

Заменим теперь в обоих интегралах переменные х, у, z переменными а, b,  
с формулам перехода, указанным выше; по известным правилам преобразова-
ния интеграла  при замене  переменных  получим:

,∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫=
τ τ

ρρ dcdbdaDdzdydx           

где D - есть функциональный определитель

.
),,(
),,(

c
z

c
y

c
x

b
z

b
y

b
x

a
z

a
y

a
x

cbaD
zyxDD

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=≡

Перенося  все члены в одну часть и применяя  данные формулы, найдем:

∫ ∫ ∫ =−
τ

ρρ 0)( 00 dcdbdaDD ,

где D0 имеет аналогичное с D значение.
Отсюда, ввиду произвольности взятого первоначально объемаτ 0, в любой 

момент t должно иметь место соотношение
000 =− DD ρρ

или подробнее
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которое и является искомым уравнением неразрывности в переменных Лагран-
жа. Для несжимаемой  жидкости уравнение неразрывности принимает вид:
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Если за а, Ь, с взяты начальные координаты частицы, то ха  =a, yo =b, zo = 
c, и правая часть обращается в единицу.

Уравнение неразрывности в переменных Эйлера. 
Чтобы выразить уравнение неразрывности в переменных Эйлера, приме-

ним уравнение (10.2) к  бесконечно малому объему 0δ τ , переходящему к мо-
менту t в объем δ τ :

,00 const== δ τρδ τρ
откуда, взяв полную производную по времени, получаем:

;0

)(

,0)( =+=
δ τ

δ τ

ρρδ τρ dt
d

dt
dили

dt
d

отношение dt
d
δ τ

δ τ )(
 выражает собой СКОРОСТЬ относительного кубического 

расширения жидкости в данной точке и равно расхождению скорости в этой 
точке.

Таким образом уравнение неразрывности в переменных Эйлера получает 
вид:

.01 =
∂

∂+
∂

∂
+

∂
∂+

zyxdt
d zyx υυυρ

ρ
Уравнение неразрывности после несложных преобразований можно пред-

ставить еще в следующих  равносильных формах:
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.0)()()(

,0ln

=
∂

∂+
∂

∂
+

∂
∂+

∂
∂

=+

zyxt

div
dt

d

zyx ρ υρ υρ υρ

υρ 

Для несжимаемой жидкости, хотя бы и не однородной, обратится в нуль 

t∂
∂ ρ

 (хотя 0≠
∂
∂

t
ρ

 ), и уравнение неразрывности приобретает вид:

.0=
∂

∂+
∂

∂
+

∂
∂

zyx
zyx υυυ

Для стационарного движения 0=
∂
∂

t
ρ

, и уравнение неразрывности получа-

ется в виде:

0=
∂

∂+
∂

∂
+

∂
∂

z
)z(ρ

y
)y(ρ

x
)x(ρ υυυ

.

    Уравнение неразрывности в криволинейных координатах. 

                    Рис. 6.
Для случая общих криволинейных ортогональных координат рассмотрим 

поток через грани элементарной ячейки, образованной тремя парами  смежных 
координатных поверхностей. 

Называя через ds1 , ds2 и ds3 длины ребер ячейки, эквивалентной прямо-
угольному параллелепипеду, а через 321 ,, υυυ  — проекции скорости на оси 
криволинейных координат )(),(),( 321 qqq  (рис. 6), получаем:

;0)()()(
3

3

213
2

2

312
1

1

321
321 =

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂ dq

q
dsdsdq

q
dsdsdq

q
dsdsdsdsds

t
ρ υρ υρ υρ

заменяя ds1, ds2, ds3 через их известные выражения
,333,222,111 dqHdsdqHdsdqHds ===

где  1H ,  2H ,  3H  суть параметры Ламэ:

23



,

,

,

2

3

2

3

2

3
3

2

2

2

2

2

2
2

2

1

2

1

2

1
1







∂
∂+





∂
∂+





∂
∂=







∂
∂+





∂
∂+





∂
∂=







∂
∂+





∂
∂+





∂
∂=

q
z

q
y

q
xH

q
z

q
y

q
xH

q
z

q
y

q
xH

мы приходим к следующему виду уравнения неразрывности:  
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которое после несложных преобразований может быть представлено  еще в та-
кой форме:
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Поле завихренности.

Вектор 
ωυ 

2==Ω rot
называется вектором завихренности движения, или вектором вихря ско-

рости. Этот вектор, как очевидно, характеризует вращение частиц сплошной 
среды. Как следует из формул, циркуляция скорости равна потоку завихренно-
сти сквозь любую поверхность, ограниченную контуром L.

Введенное понятие завихренности поля скоростей позволяет разбить дви-
жения сплошных сред на два класса. К первому отнесем движения, для которых 
выполняется условие:

0==Ω υrot .
Такие движения будем   называть безвихревыми,   или   потенциалъными.  

Но последнее соотношение является необходимым и достаточным условием 
того, что вектор υ  есть градиент некоторой функции ϕ , носящей название  по-
тенциала   скорости,   т. е.

.ϕυ grad=

Так как векторυ  является функцией x, y, z и t, то и потенциал скорости зависит 
от тех же переменных. 

Ко второму классу движений сплошных сред отнесем такие, для которых
0≠υrot .
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Эти движения называются  завихренными.
Рассмотрим  завихренные  движения.   Пусть точки, в которых вектор Ω


 

отличен от нуля, сплошным образом заполняют некоторый объем. В этом   слу-
чае можно говорить, что поле скоростей порождает поле завихренности, ибо 
каждой точке пространства  будет соответствовать вектор Ω


.Так  же, как и для 

поля скоростей, для поля завихренности введем понятие вихревых линий. Под 
последними будем понимать линии, касательные к которым в любой точке сов-
падают с вектором завихренности в данной точке. Согласно определению, диф-
ференциальные уравнения вихревых линий будут

.
zyx

dzdydx
Ω

=
Ω

=
Ω

Так как
,0==Ω υ


rotdivdiv

то поток  завихренности через замкнутую поверхность равен нулю. Действи-
тельно, по теореме Гаусса имеем                                

.0=Ω=⋅Ω=Ω ∫ ∫∫
σ στ

σστ ddddiv n



Выберем в качестве замкнутой поверхности вихревую трубку, ограничен-
ную двумя любыми нормальными с ней  сечениями (рис.  7). Пусть площадь 
этих сечений будет 21 σσ и  . Обозначим через n  век тор нормали к этим сече-
ниям (рис. 4) и через 21 ΩΩ


и  нормальные составляющие векторов завихренно-

сти, действующих на площадках 21 σσ и  , 21 ΩΩ


и . Тогда, так как для поверх-
ности вихревой  трубки нормальная составляющая вектора завихренности рав-
на нулю, то

.2211 Ω=Ω σσ

              Рис. 7                                                             Рис. 8
Величина,  равная произведению площади нормального к вектору вихря сече-
ния вихревой трубки на модуль Ω


, носит название интенсивности вихревой 

трубки, или интенсивности вихря.
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Из последнего соотношения следует так называемая первая теорема 
Гельмгольца, которая гласит: интенсивность вихря остается постоянной 
вдоль вихревой линии.

Так как сечения  21 σσ и вихревой трубки выбраны произвольно, то из по-
следнего равенства следует, что вихревые трубки не могут прерываться, или 
вихревые трубки либо будут замкнуты, либо будут кончаться на границе 
жидкости.

Применим теорему Стокса для вихревой трубки, выбрав в качестве кри-
вой L любой контур, охватывающий трубку. Тогда

,),cos( σσσ Ω=Ω′Ω=′Ω=Γ nn


где σ ′ — площадь сечения трубки, ограниченной контуром L, σ  — площадь 
соответствующего нормального сечения (см.  рис. 6).

В силу последнего равенства имеем следующий результат: интенсив-
ность вихревой трубки равна циркуляции скорости по любому контуру, распо-
ложенному на вихревой трубке и охватывающему вихревую  трубку.

Тема 3. Тензорные поля. Тензоры. Тензорная поверхность, главные оси 
и главные компоненты. Инварианты.  Шаровой тензор и девиатор.

Тензоры  и механика сплошной среды.
Механика сплошной среды имеет дело с физическими величинами, кото-

рые не зависят от выбора системы координат, применяемой для их описания. 
Однако очень часто эти физические величины наиболее удобно изучать в неко-
торой надлежащим образом выбранной системе координат.   Математически та-
кие величины представляются тензорами.

Тензop   как математический объект существует независимо от системы 
координат. В то же время в каждой системе координат его можно задать неко-
торой совокупностью величин, называемых компонентами тензора. Если 
компоненты тензора заданы в одной системе координат, то они определены и в 
любой другой системе, ибо определение тензора  включает закон преобразова-
ния его компонент. Точные определения различных видов тензоров будут да-
ваться далее в тех местах, где они впервые появятся в изложении. 

Физические законы механики сплошной среды выражаются тензорными 
уравнениями. Вследствие линейности и однородности тензорных преобразова-
ний тензорные уравнения, верные в одной системе координат, верны и в любой 
другой. Такая инвариантность тензорных соотношений  относительно  преоб-
разований координат является одной из основных причин того, что тензорное 
исчисление весьма полезно в изучении механики сплошной среды.

Тензоры. Декартовы тензоры. Ранг тензора
Если имеют дело с любым преобразованием одной произвольной системы 

криволинейных координат в другую, то тензоры называют обычными тензора-
ми; если же ограничиваются преобразованиями однородных систем координат, 
то тензоры называют декартовыми. Так как большая часть механики сплошной 
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среды может быть изучена при  помощи декартовых тензоров, в этой книге тер-
мин «тензор» будет означать «декартов тензор», если особо не оговаривается, 
что рассматривается более общий случай.

Тензоры можно классифицировать по рангу, или порядку, в соответствии 
с частным видом законов преобразования, которым они подчиняются. Та же 
классификация отражается и в числе компонент тензора в n-мерном про-
странстве. В трехмерном евклидовом пространстве, таком как обычное физиче-
ское пространство, число  компонент  тензора  равно  3N,   где  N—порядок  тен-
зора. Тензор нулевого ранга задается в любой системе координат в про-
странстве любого числа измерений одной компонентой; такие тензоры   называ-
ются  скалярами и  выражают физические величины, характеризующиеся толь-
ко численным значением. Тензоры первого ранга имеют три координатные 
компоненты в трехмерном пространстве,  называются векторами и представ-
ляют величины, которые характеризуются как численным значением, так и 
направлением. Тензоры второго ранга называются  диадиками и описывают не-
которые характеристики, важные в механике сплошной среды. При математи-
ческом изучении механики сплошной среды также определяются  и  часто  ис-
пользуются  тензоры более высокого  ранга,  в частности третьего и четвертого 
(триадики и тетрадики).

Диады и диадики.

Диадой называется неопределенное произведение двух векторов bиa
 , 

которое по определению задается написанием векторов один за другим, напри-
мер ba

 . Неопределенное произведение в общем случае некоммутативно, т. е. 
abba  ≠ . Диадиком  D


 называется тензор второго ранга; он всегда может 

быть представлен в виде суммы конечного числа диад:
....2211 NNbababaD


+++=

Однако это представление неединственно. В символических обозначени-
ях тензоры второго ранга (диадики) изображаются заглавными жирными буква-
ми, как это сделано выше.

Если в каждой диаде  выше указанной формулы первый и второй сомно-
жители поменять местами, то полученный тензор называется сопряженным ис-
ходному и записывается так:

....2211 NNc abababD 
+++=

Если каждую диаду в сумме D


  в ранее указанной формуле заменить скаляр-
ным произведением соответствующих векторов, то получится скаляр, называе-
мый скаляром диадика D


 и записываемый в виде

....2211 NNs bababaD


⋅++⋅+⋅=
Если каждую диаду в сумме  D


 в первой формуле этот раздела  заменить век-

торным произведением составляющих ее векторов, то результат будет на-
зываться вектором диадика D


 и записываться так:

....2211 NN bababaD


×++×+×=υ
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 Индексные обозначения. Интервал   изменения  индексов и соглашение о 
суммировании.

Компоненты тензора любого ранга и сам тензор можно наглядно и кратко 
представить с помощью индексных обозначений. Эти обозначения состоят в 
том, что к характерной, или основной, букве, представляющей интересующую 
нас тензорную величину, добавляются верхние или нижние буквенные индек-
сы. Типичными примерами, иллюстрирующими употребление индексов, яв-
ляются тензорные символы

.,,,,, pq
ijk

j
iij

j
i RFTba ε

По правилам индексных обозначений буквенный индекс может встре-
чаться в каждом члене один или два раза. Если индекс употреблен один раз,   то 
подразумевается, что он принимает значения 1, 2, ..,, N, где N — заданное поло-
жительное целое число, которое определяет размерность индекса, т. е. интер-
вал его изменения. Неповторяющиеся индексы называются свободными. Тен-
зорный ранг данного члена равен числу свободных индексов в этом члене. Пра-
вильно написанные тензорные соотношения имеют одинаковые свободные ин-
дексы в каждом члене.

Если индекс употреблен дважды, то подразумевается, что этот индекс 
принимает все значения из своего интервала изменения и члены, соответствую-
щие каждому значению индекса из этого набора, суммируются. В этом так на-
зываемом соглашении о суммировании  повторяющиеся индексы часто называ-
ют немыми, так как их замена на любые другие буквы, не использованные в ка-
честве  свободных индексов, не меняет значения члена,  в который они входят. 
Вообще говоря, в правильно написанном выражении ни один индекс не встре-
чается более двух раз. Если для желаемого представления какой-либо   величи-
ны   совершенно   необходимо   использовать   некоторый  индекс более чем 
дважды,  соглашение о суммировании употреблять не следует.

По числу и расположению свободных индексов непосредственно можно 
судить о тензорном характере величины, выраженной в индексных обозначени-
ях. Тензоры первого ранга (векторы) обозначаются основными буквами с од-
ним свободным индексом. Так, любой вектор a  изображается символом с 
единственным верхним или нижним индексом, т, е. в одной из двух форм

., i
i aa

В следующих  выражениях, имеющих только один свободный индекс, 
тоже можно узнать тензоры первого ранга:

kjijk
p
qpikkjij vuRFba ε,,, .

Тензоры второго ранга обозначаются символами с двумя свободными ин-
дексами.Так, произвольный тензор второго ранга  будет D


 записываться в  од-

ной из трех возможных форм
.,,, .

.
ij

i
j

j
i

ij DDилиDD
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В смешанной  форме точка указывает, что j — второй индекс. Тензорные 
величины второго ранга могут выглядеть по-разному, например

.,, .. kkij
ij

jkijip vuBА δ
Логически продолжая вышеуказанную схему,   тензор третьего ранга за-

писывают символом с тремя свободными индексами. А символ, который  не 
имеет связанного с ним индекса, такой, как, например, λ , изображает скаляр, 
или тензор нулевого ранга.

 В обычном физическом пространстве базис состоит из трех не-
компланарных векторов, и любой вектор в этом пространстве полностью зада-
ется своими тремя компонентами. Поэтому индексы у величин iа , представ-
ляющих вектор a  в физическом трехмерном пространстве, принимают значе-
ния 1, 2, 3. Согласно этому, подразумевают, что символ iа  представляет сразу 
три компоненты a1 ,a2, a 3.  Таким  образом, иногда символ iа , можно толковать 
как  i-ю компоненту ВЕКТОРА, а в других случаях — как сам вектор. В трехмер-
ном пространстве, где оба индекса i, j меняются от 1 до 3, символ  ijА  представ-
ляет девять компонент тензора второго ранга A


. Часто тензор ijА  задают по-

дробно, записывая все девять его компонент в виде квадратной таблицы, заклю-
ченной в большие скобки:

.

333231

232221

131211

















=

AAA

AAA

AAA

Aij

Таким же образом компоненты тензора первого ранга  (вектора) в трех-
мерном пространстве можно наглядно изобразить упорядоченными строкой 
или столбцом из компонент в виде

.),,(

3

2

1

321















==

a
a
a

aилиaaaa ii

   В общем случае в N-мерном пространстве тензор n-го ранга будет
Nn компонент.

Удобство индексных обозначений для записи систем равенств  в компакт-
ной форме мы проиллюстрируем двумя следующими типичными примерами. В 
трехмерном пространстве уравнение в индексной записи

jiji zcx =
представляет В развернутой форме три уравнения: 

.
,

,

3332321313

3232221212

3132121111

zczczcx
zczczcx

zczczcx

++=
++=

++=

Сложение декартовых тензоров. Умножение на скаляр.
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Декартовы тензоры одинакового ранга можно складывать (или вычитать) 
покомпонентно согласно следующему правилу:

.......... ijkijkijk TBА =±
Сумма тензоров есть тензор того же ранга, что и слагаемые. Заметим, что 

одинаковые  индексы расположены в одной и той же последовательности в 
каждом члене.

Умножение всех компонент тензора на данный скаляр дает новый тензор 
того же ранга. При умножении на скаляр λ  типичные примеры записи произве-
дения в индексной и в символической форме имеют вид

.,

,,

ABилиAB

abилиab

ijij

ii




λλ

λλ

==

==

Умножение тензоров

Внешним  произведением двух тензоров произвольного ранга называется 
новый тензор, у которого компоненты образованы умножением каждой компо-
ненты одного тензора на каждую компоненту другого. Ранг полученного тензо-
ра равен сумме рангов сомножителей. Типичными примерами  внешних  произ-
ведений являются следующие  выражения:

.);)

;);)

ijkmmijkijkjki

ijkmkmijijji

vгFvб
TDвTbaа

Θ==

Φ==

εα

Как видно из этих примеров, внешние произведения получаются простым 
написанием  перемножаемых тензоров друг за другом. (Заметим, что именно 
эта операция образует из двух векторов диаду.)

Свертыванием тензора по двум свободным индексам называется такая 
операция, когда два индекса обозначаются одной и той буквой, вследствие чего 
они становятся индексами суммирования. В результате свертывания получается 
снова тензор (свертка), порядок которого на две единицы меньше, чем у исход-
ного. Приведем несколько типичных примеров сверток.

 а) Свертки тензора ijТ  и диады jivu :

.
,

332211

332211

vuvuvuvu
TTTT

ii

ii

++=
++=

б) Свертки тензора kij aE :

.

,

,

kkij

jiij

ijij

daE
caE
baE

=

=

=

в) Свертки тензора  kmij FE :
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.

,

,,

ikkjijkmkmii

imjmijjkkiij

ijkkijjmimij

RFEKFE
QFEHFE
PFEGFE

==

==

==

 
Внутренним произведением двух тензоров называется результат операции 

свертывания, примененной к внешнему  произведению данных тензоров, 
причем  совпадающие индексы должны фигурировать по одному в каждом из 
сомножителей. Для справок приведем некоторые часто используемые в механи-
ке сплошной среды произведения тензоров, записанные в индексных и в симво-
лических обозначениях.

Внешнее                 Внутреннее   произведение
произведение           индексные        символические
                                   обозначения       обозначения   

      

kmij

kmij

jki

ji

EE
FE

Ea
ba

                     

imjmij

imjmij

jjii

kiki

ii

BFE
GFE

hEa
fEa

ba

=

=

=
=

          

.)( 2EEE

GFE

haE

fEa

ba











=⋅

=⋅

=⋅

=⋅

⋅

Иногда пользуются свертками тензоров четвертого и более высокого ран-
гов по нескольким парам индексов. Вот два таких примера.

.)(

;:
3EилиEEEвсясвертываетEEE

FEилиFEвсясвертываетFE

mqjmijpqkmij

ijijkmij




Векторное произведение.  Тензор Леви-Чивиты. Бивектор.

Чтобы записать векторное произведение ba
 ×  в индексных обозначени-

ях, удобно ввести тензор третьего ранга ijkε , известный как тензор Леви-Чиви-
ты  (альтернирующий  тензор).  Этот часто  используемый тензор определяет-
ся следующим образом:

















=

значения. одинаковые принимают индекса 3 все или два если е. т.
 3, 2, 1, из киперестанов образуют

kj,i, индексов значения если  0,
3; 2, 1, изку перестанов нечетную 
образуютkj,i, индексов значения если  1,-

3; 2, 1, изку перестанов четную
 образуютkj,i,индексовзначения,1

не

если

ijkε
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С помощью этого тензора векторное произведение  ba
 × = с представ-

ляется в индексной записи так:
.                                       ikjijk cba =ε
Так же можно представить и смешанное произведение :λ=⋅× cba 

kjiijk cbaελ =
Тензор Леви-Чивиты часто используют для выражения величины опреде-

лителя третьего порядка.
Заслуживает внимания то обстоятельство, что ijkε  подчиняется правилу 

преобразования декартовых тензоров третьего ранга только в случае таких 
преобразований, у которых det 1=ija   (например, при повороте  осей). Если же 
преобразование таково, что det 1−=ija   (например,  преобразование отражения 
относительно  одной из координатных плоскостей, в результате  чего  правая 
система координат  превращается  в левую),  то формулу преобразования ijkε  
следует писать со знаком минус.  Такие тензоры называются псевдотензорами.

Объект, определяемый равенством
,jkijki Tv ε=

называется бивектором произвольного декартова тензора  второго ранга 
ijT    и является аналогом в индексных обозначениях  вектора vT  диадика  Т, ко-

торый был определен ранее.

Симметрия диадиков, матриц и тензоров.
 Диадик D


называет  симметричным (или антисимметричным), если он 

равен (или противоположен по знаку) сопряженному с ним диадику cD


. Подоб-
но этому тензор второго ранга ijD  симметричен, если

,jiij DD =
и антисимметричен, если

.jiij DD −=

Поэтому ijD   можно разложить на два слагаемых:

),(
2
1)(

2
1

jiijjiijij DDDDD −++=

или (в сокращенной записи)
[ ] ,)( jiijij DDD +=

где индексами в круглых скобках обозначена симметричная часть ijD , а 
индексами в квадратных скобках — антисимметричная часть. 

Изменение порядка индексов у тензора второго ранга эквивалентно пере-
мене местами строк и столбцов в соответствующей ему матрице; следователь-
но, квадратная матрица А симметрична, если она равна своей транспозиции АТ •  
Таким образом, симметричная А  третьего порядка имеет только шесть незави-
симых компонент и записывается в виде
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Ассимитричная матрица равна своей транспозиции с обратным знаком. 
Поэтому антисимметричная матрица В третьего порядка имеет нули по главной 
диагонали и, следовательно, содержит  только три независимые компоненты. 
Она выглядит так:

.
0

0
0

2313

2312

1312

















−−
−=−=

ВВ
ВВ

ВВ
ВВ Т

Свойства симметрии  можно распространить   на тензоры более высокого 
порядка (выше второго). В общем случае произвольный  тензор называется 
симметричным  относительно пары   индексов, если значение  каждой  его 
компоненты  не  меняется  при  обмене местами  этих индексов. Тензор анти-
симметричен по паре индексов, если замена их друг на друга   ведет к измене-
нию знака, но не абсолютной величины компоненты. Вот примеры свойств 
симметрии у тензоров более высокого ранга:

ikjmijkm RRа =)                    (симметричен по k и j),
                            kijijkб εε −=)                          (антисимметричен по k и i),

jimkijmkjikmijkm GGGGв ===)      (симметричен по i и j, k и m),
jikkjiikjijkг ββββ ===)                         (симметричен по всем индексам).

Главные  значения  и  главные  направления  симметричных
тензоров второго ранга.

В дальнейшем будут рассматриваться только симметричные тензоры с 
действительными компонентами. Это несколько проще в математическом отно-
шении, а так как тензоры, важные для механики сплошной среды, обычно сим-
метричны, то мы не многим жертвуем, принимая такое ограничение.

Для каждого симметричного тензора ijT , заданного в некоторой точке 
пространства, и для каждого направления в этой точке (характеризуемого еди-
ничным вектором in ) существует вектор, определяемый внутренним произведе-
нием

jiji nT=υ .
Здесь ijT  можно рассматривать как линейный векторный оператор, кото-

рый ставит в соответствие направлению in  вектор iυ . Если направление таково, 
что вектор iυ  параллелен in , то указанное внутренне произведение выражается 
скаляром, умноженным на in . В этом случае

jjij nnT λ=
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И направление in  называется главным направлением или главной осью тензора 
ijT . С помощью тождества jiji nn δ=   предыдущему соотношению можно при-

дать форму
0)( =− jijij nT λ δ ,                  

которая представляет систему трех уравнений для четырех неизвестных in  и λ , 
соответствующих каждому главному направлению. В развернутой записи си-
стема, которую следует разрешить, имеет вид

.0)(
,0)(
,0)(

333232131

323222121

313212111

=−++
=+−+

=++−

nTnTnT
nTnTnT
nTnTnT

λ
λ

λ
          

Заметим прежде всего, что при любом λ  существует тривиальное решение in
=0, однако нашей целью является получение нетривиального решения. Кроме 
того, вследствие однородности полученной системы, не теряя общности, можно 
ограничиться только решениями, для которых in in =1. начиная с этого момента 
мы будем требовать, чтобы это условие выполнялось.

Для того, чтобы система имела нетривиальное решение, определитель из 
коэффициентов должен быть равен нулю, т. е.

0=− ijijT λ δ .
В развернутом виде это кубическое уравнение относительно λ :

,023 =−+− TTT IIIIII λλλ
которое называется характеристическим уравнением тензора  ijT , а его скаляр-
ные коэффициенты

[ ]),( ijijiiT TматрицыследTtrTI ==

ijijT

ijijjjiiT

TTIII

TTTTII

det

),(
2
1

==

−=

Называются соответственно первым, вторым и третьим инвариантами тензора 
ijT . Три корня кубического уравнения, обозначенные ),3()2()1( , λλλ называются 

главными значениями тензора ijT . У симметричного тензора с действительны-
ми компонентами главные значения действительны; если все они различны, то 
три главных направления взаимно ортогональны. В главных осях таблица из 
компонент тензора приводится к диагональной форме:

.

00

00

00

)3(

)2(

)1(

















=

λ

λ

λ

T
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Если ,)2()1( λλ =  то диагональный вид тензора не зависит от выбора осей, соот-
ветствующих )2()1( λλ и , и нужно установить главную ось, соответствующую 

)3(λ . Если все главные значения равны, то любое направление является глав-
ным. Если главные значения упорядочены, то принято обозначать из через 

)()()( ,, IIIIII λλλ   и располагать в порядке убывания: .)()()( IIIIII λλλ >>

Тензорные поля. Дифференцирование тензоров.

Тензорное поле ставит в соответствие каждой точке пространства и каж-
дому моменту времени ( x , t) тензор  ),( txT 

, где радиуc- вектор x  меняется  в 
заданной области пространства, a t — в заданном интервале времени. Тензор-
ное поле называется непрерывным (или дифференцируемым), если компоненты 

),( txT 
 являются  непрерывными (или дифференцируемыми) функциями х  и t. 

Если компоненты тензора зависят только от х , то тензорное поле называется 
стационарным.

В ортогональной декартовой системе координат,   где радиус- вектор лю-
бой точки имеет вид

,.ˆii exx =

поля тензоров различного ранга можно записать в  индексных и символи-
ческих обозначениях, например

а) скалярное поле   ),,(),,( tхилиtxi
ϕϕϕϕ ==

б) векторное поле     ),,(),,( txvvилиtxii
 == υυ

в) поле тензора второго ранга    ).,(),,( txTTилиtxTT ijij
 ==

Дифференцирование  компонент тензора по координате ix  обозначается 
дифференциальным оператором д/дхi, или сокращенно в индексной записи i∂ , 
что указывает на то, что это тензорный оператор первого ранга. В символиче-
ских обозначениях для записи этой операции употребляется общеизвестный 
символ ∇  (набла), который расшифровывается как 

.ˆˆ
ii

i
i e

x
e ∂=

∂
∂=∇ 

Частное дифференцирование по переменной ix  иногда изображают ниж-
ним индексом после   запятой,   как   показано   в   следующих примерах:

а) ,i
ix

ϕϕ =
∂
∂

                                       г) ,,
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jki
kj
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xx
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∂∂
∂

б) ,,ii
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∂
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ij T
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x
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ij T
xx

T
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∂∂
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Эти примеры показывают, что при дифференцировании оператор i∂  при-
водит к тензору  на один порядок выше исходного, если i остается свободным 
индексом (случаи «а» и «в»), и к тензору на один порядок ниже исходного, если 
i становится индексом суммирования (случай «б»).

Здесь для справки  приведены некоторые важные дифференциальные опе-
раторы, часто употребляемые   в механике континуума:
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



Девиатор и шаровой тензор.

Очень часто бывает полезно разложить тензор ijσ  на два тензора, один из 
которых (шаровой тензор) имеет вид

,
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где  3/kkM p σσ =−=  -  среднее значение нормального напряжения, а 
второй – девиатор, имеющий вид
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Это разложение описывается формулами
.,3/ DMijkkijij Iилиs ∑+=∑+=


σσδσ

Главные оси девиатора ijs  совпадают с главными осями тензора ijσ . Та-
ким образом, главные значения девиатора равны

.)( Mkks σσ −=
Характеристическое уравнение для девиатора так же, как и характеристическое 
уравнение для тензора, представляет собой кубическое уравнение вида

.0)(,0 33 =−+++=−+ ∑∑ IIIIIIIIIIIIIIIIII sssssssssssилиIIIsIIs
DD

Легко показать, что первый инвариант девиатора D
I ∑  тождественно равен 

нулю, что и объясняет его отсутствие в уравнении.

Тензор деформаций.
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Будем рассматривать движение сплошной среды с точки зрения перемен-
ных Эйлера и выразим через них шесть компонентов деформации.

В связи с этим компоненты малой деформации, представляющие собой 
относительные удлинения, могут быть записаны в виде
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А компоненты малой деформации, представляющие собой сдвиги, - в 
виде
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Чтобы записать компоненты малой деформации в переменных Эйлера, 
будем пользоваться для них следующими обозначениями:
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Шесть компонентов деформации есть функции координат x, y, z точек 
пространства.

Если ввести обозначения:
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То формулы преобразования компонентов деформации примут следую-
щий вид:

).3,2,1,(
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1
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1
=Φ=Φ ∑ ∑

= =
kl

r s
kslrrslk αα

Шесть величин, зависящих от x, y, z и удовлетворяющих последним фор-
мулам преобразования координат, образуют так называемый аффинный ортого-
нальный тензор второго ранга.

Следовательно, можно сказать, что шесть компонентов деформации обра-
зуют тензор, который естественно назвать тензором деформации.

Тензор деформации в каждой точке пространства характеризует деформа-
цию частицы сплошной среды, окружающей данную точку. Обозначим этот 
тензор через Φ  и изобразим, как принято, в виде следующей таблицы:
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Если zyx ,, выбраны вдоль главных осей деформации, то Φ будет вида
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Тензор скоростей деформации.

Формулы преобразования компонентов скоростей деформации будут ана-
логичны обычным соотношениям. Следовательно, они образуют тензор, кото-
рый обозначим Φ . Последний имеет вид
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Тензор Φ  носит название тензора скоростей деформации.

Тензор напряжения.

Подробно исследуем вектор np . Для этого мысленно выделим в сплош-
ной среде элементарный тетраэдр, три грани которого МВС, МАС и МАВ па-
раллельны координатным плоскостям (рис. 9). Внешние нормали к 

                        Рис. 9.
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этим граням будут направлены соответственно противоположно осям Ох, Oy, 
Oz. Внешнюю нормаль к четвертой наклонной грани АВС обозначим n . Пусть 
n  составляет с осями Ох, Oy, Oz углы, косинусы которых назовем соответ-
ственно .,, 321 nnn ααα  тогда, если площадь грани АВС будет σd , то площади 
граней МВС, МАС, МАВ, являясь проекциями σd , будут соответственно рав-
ны

.,, 321 σασασα ddd nnn

Рассматриваемый тетраэдр вместе со всей сплошной средой, к которой он 
принадлежит, находится в движении. Обозначим объем тетраэдра через dV, то-
гда массовые силы, действующие на тетраэдр, будут

.dVFρ



Соответственно массовые силы инерции будут
dVa ρ ,

где a  --ускорение элементарного тетраэдра.
Поверхностная сила, действующая на грань АВС, будет

,σdPn



и в силу того, что внешние нормали к соответствующим остальным граням тет-
раэдра будут –x, -y, -z, поверхностные силы, действующие на них, соответ-
ственно выразятся как

.,, 321 σασασα dpdpdp nznynx −−−


Одно из необходимых уравнений движения тетраэдра, как было указано 
ранее, будет заключаться в том, что геометрическая сумма всех сил, действую-
щих на него, включая силы инерции, равна нулю, т. е.

.0)( 321 =++++− −−− σασασαστρ dpdpdpdpdaF nznynxn


Если h – высота тетраэдра, то объем его будет .
3

σdhdV =

Следовательно, последнее уравнение можно переписать в виде

.0
3

)( 321 =++++− −−− nznynxn pppphaF αααρ 

Прейдя в последнем равенстве к пределу при 0→h , получим
.321 nznynxn pppp ααα −−− −−−= 

Сила хр  есть воздействие на грань МСВ частиц среды, лежащих вне тетраэдра. 
Соответственно хр  будет сила воздействия на ту же грань МСВ частиц, находя-
щихся внутри тетраэдра. Но, в силу равенства действия и противодействия, бу-
дем иметь

.xx pp  −=−

Аналогично запишем
zzyy pppp −=−= −−

 ; .
Отсюда

.321 nznynxn pppp ααα  ++=
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Это равенство указывает, что напряжение np  при произвольной ориентировке 
внешней нормали n  может быть определено, если известны напряжения в той 
же точке для площадок, внешние нормали которых параллельны осям Ох, Oy, 
Oz, и одинаково с ними направлены. Проекции векторов zyx ppp  ,,  на оси x, y, z 
обозначим соответственно

.,,;, zzzyzxyzyyyxxzxyxx pppиpppppp
Эти проекции носят название компонентов напряжения.

Проектируя равенство на оси координат, будем иметь:

.

;

;

321

321

321

nzznyznxznz

nzynyynxyny

nzxnyxnxxnx

pppp
pppp
pppp

ααα

ααα

ααα

++=

++=

++=

Следовательно, компоненты напряжения образуют тензор второго ранга

.
















=

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

ik

ppp
ppp
ppp

P

Этот тензор носит название тензора напряжения. Это симметричный 
тензор, т. е. выполняются равенства:

.;;
..,

xzzxzyyzyxxy

kiik

pppppp
етPP

===
=

Тензор напряжения обладает теми же свойствами, что и тензор деформа-
ции, а именно существуют три взаимно перпендикулярные главные оси тензора 
напряжений, относительно которых тензор напряжения имеет вид

,
00

00
00

3

2

1













=
p

p
p

Pik

где 3,2,1 ppp  -- главные напряжения. Кроме того,  имеет место соотношение:
,321 pppppp zzyyxx ++=++

т. е.  сумма нормальных напряжений на три взаимно перпендикулярных пло-
щадки не зависит от ориентации этих площадок. Компоненты напряжения ха-
рактеризуют внутренние силы, действующие в сплошной среде. Эти компонен-
ты будут изменяться с течением времени t и при переходе от одной точки про-
странства, занятого сплошной средой, к другой. Таким образом, компоненты 
напряжения, являясь функциями t, x, y, z, выражаются в переменных Эйлера.

Главные оси тензора напряжений. Инварианты. Главные компонен-
ты. Тензорная поверхность.
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Как известно, поверхности второго порядка имеют по крайней мере три 
направления r , для которых касательные плоскости σ  перпендикулярны к r . 
Такие направления называются главными направлениями, и для них, очевидно, 
вектор np  ортогонален площадке. В общем случае таких направлений только 
три. Они образуют ортогональный триэдр и называются главными осями тензо-
ра напряжений. Если тензорная поверхность Ф=const – поверхность вращения, 
например сфера, то таких направлений бесконечно много.

Для определения инвариантов тензора напряжений используем уравнение

0

333231

232221

131211

=
−

−
−

λ
λ

λ

ppp
ppp
ppp

или, в развернутом виде,
032

2
1

3 =+−+− III λλλ ,
где

.,, 32
2221

1211

1113

3133

3332

2322
1 IpDetI

pp
pp

pp
pp

pp
pp

Ip ki ==++=α α

Мы получили вековое уравнение. Как известно, если тензор ijp  симмет-
ричный, то это уравнение имеет три действительных корня. Корни 321 ,, λλλ  
этого уравнения определяют напряжения на площадках, ортогональных глав-
ным направлениям (главных площадках),

,,, 333222111 pppppp nnn ====== λλλ
и называются главными компонентами тензора напряжений.

Зная ,,, 321 ppp  найдем компоненты in  векторов n , определяющих глав-
ные направления (при этом надо использовать условие (n *n )=1). очевидно, что 
формулы верны в любой криволинейной системе координат.

Уравнение тензорной поверхности 2Ф= const, т. е. ),,,(2 zyxxxp kiik Φ=∑  
приводится в главных осях x, y, z к каноническому виду

.2 2
3

2
2

2
1 constzpypxpФ =++=

Для компонент тензора напряжений в главных осях имеем

.0 ikприp
pp

ki

iiii

≠=
== λ

На площадках, перпендикулярных к главным осям тензора напряжений, 
отличны от нуля только нормальные составляющие вектора напряжений, а ка-
сательные составляющие вектора напряжений равны нулю. 

Если ,321 ppp ==  то тензорная поверхность тензора напряжений – сфе-
ра.

Мы ввели в рассмотрение главные оси тензора деформаций, тензора 
напряжений и тензора скоростей деформаций. В общем случае все эти оси 
разные. Условия из совпадения связаны, мы увидим в дальнейшем, с сильными 
физическими допущениями относительно свойств рассматриваемых сред.
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Если ,0,0 321 ==≠ ppаp  то в данной точке сплошной среды мы имеем 
чистое растяжение вдоль оси х1 при р1>0, и чистое сжатие при р1<0. Таким об-
разом,  любое напряженное состояние в данной точке сплошной среды можно 
рассматривать как совокупность трех чистых растяжений или сжатий вдоль 
главных осей тензора напряжений.

Коэффициенты векового уравнения являются инвариантами тензора 
напряжений. Они, очевидно, выражаются через корни векового уравнения по 
формулам







=
++=

++= =

.
,

,

3213

3121322

3211

pppI
ppppppI

pppI

С любым другим симметричным тензором второго ранга ikT  в каждой 
точке О также можно связать тензорную поверхность .constdxdxT ji

ij ==Φ  для 
определения направлений главных осей и главных компонент тензора Т приме-
нимо все сказанное выше относительно тензора напряжений.

Темы 4, 5. Явления переноса. Континуальные уравнения сохранения 
массы, количества движения, энергии. Уравнение состояния. Замкнутая систе-
ма уравнений гидродинамики.

Переноса явления – необратимые процессы переноса массы, энергии, им-
пульса, количества движения, заряда, происходящие в неоднородных газах и 
жидкостях вследствие молекулярных перемешиваний. К явлениям переноса от-
носятся: диффузия, термодиффузия, теплопроводность, электропроводность, 
Дюфора эффект, вязкость, термомеханический эффект, термоэлектрические яв-
ления и др.

Явления переноса в газах изучает кинетическая теория газов с помощью 
кинетического уравнения Больцмана; в металлах – с помощью кинетического 
уравнения для электронов в металле, а перенос энергии в непроводящих кри-
сталлах – с помощью кинетического уравнения для фотонов решетки. Общую 
феноменологическую теорию явлений переноса, применимую к произвольной 
системе (газообразной, жидкой или твердой), дает термодинамика необратимых 
процессов. Полная статистическая теория необратимых процессов, которая да-
вала бы общую теорию всех явлений переноса, еще не создана.

Законы сохранения массы.
Поля плотности ),( trρ  и скорости ),( trv 

 связаны друг с другом уравне-
нием, вытекающим из закона сохранения массы. Чтобы убедиться в этом, про-
следим за движением данной частицы массы m∆ . Поскольку эта масса неиз-
менна, то 

0=∆ m
dt
d

.
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Здесь использована полная производная по времени, так как эта производная 
характеризует изменение во времени величины, связанной с движущейся в про-
странстве частицей, в данном случае изменение величины m∆  (полную 
производную по времени часто называют субстациональной производной). На-
помним, что в отличие от полной производной частная производная по времени 
характеризует изменение некоторой величины со временем в данной точке 
пространства (частную производную по времени называют также локальной 
производной).

Учитывая, что Vm ∆=∆ ρ , получим соотношение

,0=∆
∆

+
dt

Vd
Vdt

d ρρ

в котором скорость относительного изменения объема частицы определяется 
полем скоростей. Таким образом, найдем уравнение, связывающее поля плот-
ности и скорости,

.0=+ vdiv
dt
d ρρ

Оно называется уравнением непрерывности. Далее, используя выражение 
для полной производной по времени от плотности частицы

,)( ρρρ gradr
tdt

d +
∂
∂=

получим уравнение непрерывности в другой форме, чаще употребляемой в тео-
ретической физике,

.0=+
∂
∂ vdiv

t
ρ

В тензорных обозначениях уравнение непрерывности приобретает вид:

0=
∂

∂+
∂
∂

i

i

xt
ρ υρ

.

Это дифференциальное уравнение связано с определенным интегральным 
соотношением. Чтобы получить его, рассмотрим фиксированный объем 0V  про-
странства, для которого 

∫ =+
∂
∂

0

.0)(
V

dVvdiv
t

ρρ

Теперь с помощью формулы Остроградского преобразуем объемный интеграл 
от дивергенции в поверхностный интеграл:

∫ ∫=
0 0

,
V

dvdVvdiv
σ

σρρ 

здесь 0σ  – замкнутая поверхность, ограничивающая объем 0V , а σd   – «эле-
мент поверхности», т. е. вектор, равный по абсолютной величине площади эле-
мента поверхности и направленный по орту n , определяющему внешнюю нор-
маль к этому элементу. В результате придем к искомому интегральному соот-
ношению
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∫ ∫−=
∂
∂

0 0

,
V

dvdV
t σ

σρρ 

согласно которому скорость изменения массы среды в объеме 0V  пространства 
равна разности масс частиц среды, втекающих и вытекающих за единицу вре-
мени через поверхность 0σ , охватывающую объем 0V  (в соответствии с приня-
тым определением нормали n  скорость изменения массы положительна, если 
поверхностный интеграл отрицателен, т. е. масса втекающих частиц больше, 
чем масса вытекающих; в противном случае скорость изменения массы будет 
отрицательна). Вектор vρ называется плотностью потока среды.

Продолжая изучать движение данной частицы массы m∆ и учитывая 
определение ее скорости v , как усредненной скорости центра масс, напишем 
закон изменения количества движения частицы в виде

.eF
dt
vdm


=⋅∆

Здесь eF


 – сумма внешних сил, приложенных к частице. Эта сила зависит от 
положения частицы и времени, т. е. должна быть задана векторным полем. 
Силу eF


 следует рассматривать как результат усреднения правой части закона 

изменения количества движения всех молекул, из которых состоит данная ча-
стица среды. Сила eF


 обусловлена, во-первых, силами взаимодействия моле-

кул среды друг с другом и, во-вторых, включает в себя внешние по отношению 
ко всей среде силовые поля. Будем рассматривать среду с весьма малым радиу-
сом действия межмолекулярных сил. Тогда сила, с которой физически беско-
нечно малые частицы среды действуют на данную частицу, проявляется только 
в тонком поверхностном слое этой частицы. Толщиной такого слоя в механике 
сплошных сред заведомо пренебрегают, а силы, с которыми соседние частицы 
среды действуют друг на друга, считают поверхностными силами. Что касается 
внешних силовых полей, то они практически одинаково действуют на все моле-
кулы, находящиеся в объеме V∆ . Поэтому эти силы называются объемными 
силами (если эти силы пропорциональны массе частицы, то их называют массо-
выми силами). Такими силами являются гравитационные и электромагнитные 
силы, а также  силы инерции, которые появляются при излучении движения 
среды относительно неинерциальных систем отсчета.

Итак, в механике сплошных сред предполагается, что сумма всех сил, 
приложенных к данной частице массы m∆ , может быть представлена в виде

,mfFdF e ∆+= ∫
 σ

Где σFd


 – поверхностная сила, приложенная к элементарной площадке σd  по-
верхности частицы, σ∆  – поверхность частицы, а f


– объемная сила, приходя-

щаяся на единицу массы. Относительно поверхностной силы σFd


 предполага-
ется, что она зависит от ориентации площадки, т. е. от направления вектора 

,σσ dnd  =  а также пропорциональна величине σd  этой площадки (рис. 10).
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                        Рис.10                                                    Рис. 11
Иначе говоря, предполагается, что поверхностная сила имеет вид

,kiki dPdF σσ =
т. е. определяется совокупностью величин ikP  и зависит от компонент вектора 

σd , а именно от σσ dnnd kk ),cos( =  (здесь ),cos( knn 
 - косинус угла между ор-

том n  и координатной осью с ортом kn ).
Совокупность величин ikP  является тензором напряжений. Компоненты 

этого тензора являются функциями tr ,  и определяют поле напряжений в среде. 
Компонента ikP   тензора напряжений представляет собой i-тую компоненту 
силы, действующую на единицу поверхности, перпендикулярной оси .kx  
например, на площадку, перпендикулярную к оси х (вектор σd  такой площадки 
направлен вдоль х), действует сила xixi dPdF σσ   (рис. 11). проекции этой силы 
соответственно равны:

.,, xzxzxyxyxxxx dPdFdPdFdPdF σσσ σσσ ===
Отсюда видно, что ххР  - нормальная по отношению к рассматриваемой пло-
щадке компонента плотности силы, а zxух РиР  - касательные компоненты плот-
ности силы.

Теперь преобразуем суммарную поверхностную силу, действующую на 
данную частицу, используя формулу, теорему Остроградского и учитывая ма-
лость частицы:

.V
x
PdV

x
PdPdF

k

ik

V k

ik
kiki ∆

∂
∂=

∂
∂== ∫∫∫

∆∆∆ σσ

σ σ

Наконец, используя формулы и сокращая все члены полученного уравне-
ния на ∆ V, придем к уравнениям движения сплошной среды

           ),3,2,1( =+
∂
∂

= if
x
P

dt
dv

i
k

iki ρρ          

где полная производная по времени

                   .k
k

iii v
x
v

t
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dt
dv

∂
∂

+
∂

∂
=                

Теперь убедимся в том, что закон изменения кинетического момента ча-
стицы приводит к требованию симметрии тензора напряжений. Положим, что 
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кинетический момент частицы и момент сил, действующих на нее, соответ-
ственно равны

[ ]
[ ] [ ] .)(

,
′+⋅∆+=

′+⋅∆=

∫
∆

ee LfrmFdrL

MvrmM




σ

σ     

При этом момент импульса центра масс частицы пропорционален ∆ m и, 
следовательно, является малой величиной порядка  3 (  — характерный размер 
частицы). В то же время момент M ′


 относительно поступательно движущейся 

системы центра масс частицы пропорционален  2⋅∆ m , т. е. является величи-
ной порядка 5 . Момент сил (Le)' относительно центра масс частицы также яв-
ляется величиной более высокого порядка малости по сравнению с другими мо-
ментами сил. Следовательно, слагаемыми M ′


 и (Le)' можно пренебречь. Тогда, 

учитывая, что

,,0
dt
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d ==∆ 

получим  закон изменения кинетического момента частицы в виде                  
[ ] [ ] [ ].frmFdrvrm
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Далее спроектируем обе части данного равенства на координатные оси, 
для чего выразим компоненты векторных произведений через компоненты век-
торов-сомножителей, т. е. запишем момент ускорения и момент сил в виде ан-
тисимметричного тензора второго ранга. Тогда получим
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Затем преобразуем первый поверхностный интеграл из  данного выражения, ис-
пользуя формулу Остроградского. В результате найдем, что
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где ikδ  — символ Кронекера. Поэтому
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Наконец, получая аналогичное  выражение для второго поверхностного 
интеграла, найдем
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Отсюда, ввиду уравнений движения , получим, что
.ijji PP =

Таким образом, тензор напряжений является симметричным тензором, т. е. 
представляет собой совокупность шести независимых компонент. 

Уравнение изменения кинетической энергии. Законы термодинами-
ки

Кинетическая энергия частицы массы ∆ m и полная производная по вре-
мени от кинетической энергии соответственно равны:
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Имея в виду эти выражения,  умножим правую и левую части уравнений 
движения с индексом i на проекцию  iv  скорости, а затем сложим результаты 
умножения для i=l, 2, 3. Тогда получим   уравнение   изменения   кинетической 
энергии
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соответствующее уравнению для системы точек.
Левая часть данного равенства равна полной производной кинетической 

энергии по времени, отнесенной к единице объема, а последняя сумма справа 
является мощностью объемных сил, затрачиваемой при перемещении частицы 
(эта величина также отнесена к единице объема). Что касается двойной суммы 
по i и k, то она содержит члены двух различных типов. Чтобы выяснить их 
смысл представим эту сумму в виде
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Затем воспользуемся соотношением
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Следовательно,
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поскольку 
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причем 0=kiik wP , так как тензор ikP  — симметричен, а kiw  — анти-
симметричен.

Из  вышеуказанных формул  ясно, что выражение  
k
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P
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∂
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равно   разно-

сти, отнесенной к единице объема мощности   
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поверхностных сил на перемещениях частицы и отнесенной к единице объема 
мощности

kiik vP
напряжений,  связанной с деформацией частицы.

Получим другую форму уравнения, справедливую для случая потенци-
альных объемных сил, когда
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(здесь ),( tru e  — потенциальная энергия во внешнем поле, приходящаяся на 
единицу массы). Для этого используем очевидные выражения
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Первое и  второе начала термодинамики. Из уравнений видно, что часть 
мощности объемных сил затрачивается на изменение скорости центра масс ча-
стицы, т. е. на изменение кинетической энергии частицы как целого. Теперь 
рассмотрим внутреннюю энергию частицы, т. е. усредненную по интервалу 
времени t∆  сумму кинетической энергии молекул частицы относительно ее 
центра масс и энергией взаимодействия между молекулами частицы. Измене-
ние внутренней энергии, как показывает опыт, происходит за счет работы 
напряжений на деформации частицы, а также за счет теплообмена между части-
цами. Наличие тепловых явлений приводит к необходимости использовать в 
механике сплошных сред законы термодинамики.

Напомним, что в термодинамике изучаются равновесные состояния ма-
кроскопических систем, т. е. состояния, когда все параметры, описывающие си-
стему, не зависят от времени, а любые стационарные потоми, обусловленные 
каким-либо внешним по отношению к системе источником, отсутствуют.

Важнейшей величиной, характеризующей состояние термодинамического 
равновесия системы и имеющей одно и то же значение у любой макроскопиче-
ской части всей системы, является температура Т (в частности, для одноатом-
ного газа, атомы которого движутся по законам классической механики, темпе-
ратура пропорциональна средней кинетической энергии газа).

Равновесные состояния сред, называемых  простыми, определяются дву-
мя независимыми параметрами, например плотностью и температурой; при 
этом внутренняя энергия и другие величины являются функциями этих пара-
метров, т. е. являются, как говорят, функциями состояния. Однако в механике 
сплошных сред наряду с равновесными состояниями изучаются и нерав-
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новесные состояния, для которых, вообще говоря, нельзя ввести понятия темпе-
ратуры в указанном выше смысле. Тем не менее применение законов термоди-
намики в механике сплошных сред будет оправдано, если ограничиться сравни-
тельно медленными процессами, для которых в каждый момент времени лю-
бую частицу среды, являющуюся достаточно малой, но макроскопической си-
стемой, можно считать находящейся в «своем» равновесном состоянии, а состо-
яния соседних частиц можно считать достаточно близкими друг к другу. Такие 
состояния называются ло  кально равновесными  .

Для среды, находящейся в локально равновесном состоянии, функции со-
стояния частицы являются теми же самыми, что и функции состояния рассмат-
риваемой среды в термодинамическом равновесии с той разницей, что незави-
симые параметры, т. е. аргументы этих функций, в случае термодинамического 
равновесия неизменны, а в случае локального равновесия зависят от положения 
частицы и времени. Например, приходящаяся на единицу массы внутренняя 
энергия е для простой среды, находящейся в равновесном состоянии, определя-
ется из опыта, как функция е( ρ , Т), где ρ  и  Т — постоянны (при наличии 
внешнего поля е = е( ρ  (г), Т). Для той же среды, находящейся в локально рав-
новесном состоянии, внутренняя энергия будет иметь вид

)).,(),,(( trTtree ρ=
Итак, применим к данной частице массы m∆  и объема V∆  первое начало 

термодинамики, т. е. закон изменения энергии с учетом тепловых явлений. Со-
гласно этому закону изменение d(e m∆ ) внутренней энергии частицы слагается 
из работы напряжений VP ikik ∆ε  , связанной с деформацией частицы, и коли-
чества теплоты dQ, получаемой при этом частицей от соседних частиц, т. е.

d(e m∆ ) = VP ikik ∆ε + dQ             
(работа напряжений и количество теплоты не являются полными дифференциа-
лами, поэтому для количества теплоты введено обозначение dQ).

Теплообмен между частицами определяется плотностью потока тепла q


, 
т. е. плотностью среднего потока кинетической энергии молекул относительно 
системы центра масс частицы (положительным направлением этого потока счи-
тается направление внешней нормали n ). Согласно определению вектора q


 ко-

личество теплоты, получаемое частицей от соседних частиц за единицу време-
ни, равно

∫
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Теперь преобразуем предыдущее выражение, относя все члены этого 

уравнения к элементу  времени dt и используя то, что 0=∆ m
dt
d

,  dtvkiki =ε , а 

также используя следующее выражение для потока тепла через поверхность ча-
стицы:
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Тогда получим уравнение изменения внутренней энергии          
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где ikik vP  — мощность напряжений, связанная с деформацией частицы, 
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— количество теплоты, получаемое частицей за единицу времени на единицу 
объема.

Основываясь на уравнениях изменения кинетической и внутренней энер-
гий, нетрудно получить уравнение изменения полной энергии  частицы, равной
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Действительно, складывая почленно  и используя указанные выражения, 
найдем, что
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т. е. полная производная по времени от полной энергии частицы равна сумме 
мощностей объемных и поверхностных сил, действующих на частицу, а так-
же потока тепла через поверхность частицы.

Напомним, далее, содержание второго начала термодинамики. Согласно 
этому закону любая макроскопическая система в равновесном состоянии ха-
рактеризуется функцией состояния— энтропией S; при этом изменение эн-
тропии в результате передачи системе тепла dQ при температуре Т равно

,
T
dQdS =

а процесс передачи тепла должен происходить весьма медленно по сравнению 
с процессом установления равновесия в системе. Такие достаточно медленные 
процессы, называемые квазистатическими, обладают свойством обратимости. 
Действительно, в этом случае любое промежуточное состояние между на-
чальным и конечным состояниями системы является равновесным, поэтому си-
стема в обратном процессе проходит те же состояния, что и в прямом процессе, 
и возвращается в начальное состояние без каких-либо изменений в окружаю-
щих систему телах.
Второе начало термодинамики содержит еще одно утверждение:  если в ре-
зультате передачи тепла dQ с конечной скоростыо при температуре Т систе-
ма перешла из одного равновесного состояния в другое близкое к нему равно-
весное состояние,  то 

,
T
dQdS >

где dS —разность значений энтропии в конечном и начальном состояниях.  
Процессы, происходящие с конечной скоростью, называются неравновесными 
(или нестатическими). Из опыта известно, что практически все неравновесные 
процессы необратимы. Напомним, что необратимыми называются такие про-
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цессы, при которых невозможен возврат системы в первоначальное состояние 
без какого-либо изменения в окружающих телах.             

Из неравенства следует, что в результате неравновесного процесса энтро-
пия изолированной системы (dQ=0) возрастает. Следовательно, изменение эн-
тропии является мерой необратимости процесса в изолированных системах. Та-
кое истолкование физического смысла энтропии подтверждается в статистиче-
ской физике, где показывается, что энтропия связана с вероятностью СОСТОЯНИЯ 
системы, а возрастание энтропии для изолированной системы соответственно 
связано с переходом системы из менее вероятного в более вероятное состояние.

Очевидно, что два последних соотношения  можно объединить в одну 
формулу, вводя обозначение DdQ для разности TdS—dQ; dQD является частью 
механической энергии, необратимо превращающейся в тепло. Тогда второй за-
кон термодинамики можно записать в виде

TdS = dQ + DdQ ,    DdQ > 0;
здесь DdQ =0 для обратимых процессов и DdQ >0 — для необратимых.

Теперь применим второй закон термодинамики к частице сплошной сре-
ды. Относя все члены в последнем равенстве к элементу времени dt, вводя эн-
тропию s, приходящуюся на единицу массы, и учитывая сохранение массы, 
найдем

.
dt

dQ
dt
dQ

dt
dSTm D+=⋅∆

Отсюда получим   уравнение   из  менения энтропия  :
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— диссипативная   функция, равная отнесенной к единице 

объема и единице времени части механической работы, которая необратимо 
переходит в тепло.

В заключение приведем все основные уравнения механики сплошных 
сред, а именно: уравнение непрерывности, уравнения изменения импульса, вну-
тренней энергии и энтропии:
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Это — система шести дифференциальных уравнений в частных производ-
ных с семнадцатью неизвестными функциями, зависящими от координат и вре-
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мени: пятью скалярными величинами ρ , е, Т, s, D, шестью компонентами век-
торов ii qv ,  и шестью компонентами тензора ikP . Таким образом, становится 
очевидным, что для использования системы основных уравнений необходимы 
также допущения о характере среды или движений среды, при которых система 
уравнений стала бы замкнутой.

Основные уравнения и задачи движения идеальной жидкости.

Гидродинамика – это  раздел,   изучающий движения существующих в 
природе жидкостей и газов, совокупность которых принято именовать  общим 
термином жидкость.

 Первоначально ограничим исследование изучением движения жидко-
стей, которые не оказывают сопротивления при скольжении одного слоя по 
другому. Такие жидкости называются идеальными. Идеальная жидкость пред-
ставляет собой понятие абстрактное, так же как, например понятие абсолютно 
твердого тела.  Значительный интерес раздела механики,  изучающего движе-
ние идеальной жидкости, определяется главным образом тем, что вода и воздух 
в ряде задач могут быть приняты за идеальную жидкость.

Так  как идеальная жидкость не оказывает сопротивления  при скольже-
нии одного слоя по другому, ТО взаимодействие отдельных частей жидкости бу-
дет осуществляться только в виде силы нормального давления. Следовательно, 

сдвигающие напряжения будут равны нулю: 0=== zxyzxy ppp

или                                    .zzyyxxn pppp ===

Из последнего соотношения следует, что давление в идеальной жидкости 
не зависит от ориентации площадки, к которой оно приложено.

Нормальное давление направлено внутрь объема или в сторону, противо-
положную внешней нормали. Следовательно, векторы zyx ppp  ,,  для идеальной 
жидкости будут иметь вид

,,, kppjppipp zyx

 −=−=−=

где kji


,,  — единичные векторы прямоугольной системы координат, определя-
ющей пространство, в котором движется жидкость. Аналогично давление на 
произвольно выбранную   площадку с внешней нормалью n  запишем в виде

,0nppn
 −=

где 0n  -- вектор внешней нормали; 0np  носит название  вектора гидродинами-
ческого   давления.

Обращаясь к уравнениям движения в напряжениях, уравнение движения 
идеальной жидкости получаем в виде

.1)( pgradFvgradv
t
v

ρ
−=+

∂
∂ 


Это уравнение Эйлера.
Вместе с уравнением неразрывности
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0=+
∂
∂ vdiv

t
ρρ

в случае сжимаемой жидкости при заданных F


, уравнение Эйлера содер-
жит пять неизвестных: плотность, давление и три компоненты скорости, кото-
рые являются функциями координат и времени.                                

Полученные выражения составляют систему четырех скалярных уравне-
ний относительно пяти неизвестных: .,,,, ρpvvv zyx Следовательно, для их раз-
решения необходимо  дополнительное уравнение. Простейшим из них является 
условие несжимаемости жидкости:

.const=ρ
Жидкость,  подчиняющаяся этому условию,  называется несжимаемой. При 
условии const=ρ  уравнение Эйлера запишем в виде

ρ
pgradFvdradv

t
v −=+

∂
∂ 


)(

и уравнение неразрывности — в виде
div v  = 0.

 Последние три выражения составляют систему уравнений, описывающих дви-
жение идеальной несжимаемой жидкости.

Уравнения состояния.
Основными  параметрами,   определяющими физическое состояние жид-

кости, является плотность ρ , давление р и абсолютная температура Т. Эти па-
раметры состояния не являются независимыми. Жидкости,  плотность которых 
есть функции только давления:

),( pf=ρ
называются  баротропными.                             
Проекции уравнения Эйлера и уравнение неразрывности представляют собой 
систему нелинейных дифференциальных уравнений первого порядка. Их реше-
ние будет содержать произвольные функции и постоянные, которые определя-
ются из граничных и начальных условий.                                                       

Начальные условия имеют вид  при t=0
v =v (x, у, z); p= p(x, у, z); ρ  = ρ  (х, у, z).             

Если  жидкость   ограничена   неподвижной   твердой  поверхностью, нормаль к 
которой n , то граничное условие вдоль нее будет

vn  ⋅ =0,
или

grad F-v =0,                                     
где F(x, у, z) — уравнение поверхности. Это условие  является примером 

кинематического граничного условия, так как оно накладывает ограничение на 
скорость жидкости.

Если жидкость соприкасается с другой неподвижной средой (например, 
вода с воздухом), то вдоль границ этих сред давление будет постоянным: 

р=р0.                                         
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Так как последнее условие накладывает ограничение на поверхностные силы, 
то это равенство является примером динамического граничного условия.       

  Интегралы уравнений движения.
Уравнения  движения идеальной  жидкости не  интегрируются  в общем 

виде. Однако  в некоторых частных предположениях о массовых  силах  и  ха-
рактере движения  удается проинтегрировать уравнения движения жидкости  в 
инерциальной системе координат или получить их первые интегралы.   Эти ин-
тегралы аналогичны теореме о кинетической энергии ньютониан-ской механи-
ки. В гидродинамике  они играют столь же существенную роль, как и в механи-
ке твердого тела, так как позволяют значительно упростить математическую 
сторону поставленных задач.

Интеграл  Бернулли          
Сделаем   следующие   предположения   относительно   движущейся 

жидкости:
1)  жидкость идеальна. Следовательно, ее движение можно описать 

уравнением   Ламба—Громеки;
2)  движение   жидкости   установившееся.   Это  значит,  что   все пере-

менные, входящие в уравнения движения, не зависят от времени  t;
3)  массовые   силы,   действующие   в   жидкости,   принадлежат   к по-

тенциальному силовому полю, т. е. F


=grad U;
4) жидкость  баротропна,  т. е.   ρ =f(p).
Тогда 

.0)
2

(
2

=−+ ∫ Udpvd
ρ

Дифференциал взят при перемещении вдоль линии тока, следовательно, 

,
2

2

лCUdpv =−+ ∫ ρ
где Сл — постоянная для данной линии тока; она вообще меняется при перехо-
де от одной линии к другой.

Полученное соотношение носит название  интеграла Бернулли.
 Если плотность постоянна и массовые силы есть силы тяжести, то, напра-

вив ось z вертикально вверх, найдем
U= -gz.         

Тогда   интеграл Бернулли  приобретает  вид

лCpvgz =++
ρ2

2

,

или                                                  .
2

2

лC
g
p

g
vz =++

ρ
 

      
 Интеграл  Коши    

54



 Перейдем к рассмотрению второго интеграла  уравнений движения. Он 
справедлив при  следующих  предположениях  относительно  движущейся 
жидкости:

1)  жидкость  идеальна;
2)  движение  потенциально,   т. е.   вектор   завихренности   равен нулю: 

Ω


=0, откуда v =grad ϕ ,
3) жидкость баротропна.  Следовательно,  ρ =f (р);
4) .UgradF =



Тогда получим 

,)(
2

2

∫ =−++
∂

∂ tfUdpv
t ρ

ϕ

где f(t) — произвольная   функция  времени.
Полученное соотношение носит название интеграла Коши. Присоединив 

к  данному уравнению уравнение неразрывности, которое при сделанных пред-
положениях будет иметь вид

0=+
∂
∂ ϕρ graddiv

t
p

и  уравнение  состояния
),( pf=ρ

получим систему трех уравнений для трех неизвестных ϕ , ρ  и р. Таким об-
разом, уравнения задачи о движении жидкости значительно упрощаются по 
сравнению с их общим видом.

Предположим, что одновременно выполняются условия интегралов Бер-
нулли и Коши, а именно, пусть: 1) жидкость идеальна; 2) движение установив-
шееся; 3) движение потенциально; 4) жидкость баротропна; 5) внешние силы 
принадлежат потенциальному силовому полю. Тогда получим интеграл  урав-
нения движения  вида

∫ =−+ ,
2

2

СUdpv
ρ

  

где 

.)()()( 2222

zyx
v

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= ϕϕϕ

Данное равенство  называется интегралом Бернулли—Эйлера. Постоян-
ная С в этом интеграле сохраняет одно и тоже значение для всех  частиц  дви-
жущейся  жидкости.

Присоединив к интегралу Бернулли-Эйлера уравнение состояния 
)( pf=ρ  и уравнение неразрывности, которое в рассматриваемом случае будет 

иметь вид
div ρ grad ϕ =0,

получим систему уравнений для определения ϕ , ρ  и р.
Особенно простой вид приобретают уравнения, описывающие движение 

жидкости, если к условиям существования интеграла Бернулли—Эйлера доба-

55



вить еще условие несжимаемости жидкости. Действительно, в этом случае ин-
теграл Бернулли – Эйлера  будет иметь вид

CUpv =−+
ρ2

2

.

Тема 6. Течения в идеальной жидкости.

Движение   идеальной   жидкости   называется   плоскопараллелъным, или 
просто плоским, если все частицы, лежащие на одном и том же перпендикуляре 
к некоторой неподвижной плоскости, имеют одинаковые давление, плотность и 
движутся параллельно этой плоскости. Выберем в качестве основной непо-
движной плоскости координатную плоскость ху  и воспользуемся уравнениями 
движения жидкости в декартовой системе координат. Тогда, согласно определе-
нию плоскопараллельного движения, все искомые величины v , ρ , p и задан-
ный вектор массовых сил F


 будут функциями х, у, t, и проекция  v  на ось z бу-

дет равна нулю (vz=0). Уравнения Эйлера в данном случае в проекциях на х и у 
будут иметь вид

,1

;1

y
pF

y
v

v
x

v
v

t
v

x
pF

y
v

v
x

v
v

t
v

y
y

y
y

x
y

x
x

y
x

x
x

∂
∂−=

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

∂
∂−=

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

ρ

ρ




а в проекции на ось z приводит  к F


z=0, т. е. массовые силы при плоскопарал-
лельном движении располагаются в плоскости движения   жидкости.

Уравнение неразрывности при   плоскопараллельном  движении в де-
картовой системе координат имеет вид

,0
)()(

=
∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

y
pv

x
pv

t
p yx

а уравнение состояния сохраняет свой общий вид.

Функция    тока            
В частных случаях плоского движения жидкости уравнение неразрывно-

сти тесно связано с уравнением линий тока, имеющим в данном случае следую-
щий вид:

0, =−= dxvdyvили
v
dy

v
dx

yx
yx

,

где vx и vу будут функциями координат х, у и времени t, которое рассматривает-
ся как параметр.

Предположим, что можно подобрать такой интегрирующий множитель ρ
, что последнее уравнение обращается в полный  дифференциал некоторой 
функции ψ ,  зависящий от переменных х, у и параметра t, т. е.

0=−= dxvdyvd yx ρρψ
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и                                                                                         
consttyx =),,(ψ .

Это уравнение  определяет  семейство  ЛИНИЙ тока,  в силу чего ψ   называется 
функцией тока. 

Из  соотношения следуют  равенства:

,;
x

v
y

v yx ∂
∂−=

∂
∂= ψρψρ

откуда  имеем

,
)()(

y
v

x
v yx

∂
∂

−=
∂

∂ ρρ

или

.0
)()( =

∂
∂

+
∂

∂
y
v

x
v yx ρρ

 Данное соотношение  является условием существования функции тока. 
Оно представляет собой частный случай уравнения неразрывности плоских 
течений, когда d ρ /dt=O. Последнее имеет место в трех случаях: 

1) жидкость несжимаема. Уравнение неразрывности в этом случае  имеет 
вид

.0=
∂

∂
+

∂
∂

y
v

x
v yx

При этом интегрирующий множитель можно принять равным единице и проек-
ции скорости vx и vy через функцию тока будут выражаться  в  виде

,),,(),,(

,),,(),,(

x
tyxtyxv

y
tyxtyxv

y

x

∂
∂−=

∂
∂=

ψ

ψ

2) движение установившееся т. е.  .0=
∂

∂=
∂

∂
=

∂
∂

=
∂
∂

tt
v

t
v

t
yx ψρ    В этом слу-

чае уравнение неразрывности будет

.0
)()(

=
∂

∂
+

∂
∂

y
v

x
v yx ρρ

Интегрирующий множитель  представляет собой плотность ρ . Проекции 
скорости через функцию тока  для  баротропной жидкости записываются в виде

;),(
)(

1),(

,),(
)(

1),(

x
yx

p
yxv

y
yx

p
yxv

y

x

∂
∂=

∂
∂=

ψ
ρ

ψ
ρ

3) жидкость несжимаема и движение установившееся.  В  этом случае 
проекции скорости    запишутся в виде
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x
yxyxv

y
yxyxv

y

x

∂
∂−=

∂
∂=

),(),(

,),(),(

ψ

ψ

Итак, функция тока существует, если имеет место один из трех указанных 
случаев. Функция тока ψ  удовлетворяет тождественно уравнению неразрывно-
сти. Введя эту функцию в уравнения получим систему двух уравнений относи-
тельно ψ , р или ψ , ρ , р. Присоединив в последнем случае уравнение состоя-
ния, получим замкнутую систему для определения искомых функций.

Уравнения плоских потенциальных установившихся движений не-
сжимаемой жидкости.

Пусть жидкость идеальна  и несжимаема, внешние силы принадлежат к 
потенциальному силовому полю и движение жидкости установившееся,   по-
тенциальное  и  плоское.

При  сформулированных условиях уравнение Эйлера приводится к инте-
гралу Эйлера—Бернулли:

constU
vvp yx =−

+
+

2

22

ρ
.

Уравнение  неразрывности имеет  вид

0=
∂

∂
+

∂
∂

y
v

x
v yx .

Условие   отсутствия   завихренности   будет

0=
∂

∂
−

∂
∂

=Ω=Ω
y
v

x
v xy

z .

 Последние два уравнения служат для определения yx vv ,  при заданных гранич-
ных условиях. Эти уравнения можно записать еще в виде

x
v

y
v

y
v

x
v yxyx

∂
∂

=
∂

∂
∂

∂
−=

∂
∂ ; .

Из уравнения неразрывности и условия отсутствия завихренности следует су-
ществование функции тока ψ  и потенциала скорости ϕ , через которые vx и vy 

определяются в виде

.;
xy

v
yx

v yx ∂
∂−=

∂
∂=

∂
∂=

∂
∂= ψϕψϕ

Из последних соотношений, исключая  ϕ  и ψ перекрестным дифферен-
цированием, находим, что эти функции должны удовлетворять уравнениям 
Лапласа:

.0,0 =∆=∆ ψϕ
Таким образом, задачи о плоских потенциальных установившихся движениях 
идеальной несжимаемой жидкости, на которую действуют силы потенциально-
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го поля , сводятся к интегрированию уравнений Лапласа относительно   ϕ  и ψ  
при заданных граничных условиях, к определению vx,  vy   и давления.

Уравнения плоских потенциальных неустановившихся движений не-
сжимаемой жидкости.

Пусть жидкость идеальна, несжимаема, внешние силы принадлежат к по-
тенциальному силовому  полю   и  движение  жидкости  потенциальное,   плос-
кое  и   неустановившееся. При   сформулированных   условиях   уравнение  Эй-
лера  приводится   к  интегралу   Коши:

)(
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22

tFU
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t
yx =−

+
++

∂
∂

ρ
ϕ .

Уравнение неразрывности и условие отсутствия завихренности также, как 
и в случае стационарных движении, могут быть записаны в   виде
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Из этих соотношений следует, что существуют потенциал скорости ϕ  и функ-
ция тока ψ , удовлетворяющие соотношениям, определяющий  xv  и yv :
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Отметим, что кинематические уравнения, описывающие рассматриваемое не-
стационарное движение, отличаются от уравнений соответствующего устано-
вившегося движения только параметром  t .

Из  полученных соотношений следует, что  ϕ  и ψ  удовлетворяют урав-
нениям Лапласа:

0),,(;0),,( =∆=∆ tyxtyx ψϕ
где  t по-прежнему — параметр.
Таким образом, рассматриваемая задача сводится к интегрированию од-

ного из уравнений  при заданных граничных условиях и определению р  при за-
данных начальных условиях. 

Уравнения плоских установившихся движений сжимаемой жидко-
сти.

Пусть   жидкость  идеальна  и   баротропна, внешние  силы  принадлежат 
к  потенциальному силовому полю и движение жидкости потенциальное, 
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плоское  установившееся. При   сформулированных   условиях   уравнение  Эй-
лера  приводится  к  интегралу  Бернулли—Эйлера  вида:

.
2

22

constU
vvdp yx =−

+
+∫ ρ

Уравнение неразрывности и условие отсутствия завихренности будут  вида
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Тогда существуют потенциал скорости ϕ  и функция тока ψ , удовлетворяющие 
соотношениям, определяющим xv  и yv :

.),(
),(

1),(),(

;),(
),(

1),(),(

x
yx

yxy
yxyxv

y
yx

yxx
yxyxv

y

x

∂
∂−=

∂
∂=

∂
∂=

∂
∂=

ψ
ρ

ϕ

ψ
ρ

ϕ

Из последних соотношений следует, что ϕ  и ψ  удовлетворяют уравнениям
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Присоединив   к   указанным   соотношениям   уравнение   состояния ρ =f(р), 
получим систему уравнений относительно vx, vy,,  p, ρ  либо ϕ  (или ψ ), р и ρ .

Изучение завихренных движений жидкости представляет значительные 
затруднения, ибо при этом в общем случае не имеют места интегралы  уравне-
ний движения. Простейший случай таких движений, допускающий интеграл 
уравнений движения,— это плоское течение несжимаемой жидкости, обладаю-
щее постоянной величиной завихренности, которое имеет место при относи-
тельном движении во вращающихся объемах.

Итак, пусть движение несжимаемой жидкости плоское неустановившее-
ся. Тогда проекции вектора скорости vx, vу ( zv =0)  будут функциями координат 
х, у и времени t. Из уравнения неразрывности

0=
∂

∂
+

∂
∂

y
v

x
v yx .

следует существование функции тока ψ , которая будет зависеть от x, y, t:

.;
x

v
y

v yx ∂
∂−=

∂
∂= ψψ

Примеры течений с постоянной величиной завихренности.
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1. Пусть скорость плоскопараллельного установившегося течения в инер-
циальной системе координат имеет только одну составляющую вдоль оси 
x(vy=0) и эта составляющая vx будет функцией только у. Тогда  имеем

).(2

2

const
dy
d

dy
dvx =ΩΩ=−=− ψ

.0vyvx +Ω−=
где v0— скорость на оси х.
Следовательно, рассматриваемое течение обладает скоростью vx {vy=0),  

которая по линейному закону меняется вдоль, оси у. Это течение  при Ω >0 
изображено  на  рис.  12.

     Рис. 12.                                                                 Рис. 13.
Функция тока этого течения определяется   в   виде

.
2 00

2 ψψ ++Ω−= yvy

II. Пусть имеется установившееся течение с постоянной величиной зави-
хренности, линиями тока которого являются концентрические   окружности. 
Тогда  имеем

., rrv
dr
dилиr

dr
dr

dr
d Ω−=Ω−= ϕ

ψ

Из последнего равенства запишем

.ln
4

;
2 0

2
2 ψψϕ ++Ω−=+Ω−= rCrCrrv

При г=0 составляющая скорости, перпендикулярная r , должна обращать-
ся в нуль, следовательно, С=0. Линия тока при г=0 вырождается в точку, поэто-
му резонно положить ψ  =0 при г=0, значит и ψ 0=0, и окончательно формулы 
приобретают вид

.
2

;
2

2rrv Ω−=Ω−= ψϕ

Таким  образом,   рассматриваемое  течение   обладает   скоростью ϕv , 
меняющейся  по  линейному  закону вдоль  радиуса  (рис.   13).

Запишем уравнения,   определяющие   плоскопараллельные  течения 
идеальной сжимаемой   жидкости:
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Из уравнений можно определить ϕ  через ϕψψ черезили  в виде:
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Семейства кривых const=ϕ , называемых эквипотенциалями, и кривых 
const=ψ , называемых линиями тока, будут взаимно ортогональны,  так как 

выполняется условие их ортогональности:
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∂
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yyxx
ψϕψϕ

Эти два семейства равноправны, ибо, если заданы ,, 11 ψϕ то 
., 1212 ϕψψϕ =−=

Последние равенства будут отвечать течениям со скоростями:
.; 1212 xyyx vvvv −==

Следовательно, линии тока и эквипотенциалы взаимозаменяемы.

Построение новых течений по заданным.
Из уравнений следует принцип наложения потоков: сумма решений 

11,ψϕ  и 22 ,ψϕ  будет их новым решением:
., 2121 ψψψϕϕϕ +=+=

Очевидно, что, если известно решение 11,ψϕ , то новое решение 22 ,ψϕ  
можно получить путем дифференцирования в виде

xx ∂
∂=

∂
∂= 1

2
1

2 ; ψψϕϕ ,

или

yy ∂
∂−=

∂
∂= 1

2
1

2 ; ϕψψϕ .

Если заданы 22 ,ψϕ , то, используя ряд уравнений, можно получить новое 
решение 11,ψϕ  путем интегрирования в виде

.

;

221

221

dxdy

dydx

ψϕψ

ψϕϕ

+=

−=

∫
∫
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Следует отметить, что различные решения настоящего параграфа всегда 
можно интерпретировать как решение некоторой краевой задачи.

Тема 7.   Вязкость, турбулентность, закон подобия.

Уравнения движения вязкой изотропной жидкости.
В реальных жидкостях при относительном движении ее отдельных слоев 

возникают  силы,   препятствующие  этому  движению. Такие силы называются 
силами трения или сдвигающими напряжениями.

Если    эти силы незначительны    и   ими можно  пренебречь,  то  движе-
ние  среды описывается уравнениями идеальной жидкости. Однако в ряде слу-
чаев силами трения пренебрегать нельзя.

Жидкости,  при движении которых учитываются силы трения, называют-
ся   вязкими

 Чтобы получить уравнения, описывающие движение вязких жидкостей, 
необходимо к  уравнениям  движения B напряжениях присоединить дополни-
тельные выражения,  связывающие напряжения с кинематическими характери-
стиками движения.

Экспериментальный закон Ньютона устанавливает следующую зависи-
мость: при движении жидкости вдоль оси х касательное напряжение рух, прило-
женное к площадке, перпендикулярной х, определяется   формулой

y
v

p xy
xy ∂

∂
= µ ,

где   µ  — коэффициент   вязкости   (первый   коэффициент   вязкости), имею-
щий постоянное  значение для определенной жидкости и при определенной 
температуре. 

Предположим, что жидкость изотропна и в предельном случае отсутствия 
вязкости выполняется  условие  идеальности жидкости:

.0

;

===

−===

zxyzxy

zzyyxx

ppp
pppp

Тогда имеет место обобщенный закон Ньютона, связывающий тензор напряже-
ния Р, тензор скоростей деформации Ф и единичный тензор I:

Φ+



 −+−=  µµλ 2)

3
2( IvdivpP

где λ  называется вторым коэффициентом вязкости. 
 Если сжимаемость среды несущественна, то λ =0. 
Обобщенный закон Ньютона в развернутом виде :
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В ряде случаев удобнее вводить вместо коэффициента µ  величину ρµ /  
(где ρ  — плотность жидкости). Эта величина обозначается

ρ
µν =

и  называется  кинематическим коэффициентом вязкости.
При температуре t=0° С  для воды имеем ν =0,0l8 см2/сек; для  воздуха ν

=0,133 см2/сек.           
Учитывая уравнения движения сплошных сред в напряжениях 
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запишем   уравнение движения вязкой изотропной жидкости в векторной форме

vvdivgradpgradFvgradv
t
v 


∆++−=+
∂
∂ νν

ρ 3
1)( .

Это  соотношение  называется  уравнением  Навье.—Стокса.
Уравнение неразрывности для вязкой жидкости сохраняет свой прежний 

вид              

0=+
∂
∂ vdiv

t
ρρ

.

Полученные уравнения,  к которым добавляется уравнение физического 
состояния жидкости, связывающее давление и плотность, в качестве неизвест-
ных содержит вектор v  и скаляры р и ρ .

Подобно тому как это было выполнено для идеальной жидкости, мoж-но 
пpeoбpазoвaть уравнение Навье — Стокса так, чтобы в левую часть его в явном 
виде входил вектор завихренности Ω . Тогда уравнение движения вязкой   жид-
кости будет иметь вид
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Если жидкость несжимаема, то уравнение движения вязкой жидкости бу-
дет вида

,1)( vpgradFvgradv
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Уравнение неразрывности для несжимаемой жидкости приобретает  вид
0=vdiv 

Неизвестными в уравнениях будут v  и р, которые из них определяются при за-
данных начальных и граничных условиях.

Начальные   и граничные условия.
Начальные условия при движении вязкой жидкости будут такими же, как 

и для идеальной жидкости. Например, при движении вязкой несжимаемой жид-
кости в начальный момент (t=0) следует задать поле скоростей и поле давлений 
как известные функции координат f1 и f2., т. е.
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2
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zyxfzyxp
zyxfzyxv

=
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Граничные условия вязкой жидкости в ряде случаев будут отличаться от 
соответствующих граничных условий идеальной жидкости. Например, на 
твердой неподвижной стенке частицы жидкости будут прилипать. Это значит, 
что равняться нулю должна не только нормальная к стенке составляющая век-
тора скорости частиц жидкости, соприкасающаяся со стенкой (как это было в 
случае идеальной жидкости), но и касательная к стенке, составляющая вектора 
скорости.

 На свободной поверхности вязкой жидкости принимается, что касатель-
ное  напряжение равно  нулю,   а нормальное  напряжение равно постоянному 
давлению среды, с которой граничит жидкость. 

Следует   заметить,   что   изучение   движения   вязкой   жидкости являет-
ся задачей более сложной, чем изучение движения идеальной жидкости, не 
только потому, что уравнение Навье — Стокса сложнее уравнений Эйлера, но и 
потому, что в ряде случаев имеют место более сложные граничные условия. 
Сказанное   иллюстрируется   далее. 

О невозможности  потенциальных движений вязкой жидкости.
Из предыдущих глав  можно убедиться, какое огромное значение в изуче-

нии движения идеальной жидкости имеет предположение  о потенциальности 
движения. Поэтому кажется естественным сделать такое же предположение и в 
случае движения вязкой жидкости. Итак, положим, что

0=Ω ,
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или
ϕgradv =

,
тогда уравнение неразрывности  приводится к уравнению  Лапласа:

ϕ∆ =0,
в силу  которого член, характеризующий вязкость в уравнении движения,   об-
ращается  в  нуль,  т. е.

ϕνν ∆=∆ gradv =0.
Уравнение движения вязкой жидкости обращается в уравнение движения   иде-
альной жидкости вида
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,

из которого следует, что такое движение возможно только в случае сил, при-
надлежащих потенциальному силовому полю, т. е.

F


=grad U.
Следовательно, уравнение движения жидкости приводится к интегралу  Коши:
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∂
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,

и задача сводится к интегрированию уравнения Лапласа и определению  давле-
ния из интеграла Коши.

Отличие движения вязкой жидкости от идеальной в рассматриваемом 
случае будет заключаться только в разной формулировке граничных условий. 
Действительно, на неподвижной твердой стенке в случае течения идеальной 
жидкости ставится только условие равенства нулю нормальной к стенке  со-
ставляющей скорости,  т. е

0=
∂
∂=

n
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ϕ
.

Для вязкой же жидкости на твердой стенке ставится условие равенства нулю 
как нормальной, так и касательной составляющих вектора скорости, т. е. 
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Этим условиям не могут удовлетворить решения уравнения Лапласа у в чем 
можно убедиться на примере обтекания тел идеальным потоком жидкости, 
рассмотренном ранее. Таким образом, сделанное предположение о потенциаль-
ности движения вязкой жидкости противоречит граничным условиям и, следо-
вательно, не существует потенциальных движении вязкой жидкости, особенно 
в непосредственной близости к твердым стенкам.

Таким образом, изучение движения вязкой жидкости сложнее изучения 
движения идеальной жидкости и вследствие более сложных  уравнений,   и 
вследствие  усложнения  граничных условий.

Основные направления изучения движения вязкой жидкости.
Сложность  изучения различных задач о движении вязкой  жидкости 

столь  велика, что только в случае сравнительно небольшого числа  частных за-
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дач удается проинтегрировать уравнения движения при заданных граничных и 
начальных условиях. Вследствие этого при решении ряда задач, выдвигаемых 
практикой, приходится обращаться к эксперименту и ставить  вопрос о крите-
рии моделирования течения. Последний решается теоретическим путем.

Кроме  того, изучение движения вязкой жидкости можно успешно осуще-
ствить, если воспользоваться приближенными уравнениями движения вязкой 
жидкости. При использовании тех или иных приближенных уравнений движе-
ния вязкой жидкости важно указать область  их  применимости.

Уравнение Навье — Стокса описывает так называемые ламинарные тече-
ния жидкости, которые характерны тем, что отдельные слои течения не сме-
шиваются. Однако в природе существуют течения, характерные резким переме-
шиванием отдельных частиц различных слоев. Такие течения описываются 
средними значениями  скоростей, давлений, плотности и называются турбу-
лентными. Уравнение Навье—Стокса  служит базой для получения уравнений 
турбулентных течений. 

Течение Пуазейля
В качестве примера точного интегрирования уравнений движения вязкой 

несжимаемой жидкости рассмотрим течение в трубах. Предположим, что тече-
ние стационарно и внешние силы  отсутствуют, т. е. 

.0;0 ==
∂
∂ F

t
v 

Предположим далее, что течение направлено вдоль оси трубы, т. е., ис-
пользуя цилиндрическую систему координат, имеем

).,,(;0 zrvvvv zz ϕϕ ===
Тогда с помощью уравнения неразрывности приходим к формуле Гагена-

Пуазейля:
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Которую полностью подтвердили экспериментально независимо друг от друга 
ученые Гаген и Пуазейль. Формула составляет содержание закона Гагена-Пуа-
зейля, который гласит: при ламинарном течении жидкости в трубе падение 
давления вдоль оси трубы прямо пропорционально секундному объему проте-
кающей жидкости и длине отрезка трубы и обратно пропорционально чет-
вертой степени радиуса трубы.

  Критерии подобия
Остановимся на уравнении движения вязкой несжимаемой жидкости и 

преобразуем его так, чтобы в него входили только безразмерные величины. Для 
этого введем характерные для каждого течения длину L0,, скорость 0v , давле-
ние  0p ,  время 0T и силу 0g , приходящуюся на единицу массы. Примером этих 
величин могут служить в случае обтекания цилиндра: диаметр цилиндра Lo, 
скорость невозмущенного потока v0 (или скорость в бесконечности), давление 
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невозмущенного потока р0 (или  давление в бесконечности), период срыва ви-
хрей с поверхности  цилиндра То и сила тяжести g0,, действующая в потоке жид-
кости на единицу массы.                  

 Введенные   характерные   величины   можно  рассматривать   как 
масштабы длины, скорости, давления, времени и силы. Все переменные размер-
ные величины, входящие в уравнение движения, при  этом можно представить 
как произведение характерных масштабов на безразмерные величины. Обозна-
чив безразмерные величины соответствующих размерных величин буквами с 
индексом «1», имеем

,,;;; 1010101010 FgFtTtpppvvvrLr =====


Отсюда

11
0

2
0

1
0

0 )()(; vgradv
L
v

vgradvpgrad
L
p

pgrad  == .

Обозначив постоянное значение плотности через  ρ 0, уравнение движе-
ния вязкой несжимаемой_ жидкости в безразмерных 'величинах запишем в виде

12
0

0
1

00

0
011

0

2
0

0

1

0

0 )( v
L
vpgrad

L
pgFvgradv

L
v

L
v

T
v ∆+−=+∂ ν

ρ




. 

Уравнение  неразрывности  в безразмерных  величинах  для  несжимае-
мой   жидкости  будет   вида                      

01 =vdiv  .
Числа подобия течений.

Разделим уравнение   на 
0

2
0

L
v , тогда оно приобретает   вид

1
00

12
00

0
12

0

00
1

1

00

0 )( v
Lv

pgrad
v

pF
v
Lgvgradv

t
v

vT
L 


∆+−=+

∂
∂ ν

ρ
  

Так же, как и в уравнении, все члены уравнения   будут безразмерньми величи-
нами.  Множители   этого уравнения составленные из характерных для данного 
течения величин, также будут безразмерными.  Эти множители носят общее на-
звание чисел подобия.

Как следует из уравнения, чисел подобия будет четыре, и каждое из них 
носит имя автора, который впервые ввел его в рассмотрение  течения: 

число,   содержащее  давление,  называется  числом  Эйлера  и  обознача-
ется  Е: 

Е= 2
00

0

v
p

ρ ;

число, в которое входит сила тяжести, называется числом Фруда  и 
обозначается   F:   

0

2
0

gL
vF = ;

число, содержащее характерное время, носит название числа Струхаля 
и  обозначается  S: 
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00

0

vT
L

S = ;

число,  содержащее  кинематический коэффициент вязкости,  носит  на-
звание  числа   Рейнольдса и обзначается R:

ν
00vL

R = .

Вводя числа Эйлера, Фруда, Струхаля и Рейнольдса в уравнение движения 
(9.2.1'),   перепишем  последнее  в  виде

11
1

1
1 1)( v

R
pgradE

F
Fvgradv

t
vS 





∆+−=+

∂
∂

Если движение установившееся (
t
v

∂
∂ 

=0)  и если в качестве характерного 

давления выбрать величину 2
0vρ , которая носит название скоростного напора, 

то в уравнении выпадут числа Струхаля S и Эйлера Е. Тогда уравнение движе-
ния для установившихся течений будет иметь вид                  

1111
11)( v
R

pgradF
F

vgradv  ∆++=

Как указывалось ранее, вследствие сложности  уравнений движения ряд 
задач приходится решать экспериментальным путем, причем при обтекании тел 
модели, с которыми приходится иметь дело в гидродинамике, как правило, 
меньше тел натуральных. При этом, естественно, возникает вопрос, как следует 
поставить эксперимент, чтобы его данные отвечали действительности, т. е. как 
следует выбрать критерии подобия течений. 

Две задачи будут идентичны, если они описываются одними и  теми же 
уравнениями и в случае установившихся движении имеют одинаковые гранич-
ные условия. Чтобы осуществить совпадение граничных условий в натураль-
ных условиях и в эксперименте, необходимо потребовать геометрического 
подобия тел и их расположения в пространстве относительно потока. При ис-
пользовании безразмерных уравнений стационарных течений вязкой жидкости 
совпадение уравнений движения в натуральных условиях и в эксперименте бу-
дет осуществлено, если при этом совпадают числа Фруда и Рейнольдса. Совпа-
дение этих чисел является критерием подобия установившихся  течений. 

Если обозначить характерные величины натурального течения через LH, 
vH  и характерные величины геометрически подобного эксперимента через 

ээ vL , , то, следовательно, при постановке эксперимента необходимо соблю-
дение  следующих равенств:

.

,,
2222

Э
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Н

НН
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Э

Н

Н

Э

Э

Н
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vLvL
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v
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v

νν
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Если кинематические коэффициенты вязкости в натуре и в эксперименте 
одинаковы ( ЭН vv = ), то точное выполнение этих двух условий невозможно. 
Действительно, если модель меньше натуры, т. е. ЭН LL / >1, то из равенства чи-
сел Фруда следует, что 22 / ЭН vv  >1 и характерная скорость течения жидкости в 
эксперименте должна быть уменьшена по сравнению с соответствующей скоро-
стью в натуре. Из равенства же чисел Рейнольдса следует, что если LH/LЭ>1, то 
при этом 22 / НЭ vv >1, т. е. характерная скорость течения жидкости в эк-
сперименте должна быть увеличена по сравнению с соответствующей скоро-
стью в натуре. Чтобы одновременно выполнить условия равенства чисел Фруда 
и Рейнольдса, необходимо в эксперименте изменить кинематический коэффи-
циент вязкости, однако практическое осуществление этого весьма трудно. 
Поэтому на практике, сохраняя, неизменным ν , осуществляют выполнение од-
ного  из чисел подобия, который наиболее существен в рассматриваемой зада-
че. Другим  числом подобия при этом пренебрегают,   т. е.  осуществляется 
только приближенное моделирование явления. В тех задачах, где очень суще-
ственную роль играют силы тяжести, например, в задачах гравитационных 
волн, при моделировании явления  пользуются числом подобия Фруда.  В зада-
чах о движении 6eз свободной поверхности основным числом подобия прини-
мается число Рейнольдса, которое в этих вопросах играет существенную роль, 
характеризуя качественные  особенности  течений   вязкой   несжимаемой жид-
кости, как будет показано далее. 

Число Рейнольдса в уравнении  было получено путем деления множителя 
при квадратичных инерционных членах вида 0

2
0 / Lv  на множитель при члене, 

характеризующем вязкость жидкости вида ν vo/Lo. Поэтому число Рейнольдса 
определяет ПОРЯДОК величины отношения сил инерции к силам вязкости.  Отсю-
да следует, например, что большим числам Рейнольдса будут соответствовать 
большая величина инерционных членов уравнений движения по сравнению с 
членами уравнения, характеризующими вязкость. Подобно тому как введены 
числа подобия установившихся движений, можно ввести числа подобия неуста-
новившихся течений.  В частности,   неустановившиеся периодические течения 
в качестве основного критерия подобия имеют число Струхаля, которое согла-
совано с граничными условиями.

Тема 8. Звуковые волны. Плоские волны в покоящейся жидкости. Рас-
пространение звука в неоднородных средах. Сферические волны.

Звуковые волны.
Рассмотрим упругие, или звуковые волны, которые представляют собой 

малые колебательные движения, происходящие во всей толще жидкости, вы-
званные попеременно малыми сжатиями и растяжениями.

Предположим, что указанное движение происходит при отсутствии 
массовых сил ( 0=F


) и будет потенциальным ( ϕgradv =

). Далее, в силу мало-
сти колебаний в звуковой волне скорость движения жидкости будет мала. Так-
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же следует положить, что будут малы изменения скорости при переходе от од-

ной точки пространства к другой, т. е. будут малы члены типа y
v

x
v yx

∂
∂

∂
∂ ,  и 

т. д. Отсюда следует, что в уравнениях движения можно пренебречь членом 
vgradv  )( . В звуковой волне плотность ρ  и давление р изменяются (так же, как 

и скорость) в малых пределах. Благодаря этому их можно представить в виде

,
;

0

0

ppp ′+=
′+= ρρρ

где ρ 0 и р0— постоянные значения плотности и давления в невозмущенной 
жидкости, а ρ ' и р'— малые по сравнению с ρ 0 и р0 добавки, зависящие от вре-
мени t и координат точек пространства х, у, z. При сделанных предположениях 
уравнение движения идеальной жидкости Эйлера  запишется в виде

0)(1
0

0
=′+

′+
+

∂
∂ ppgrad
t ρρ

ϕ .

Преобразуем это уравнение, изменяя порядок дифференцирования в первом 
члене, пренебрегая во втором члене ρ ' по сравнению ρ 0  и учитывая, что grad 
р0=0, к виду

01

0
=′+

∂
∂ pgrad

t
grad

ρ
ϕ

,

или,  так   как ρ 0   постоянно,   то

0)(
0

=
′

+
∂
∂

ρ
ϕ p
t

grad .

Отсюда 

)(
0

tfp
t

=
′

+
∂

∂
ρ

ϕ

где f(t) — произвольная функция от времени. Но так как ϕ  определяется с 
точностью до произвольной функции времени, то окончательно  уравнение дви-
жения звуковой волны  можно записать так:

0
0

=
′

+
∂

∂
ρ

ϕ p
t .

К данному уравнению движения следует присоединить уравнение неразрывно-
сти для сжимаемой жидкости, которое для рассматриваемого случая с учетом 
равенств  будет

[ ] 0)()(
0

0 =′++
∂

′+∂ vdiv
t

ρρρρ
.

Так  как   
t∂

∂ 0ρ
= 0 и произведение vρ ′  есть величина второго порядка малости и 

ею можно пренебречь, то последнее уравнение перепишем в виде

00 =+
∂

′∂ ϕρρ divgrad
t

или окончательно уравнение неразрывности будет
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00 =∆+
∂

′∂ ϕρρ
t

,         

где   ∆  — оператор  Лапласа.
Уравнение движения и уравнение неразрывности  содержат три неизвест-

ных ϕ , p', ρ ′ . К этим уравнениям следует присоединить уравнение состояния.
Так как движение идеальной жидкости представляет собой адиабатиче-

ский процесс, то имеет место уравнение Пуассона:

constp =γρ
где γ  есть отношение удельной теплоемкости жидкости при постоянном давле-
нии к ее удельной теплоемкости при постоянном объеме. Последнее равенство 
для рассматриваемой задачи можно записать в   виде

γγ ρρρ 0

0

0
0 )(

1)(
p

pp =
′+

′+ ,

или
γ

ρ
ρ )1(1

00

′
+=

′
+

p
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.

Разлагая последнее выражение по биному Ньютона

...)(
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)1(1)1( 2

000
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′−+
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+=
′

+
ρ
ργγ

ρ
ργ

ρ
ρ γ

и отбрасывая малые  члены ρ '/ ρ 0 выше первого порядка,  находим

ρ
ρ

γ ′=′
0

0pp .

Обозначив   постоянный   коэффициент
2

0

0 сp =
ρ

γ
,

окончательно уравнение состояния запишем в виде
ρ ′=′ 2cp .           

Вышеуказанные уравнения полностью описывают движение звуковых волн. 
Пользуясь этой системой уравнений, найдем уравнение, которому удовле-

творяют потенциал скорости ϕ . Для этого подставим значение р' в уравнение, 
откуда

tс ∂
∂−=′ ϕρ

ρ 2
0 .

Отсюда

2

2

2
0

tct
p

∂
∂−=

∂
′∂ ϕρ

.

Подставив  последнее  соотношение  в  уравнение ,  получим
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Это дифференциальное уравнение второго порядка в частных производных от-
носительно потенциала скорости. Оно носит название волнового  уравнения.

Волновому уравнению удовлетворяют также и две другие неизвестные р'  
и ρ '. Действительно, умножим уравнение  на — ρ о/с2 и продифференцируем 
его по времени, тогда следует, что ρ ' удовлетворяет волновому уравнению. Так 
как р' связано с ρ ' , то оно также удовлетворяет тому же уравнению. Ему также 
будут удовлетворять и компоненты скорости vx, vy и vz. Итак, вопрос о распро-
странении звуковых волн сводится к интегрированию волнового уравнения.

Решение волнового уравнения со сферическими волнами.
Если возмущенное движение газа обладает  сферической симметрией от-

носительно начала координат, то потенциал возмущенного движения ϕ  зависит 
только от 222 zyxr ++=  и от времени t. Волновое уравнение в случае воз-
мущенного движения со сферическими волнами имеет вид

2

2

2
0

2

2 )(1)(
t
r

ar
r

∂
∂=

∂
∂ ϕϕ

,

так как  2

2 )(1
r
r

r ∂
∂=∆ ϕϕ , если )(rϕϕ = . Общее решение волнового уравнения со 

сферическими волнами

r
tarf

r
tarf )()( 0201 +

+
−

=ϕ ,  

где  21 , ff —произвольные   дважды   дифференцируемые  функции  своего ар-
гумента tar 0 .  Для исследования решения  возьмем функцию

r
rtaQ

π
ϕ

4
)( 0 −

−= .    

Причем вначале, для простоты, что Q — аналитическая функция своего аргу-
мента. Нетрудно усмотреть, что потенциал скоростей, удовлетворяющий волно-
вому уравнению, можно рассматривать как обобщение соответствующего по-
тенциала от источника в несжимаемой жидкости rtQ πϕ 4)(−= , удовлетворяю-
щего уравнению Лапласа. Действительно, при малых r , разложив Q в ряд Тей-
лора,  получим выражение

)(
4

)(
4

)( 00 rO
taQ

r
taQ

+
′

+−=
ππ

ϕ ,

главный член которого совпадает с выражением для потенциала скоростей 
течения от источника, расположенного в точке r=0  в несжимаемой   жидкости. 
Переменный  объемный  расход  этого источника определяется функцией 

)( 0taQ . 
Для характеристики основных особенностей соответствующего сфериче-

ски симметричного движения среды предположим теперь, что в точке г=0 без-
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граничной массы жидкости имеется источник, который действует некоторый 
малый промежуток времени τ . Зависимость расхода этого источника  )( 0taQ  
от времени t имеет вид, изображенный  на рис. 14,а, расход отличен от нуля 
только при  τ≤≤ t0 .

Посмотрим, как со временем будут распространяться по объему жидко-
сти возмущения, посланные этим источником. Из вида решения  ясно, что при 
t>0 и r>0 потенциал возмущенного течения будет отличен от нуля только тогда, 
когда rta −0  будет лежать в пределах  τ000 arta ≤−≤ . В   каждый  фиксиро-
ванный  момент  времени t>0 потенциал ϕ  будет отличен от нуля только для 
тех r , которые удовлетворяют неравенству

)(00 τ−≥≥ tarta .
Таким образом,  область возмущенного ( 0≠ϕ ) течения будет расположе-

на между двумя сферами S1  И  S2   радиусов )(01 τ−= tar  и τ0102 artar +== с 
центрами в точке г=0 (рис. 14, б).

Рис. 14  а) Пример зависимости расхода   источника, действующего в на-
чале координат, от времени; б) заштрихована область возмущенного в момент 
времени t > τ  движения жидкости от источника с расходом,   отличным  от 
нуля только в конечный промежуток времени τ .

Указанная область возмущений подвижна, передний S2 и задний S1 

фронты возмущения распространяются по жидкости со скоростью 0а  

0
21 a

dt
dr

dt
dr

== .

В противоположность плоским волнам, форма которых при  их распро-
странении сохраняется, интенсивность сферических волн  при их распростране-
нии со временем падает благодаря наличию множителя 1/r . Это связано с тем, 
что, распространяясь, возмущения захватывают область пространства между 
двумя сферами S2 и S1 , объем которой возрастает пропорционально r2.

Решение волнового уравнения  представляет собой движение с расходя-
щимися от точки r=0 сферическими волнами. Аналогичным путем можно 
рассмотреть решение волнового уравнения вида

r
tarQ )( 0+

=ϕ ,
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которое представляет собой сходящиеся из бесконечности к точке r=0 сфериче-
ские волны (источник в бесконечности). Для сходящейся волны интенсивность 
возмущений нарастает при подходе к центру симметрии. Для многих приложе-
ний особенно важен  случай расходящихся сферических волн. Однако эффект 
усиления возмущений в сходящихся волнах во многих вопросах также интере-
сен и используется на практике.

Возмущения, посланные источником, в несжимаемой жидкости мгновен-
но Распространяются на всю массу жидкости. В сжимаемых средах возмущения 
распространяются с конечной скоростью, причем малые возмущения распро-
страняются со «скоростью звука» .)(

00 ρρρ == ddpа  в сжимаемых средах ско-
рость распространения скачков (конечных возмущений) больше соответствую-
щей   скорости  звука sddpа )(0 ρ= , но тоже конечна.

Плоская звуковая волна.
Остановимся  на  рассмотрении  звуковой волны,  в которой   все   ве-

личины зависят только от координаты х и времени t. Такая волна носит назва-
ние плоской. Волновое уравнение в этом случае будет иметь вид

01
2

2

22

2

=
∂
∂−

∂
∂

tcx
ϕϕ .

Применим для его интегрирования метод характеристик. Введем вместо пере-
менных х и t новые переменные ξ  и η  при помощи соотношений:

ctxctx +=−= ηξ ; .
В новых переменных последнее уравнение примет вид

0
2

=
∂∂

∂
ηξ

ϕ
.

Интегрируя это уравнение поξ , находим

)(η
η
ϕ f=

∂
∂

.

Интегрируя полученное уравнение еще раз по η , получим
)()( 21 ηξϕ FF += ,

где )(),( 21 ηξ FF  — произвольные функции соответственно  ξ  и η . Возвраща-
ясь к переменным х и t, решение уравнения для плоской звуковой волны запи-
шем в виде

)()( 21 ctxFctxF ++−=ϕ
Изменения давления, плотности и скорости в плоской звуковой волне будут 
описываться такими же функциями, как потенциал скорости ϕ . Например, из-
менение плотности жидкости будет описываться соотношением

)()( 21 ctxFctxF ++−=′ρ .
Чтобы выяснить смысл полученного решения, положим F2=0, тогда

)(1 ctxF −=′ρ .
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При значениях x =const + ct плотность жидкости (а также р', v  и ϕ  ) будет оста-
ваться неизменной. Это значит, что если в начальный момент плотность жидко-
сти (а также р', v  и ϕ  ) в некоторой точке имела определенное значение, то та-
кое же значение через время t  будет иметь плотность ρ  (и р', v , ϕ ) в точке, на-
ходящейся на расстоянии ct вдоль оси х, т. е. картина движения распространя-
ется в жидкости вдоль оси х со скоростью с, которая носит название скорости 
звука.

Говорят, что функция F1(x—ct) представляет собой бегущую плоскую 
волну, которая распространяется в положительном направлении оси х. Анало-
гично функция F2(x+ct)  представляет собой плоскую звуковую волну, которая 
распространяется в отрицательном направлении оси х. Скорость движения жид-
кости направлена в рассматриваемом случае вдоль оси х, т. е. вдоль распростра-
нения звуковой волны. Такие волны называются продольными.

Пусть значение потенциала скорости ϕ  определяется выражением
)(2 ctxF −=ϕ .        

Тогда  скорость  движения  жидкости  будет

)(1 ctxF
x

vv x −′=
∂
∂== ϕ

.

Пользуясь равенствами, находим

)(100 ctxFc
t

p −′=
∂

∂−=′ ρϕρ ,

откуда

00
1 )(

ρ
ρ

ρ
′

=
′

=−′ с
c

pctxF .

Следовательно, скорость движения жидкости можно записать теперь в виде

0ρ
ρ ′

= cv .

Отсюда   заключаем,   что  скорость  передвижения  частиц жидкости будет ве-

личиной весьма малой, ибо мало отношение 
0ρ

ρ ′
.

Подсчитаем скорость распространения звуковой волны, т. е. скорость зву-
ка. Из формулы  запишем

0

0

ρ
γp

с = ;          

для воздуха имеем γ  = 1,41; при t = 0  плотность равна ρ о =  1,293-103 г/см3;  
давление ро=76О мм рт. ст. =1,013*106 дин/см2, тогда с=332 м/сек. Полученный 
результат хорошо согласуется с известной скоростью распространения звука в 
воздухе. Это указывает на то, что упрощающие предположения, которые были 
сделаны в настоящем параграфе, имеют место в действительности.

Формула,  служащая для  вычисления  скорости  звука, впервые  была  по-
лучена  Лапласом.
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Если   возмущения, характеризующие звуковую волну,    являются гармо-
ническими функциями времени, то волна называется монохроматической. 
Важным частным случаем таких волн являются бегущие плоские монохромати-
ческие волны. Значение этого класса волн весьма велико, поскольку любую 
волну можно представить в виде совокупности различных  монохроматических 
плоских волн, т. е. в виде разложения в ряд или интеграл Фурье. Решение вол-
нового уравнения для случая бегущих плоских монохроматических волн долж-
но иметь вид

)cos( αϕ +−= wtrka 

где постоянные α,,, wka  называются соответственно амплитудой, волновым 
вектором, частотой и начальной фазой волны, а скалярная функция 

α+− wtrk


— фазой волны. Приведем также более удобную для вычислений 
форму вещественной функции, записанной в виде действительной части от 
комплексной функции

{ })(Re wtrkiAe −=


ϕ ,

где А = aeiα  — комплексная «амплитуда».
Убедимся в том, что 22

0
2 kc=ω .  Следовательно, ω и k должны быть свя-

заны между собой соотношением
;0kc=ω          

при этом волновой вектор полагается равным

n
c

k 

0

ω= ,

где n  — единичный вектор в направлении распространения волны. 
Таким образом, волновое уравнение имеет решение

{ })( 0Re tkcrkiAe −=


ϕ ,         

где А — произвольная постоянная.
Данное решение описывает плоскую монохроматическую волну, фронт 

которой   распространяется со скоростью 0c  в направлении волнового вектора. 
Действительно, продифференцировав по времени соотношение 

consttkcrk =− 0
 , определяющее данное значение фазы, найдем для скорости с 

распространения фронта вдоль k


, значение с=с0. Скорость с называется фазо-
вой скоростью.   Ее можно представить в виде

к
с ω= .

Отметим также, что соотношение, характеризующее монохроматическую вол-
ну, справедливо в системе отсчета, связанной со средой, в которой распростра-
няется волна  (конечно, система связывается со средой в ее невозмущенном со-
стоянии).

Итак, постоянная со  в полученных выше волновых уравнениях равна фа-
зовой скорости распространения плоской монохроматической звуковой волны 

77



или, кратко говоря, скорости звука. Что касается скорости v  движения частиц 
жидкости, то она по направлению коллинеарна волновому вектору (в этом слу-
чае волна называется продольной), а по величине много меньше скорости зву-
ка. Действительно, рассматривая волну с потенциалом

)cos( 0tkcrka −= ϕ ,
найдем, что

kv
 ϕϕ ′=∇=

а

ϕϕ ′−=
∂

∂
0kc

t
.

С помощью этих выражений получим, что ρρ ′= 00 cv . Отсюда ввиду малости 
ρ ' по сравнению с 0ρ  следует

1
00

< <
′

=
ρ
ρ

v
v

.

Таковы основные свойства плоской монохроматической  звуковой волны.
 В общем случае может  иметь  место дисперсия скорости звука, т. е. за-

висимость фазовой скорости от частоты волны,

)(ωω cc
k

==

Дисперсия  звука  определяется законом дисперсии,   т. е. функцией вида
)(k


ωω = .
 Этот закон определяет групповую скорость

k
U

∂
∂= ω

,

т. е. скорость переноса энергии групповой монохроматических волн («волно-
вым пакетом»). Фазовая и групповая скорости монохроматической волны ввиду 
отсутствия дисперсии совпадают. 

Тема 9.  Нелинейные одномерные волны. Решение Римана. Ударные волны. 
Солитон. Резонансные взаимодействия волн. Нелинейная дисперсия.

В случае плоских волн мы рассмотрели решения волнового уравнения, за-
висящие только от tax 0± , что соответствовало прогрессивным волнам, кото-
рые без изменения своей формы распространяются вдоль оси х с постоянной и 
одинаковой для всех возмущений скоростью 0а  . Скорость, плотность, давле-
ние (а также и другие характеристики движения) в такой волне являются функ-
циями только tax 0±  и, следовательно, могут быть выражены как функции 
друг друга в виде соотношений, не содержащих явно ни координат, ни времени 
t (например,  )(),( ρρ ppuu ==  и т. д.).
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Выпишем нелинейную систему уравнений одномерных движений идеаль-
ной сжимаемой жидкости в случае баротропных процессов. Она состоит из 
уравнения Эйлера

01 =
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

x
p

x
uu

t
u

ρ ,         

уравнения неразрывности

0=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

x
u

x
u

t
ρρρ

         

и условия баротропности
)(ρfp = ,       

которое в случае адиабатических процессов в совершенном газе имеет вид
γρAp =    

где А — постоянная, одинаковая для всех частиц  газа.
Система уравнений  с учетом условия баротропности течения представ-

ляет собой систему   двух уравнений для определения плотности ρ  и скорости 
и в зависимости от координаты х и времени t. Проводимые ниже рассуждения 
справедливы,  вообще говоря, при любой зависимости  р от ρ . Случай  адиаба-
тических движений совершенного газа мы будем рассматривать  далее для   ил-
люстрации   полученных   выводов только в качестве частного примера.

Выписанная система уравнений движения газа   не имеет решений, зави-
сящих только от  tax 0± ,но оказывается возможным найти решение этой систе-
мы,  представляющее собой плоскую волну и являющееся обобщением реше-
ний вида )( 0taxf ± , которые  имеют место для   приближенных  линейных 
уравнений.

Будем искать такие частные решения системы yравнении , для которых 
скорость и является функцией только плотности ρ , т. е.

)(ρuu = ,
где ρ = ρ  (Х, t). Такие частные решения системы уравнений  носят название ре-
шений Римана; соответствующие этим решениям движения называются вол-
нами Римана.

В результате сделанного предположения систему уравнений можно пере-
писать в виде

.0)(

,0)1(

=
∂
∂++

∂
∂

=
∂
∂++

∂
∂

xd
du

d
duu

t

xd
dp

d
duu

td
du

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ

ρ
ρρρ

ρ
ρ

       

Очевидно, что эти два уравнения будут согласовываться между собой, если бу-
дет выполнено равенство
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ρ

ρρ
ρ

ρ

d
du
d
dp

d
du

1

= .        

Это равенство обязательно должно выполняться для того, чтобы сделанное 
выше предположение о существовании  решений вида )(ρuu =  выполнялось.

Таким образом, согласно последнему равенству имеем

ρρρ d
dp

d
du

2

1±= ,

И следовательно, скорость и как функция  ρ  в случае волн Римана может быть 
найдена независимо от интегрирования  уравнений движения. Для скорости u(
ρ ) будем иметь

∫±=
ρ
ρ

ρ
d

d
dpu .   

Для определения плотности ρ  (х, t) можно использовать уравнения, кото-
рые  сводятся к одному нелинейному уравнению. Это уравнение после обозна-
чения

)(2 ρ
ρ

a
d
dp =         

и использования  пока только одного из решений   может  быть переписано в 
виде

  0)( =
∂
∂++

∂
∂

x
au

t
ρρ

      

Введем в рассмотрение величину
с=и+а,

которая имеет, очевидно, размерность скорости и на основании уравнения  мо-
жет быть истолкована как скорость распространения постоянных значений 
плотности ρ .

В самом деле, уравнение  можно переписать в следующем виде:

0),( =+=
dx
d

dt
dx

dt
d

dt
txd ρρρ

,

где

c
dt
dx = .

Аналогично можно рассмотреть и скорость с, равную и — а.  Величина с 
для баротропных процессов является функцией плотности ρ .

Для определения плотности ρ  (х, t) имеем нелинейное уравнение 

0)( =
∂
∂+

∂
∂

x
c

t
ρρρ

.

Подсчитаем величину с= и+а для случая адиабатических движений со-
вершенного газа.  Получим

80



12 −== γγ ρ
ρ

A
d
dpa ,

∫ +
−

±=±=
−

−
−

constAdAu 2
)1(1

2
)1(

1
2)(

γγ

ρ
γ

γργ ρρ ,

constAauc +





−
+=+= − 2)1(

1
21)( γρ

γ
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Отсюда видно, что скорости а и с являются монотонно возрастающими 
функциями плотности ρ . Аналогичное исследование характера зависимости а 
и с от плотности ρ  можно провести для произвольной зависимости р от ρ .

Так как постоянные значения плотности ρ  и скорости  )(ρuu =  переме-
щаются в пространстве со скоростью с, можно написать, что

auc
dt
dx

u +== )()( , ρρ .

Отсюда после интегрирования получим
)()( ρρ Ftcx +=    

где F ( ρ ) — произвольная функция плотности, а функция
с( ρ ) = и + а                              

определяется, например, ранее указанным равенством.
Последние формулы  дают решение Римана. В этом решении функция F(

ρ ) произвольна, этой функцией можно распорядиться и удовлетворить некото-
рым добавочным частным условиям.

В полученном решении Римана плотность, а следовательно, и другие па-
раметры течения найдены как неявные функции от х и t ДЛЯ каждого опреде-
ленного значения ρ  имеем 21 ctcx +=  где c1  и  с2 – постоянные,  т.  е.  точка, 
в  которой скорость  и  плотность имеют фиксированные значения (фазовая ха-
рактеристика состояния), передвигается в пространстве с постоянной скоро-
стью. В этом смысле построенное решение представляет собой волну. Скорость 
перемещения возмущений в пространстве равна с = и + а или auc −= ; ско-
рость распространения возмущений по частицам равна +а или —а. Два знака 
соответствуют двум разным решениям для волн, распространяющихся относи-
тельно частиц газа либо в положительном, либо в отрицательном направлениях 
оси х.  Найденные частные движения получены как точные решения нелиней-
ных уравнений движения; соответствующие движения часто называют про-
стыми волнами.

Опрокидывание римановской волны сжатия.
Пусть в некоторый фиксированный момент  времени   t   профиль  распре-

деления  плотности ρ  от х в распространяющейся вправо (с= и +а)  волне Ри-
мана имеет вид, изображенный на рис.15, а.  
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Рис. 15
Слева от точки М плотность ρ  растет с ростом х и мы имеем волну разре-

жения,   а  справа от точки М плотность ρ  убывает с ростом х и мы имеем вол-
ну сжатия. Скорость с распространения определенных значений плотности  ρ  
зависит от величины плотности ρ , поэтому профиль распределения плотности 
ρ  будет меняться с течением времени. Рассмотрим случай, подобный адиаба-
тическому движению совершенного газа  (для упрощения рассуждений примем, 
что постоянная  положительна или равна нулю. Прибавление любой постоян-
ной к с( ρ ) не может изменить всех последующих выводов), когда скорость с 
растет с ростом ρ  и убывает с уменьшением ρ . Волна сжатия, т. е. та часть 
волны Римана, в которой плотность ρ  при распространении волны возрастает, 
так как точки N1 и N2 будут сближаться, становится все короче, а профиль вол-
ны сжатия становится все круче, в то время как волна разрежения, т. е. те части 
волны Римана, в которых плотность при распространении волны убывает, так 
как точки 21 NиN ′′    раздвигаются, удлиняется, а профиль волны разрежения 
становится все положе (см. рис. 15, б). С математической точки зрения возмож-
но наступление такого момента времени t2,, когда  в некотором месте х будет 
наблюдаться несколько значений плотности ρ  (см. рис. 15, в), что физически 
недопустимо.

Ясно, что однозначное непрерывное решение, соответствующее волне Ри-
мана, может существовать только до момент времени t, когда профиль распре-
деления плотности ρ  от х  приобретает вертикальную касательную (см. рис. 15, 
г). Начиная с этого  момента времени, непрерывное решение Римана теряет 
силу.  Как показывают опыт и теория, в этом случае непрерывное решение Ри-
мана должно быть заменено более общим разрывным решением со скачком 
уплотнения (рис. 15, д). Опрокидывание волны сжатия приводит к появлению 
скачков уплотнения.

Таким образом, если в решении Римана имеются участки сжатия, в пото-
ке идеальной (невязкой) среды обязательно будут возникать скачки уплотне-
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ния. Разрывы не будут образовываться,  если плотность в волне Римана моно-
тонно возрастает в направлении распространения волны на всем ее протяже-
нии, как, например, в случае волны, возникающей при непрерывном выдвига-
нии поршня из заполненной газом длинной трубы. Скачки уплотнения могут, а 
скачки разрежения не могут возникать, так как профиль  волны разрежения 
становится вce более пологим.

При использовании второго решения со знаком минус  все  выводы сохра-
няют свою силу после изменения направления оси х на противоположное.  Пре-
дыдущие выводы существенно связаны с   видом   функции   p=f( ρ ).

Можно   поставить   задачу   об  отыскании такой  зависимости   p=f( ρ ),  
при которой не будет иметь место эффект опрокидывания волны сжатия Рима-
на. Так будет, например, если скорость с получается постоянной, т. е. dc/d ρ =0. 
В  этом случае на основании формул для определения вида зависимости р от ρ  
будем иметь следующее простое дифференциальное уравнение:

0)()(1 =′+′ ρ
ρ

ρ
ρ

f
d
df ,

после интегрирования которого, найдем

ρ
ρ BAfp −== )( ,

где А и В — произвольные постоянные.  Это уравнение можно рассматривать 
как уравнение процесса с некоторым подходящим притоком тепла для совер-
шенного газа или вообще другой среды. Последнее уравнение можно рассмат-
ривать также  как уравнение прямой, касательной к адиабате.  Таким путем 
можно задавать адиабату приближенно, но при таком приближении теряется 
важная тенденция к опрокидыванию волн.

О волнах Римана в других моделях сплошной среды.
 Теорию простых волн Римана можно применять непосредственно в неко-

торых других сложных моделях сплошной среды для движений с плоскими 
волнами, когда  деформированное состояние определено одним переменным 
параметром, связанным однозначно с плотностью, и когда напряжение на плос-
кости фазы волны перпендикулярно к этой плоскости и определено деформиро-
ванным состоянием, т. е. плотностью.

В частности, теория волн Римана непосредственно применима в нелиней-
ной теории упругости для движений с плоскими волнами, перпендикулярными 
к оси х , когда перемещения параллельны оси х. в этих приложениях нет необ-
ходимости использовать  плотность как основную неизвестную величину, вме-
сто плотности можно взять в качестве искомой величины любой другой пара-
метр, связанный известным способом с плотностью. соответствующие видоиз-
менения решения Римана очевидны.

Автомодельные или центрированные волны Римана.
Как узнать, когда и где необходимо воспользоваться решением Римана 

при конструировании решений задач о движении сплошной среды?
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Из постановки задач с помощью теории размерности можно установить 
случаи, когда имеет место автомодельность искомого решения.  Легко видеть, 
что в автомодельных движениях с плоскими волнами, когда переменные аргу-
менты х и t входят в комбинации х/t , т. е. когда имеют место формулы

)(0 t
xfuu =  и )(0 t

xϕρρ = ,

будет
)(ρuu = .

Следовательно, такие автомодельные движения являются волнами Римана или 
кусочно гладкими комбинациями решений Римана, но автомодельные волны 
соответствуют случаю, когда  функция )(ρF  равна нулю. Соответствующие ре-
шения называются центрированными волнами, так как в плоскости xt на каж-
дой прямой, проходящей через начало координат,

const
t
x = ,

величины u и ρ  постоянны.
В общем случае при u и ρ  постоянных соотношение также определяет 

прямую, однако если 0)( ≠ρF , то при различных u и ρ  прямые этого се-
мейства не проходят через начало координат. Очевидно, что вдоль каждой та-
кой прямой решение Римана можно склеивать непрерывно с покоем или с по-
ступательным движением среды. (Поступательные движения также являются 
простейшими примерами решения Римана.) Таким образом,  эти прямые яв-
ляются характеристиками, и решения Римана можно определить как такие ре-
шения, для которых имеется семейство прямолинейных характеристик.

Указанные выше особенности решений Римана служат главной основой 
для конструирования решения ряда задач с использованием решений Римана. 
В частности, с помощью решений Римана  легко построить решение автомо-
дельной задачи о движении газа за поршнем, выдвигаемым при t>0 с постоян-
ной скоростью из цилиндрической трубы, заполненной совершенным газом, в 
предположении, что при   0≤t  поршень и газ покоились, а при t>0движение 
газа адиабатично или вообще баротропно.

В различных приложениях существует очень много задач, при точном 
или приближенном решении которых необходимо опираться на рассмотренную 
выше теорию волн Римана.

Ударные волны.
Рассмотрим стационарный однородный поток газа, движущийся со скоро-

стью V относительно неподвижной системы отсчета S.  Если скорость V потока 
превышает скорость с звука в газе (относительно самого газа), то поток называ-
ется сверхзвуковым; если же V меньше с, то поток называется дозвуковым. 
Свойства сверхзвукового потока существенно отличаются от свойств дозвуко-
вого течения. В связи с этим важной характеристикой потока является отноше-
ние М скорости потока к скорости звука в нем:
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c
VM =

Это число называется числом Маха.
Одна из особенностей сверхзвукового потока заключается в том, что ма-

лые возмущения плотности газа (и других величин) не могут в таком потоке 
распространяться по любому направлению. Действительно, скорость распро-
странения возмущений относительно S равна сумме ncV 

+ , где n  — направле-
ние распространения возмущений относительно газа. Поэтому все возможные 
скорости распространения возмущений относительно S могут быть получены, 
если из неподвижной точки О (в которой возникают возмущения) отложить 
вектор ncV 

+  и при фиксированном V


 придавать вектору n  все возможные 
направления. В результате такого изменения вектора n  конец вектора  ncV 

+  
будет скользить по сфере радиуса с с центром в конце вектора V


.

Из сказанного ясно, что в дозвуковом потоке (V<c)  вектор ncV 
+   может 

иметь любое направление, в то время как в сверхзвуковом потоке {V>c) вектор 
ncV 

+  (при любом направлении n ) будет лежать внутри конуса (или на его по-
верхности) с вершиной в источнике возмущений О и с образующей, касающей-
ся сферы радиуса с с центром в конце вектора V


. Угол α  полураствора этого 

конуса определяется равенством

MV
c 1sin ==α .

Итак, малые возмущения в сверхзвуковом потоке могут распространяться 
лишь в указанном конусе.

Другой особенностью сверхзвукового потока является, как известно из 
опыта, возможность возникновения ударной волны. Так называется волна зна-
чительного уплотнения среды, связанного с резким повышением давления и 
температуры;  при этом практически скачкообразное изменение параметров 
происходит в очень тонком слое среды и  сопровождается потоком вещества че-
рез этот слой. Ударные волны возникают при обтекании тел сверхзвуковым по-
током газа, при взрывах и других сильных возмущениях среды.

Рассмотрим теорию ударной волны, отвлекаясь от процессов, происходя-
щих в весьма тонком слое среды, где ее параметры сильно изменяются. Это 
позволяет заменить такой слой поверхностью разрыва, т. е. поверхностью, на 
которой параметры среды терпят разрыв непрерывности.

Ограничимся случаем стационарного течения газа, когда поверхность 
разрыва будет неподвижной относительно системы отсчета, в которой рассмат-
ривается движение газа. Величины, характеризующие состояние газа до прохо-
ждения поверхности разрыва и после него, связаны между собой законами 
сохранения массы, импульса и энергии. Следовательно, на поверхности разры-
ва должны быть непрерывными потоки вещества, импульса и энергии.

Чтобы сформулировать эти условия, возьмем некоторый элемент σdn  
поверхности разрыва и свяжем с ним систему координат, направляя ось х вдоль 
нормали n  к элементу. Затем построим цилиндр с осью, направленной по х, по-
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перечным сечением, равным dσ , и с основаниями, лежащими по разные сторо-
ны от рассматриваемого элемента поверхности разрыва бесконечно близко к 
этому элементу. Тогда, применяя к среде, находящейся в указанном цилиндре, 
законы сохранения массы, импульса и энергии в интегральной форме  и учиты-
вая стационарность потока, получим условия:   

).
2

()
2

(

,
,

.

2

2
2

221

2
1

11

222111

2
1222

2
111

2211

hvvhvv

vvvv
vpvp

vv

xx

yxyx

xx

xx

+=+

=
+=+

=

ρρ

ρρ
ρρ

ρρ

где индекс 1 относится к газу до прохождения поверхности разрыва, а индекс 2 
— к газу после такого прохождения.

Из этих условий видно, что может существовать тангенциальный раз-
рыв, т. е. такой разрыв, при котором отсутствует поток вещества через поверх-
ность разрыва, тогда vx1 = vX2 = 0. В этом случае 21 pp = , а скачки плотности и 
тангенциальных составляющих скорости vу и vх произвольны. Если же поток 
вещества через поверхность разрыва отличен от нуля (т. е. 0,0 21 ≠≠ xx vv ), то 
имеет место ударная волна. В этом случае  тангенциальные составляющие ско-
рости непрерывны

2121 , zzyy vvvv == ,
а плотность, давление и нормальная составляющая скорости изменяются скач-
ком. Эти изменения подчинены условию                                                 
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Теперь рассмотрим неподвижную ударную волну, перпендикулярную к 
направлению потока, т. е. рассмотрим прямой скачок уплотнения. В этом слу-
чае тангенциальные составляющие скорости равны нулю и, следовательно, 

vvx = . Поэтому условия можно записать в виде
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Полученные условия определяют конечные изменения всех термодинами-
ческих величин при прохождении среды через ударную волну, в том числе и из-
менение энтропии. Это связано с диссипативными процессами, обусловленны-
ми вязкостью и теплопроводностью газа и происходящими в тех весьма тонких 
слоях газа, толщиной которых в этой теории пренебрегают. Итак, движение 
идеальной жидкости через ударную волну является необратимым течением, т. 
е. течением, для которого согласно второму закону термодинамики

.12 ss >    
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Из формул следует ряд соотношений. Например, обозначая плотность по-
тока среды через vj ρ= и учитывая его непрерывность на поверхности разры-
ва, получим

,,
2

2
1

1 ρρ
jvjv ==

а исключая скорости 1v  и 2v с помощью  последних равенств, найдем

.
11

21

122

ρρ
−

−
=

pp
j

Отсюда следует, что либо p2>р1 и 12 ρρ > ,   либо   p2<р1 и 12 ρρ <  . Однако в 
действительности реализуется скачок уплотнения,  так как только условия 

12 ρρ >  и 12 pp >  соответствуют требованию. Заметим также, что скачок 
уплотнения ввиду непрерывности потока вещества сопровождается падением 
скорости газа после означает также, что скорость u стационарной ударной вол-
ны по отношению к газу впереди нее (u1=- 1v ) и позади ( 22 vu −= ) различна (

12 uu > ).
Наконец, исключая скорости 1v  и 2v  с помощью ряда выше указанных 

формул, найдем скачок энтальпии:

).11)((
2
1

12
1212 ρρ

−−=− pphh

Это соотношение, называемое адиабатой Гюгонио (или ударной адиабатой), 
определяет зависимость между 2ρ  и 2р  при заданных 1ρ  и 1р .

Солитон – это структурно устойчивая уединенная волна, движущаяся в 
нелинейной среде.

Тема 10. Сверхзвуковые течения.

Изучим картину распространения возмущений от источника, движущего-
ся вдоль прямой со сверхзвуковой скоростью 00 aU >  (рис. 16). Пусть, как и в 
первом случае, источник в момент времени 01t  находится в точке М1 с коорди-
натой 01x . В момент времени 0102 ttt >=  источник будет находиться в точке М2 

с координатой ).( 010200102 ttUxx −+=  Возмущения от источника, расположен-
ного в момент 01t  в точке М1 , в момент времени 02t  достигнут поверхности 
сферы радиуса )( 010201 ttar −=  с центром в точке М1 . В силу того, что  00 aU >
, путь, пройденный источником за время 0102 tt − , будет больше 1r .

Возмущения,  посланные  источником  в  моменты  времени  0t , большие 
01t  и меньшие 02t , в момент 02t  достигнут, очевидно, поверхностей соответ-

ствующих сфер радиусов  ,)( 02001,00102 tttattr <<−=  с центрами в точках М 
(х0) (x01< x0 < x02) (см. рис.16 ), и все эти возмущения будут оставаться позади 
источника.
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Рис. 16. Распространение возмущений от источника, движущегося с постоянной 
сверхзвуковой скоростью

Таким образом, среда впереди источника, движущегося со сверхзвуковой 
скоростью, остается невозмущенной; наблюдатель А, стоящий впереди движу-
щегося со сверхзвуковой скоростью источника, «не знает», что к нему прибли-
жается источник возмущений; он не может слышать звуковых сигналов, посы-
лаемых движущимся со сверхзвуковой скоростью источником. Таким образом, 
имеется фундаментальное различие между распространением возмущений от 
источников, движущихся со сверхзвуковой и дозвуковой    скоростями.

Конус и угол Маха. 
 Очевидно,  что  все возмущения от источника,   начавшего двигаться с 

постоянной сверхзвуковой скоростью бесконечно давно, в произвольный мо-
мент времени t02 будут заключены внутри кругового конуса, вершина которого 
находится в точке М2, а боковая поверхность является огибающей сфер радиу-
сов ,)( 020,00102 ttгдеattr ≤−= .Этот конус, отделяющий возмущенную область 
от невозмущенной, называется конусом Маха. Синус α —половины угла 
растворе конуса Маха—равен обратной величине числа Маха М = 00 / aU Дей-
ствительно,

Μ
=== 1sin

0

0

21

1

U
a

MM
r

α .

Этот угол α  называется углом Маха. Заметим, что если сверхзвуковое движе-
ние источника началось, например, в момент 01t   , то в момент t02 все возмуще-
ния от источника будут расположены внутри области, ограниченной частью по-
верхности конуса Маха ℑ  и частью сферы S радиуса  )( 010201 ttar −= с центром 
в точке M1.

На поверхности  ℑ  конуса Маха сопрягаются два решения волнового 
уравнения, соответствующие состоянию покоя, ϕ =0, и состоянию возмущенно-
го движения, ),,,( tztxϕϕ = . Подобные поверхности сопряжения решений с раз-
личными аналитическими свойствами называются характеристическими по-
верхностями уравнений с частными производными. Характеристическая по-
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верхность является в общем случае поверхностью разрыва возмущений; в рам-
ках рассматриваемой теории эта поверхность будет поверхностью, на которой 
разрывы скорости, давления и других аналогичных параметров потока невели-
ки. В пределе такие поверхности соответствуют слабым разрывам, на которых 
искомые функции непрерывны, но их производные по координатам, вообще, 
терпят разрыв. Очевидно, что скорость распространения характеристической 
поверхности (конуса Маха) по неподвижной среде, нормальная к ее поверхно-
сти, точно равна скорости звука.

Распространение сигналов в сверхзвуковых потоках.
Если на течение, изображенное на рис. 16, наложить постоянное поле ско-

ростей— 0U


 , то среда заполняющая все пространство, будет двигаться с посто-
янной сверхзвуковой  скоростью 0U


 вдоль отрицательной оси х, а источник 

возмущений будет покоиться. Возмущения от источника, расположенного в 
точке М2, в сверхзвуковом потоке будут сказываться только внутри поверхно-
сти конуса Маха с вершиной в точке М2, расширяющегося вниз по потоку, а 
перед этим конусом Маха будет иметь место поступательное невозмущенное 
движение среды с постоянной скоростью 0U


. Параметры движения среды в 

произвольной точке сверхзвукового потока могут изменяться только от возму-
щений, возникающих в точках, лежащих внутри поверхности конуса Маха с 
вершиной в рассматриваемой точке и расширяющегося вверх по потоку.

4. ПЕРЕЧЕНЬ УЧЕБНИКОВ, УЧЕБНЫХ ПОСОБИЙ

Основная:
1. Бабкин А.В., Селиванов В.В., Прикладная механика сплошных сред. т.1. 

Основы механики сплошных сред.- М., Изд-во МГТУ,1998.
2. Механика сплошных сред в задачах. т.1,2 под ред. М.Э. Эглит-М. ,Моск. 

Лицей, 1998.
3. Седов Л.И., Механика сплошной среды. т.1,2:-СПб.: Лань, 2004.-560 с.
4. Горшкова А.Г., Медведский А.Л., Рабинский Р.Л., Тарлаковский Д.В. 

Волны в сплошных средах. 472 с.,М.: Физматлит, 2004 г.

5. Учайкин В.В., Механика. Основы механики сплошных сред. Задачи и 

упражнения. Москва-Ижевск, 2002 г., Институт компьютерных исследо-

ваний. 196 с.,

6. Ламб Г., Гидродинамика, т.1 , т.2.Моква- Ижевск, 2003 г., 452с. и 482 с. 

Издательство РХД

7. Победря Б.Е., Георгиевский Д.В.. ОМСС. Курс лекций. М: Физматлит, 

2006 г., 272 с.
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8. Циглер Ф.. Механика  твердых тел и жидкостей. Моква- Ижевск, РХД, 

2002 г., 912 с.

9. Черняк В.Г.,Суетин П.Е.. Механика сплошной среды. 2006 г., 352 с.,М: 

Физматлитгиз

10. Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М., Гидродинамика.- М., Физматлит,736 с., 2003.

Дополнительная:
1.  Бреховских Л.М., Гончаров В.В., Введение в механику сплошных 

       сред.- М., Наука, 1982.

2.  Лойцянский Л.Г., Механика жидкостей и газа.- М., Наука, 1978.

3. Прикладная механика сплошных сред. (под редакцией Селиванова В.В.) 

т.1. Бабкин А.В., изд. МГТУ им. Баумана, 1998 г., 368 с. Селиванов В.В, 

т.3-2000 г., 516 с, есть вопросы для самоконтроля.

5. САМОСТОЯТЕЛЬНАЯ РАБОТА СТУДЕНТОВ

Основными задачами самостоятельной работы студентов являются:

- формирование интереса к познавательной деятельности и навыков 

самостоятельной работы в профессиональной сфере;

- развитие творческого мышления, способности принимать самостоя-

тельное решение, находить выход из кризисной ситуации;

- применение теории к практике.

Самостоятельная работа студента состоит в подготовке к лекциям, прак-

тическим занятиям, коллоквиумам, контрольным точкам и экзаменам.

Согласно учебному плану предлагаются для самостоятельной работы не-

которые, не рассматриваемые на занятиях частные вопросы, задачи, примеры, 

индивидуальные задания.

Задачи для самостоятельного решения:

1. Тензор напряжений в некоторой точке задан так:
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















−

−
=

402
050
207

ijσ .

Определить  вектор  напряжения  в  этой  точке  на  площадке  с  нормалью

33
2

3
2 321 eeen


 +−=

2. Напряженное состояние упругого тела задано тензором:

















−
−=
00

0
00

1

13

3

x
xx

x

ijσ

Показать, что если объемные силы равны нулю, то условия равновесия вы-
полняются.  Вычислить  вектор  напряжения  в  точке  )7;4;4( −P  на  плоскости 

txxx


722 321 −=−+   и на сфере txxx


812
3

2
2

2
1 =++ . Определить главные напряжения.

3. Напряженное состояние среды задано тензором:

   















=

020
205
053

3

3
2
2

2
221

x
xx

xxx

ijσ

Определить вектор напряжений в точке 321 32 eeex  ++=  на площадке, каса-
тельной в этой точке к цилиндрической поверхности 42

3
2

2 =+ xx .

4.  Определить  главные напряжения и главные оси тензора напряжений  

             















=

111
111
111

ijσ

5. Доказать, что любой симметричный тензор, например, тензор напряже-
ний ijσ , при переходе к другой системе координат преобразуется в тензор ij'σ , 
также симметричный.

6.  Доказать,  что  для поля скоростей  0,, 3
2
21

3
12

3
22

2
11 =−−=+= vxxxvxxxv  линии 

тока будут окружностями.

7. Показать, что поле скоростей  
2
3

)( ji

i
i

xx

Axv =  удовлетворяет уравнению не-

прерывности несжимаемой жидкости 0, =iiv .

8. Дано поле скоростей несжимаемой жидкости:
2
2

2
1

2
34

21
24

2
2

2
1

1 ,0,)2(,)( xxrгдеv
r

xxAv
r

xxAv +===−=  .
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Доказать, что оно удовлетворяет уравнению неразрывности.

9. Доказать,  что  поле  скоростей 
2
2

2
1

2
34

21
24

2
2

2
1

1 ,0,)2(,)( xxrгдеv
r

xxAv
r

xxAv +===−=  является безвихревым.

10. Дано поле скоростей 1312231 4,3,34 xvxvxxv −==−= .
Доказать,  что  оно  соответствует  вращению  абсолютно  твердого  тела. 

Найти вектор угловой скорости.

11. Доказать, что лагранжева форма  
( ) 0=
dt

Jd ρ
 уравнения непрерывности и 

эйлерова его форма 0)( =+
∂

∂ vdiv
t

ρρ
 эквивалентны.

12. Доказать, что в стационарном режиме 




 =

∂
∂ 0

t
vi  линии тока и траектории 

движения частиц совпадают. 

13.  Течение  задано  полем  скоростей  )(),(,0 31
2
23

2
32121 xxxAvxxxAvv −=−== .

Найти тензор завихренности в точке )3,0,1(P .

14. Показать, что в поле скоростей

 












 +=












 +=














+





−=

a
x

a
x

a
xAv

a
x

a
x

a
xAv

a
x

a
xAv

132
3

132
2

11
1

cos

,sin

,cossin

вихревые линии совпадают с линиями тока.

15.  Показать,  что  функция  cAAchAu 3,
23

)( 2 =





= − ξ

β
ξ ,  описывающая  со-

литон, является решением уравнения Кортевега - де Фриза  03

3

=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

x
v

x
vv

t
v β , 

где ( ) ctxutxv −== ξξ ,),( .

16.  Проанализировать  стационарное течение  вязкой жидкости в круглой 
цилиндрической трубе. Найти профиль скоростей и расход жидкости.

17.  Вязкая  жидкость  стационарно  вращается  вокруг  оси  z  так,  что 
)(,0 rvvvv zr === ϕ . Записать уравнение Навье-Стокса в цилиндрических коорди-

натах.
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18. Показать, что стационарное уравнение Навье-Стокса допускает реше-
ния диффузионного типа. Получить это решение.

19. В вязкой среде вихри испытывают диффузию. Найти закон расплыва-
ния
z -проекции вектора q  вихря, первоначально находящегося на оси OZ .

20. Вязкая жидкость заключена между двумя параллельными плоскостями, 
расстояние  между  которыми  h .  Верхняя  плоскость  движется  относительно 
нижней со скоростью  u  вдоль оси  x , давление в жидкости постоянно. Найти 
профиль скорости, среднюю скорость и силу  ||t ,  действующую на каждую из 
плоскостей.
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6. МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К ВЫПОЛНЕНИЮ ПРАКТИЧЕСКИХ 

ЗАДАНИЙ

Тема 1. Лагранжево и Эйлерово описание движения

Усвоению этой темы способствуют указанные ниже задачи:

1.1     Ввести пространственную систему координат  и лагранжевы координаты 

частиц и найти закон движения в следующих случаях:

а)  твердое  тело  движется  поступательно  со  скоростью,  постоянной  по 

направлению и имеющей постоянную величину v;

б) твердое тело вращается вокруг неподвижной оси с постоянной угловой 

скоростью w.

1.2 Для поступательных движений твердого тела указать общий вид поля 

скорости в лагранжевом описании и общий вид закона движения.

1.3 Движение среды происходит по закону

constbaxbtxatx ==+=+= ,,,, 33122211 ξξξξξ

Проверить, что числа ),,( 321 ξξξ   для индивидуальной частицы имеют смысл 

координат 321 ,, xxx  точки пространства, в которой она находилась в момент t=0. 

Найти поля скорости и ускорения в лагранжевом описании. Какая частица в мо-

мент 0t  находится в точке пространства с координатами ),,( 030201 xxx ?

1.4 Движение среды происходит по закону

consttxtxtx =+=++=+= τ
τ

ξ
τ

ξ
τ

ξ )1(,)21(),1( 2

2

3312211

а) Найти поля скорости и ускорения в лагранжевом описании

б) Где находится в момент τ3=t  частица, которая в момент τ=t  находилась в 

точке пространства с координатами ),,( cba ?

1.5 В момент t  рассматриваются функции 
( ) 3,2,1,,,, 321 == αξ αα txxxg  

обратные закону движения

 ( ) 3,2,1,,,, 321 == itfx ii ξξξ . 
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Каков смысл их значений? Чему равны индивидуальные производные dt
d αξ ?

1.6 Найти поля скорости и ускорения в лагранжевом и эйлеровом описании, 

если движение среды происходит по закону:

а) трехосное растяжение тела 332211 )(,)(,)( ξξξ tcxtbxtax ===

б) простой сдвиг 3322211 ,,)( ξξξξ ==+= xxtbx

в) однородная деформация при одновременном вращении тела с закрепленной 

точкой 0det,)()()( 332211 ≠++= ijiiii AtAtAtAx ξξξ .

1.7  Ввести лагранжевы координаты и найти закон движения среды, если оно 

происходит с полем скорости

03,2, 33
3

2

322
2

2
1

1 >=
+

=
+

=
+

= const
t

xtv
t

txv
t

xv τ
τττ

1.8  Ввести лагранжевы координаты и найти закон движения сплошной сре-

ды, линии тока и траектории, если поле скорости имеет вид

а) 0)(,,0,
2

)(,
2

)( 2
2

2
132

2
22

1
1 >+==== tQxxrv

r
xtQv

r
xtQv

ππ

б) 0)(,,3,2,1,
2

)( 3
3

2
2

2
13 >++=== tQxxxRi

R
xtQv i

i π

в) 0,0,0,, 32211 >=>===−= constBconstAvBxvAxv

1.9  Ввести лагранжевы координаты и найти закон движения сплошной сре-

ды, если оно происходит с полем скорости 

0)(,0)(,0,)(,)( 32211 >>==−= tBtAvxtBvxtAv

Найти линии тока и сравнить их с линиями тока для частного случая из задачи 

1.8.в). Привести пример функций )(),( tBtA , при которых линии тока и траекто-

рии частиц не совпадают.

1.10  а) Можно ли по известным траекториям частиц среды найти закон ее 

движения?

б) Можно ли по известным в данный момент линиям тока найти мгновенное 

поле скорости?

1.11  Найти линии тока и траектории, если движение среды происходит с по-

лем скорости 
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а) constuuvxvxv ===−= ,,,, 31221 ωωω

б) 0,0,0,, 31221 >=>===−= constBconstAvBxvAxv

в) constVvtVvtVv ===−= ωωω ,,0,cos,sin 321
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Тема 2. Тензоры. Тензорные поверхности второго порядка и вычисление глав-

ных компонент и главных осей тензора

2.1 Найти поверхности напряжения в точке Р для следующих состояний 

напряжения:

а) всестороннее равномерное растяжение(сжатие)

0, 231312332211 ====== σσσσσσσ  

б) одноосное растяжение (сжатие) 

0, 231312332211 ====== σσσσσσσ

в) простой сдвиг

0, 23133311222112 ======= σσσσστσσ

г) плоское напряженное состояние 

0,, 23313312212211 ======= σσστσσσσσ

Уравнение поверхности напряжений в символической записи таково: 
2k±=⋅Σ⋅ ζζ . Используя матричную форму, получаем следующие результаты:

а) [ ] 22
3

2
2

2
1

3

2

1

321

00
00
00

,, k±=++=































σ ζσ ζσ ζ

ζ
ζ
ζ

σ
σ

σ
ζζζ

Отсюда видно, что поверхность напряжений для всестороннего равномерного 

растяжения является сферой 
σ

ζζζ
2

2
3

2
2

2
1

k±=++

б) [ ] 22
1

3

2

1

321

000
000
00

,, k±==































σ ζ

ζ
ζ
ζσ

ζζζ

Поверхность напряжений для одноосного растяжения представляет собой две 

плоскости, перпендикулярные линии действия напряжения.

в) [ ] 22
2

2
1

3

2

1

321 2
000
00
00

,, k±==































ζτ ζ

ζ
ζ
ζ

τ
τ

ζζζ

Поверхность напряжений для плоского сдвига есть гиперболический цилиндр с 

образующей, параллельной оси 3ζ .
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г) [ ] 22
221

2
1

3

2

1

321 2
000
0
0

,, k±=++=































σ ζζτ ζσ ζ

ζ
ζ
ζ

στ
τσ

ζζζ

Для плоского напряженного состояния поверхность напряжения есть цилин-

дрическая поверхность с образующей, параллельной оси нулевого напряжения, 

и направляющей в виде кривой второго порядка.

2.2 Показать, что для напряженного состояния, заданного тензором
















=Σ

c
b

a

00
00
00

 

поверхность напряжения будет эллипсоидом (эллипсоидом напряжения), если 
cba ,,  имеют одинаковые знаки.

Уравнение поверхности напряжений имеет вид 

[ ] 22
3

2
2

2
1

3

2

1

321

00
00
00

,, kcba
c

b
a

±=++=































ζζζ

ζ
ζ
ζ

ζζζ .

Это эллипсоид    
abc

k
abacbc

22
3

2
2

2
1 ±=++ ζζζ .

2.3 Тензор напряжений в точке Р в декартовых осях 321 xxОx  имеет компонен-

ты
















=

021
201
113

ijσ

Определить главные напряжения и главные оси тензора напряжений, с которым 

будет связана система осей координат *
3

*
2

*
1 xxОx .

Главные напряжения определяются из уравнений 
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0
21

21
113

=
−

−
−

σ
σ

σ
 

или в развернутом виде 
0)1)(4)(2( =−−+ σσσ .

Главные напряжения являются корнями этого уравнения 

4,1,2 )3()2()1( ==−= σσσ .

Пусть ось *
1x  совпадает с осью главного напряжения )1(σ , и пусть )1(

in - 

направляющие косинусы этой оси. Тогда

022

022

0)23(

)1(
3

)1(
2

)1(
1

)1(
3

)1(
2

)1(
1

)1(
3

)1(
2

)1(
1

=++

=++

=+++

nnn
nnn

nnn

Отсюда )1(
3

)1(
2

)1(
1 ,0 nnn −== , а так как 1=iinn , то 2

1)( 2)1(
2 =n . Поэтому 

2
1,

2
1,0 )1(

3
)1(

2
)1(

1 −=== nnn .

Пусть точно также ось *
2x  соответствует главному напряжению )2(σ . Тогда

02

02

02

)2(
3

)2(
2

)2(
1

)2(
3

)2(
2

)2(
1

)2(
3

)2(
2

)2(
1

=−+

=+−

=++

nnn
nnn
nnn

так что 3
1,

3
1,

3
1 )1(

3
)2(

2
)2(

1 −=−== nnn .

Пусть ось *
3x  соответствует главному напряжению )3(σ . Тогда

042

024

0

)3(
3

)3(
2

)3(
1

)3(
3

)3(
2

)3(
1

)3(
3

)3(
2

)3(
1

=−+

=+−

=++−

nnn
nnn

nnn

так что 

6
1,

6
1,

6
2 )3(

3
)3(

2
)3(

1 −=−=−= nnn .

2.4 Разложить тензор напряжений 
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















−
−=
320
294

0412

ijσ

на шаровую часть и девиатор и показать, что первый инвариант девиатора 

равен нулю.

Мы имеем 8
3

)3912(
3

=++== kk
M

σσ , тогда 

















−−
−+
















==

520
214

044

800
080
008

ijMij δσσ

Причем 0514 =−+=iis .

2.5 Определить главные значения девиатора напряжений для 
















−

−
=

100
0106
0610

ijσ

Девиатор напряжений имеет вид
















−
−

−
=

600
036
063

ijs

А его главные значения можно найти, приняв равным нулю определитель 

0
600
036
063

=
−−

−−
−−

s
s

s

Таким образом, 6,3,9 −=−== IIIIII sss . Тот же результат получится, если 

сначала вычислить главные значения для тензора напряжений ijσ . Для него 

главные значения равны 1,4,16 === IIIIII σσσ , 

откуда 671,374,9716 −=−=−=−==−= IIIIII sss .

100



2.6 Доказать, что любой симметричный тензор, например, тензор 

напряжений ijσ , при переходе к любой другой системе преобразуется также в 

симметричный тензор ij'σ .

Очевидно, что jiqpipjqpqjqipij aaaa '' σσσσ === .

2.7 Показать, что тензор напряжений можно разложить на шаровую 

часть и девиатор только единственным образом.

Предположим, что существуют два разложения 

ijijijijij ss ** +=+= λδλδσ  для которых 0=iis  и 0* =iis . 

Тогда *33 λλσ ==ii , 

и следовательно,  *λλ = .

 А из ijijijij ss *+=+ λ δλ δ  следует, что ijij ss *= .
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Тема 3. Течения идеальной жидкости.

3.1 Пусть при 0,0 3 ≥≥ xt  задано поле скоростей жидкости в описании 

Эйлера )(),(,0 33321 xftxvvv === . Найти лагранжево описание этого движения, 

рассмотреть частный случай 33 2)( gxxf = .

Поскольку 021 == vv , то в координатах Лагранжа имеем зависимость только 

от 22113333 ,),,(: ξξξξ === xxtxx . Но тогда [ ]),(),(),( 33
33

33 txf
dt

tdxtv ξξξ == , что дает по-

сле интегрирования (учитывая, что при 330 ξ== xt ) ∫=
3

3
)( 3

3
x

xf
dxt

ξ
.В частности, для 

33 2)( gxxf =  имеем )(22 33 ξ−= xtg . Отсюда находим 

gtagtgtvgttgx =+=++= ),(,2),(,
2

2 33333

2

333 ξξξξξ  то есть получилось движе-

ние частиц жидкости с постоянным ускорением g  (движение в водопаде).

3.2 Написать дифференциальное уравнение для определения линий 

тока в жидкости, скорость частиц которой в каждой точке пространства извест-

на: ),( txv ki .

Пусть линия тока задана параметрическим уравнением )(sxx ii = , или в век-

торной форме )(srr = , где s -длина дуги вдоль линии тока. Поскольку вектор ка-

сательной линии тока rs
dr  параллелен вектору скорости, то constCCv

ds
dr == , . 

Искомым уравнением будет: C
ds
dx

vds
dx

vds
dx

v
=== 3

3

2

2

1

1

111
.

3.3 Показать, что при стационарном течении жидкости ( 0=
dt
dvi ), а так-

же для течения, в котором )()(),( tfxtxv kiki α= , линии тока и траектории совпа-

дают.

В общем случае траектории частиц жидкости находятся из уравнения 

),( txv
dt
dx

ki
i = , которые можно записать в виде dt

dxtxv
dt
dxtxv

dt
dxtxv kkk

31
3

21
2

11
1 ),(),(),( −−− == .
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Линии тока находятся из уравнений

 dt
dxtxv

dt
dxtxv

dt
dxtxv kkk

31
3

21
2

11
1 ),(),(),( −−− == ,

в которых время является параметром. В стационарном случае )( kii xvv = , в 

результате чего обе системы становятся эквивалентными. Аналогично и во вто-

ром случае: уравнение для линий тока ds
dx

ds
dx

ds
dx 31

3
21

2
11

1
−−− == ααα  и уравнения для 

траектории dt
dxx

dt
dxx

dt
dxx kkk

31
3

21
2

11
1 )()()( −−− == ααα  совпадают.

3.4 Сопло фонтана имеет форму усеченного конуса, сужающегося 

вверх. Диаметры сечений конуса: нижнего D=50 мм, верхнего d=10 мм, высота 

h=0,5 м.

Определить расход воды, подаваемой фонтаном, и давление в нижнем се-

чении конуса, если вода бьет из фонтана на высоту Н=8 м, сопротивлением воз-

духа в струе и сопротивлением в сопле пренебречь.

Согласно теории g
vH
2

8
2
2== , где 2v - скорость истечения из сопла. Отсюда, 

зная площадь выходного сечения сопла 2
2

2 00007854.0
4

мdf == π , найдем иско-

мый расход: 
с
л

с
мfvQ 984.010984.0

3
3

22 =⋅== − .

Таким образом, скорость в нижнем сечении с
м

f
Qv 501.0

1
1 == , и следователь-

но удельная кинетическая энергия м
g

v 0127.0
2

2
1 = .

Напишем уравнение Бернулли:

γγ
xатм p

g
vp

g
vh +=++

22

2
1

2
2 , откуда 

2
310373.8)127.085.0(

м
кГpp атмx ⋅=−+=− γ .

Избыточное давление у корня сопла будет .8373,0 атмризб =
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3.5 Показать, что если при вращении жидкости вокруг вертикальной 

оси окружная скорость частиц меняется обратно пропорционально расстоянию 

от оси вращения, от существует потенциал скорости; найти выражение потен-

циала.

Совмещаем ось вращения жидкости с осью Oz . В рассматриваемом плос-

ком движении 22 yx
a

r
av

+
== , где a - константа; угловая скорость при этом бу-

дет обратно пропорциональна квадрату расстояния: 2r
a

r
v ==ω  .

Компонентами скорости по осям координат являются 

22

222222

),cos(

,),cos(

yx
axyvvv

yx
ay

yx
y

yx
axvvv

y

x

+
−==

+
=

++
==

В данном случае соблюдаются условия 

x
v

y
v yx

∂
∂

=
∂

∂ ,

отвечающие потенциальному течению. Действительно,

222

22

222

222

222

22

222

222

)(
)(

)(
2)(

)(
)(

)(
2)(

yx
yxa

yx
axyxa

x
v

yx
yxa

yx
ayyxa

y
v

y

x

+
−=

+
++−=

∂
∂

+
−=

+
−+=

∂
∂

Для потенциала скорости имеем выражение

 dyvdxvdy
y

dx
x

d yx +=
∂
∂+

∂
∂= ϕϕϕ .

Отсюда с учетом полученных выше выражений имеем

C
yx

dyxdxya +
+

−= ∫ 22
)(ϕ . 

И после интегрирования получим C
x
yarctg +−= 2ϕ .

3.6 Скорости частиц потока жидкости в трубе кругового сечения парал-

лельны между собой, и их значения меняются в зависимости от расстояния по 
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закону )1( 2

2

0 a
rvv −= , где a - радиус трубы, а 0v -скорость осевой струйки (при 

0=r ). Определить компоненты вихря.

Проекции скорости на оси координат, одну из которых (ось z ) примем сов-

падающей с осью потока, представляют собой 




 +−=== 2

22

0 1,0,0
a

yxvvvv zyx . 

Далее имеем 0,2,2
2
0

2
0 =Ω=

∂
∂−=Ω−=

∂
∂=Ω z

z
y

z
x a

xv
x
v

a
yv

y
v

.

Угловая скорость будет 2
022

2
0222

2
1

2
1

a
rvyx

a
v

zyx =+=Ω+Ω+Ω=Ω=ω ; таким об-

разом, угловая скорость равна нулю на оси потока и возрастает пропорциональ-

но расстоянию от последней.
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Тема 4. Течения вязкой жидкости.

4.1 Использовать формулу Стокса vdFсопр πµ3=  для определения вязко-

сти жидкости, если шарик диаметра d  падает из состояния покоя в вязкой жид-

кости.

Шарик сначала двигается ускоренно, но после того, как его вес уравнове-

сится силой Архимеда и силой сопротивления, движение станет равномерным, 

т.к. будет 

шж

архсопр

ddvd

gmFF

γπγππ µ 33

6
1

6
13

0

=+

=++

Тогда 
vd

d жш

π

γγπ
µ

3

)(
6
1 3 −

= , или s
td жш ∆

∆−= )(
18
1 2 γγµ , то есть вязкость µ  

пропорциональна интервалу времени t∆ , за которое шарик опустится на рассто-

яние s∆ .

4.2 Определить зависимость между весом малого шара и скоростью в 

восходящем потоке вязкой жидкости, если шар поддерживается потоком во 

взвешенном состоянии.

Из условия равновесия имеем шж ddvd γπγππ µ 33

6
1

6
13 =+ .

Следовательно, 
жш

vd
γγ

µ
−

= 182 .

И окончательно, вес 
2
3

3

18
66 





−

==
жш

шш
мdG

γγ
µγπγπ ,

то есть вес шара пропорционален корню из куба скорости восходящего по-

тока, где жш γγ , - удельный вес материала шарика и жидкости.
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Тема 5. Гидродинамическое подобие при турбулентности.

5.1 В трубопроводе происходит плавное изменение площади попереч-

ного сечения от 1σ к 2σ . Определить, в каком из этих сечений число Рейнольдса 

будет большим.

Как известно, в трубах с различными диаметрами для числа Рейнольдса 

имеем µ
ρ dVR = .

Но учтём ρ
µν

σ
πσ === ,,

4

2 QVd .

Тогда для числа Рейнольдса получим формулу νπ d
QR 4= , то есть νπ 1

1
4
d
QR = , 

νπ 2
2

4
d
QR = . Следовательно, число Рейнольдса будет большим при меньшем диа-

метре, то есть при меньшем сечении трубы.

5.2 В каком соотношении должны находиться вязкости двух потоков 

различных жидкостей, чтобы числа Рейнольдса и Фруда были одинаковы?

По определению число Рейнольдса νµ
ρ VddVR == , число Фруда Lg

VF
2

= . Если 

21, LL - характерные линейные размеры потоков, то в поле тяжести 

gL
V

gL
VF

2

2
2

1

2
1 == , то есть 

2

1
21 L

LVV = .

Аналогично для числа Рейнольдса имеем: RdVdV ==
2

22

1

11

νν , или RLVLV ==
2

22

1

11

νν .

Тогда подставляя верхнее соотношение между скоростями, получим: 

2
3

2

1
21 





=

L
Lνν .

Итак, если 12 LL < , то необходимо, чтобы было 12 νν < .

Так, например, если надо моделировать движение корабля в воде,  и мо-

дель взята в масштабе 12 01,0 LL = , то вместо воды надо взять жидкость вязко-
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стью в тысячу раз меньше, чем вязкость воды, так как 
11

2
3

2 001,0)01,0( ννν == . Но 

таких жидкостей пока нет, значит, выполнение этого условия возможно только 

при ограниченных различиях в линейных размерах модели и натуры.
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Тема 6. Распространение звука.

6.1 Пусть на плоскости 0=z  задано распределение нормальных скоро-

стей ( )[ ]txkiVV xzz ω−== exp| 00 . Найти излучаемую при этом звуковую волну.

След на плоскости  0=z  излучаемой звуковой волны должен совпадать с 

заданным  распределением  нормальной  скорости,  а  именно 

( )[ ] 2
2

2

,exp xzzx k
c

ktzkxkiAp −=−+= ωω .

Нормальная скорость на плоскости 0=z  при этом равна

( )[ ]txkikA
z
p

i
V x

z

z
zz ω

ω ρω ρ
−=

∂
∂=

=
= exp1|

000
0

.

Отсюда для амплитуды звуковой волны A  получаем 

θ
ρ

ω
ωρωρ

cos
00

2
2

2
0000 cV

k
c

V
k

VA

x
z

=
−

==
, где  θ - угол, составляемый волновым вектором 

},{ zx kkk =  с осью z .

6.2 Плоская гармоническая волна )](exp[ tkxiAp ω−=+ , распространяясь в 

трубе,  отражается от ее конца, закрытого подвижным поршнем массой  m  на 

единицу площади.  Рассчитать импеданс препятствия и коэффициент отраже-

ния.

Отраженную от поршня волну запишем в виде  )](exp[ tkxiVAp ω+−=− . Под 

действием суммарного движения поршень придет  в  движение со скоростью, 

определяемой вторым законом Ньютона,  p
dt
dvm =  или для гармонических про-

цессов mi
pv
ω−

= . Таким образом, для импеданса поршня получаем mi
v
pZ ω−== . 

Теперь найдем коэффициент отражения 

сmi
сmiV

0

0

ρω
ρω

−
+=
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6.3 Найти условия, при которых две поверхностные волны при нели-

нейном взаимодействии друг с другом могут излучать внутреннюю или звуко-

вую волну. Определить направление излучаемых волн.

Пусть  21,kk  - волновые векторы поверхностных волн, а  21,ωω - их частоты. 

При их взаимодействии возникнут волны комбинационных частот и волновых 

векторов: 21 ωωω ±=  и 21 kkk ±= . Частота внутренней волны должна быть суще-

ственно меньше частот поверхностных волн. Это возможно только для разност-

ной комбинационной волны 21 ωωω −=в , при условии, что 21 ωω ≈  ( также и 21 kk ≈

). При этом внутренняя волна будет распространяться под таким углом вθ  с вер-

тикалью, что 
Nв

)(sin 21 ωωθ −= , где N - частота Вяйсяля, предполагаемая постоян-

ной.

Длина звуковой волны существенно превышает длину поверхностной вол-

ны той же частоты. Следовательно, горизонтальная проекция волнового векто-

ра звуковой волны 3k  должна быть малой по сравнению с )( 131 kkk < < . Это воз-

можно  только  для  комбинационной  волны  в  виде  суммы  313 kkk +=  при 

)( 1212 ωω ≈−≈ kk ,  следовательно,  частота  звука  1213 2ωωωω =+=  равна  (прибли-

женно)  удвоенной частоте  поверхностных волн.  Для  вертикальной проекции 

волнового вектора звуковой волны имеем  2
32

2
3 k

c
k z −= ω , где  c - скорость звука. 

Направление распространения звуковой волны 3θ  определяется соотношением 

1

3
3 2

sin
ω

θ ck= .
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Тема 7. Ударные волны.

7.1  Получить решение Римана для одномерных нелинейных акустиче-

ских уравнений.

Предположим, что равновесная плотность и энтропия постоянны во всей 

жидкости. Тогда уравнение состояния имеет вид )(ρpp =  и 
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С учетом этого соотношения уравнения неразрывности и  Эйлера для одно-
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Вместо ρ  введем функцию Римана 
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а также две новые функции  )(
2
1 uRf +=  и  )(

2
1 uRg −= , для которых будем 

иметь:
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Эти уравнения соответствуют распространению фиксированного возмуще-

ния 0f  со скоростью uc + , а 0g  с другой скоростью, cu − . Но gfu −= , и, следо-

вательно, скорость распространения возмущений 0f  и 0g  будет изменяться, так 

как, например, 0f  при своем движении проходит через точки с разными g . Если 

при  0=t  возмущение  0=g ,  то  оно  будет  равным  нулю  всегда.  Тогда 

)(,, uufuR ρρ =≡≡  и ( ) ])([,0 tucxFu
x
uuc

t
u +−==

∂
∂++

∂
∂

- волна Римана, распростра-

няющаяся в сторону положительных x . Аналогично при 0=f  получаем волну 

Римана  ])([ tucxGu −+= ,  распространяющуюся  в  обратном  направлении  (если 
cu < ). Если возмущения  F  и  G  не перекрываются, то они распространяются 

независимо. Однако в общем случае они могут наложиться и взаимодейство-
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вать. После того, как возмущения разойдутся, они снова будут распространять-

ся независимо.

7.2 На основе закона сохранения импульса найти изменение во времени 

пространственной протяженности )(tl  треугольной ударной волны и ее макси-

мальной амплитуды )(tum .

Предполагая,  что форма возмущения  остается треугольной всегда,  запи-

шем ),( tu ξ  в движущейся системе координат tcx 0−=ξ :
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Это возмущение при 0=t  и в момент времени t  изображено на рисунке.

Полный импульс волны равен
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Смещение фронта )(tl , как видно из рисунка, равно 
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В результате получаем:
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Тема 8. Сверхзвуковые течения.

8.1 Проанализировать течение газа в сопле Лаваля.

 Исключительно большой теоретический и практический интерес имеет адиаба-

тическое установившееся течение газа в плавно сужающихся и плавно расши-

ряющихся трубах и в так называемом сопле Лава-

ля (рисунок). Последнее представляет собой па-

трубок, в котором вслед за плавным сужением 

(конфузор) имеет место плавное расширение по-

перечного сечения (диффузор). Рассмотрим изме-

нение осредненных по поперечному сечению ха-

рактеристик адиабатического установившегося 

потока газа в таких трубах.

Логарифмируем уравнение весового расхода

constWG == ωγ :
constWG =++= γω lglglglg

И дифференцируем его. Тогда

0=++
γ
γ

ω
ω dd

W
dW .

Имея ввиду, что 

2c
dpgd =γ

и, следовательно,

γγ
γ

2c
dpgd = ,

и принимая во внимание уравнение баланса удельной энергии, можно по-

лучить

2c
WdW

W
dWd +−=

ω
ω

И далее, с учетом критерия Маха  c
WM =   получим:

)1( 2 −= M
W
dWd

ω
ω .
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Из этого уравнения, полученного – отметим – для упрощенного случая 

течения газа в отсутствие трения и теплообмена, следует, что в сверхзвуковой 

области (при М>1) знаки производных ωddW ,  совпадают, и, следовательно, 

при увеличении поперечного сечения газового потока скорость газа увеличива-

ется, а при уменьшении - снижается.

Напротив, в дозвуковой области при увеличении поперечного сечения тру-

бы или сопла по длине скорость газа уменьшается и возрастает с уменьшением 

сечения.

Пусть в сужающейся части сопла Лаваля имеет место дозвуковой режим. 

Из сказанного выше следует, что в этой части сопла скорость газа будет возрас-

тать, и течение газа приближаться к критическому.

Рассмотрим три возможных при этом случая:

а) Скорость потока, увеличиваясь, не достигает в наиболее узкой части 

сопла (сечение II) критического значения, тогда течение газа будет дозвуковым 

также после сужения (поскольку скорость уменьшается и соответственно 

уменьшается число Маха). Кривые изменения числа Маха для этого случая 

обозначены буквой А на рисунке.

б) Скорость газа, увеличиваясь, достигает в наиболее узкой части сопла 

критической величины. В этом случае дозвуковое течение газа в конфузоре 

перейдет в сверхзвуковое течение в диффузоре. Кривая изменения числа Маха 

для этого случая обозначена буквой Б на рисунке.

в) Скорость газа в конфузоре  достигает критического значения (М=1) в се-

чении I до подхода к наиболее узкой части сопла (сечению II). В этом случае на 

участке I-II конфузора дальнейшее развитие сверхзвукового течения газа не мо-

жет иметь места. Действительно, если допустить переход газа через критиче-

ское состояние в сверхзвуковую область, то в этой области уменьшение сече-

ния соответствует также уменьшению скорости, то есть течение газа из крити-

ческого снова должно превратиться в дозвуковое (кривая В на рисунке).
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Таким образом, переход от одного режима течения к другому может 

произойти только при условии наступления критического состояния в наиболее 

узкой части сопла.

Путем аналогичных рассуждений можно прийти к заключению, что в слу-

чае, если в конфузоре имеет место сверхзвуковое течение и в наиболее узкой 

части сопла будет М>1, поток будет сверхзвуковым также и в расширяющейся 

части сопла (кривая Г на рисунке).

И наконец, если при сверхзвуковом режиме в конфузоре сопла Лаваля ско-

рость уменьшается до критического значения в сечении II, то в диффузоре бу-

дет иметь место дозвуковое течение; кривая изменения числа Маха для этого 

случая обозначена на рисунке буквой Д.

8.2 При адиабатическом истечении воздуха из сопла Лаваля, в наиболее 

узкой его части давление amap 100=  и температура K0300 , площадь поперечно-

го сечения 24см=ω . Определить расход при истечение, при котором дозвуковой 

режим в этом сечении будет переходить в сверхзвуковой.

Так как в сечении перехода к сверхзвуковому течению М=1, а 

КмRk 0/27,29,403,1 ==  (по справочным данным для воздуха), то согласно фор-

муле kgRTc =  получим критическое значение:

секмW /34830027,2981,9403,1* =⋅⋅⋅= .

При этом удельный вес

,
RT
pg == ργ

то есть 3/4,11
30027,29

000100 мkГ=
⋅

=γ .

Отсюда весовой расход воздуха 

секкГWG /58,14,113480004,0* =⋅⋅== γω .
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7.ФОНД ТЕСТОВЫХ КОНТРОЛЬНЫХ ЗАДАНИЙ ДЛЯ ОЦЕНКИ 
КАЧЕСТВА ЗНАНИЙ ПО ДИСЦИПЛИНЕ

АМУРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ
Тестовые задания по проверке остаточных знаний по дисциплине

«ОСНОВЫ МЕХАНИКИ СПЛОШНЫХ СРЕД»
для специальностей 010701

20 заданий
ВАРИАНТ 1                                                                                                               время тестирования – 80 минут

1. Механика сплошных сред изу-
чает

1) равновесие сплошной среды 3) взаимодействия сплошной сре-
ды

2) движение сплошной среды 4) движение и равновесие сплош-
ных сред

2. Математической базой механи-
ки сплошных сред является

1) математический анализ 3) теория групп

2) дискретная математика 4) топология
3. Гипотеза сплошной среды озна-
чает

1) дискретность среды 3) материальный континуум
2) твердость среды 4) газообразность среды

4. В методе Лагранжа использу-
ются переменные, которые обыч-
но означают

1) декартовы координаты в на-
чальный момент

3) координаты точек пространства

2) любые параметры 4) нумерацию частиц
5. Переменные Эйлера - это 1) любые параметры 3) координаты частиц

2) координаты точек пространства 4) нумерация частиц
6. Переход от описания Лагранжа 
к описанию Эйлера осуществляет-
ся

1) переобозначением переменных 3) дифференцированием
2) решением дифференциальных 
уравнений

4) решением уравнений относи-
тельно лагранжевых координат

7. Метод описания Эйлера назы-
вают

1)материальным 3)поверхностным
2) пространственным 4) объемным

8. Дифференциальные уравнения 
линий тока имеют вид 1) 

zyx

dzdydx
ννν

== 3) 
dzdydx

zyx ννν ==

2) dzdy zx νν = 4) dzdydx zyx ννν ==
9. Уравнения частиц по Эйлеру 
имеют вид 1) 

t∂
∂ ν

3) ( )ννν 


∇+
∂

∂
t

2) ( )ννν 


∇+
∂

∂
t

4) ( )ννν 
∆+

∂
∂

t
10. Уравнение неразрывности в 
переменных Эйлера имеет вид

1) 010 =− Dρρ
3) ( ) 0=+

∂
∂ νρρ div

t

2) 0=+
∂

∂ νρρ div
t

4) ( ) 0=−
∂

∂ νρρ div
t

11. Вектор завихренности – это 
вектор

1) ν


rot=Ω 3) νdiv=Ω

2) νgrad=Ω


4) ν


2=Ω
12. Дифференциальные уравнения 
вихревых линий имеют вид 1) 

dzdydx
zyx Ω=

Ω
=Ω

3) 
zyx

dzdydx
Ω

=
Ω

=
Ω

2) dzdydx zyx Ω=Ω=Ω 4) dydz zx Ω=Ω
13. Условие безвихревых движе-
ний - это

1) 0=Ω


div 3) 0=νdiv

2) ϕν grad=


4) 0=νgrad
14. Закон Пуазейля ламинарного 
течения в круглых трубах

1) 48 laQ µ= 3) lQP µ8=∆
2) PlQ νµ8=

4) 421
8

a
lQPP

π
µ=−
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15. Условие несжимаемости жид-
кости

1) ∞=νdiv 3) 0=νgrad
2) const=ρ 4) ∞=ρ

16. Условие баротропности жид-
кости

1) 0=Pgrad 3) constP =
2) const=ρ 4) ( )Pρρ =

17. Уравнение Навье – Стокса 
имеет вид 1) 0

3
=+∆ vdivv  υυ 3) vgradvFa

3
υυυ +∆−= 

2) vgradvF 

3
υυ +∆=

4) 

vdivgrad

vPgradFa





3

1

υ

υ
ρ

+

+∆+−=

18. Число Рейнольдса - это
1) 

v
dρ

3) 
υ
vd

2) 
d
vP

4) 
υ
vR

19. Условие идеальности жидко-
сти имеет вид

1) 0=υ 3) const=µ
2) const=υ 4) const=ρ

20. Коэффициент Пуассона - это
1) 

l
l∆

3) 
l
l

v
v ∆∆ :

2) 
a
a∆

4) 
l
l

a
a ∆






 ∆− :
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АМУРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ
Тестовые задания по проверке остаточных знаний по дисциплине

«ОСНОВЫ МЕХАНИКИ СПЛОШНЫХ СРЕД»
для специальностей 010701

20 заданий
ВАРИАНТ 2                                                                                                               время тестирования – 80 минут

1. Механика сплошных сред изу-
чает

1) равновесие сплошной среды 3) движение и равновесие сплош-
ных сред 

2) движение сплошной среды 4) взаимодействия сплошной сре-
ды

2. Математической базой механи-
ки сплошных сред является

1) дискретная математика 3) теория групп

2) математический анализ 4) топология
3. Гипотеза сплошной среды озна-
чает

1) материальный континуум 3) дискретность среды
2) твердость среды 4) газообразность среды

4. В методе Лагранжа использу-
ются переменные, которые обыч-
но означают

1) нумерацию частиц 3) координаты точек пространства
2) любые параметры 4) декартовы координаты в на-

чальный момент
5. Переменные Эйлера - это 1) координаты точек пространства 3) координаты частиц

2) любые параметры 4) нумерация частиц
6. Переход от описания Лагранжа 
к описанию Эйлера осуществляет-
ся

1) переобозначением переменных 3) решением уравнений относи-
тельно лагранжевых координат

2) решением дифференциальных 
уравнений

4) дифференцированием 

7. Метод описания Эйлера назы-
вают

1)материальным 3)поверхностным
2) объемным 4) пространственным 

8. Дифференциальные уравнения 
линий тока имеют вид

1) dzdy zx νν =
3) 

dzdydx
zyx ννν ==

2) 
zyx

dzdydx
ννν

== 4) dzdydx zyx ννν ==

9. Уравнения частиц по Эйлеру 
имеют вид 1) ( )ννν 



∇+
∂

∂
t

3) 
t∂

∂ ν

2) ( )ννν 


∇+
∂

∂
t

4) ( )ννν 
∆+

∂
∂

t
10. Уравнение неразрывности в 
переменных Эйлера имеет вид

1) 010 =− Dρρ
3) ( ) 0=−

∂
∂ νρρ div

t

2) 0=+
∂

∂ νρρ div
t

4) ( ) 0=+
∂

∂ νρρ div
t

11. Вектор завихренности – это 
вектор

1) νdiv=Ω 3) ν


rot=Ω

2) νgrad=Ω


4) ν


2=Ω
12. Дифференциальные уравнения 
вихревых линий имеют вид 1) 

dzdydx
zyx Ω=

Ω
=Ω 3) dzdydx zyx Ω=Ω=Ω

2) 
zyx

dzdydx
Ω

=
Ω

=
Ω

4) dydz zx Ω=Ω

13. Условие безвихревых движе-
ний - это

1) ϕν grad=


3) 0=νdiv

2) 0=Ω


div 4) 0=νgrad
14. Закон Пуазейля ламинарного 
течения в круглых трубах

1) 48 laQ µ= 3) 421
8

a
lQPP

π
µ=−

2) PlQ νµ8= 4) lQP µ8=∆
15. Условие несжимаемости жид-
кости

1) ∞=νdiv 3) 0=νgrad
2) ∞=ρ 4) const=ρ
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16. Условие баротропности жид-
кости

1) ( )Pρρ = 3) constP =
2) const=ρ 4) 0=Pgrad

17. Уравнение Навье – Стокса 
имеет вид

1) 

vdivgrad

vPgradFa





3

1

υ

υ
ρ

+

+∆+−= 3) vgradvFa
3
υυυ +∆−= 

2) vgradvF 

3
υυ +∆= 4) 0

3
=+∆ vdivv  υυ

18. Число Рейнольдса - это
1) 

v
dρ

3) 
υ
vR

2) 
d
vP

4) 
υ
vd

19. Условие идеальности жидко-
сти имеет вид

1) const=µ 3) 0=υ
2) const=υ 4) const=ρ

20. Коэффициент Пуассона - это
1) 

l
l

a
a ∆






 ∆− : 3) 

l
l

v
v ∆∆ :

2) 
a
a∆

4) 
l
l∆
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АМУРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ
Тестовые задания по проверке остаточных знаний по дисциплине

«ОСНОВЫ МЕХАНИКИ СПЛОШНЫХ СРЕД»
для специальностей 010701

20 заданий
ВАРИАНТ 3                                                                                                               время тестирования – 80 минут

1. Механика сплошных сред изу-
чает

1) равновесие сплошной среды 3) взаимодействия сплошной сре-
ды

2) движение и равновесие сплош-
ных сред 

4) движение сплошной среды

2. Математической базой механи-
ки сплошных сред является

1) теория групп 3) математический анализ 

2) дискретная математика 4) топология
3. Гипотеза сплошной среды озна-
чает

1) дискретность среды 3) твердость среды
2) материальный континуум 4) газообразность среды

4. В методе Лагранжа использу-
ются переменные, которые обыч-
но означают

1) координаты точек пространства 3) декартовы координаты в на-
чальный момент 

2) любые параметры 4) нумерацию частиц
5. Переменные Эйлера - это 1) любые параметры 3) координаты частиц

2) нумерация частиц 4) координаты точек пространства 
6. Переход от описания Лагранжа 
к описанию Эйлера осуществляет-
ся

1) переобозначением переменных 3) дифференцированием
2) решением уравнений относи-
тельно лагранжевых координат 

4) решением дифференциальных 
уравнений

7. Метод описания Эйлера назы-
вают

1) материальным 3) пространственным 
2) поверхностным 4) объемным

8. Дифференциальные уравнения 
линий тока имеют вид 1) 

dzdydx
zyx ννν == 3) 

zyx

dzdydx
ννν

==

2) dzdy zx νν = 4) dzdydx zyx ννν ==
9. Уравнения частиц по Эйлеру 
имеют вид 1) 

t∂
∂ ν

3) ( )ννν 
∆+

∂
∂

t

2) ( )ννν 


∇+
∂

∂
t

4) ( )ννν 


∇+
∂

∂
t

10. Уравнение неразрывности в 
переменных Эйлера имеет вид

1) 010 =− Dρρ
3) 0=+

∂
∂ νρρ div

t

2) ( ) 0=+
∂

∂ νρρ div
t

4) ( ) 0=−
∂

∂ νρρ div
t

11. Вектор завихренности – это 
вектор

1) ν


2=Ω 3) νdiv=Ω

2) νgrad=Ω


4) ν


rot=Ω
12. Дифференциальные уравнения 
вихревых линий имеют вид

1) dydz zx Ω=Ω
3) 

zyx

dzdydx
Ω

=
Ω

=
Ω

2) dzdydx zyx Ω=Ω=Ω
4) 

dzdydx
zyx Ω=

Ω
=Ω

13. Условие безвихревых движе-
ний - это

1) 0=Ω


div 3) ϕν grad=


2) 0=νdiv 4) 0=νgrad
14. Закон Пуазейля ламинарного 
течения в круглых трубах

1) 48 laQ µ= 3) lQP µ8=∆

2) 421
8

a
lQPP

π
µ=− 4) PlQ νµ8=

15. Условие несжимаемости жид-
кости

1) const=ρ 3) 0=νgrad

2) ∞=νdiv 4) ∞=ρ
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16. Условие баротропности жид-
кости

1) 0=Pgrad 3) ( )Pρρ =
2) const=ρ 4) constP =

17. Уравнение Навье – Стокса 
имеет вид

1) 

vdivgrad

vPgradFa





3

1

υ

υ
ρ

+

+∆+−= 3) vgradvFa
3
υυυ +∆−= 

2) vgradvF 

3
υυ +∆= 4) 0

3
=+∆ vdivv  υυ

18. Число Рейнольдса - это
1) 

v
dρ

3) 
d
vP

2) 
υ
vd

4) 
υ
vR

19. Условие идеальности жидко-
сти имеет вид

1) const=ρ 3) const=µ
2) const=υ 4) 0=υ

20. Коэффициент Пуассона - это
1) 

l
l∆

3) 
l
l

v
v ∆∆ :

2) 
l
l

a
a ∆






 ∆− : 4) 

a
a∆
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АМУРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ
Тестовые задания по проверке остаточных знаний по дисциплине

«ОСНОВЫ МЕХАНИКИ СПЛОШНЫХ СРЕД»
для специальностей 010701

20 заданий
ВАРИАНТ 4                                                                                                               время тестирования – 80 минут

1. Механика сплошных сред изу-
чает

1) движение и равновесие сплош-
ных сред 

3) взаимодействия сплошной сре-
ды

2) движение сплошной среды 4) равновесие сплошной среды
2. Математической базой механи-
ки сплошных сред является

1) топология 3) теория групп

2) дискретная математика 4) математический анализ 
3. Гипотеза сплошной среды озна-
чает

1) дискретность среды 3) газообразность среды
2) твердость среды 4) материальный континуум 

4. В методе Лагранжа использу-
ются переменные, которые обыч-
но означают

1) любые параметры 3) координаты точек пространства
2) декартовы координаты в на-
чальный момент 

4) нумерацию частиц

5. Переменные Эйлера - это 1) любые параметры 3) координаты точек пространства
2) координаты частиц 4) нумерация частиц

6. Переход от описания Лагранжа 
к описанию Эйлера осуществляет-
ся

1) решением уравнений относи-
тельно лагранжевых координат 

3) дифференцированием

2) решением дифференциальных 
уравнений

4) переобозначением переменных

7. Метод описания Эйлера назы-
вают

1) пространственным 3) поверхностным
2) материальным 4) объемным

8. Дифференциальные уравнения 
линий тока имеют вид

1) dzdydx zyx ννν ==
3) 

dzdydx
zyx ννν ==

2) dzdy zx νν =
4) 

zyx

dzdydx
ννν

==

9. Уравнения частиц по Эйлеру 
имеют вид 1) 

t∂
∂ ν

3) ( )ννν 


∇+
∂

∂
t

2) ( )ννν 


∇+
∂

∂
t

4) ( )ννν 
∆+

∂
∂

t
10. Уравнение неразрывности в 
переменных Эйлера имеет вид 1) ( ) 0=+

∂
∂ νρρ div

t
3) 010 =− Dρρ

2) 0=+
∂

∂ νρρ div
t

4) ( ) 0=−
∂

∂ νρρ div
t

11. Вектор завихренности – это 
вектор

1) νgrad=Ω


3) νdiv=Ω

2) ν


rot=Ω 4) ν


2=Ω
12. Дифференциальные уравнения 
вихревых линий имеют вид 1) 

dzdydx
zyx Ω=

Ω
=Ω 3) dydz zx Ω=Ω

2) dzdydx zyx Ω=Ω=Ω
4) 

zyx

dzdydx
Ω

=
Ω

=
Ω

13. Условие безвихревых движе-
ний - это

1) 0=Ω


div 3) 0=νdiv

2) 0=νgrad 4) ϕν grad=


14. Закон Пуазейля ламинарного 
течения в круглых трубах 1) 421

8
a
lQPP

π
µ=− 3) lQP µ8=∆

2) PlQ νµ8= 4) 48 laQ µ=
15. Условие несжимаемости жид-
кости

1) ∞=νdiv 3) const=ρ

2) 0=νgrad 4) ∞=ρ
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16. Условие баротропности жид-
кости

1) 0=Pgrad 3) constP =

2) ( )Pρρ = 4) const=ρ
17. Уравнение Навье – Стокса 
имеет вид 1) 0

3
=+∆ vdivv  υυ

3) 

vdivgrad

vPgradFa





3

1

υ

υ
ρ

+

+∆+−=

2) vgradvF 

3
υυ +∆= 4) vgradvFa

3
υυυ +∆−= 

18. Число Рейнольдса - это
1) 

υ
vd

3) 
v
dρ

2) 
d
vP

4) 
υ
vR

19. Условие идеальности жидко-
сти имеет вид

1) const=υ 3) const=µ
2) 0=υ 4) const=ρ

20. Коэффициент Пуассона - это
1) 

l
l∆

3) 
l
l

a
a ∆






 ∆− :

2) 
a
a∆

4) 
l
l

v
v ∆∆ :

8. ПРИМЕРЫ СОСТАВЛЕНИЯ ЭКЗАМЕНАЦИОННЫХ БИЛЕТОВ

АМУРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ

Утверждено на заседании кафедры Кафедра:   МАиМ
«___» ______________200_г. Факультет: МиИ
Заведующий кафедрой Курс:     III
Утверждаю:____________ _______ Дисциплина: ОМСС

ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЙ БИЛЕТ № 15

1. Тензор напряжений в идеальной жидкости
2. Метод Лагранжа описания движения в МСС. Переход от переменных Ла-

гранжа к  переменным Эйлера
3. Задача:

Дано поле скоростей жидкости в виде: 1312231 4,3,34 xvxvxxv −==−=  . Опре-
делить вектор завихренности.

АМУРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ
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Утверждено на заседании кафедры Кафедра:   МАиМ
«___» ______________200_г. Факультет: МиИ
Заведующий кафедрой Курс:     III
Утверждаю:____________ _______ Дисциплина: ОМСС

ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЙ БИЛЕТ № 6

1. Тензор деформаций
2. Течения Пуазейля в круглых трубах. Закон Пуазейля.
3. Задача:

Поле скоростей несжимаемой жидкости имеет вид:
2
2

2
1

2
34

21
24

2
2

2
1

1 ,0,)2(,)( xxrгдеv
r

xxAv
r

xxAv +===−=  . Доказать, что оно удовле-

творяет уравнению неразрывности.

АМУРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ

Утверждено на заседании кафедры Кафедра:   МАиМ
«___» ______________200_г. Факультет: МиИ
Заведующий кафедрой Курс:     III
Утверждаю:____________ _______ Дисциплина: ОМСС

ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЙ БИЛЕТ № 21
1. Тензор упругих напряжений
2. Уравнение Навье-Стокса 
3. Задача:

Течение задано полем скоростей:
2
2

2
1

2
34

21
24

2
2

2
1

1 ,0,)2(,)( xxrгдеv
r

xxAv
r

xxAv +===−= . Доказать, что оно безви-

хревое.

АМУРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ
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Утверждено на заседании кафедры Кафедра:   МАиМ
«___» ______________200_г. Факультет: МиИ
Заведующий кафедрой Курс:     III
Утверждаю:____________ _______ Дисциплина: ОМСС

ЭКЗАМЕНАЦИОННЫЙ БИЛЕТ № 13
1. Уравнение неразрывности в переменных Эйлера
2. Теоретический подход к моделированию течения вязкой жидкости. Кри-

терий подобия.
3. Задача:

Определить главные напряжения и главные оси тензора напряжений 
















=

111
111
111

ikσ
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9. КАРТА КАДРОВОЙ ОБЕСПЕЧЕННОСТИ

Лекционные и практические занятия по дисциплине «Основы механики 

сплошных сред» для студентов специальности 010701 «Физика» проводит до-

цент кафедры МАиМ Нейман В.П.

126


