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По дисциплине:  Математический анализ 
 

Для специальностей:  230102 – Автоматизированные системы обработки  
информации и управления  

 

Курс: 1   Семестр: 1, 2 
 
 
Лекции: 90 (час.)     Экзамен: 1, 2 семестр 
 
Практические занятия: 90 (час.)  Зачет: нет  
 
Лабораторные занятия: нет 
 
Самостоятельная работа: 160 (час.) 
 
Всего часов: 340 (час.) 
 
 
Составитель: Ерёмина В.В. 
 
Факультет Математики и информатики 
 
Кафедра Информационных и управляющих систем 

 
1. Цели и задачи дисциплины, ее место в учебном процессе 

 
1.1. Цель преподавания дисциплины 
Изложение курса математического анализа и способов решения задач 
всех основных разделов данной дисциплины. Показать их важность для 
решения прикладных задач. 
 

1.2. Задачи изучения дисциплины 
По завершению курса «Математический анализ», обучаемые должны 
приобрести устойчивые навыки и умения по решению задач всех ос-
новных разделов математического анализа. 
 

1.3. Перечень разделов (тем) необходимых дисциплин 
1.3.1. начала математического анализа: понятие функции, дифферен-

циальное и интегральное исчисление. 
1.3.2. алгебра и геометрия: системы линейных уравнений, декартова 

прямоугольная система координат на плоскости и в пространст-
ве. 
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2. Содержание дисциплины 
 
2.1. Федеральный компонент 
Обще математическая и естественнонаучная дисциплина 
ГОС ВПО: 1912 ЕН – Ф.2  

 
2.2. Лекционные занятия 

2.2.1. Тема 1. Функции, пределы. непрерывность: определение и спо-
собы задания функции; обзор элементарных функций и их гра-
фиков; предел функции; бесконечно малые и бесконечно боль-
шие величины; основные теоремы о пределах; непрерывность 
функции; комплексные числа  – 6 ч. 

2.2.2. Тема 2. Дифференциальное исчисление: понятие производной и 
ее геометрический смысл; правила дифференцирования и произ-
водные элементарных функций; дифференциал функции; произ-
водные и дифференциалы высших порядков; параметрическое 
задание функции и ее дифференцирование; свойства дифферен-
цируемых функций; возрастание и убывание функций; макси-
мумы и минимумы; асимптоты; построение графиков функций; 
формула Тейлора – 6 ч. 

2.2.3. Тема 3. Интегральное исчисление: первообразная функции и не-
определенный интеграл; основные методы интегрирования; ин-
тегрирование дробно-рациональных, тригонометрических и ир-
рациональных функций; понятие определенного интеграла и его 
свойства; несобственные интегралы; приложения определенного 
интеграла в геометрии и в физике – 6 ч. 

2.2.4. Тема 4. Элементы теории функций и функционального анализа: 
элементы общей теории множеств; метрические пространства; 
множества в метрических пространствах; точечные множества 
на числовой прямой и на плоскости интегралы по абстрактным 
множествам; мера и интеграл на числовой прямой и на плоско-
сти; пространство Лебега – 4 ч. 

2.2.5. Тема 5. Теория функций комплексного переменного: функции 
комплексного переменного; простейшие трансцендентные 
функции; производная и дифференциал; конформные отображе-
ния; интегрирование функций комплексного переменного – 6 ч. 

2.2.6. Тема 6. Дифференциальные уравнения: дифференциальные 
уравнения первого порядка, уравнения высших порядков; ли-
нейные уравнения второго порядка; дифференциальные уравне-
ния в частных производных; уравнения и задачи математической 
физики – 8 ч. 

2.2.7. Тема 7. Последовательности и ряды: числовые ряды; функцио-
нальные ряды; степенные ряды в действительной области; ряд 
Тейлора; ряд Лорана – 18 ч. 
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2.2.8. Тема 8. Элементы гармонического анализа: тригонометрические 
многочлены и ряд Фурье; ряды Фурье усиленной сходимости; 
спектры периодических функций; интеграл Фурье – 18 ч. 

2.2.9. Тема 9. Операционное исчисление: оригиналы и изображения; 
основные теоремы операционного исчисления; изображение пе-
риодических оригиналов; дифференцирование и интегрирование 
оригиналов; теоремы разложения; изображение некоторых спе-
циальных функций; общий способ определения оригинала по 
изображению – 18 ч. 

 
2.3. Практические занятия 

2.3.1. Практическая работа 1. Функция. Построение графика функции 
– 2 ч. 

2.3.2. Практическая работа 2. Предел функции – 2 ч. 
2.3.3. Практическая работа 3. Непрерывность функции – 2 ч. 
2.3.4. Практическая работа 4. Производная функции – 2 ч. 
2.3.5. Практическая работа 5. Дифференциал функции – 2 ч. 
2.3.6. Практическая работа 6. Исследование функции – 2 ч. 
2.3.7. Практическая работа 7. Непосредственное интегрирование. за-

мена переменной в неопределенном интеграле – 2 ч. 
2.3.8. Практическая работа 8. Интегрирование по частям – 2 ч. 
2.3.9. Практическая работа 9. Интегрирование рациональных дробей – 

2 ч. 
2.3.10. Практическая работа 10. Интегрирование иррациональных 

функций – 2 ч. 
2.3.11. Практическая работа 11. интегрирование тригонометрических 

функций – 2 ч. 
2.3.12. Практическая работа 12. Вычисление определенного интегра-

ла – 2 ч. 
2.3.13. Практическая работа 13. Несобственные интегралы – 2 ч. 
2.3.14. Практическая работа 14. вычисление площади фигуры, длины 

дуги, объема тела с помощью определенного интеграла – 2ч. 
2.3.15.  Практическая работа 15. Дифференциальные уравнения пер-

вого порядка – 2 ч. 
2.3.16. Практическая работа 16. Дифференциальные уравнения выс-

ших порядков – 2 ч. 
2.3.17. Практическая работа 17. Линейные уравнения высших поряд-

ков – 2 ч. 
2.3.18. Практическая работа 18. Системы дифференциальных урав-

нений – 2 ч. 
2.3.19. Практическая работа 19. Дифференциальные уравнения пер-

вого порядка в частных производных – 4 ч. 
2.3.20. Практическая работа 20. Типы уравнений второго порядка в 

частных производных – 4 ч. 
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2.3.21. Практическая работа 21. Уравнение колебания струны – 2 ч. 
2.3.22. Практическая работа 22. Уравнение теплопроводности – 2 ч. 
2.3.23. Практическая работа 23. Числовые ряды – 4 ч. 
2.3.24. Практическая работа 24. Функциональные ряды – 2 ч. 
2.3.25. Практическая работа 25. Степенные ряды – 2 ч. 
2.3.26. Практическая работа 26. Разложение функций в степенные 

ряды – 2 ч. 
2.3.27. Практическая работа 27. Приближенные вычисления значе-

ний функций с помощью степенных рядов – 2 ч. 
2.3.28. Практическая работа 28. Применение степенных рядов к вы-

числению пределов и определенных интегралов – 2 ч. 
2.3.29. Практическая работа 29. Комплексные числа – 2 ч. 
2.3.30. Практическая работа 30. Ряды с комплексными числами – 2 ч. 
2.3.31. Практическая работа 31. Ряд Фурье – 2 ч. 
2.3.32. Практическая работа 32. Интеграл Фурье – 2 ч. 
2.3.33. Практическая работа 33. Нахождение изображений функции 

– 4 ч. 
2.3.34. Практическая работа 34. отыскание интеграла по изображе-

нию – 4 ч. 
2.3.35. Практическая работа 35. Свертка функций. Изображение про-

изводных и интеграла от оригинала – 2 ч. 
2.3.36. Практическая работа 36. Применение операционного исчис-

ления к решению некоторых дифференциальных и интегральных 
уравнений – 4 ч. 

2.3.37. Практическая работа 37. Общая формула обращения – 2 ч. 
2.3.38. Практическая работа 38. Применение операционного исчис-

ления к решению некоторых уравнений математической физики 
– 4 ч. 

 
2.4. Самостоятельная работа студентов 

2.4.1. Самостоятельное практическое решение задач: рассмотрение ка-
чественных вопросов, которые предлагаются на экзамене по 
данной дисциплине  – 140 ч. 
Рекомендуемая литература:  
1. Лунгу К.Н., Письменный Д.Т., Федин С.Н., Шевченко Ю.А. 
Сборник задач по высшей математике. В 2-х ч. М.: Айрис-пресс, 
2003. – 576 с. 
2. Письменный Д.Т. Конспект лекций по высшей математике. В 
2-х ч. М.: Айрис-пресс, 2003. – 488 с. 

2.4.2. Расчетно-графическая работа 1. Предел. Функция. Непрерыв-
ность – 10 ч. 
Задание: Найти: 
1. область определения функции; 
2. предел функции; 
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3. раскрыть неопределенности; 
 
2.4.3. Расчетно-графическая работа 2. Функции нескольких перемен-

ных – 10 ч. 
Задание: Найти: 
1. область определения функции. 
2. найти частные производные. 
3. найти вторые частные производные. 
4. написать уравнения касательной и нормали к функции. 
5. найти градиент, производную по направлению. 
6. исследовать функцию на экстремум. 

 
2.5. Вопросы к экзамену 

(1 семестр) 
2.5.1. Понятие элементарной функции. Элементарные функции и их 

свойства 
2.5.2. Действительные числа 
2.5.3. Функции и их свойства 
2.5.4. Предел числовой последовательности 
2.5.5. Число е. Второй замечательный предел 
2.5.6. Предел функции в точке. Геометрический смысл 
2.5.7. Предел функции на бесконечности. Геометрический смысл 
2.5.8. Бесконечно-малые функции и их свойства 
2.5.9. Бесконечно-большие функции и их свойства 
2.5.10. Сравнение бесконечно-малых функций. Таблица эквивалентно-

сти 
2.5.11. Основные теоремы о пределах и их применение 
2.5.12. Первый замечательный предел 
2.5.13. Непрерывность функции в точке и на множестве 
2.5.14. Односторонние пределы 
2.5.15. Односторонняя непрерывность. Точки разрыва и их классифи-

кация. 
2.5.16. Свойства функции непрерывных точек 
2.5.17. Свойства функции непрерывности на отрезке 
2.5.18. Задачи приводимые к понятию производной 
2.5.19. Понятие производной её геометрический и механический смысл 
2.5.20. Основные правила вычисления производных (производная сум-

мы, частного и произведения) 
2.5.21. Производная сложной функции 
2.5.22. Производная обратной функции 
2.5.23. Производная основных элементарных функций 
2.5.24. Производная показательно-степенной функции 
2.5.25. Таблица производных 
2.5.26. Производная неявно заданной функции 



 9

2.5.27. Понятие дифференциала. Геометрический смысл дифференциа-
ла 

2.5.28. Дифференциал сложной функции 
2.5.29. Применение дифференциала для приближенных вычислений 
2.5.30. Производные высших порядков. Формула Лейбница. Физиче-

ский смысл второй производной 
2.5.31. Дифференциалы высших порядков. Инвариантность формы. 

Формула первого порядка 
2.5.32. Параметрически заданные функции и их дифференцирование 

(первая и вторая производные) 
2.5.33. Теорема Ферма и её геометрический смысл  
2.5.34. Теорема Ролля и её геометрический смысл  
2.5.35. Теорема Лагранжа и её геометрический смысл 
2.5.36. Правила Лопиталя 
2.5.37. Возрастающие и убывающие функции 
2.5.38. Экстремум (первое и второе правило для нахождения экстрему-

ма) 
2.5.39. Выпуклость, вогнутость и точки перегиба 
2.5.40. Асимптоты 
2.5.41. Исследование функции и построение графика функции 
2.5.42. Формула Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа 
2.5.43. Разложение элементарных функций по формуле Тейлора 
2.5.44. Понятие первообразной функции и неопределённого интеграла 
2.5.45. Свойства неопределённого интеграла 
2.5.46. Таблица интегралов 
2.5.47. Метод интегрирования по частям в неопределённом интеграле 
2.5.48. Метод замены в неопределённом интеграле 
2.5.49. Интегрирование простейших дробей (4 вида + рекуррентная 

формула) 
2.5.50. Интегрирование дробно-рациональных функций (теорема Безу, 

теорема разложения дробно-рациональных функций на простей-
шие, метод частных значений, метод неопределённых коэффици-
ентов) 

2.5.51. Интегрирование иррациональных функций 
2.5.52. Интегрирование тригонометрических функций 
2.5.53. Определение и свойства определённого интеграла 
2.5.54. Формула Ньютона-Лейбница 
2.5.55. Интегрирование по частям в определённом интеграле 
2.5.56. Замена переменных в определённом интеграле 
2.5.57. Несобственные интегралы первого рода 
2.5.58. Несобственные интегралы второго рода 
2.5.59. Геометрические приложения определённого интеграла: площадь 

плоской фигуры, вычисление объёма тел, длина дуги и площадь 
поверхности вращения 
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2.5.60. Физические приложения определённого интеграла (статические 
монеты, центр тяжести, моменты инерции) 

 
(2 семестр) 

2.5.61. Функция нескольких переменных 
2.5.62. Частные производные 
2.5.63. Дифференциал функции нескольких переменных 
2.5.64. Производная по направлению, градиент 
2.5.65. Частные производные высших порядков 
2.5.66. Дифференциалы высших порядков 
2.5.67. Применение полного дифференциала к приближенным вычис-

лениям 
2.5.68. Производная сложной функции. Полная производная 
2.5.69. Дифференцирование неявной функции 
2.5.70. Экстремум функции двух переменных (основные понятия) 
2.5.71. Необходимые и достаточные условия экстремума 
2.5.72. Наибольшее и наименьшее значения функции в замкнутой об-

ласти 
2.5.73. Касательная плоскость и нормаль к поверхности 
2.5.74. Понятие двойного интеграла 
2.5.75. Геометрический и физический смысл двойного интеграла 
2.5.76. Свойства двойного интеграла 
2.5.77. Вычисление двойного интеграла в декартовых координатах 
2.5.78. Вычисление двойного интеграла в полярных координатах 
2.5.79. Приложения двойного интеграла 
2.5.80. Понятие тройного интеграла 
2.5.81. Вычисление тройного интеграла в декартовых координатах 
2.5.82. Замена переменных в тройном интеграле. Вычисление тройного 

интеграла в цилиндрических и сферических координатах 
2.5.83. Приложения тройного интеграла 
2.5.84. Понятие криволинейного интеграла I рода. 
2.5.85. Вычисление криволинейного интеграла I рода 
2.5.86. Приложения криволинейного интеграла I рода 
2.5.87. Понятие криволинейного интеграла II рода 
2.5.88. Вычисление криволинейного интеграла II рода 
2.5.89. Формула Остроградского-Грина 
2.5.90. Условия независимости криволинейного интеграла II рода от 

пути интегрирования 
2.5.91. Приложения криволинейного интеграла II рода 
2.5.92. Поверхностный интеграл I рода 
2.5.93. Вычисление поверхностного интеграла I рода 
2.5.94. Приложения поверхностного интеграла I рода 
2.5.95. Поверхностный интеграл II рода 
2.5.96. Вычисление поверхностного интеграла II рода 
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2.5.97. Приложения поверхностного интеграла II рода 
2.5.98. Понятие числового ряда. Сходимость ряда 
2.5.99. Свойства сходящихся рядов 
2.5.100. Необходимый признак сходимости 
2.5.101. Гармонический ряд 
2.5.102. Достаточные признаки сходимости знакоположительных ря-

дов (признак сравнения) 
2.5.103. Достаточные признаки сходимости знакоположительных ря-

дов (предельный признак сравнения) 
2.5.104. Достаточные признаки сходимости знакоположительных ря-

дов (признак Даламбера) 
2.5.105. Достаточные признаки сходимости знакоположительных ря-

дов (радикальный признак Коши) 
2.5.106. Достаточные признаки сходимости знакоположительных ря-

дов (интегральный признак Коши) 
2.5.107. Обобщенный гармонический ряд 
2.5.108. Знакочередующиеся ряды. Признак Лейбница 
2.5.109. Знакопеременные ряды 
2.5.110. Абсолютная и условная сходимости числовых рядов. Свойст-

ва абсолютно сходящихся рядов 
2.5.111. Функциональные ряды 
2.5.112. Теорема Абеля 
2.5.113. Интервал и радиус сходимости степенного ряда 
2.5.114. Свойства степенных рядов 
2.5.115. Ряд Тейлора. Ряд Маклорена 
2.5.116. Разложение элементарных функций в ряд Тейлора 
2.5.117. Применение рядов в приближенных вычислениях 
2.5.118. Тригонометрический ряд Фурье 
2.5.119. Сходимость ряда Фурье 
2.5.120. Ряды по косинусам и синусам 
2.5.121. Разложение функции заданной в промежутке в ряд Фурье по 

косинусам или синусам 
2.5.122. Ряд Фурье с произвольным промежутком 
2.5.123. Круг сходимости степенного ряда 
2.5.124. Показательная и тригонометрическая функции комплексной 

переменной 
2.5.125. Логарифмическая функция комплексного переменного 
2.5.126. Комплексная форма ряда Фурье 
2.5.127. Интегральная формула Фурье. Интеграл Фурье 
2.5.128. Комплексная форма интегральной формулы Фурье 
2.5.129. Преобразование Фурье и его обращение 
2.5.130. Свойства преобразования Фурье 
2.5.131. Оригинал и изображение 
2.5.132. Свойство линейности изображения 
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2.5.133. Теорема подобия 
2.5.134. Смещение 
2.5.135. Запаздывание 
2.5.136. Дифференцирование оригинала 
2.5.137. Дифференцирование изображения 
2.5.138. Интегрирование оригинала 
2.5.139. Интегрирование изображения 
2.5.140. Теорема свертывания 
2.5.141. Таблица оригиналов и изображений 
2.5.142. Нахождение оригинала по изображению 
2.5.143. Решение обыкновенных линейных дифференциальных урав-

нений с постоянными коэффициентами операционным методом 
2.5.144. Решение систем линейных уравнений операционным методом 

 
 
 

2.6. Оценочные критерии  
При оценке знаний на  экзамене учитывается: правильность и 

осознанность изложения содержания ответа на вопросы, полнота 
раскрытия понятий и закономерностей, точность употребления и 
трактовки общенаучных и специальных терминов; степень сформи-
рованности интеллектуальных и научных способностей экзаменуе-
мого; самостоятельность ответа; речевая грамотность и логическая 
последовательность ответа.  
  Критерии оценок: 
- отлично – полно раскрыто содержание вопросов в объеме програм-
мы и рекомендованной литературы; четко и правильно даны опреде-
ления и раскрыто содержание концептуальных понятий, закономер-
ностей, корректно использованы научные термины; для доказатель-
ства использованы различные теоретические знания, выводы из на-
блюдений и опытов; ответ самостоятельный, исчерпывающий, без 
наводящих дополнительных вопросов, с опорой на знания, приобре-
тенные в процессе специализации по выбранному направлению ин-
форматики. 
- хорошо – раскрыто основное содержание вопросов; в основном 
правильно даны определения понятий и использованы научные тер-
мины; ответ самостоятельный; определения понятий неполные, до-
пущены нарушения последовательности изложения, небольшие не-
точности при использовании научных терминов или в выводах и 
обобщениях, исправляемые по дополнительным вопросам экзамена-
торов. 
- удовлетворительно – усвоено основное содержание учебного мате-
риала, но изложено фрагментарно, не всегда последовательно; опре-
деление понятий недостаточно четкое; не использованы в качестве 
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доказательства выводы из наблюдений и опытов или допущены 
ошибки при их изложении; допущены ошибки и неточности в ис-
пользовании научной терминологии, определении понятий. 
- неудовлетворительно – ответ неправильный, не раскрыто основное 
содержание программного материала; не даны ответы на вспомога-
тельные вопросы экзаменаторов; допущены грубые ошибки в опре-
делении понятий, при использовании терминологии. 

 
 

3. Учебно-методические материалы по дисциплине 
 

2.7. Используемая и рекомендуемая литература 
Основная: 

2.7.1. Кудрявцев Л.Д. Курс математического анализа. М.: Наука, 1999. 
– 231 с. 

2.7.2. Фехтенгольц Д.В. Курс математического анализа. В 2-ч ч. М.: 
Наука, 1994. – 272 с. 

2.7.3. Минорский В.П. Сборник задач по высшей математике. М.: Нау-
ка, 1994. – 264 с. 

2.7.4. Бермант Д. Математический анализ. М.: Наука, 1997. – 288 с. 
2.7.5. Данко П.Е., Попов А.Г., Кожевникова Т.Я. высшая математика в 

упражнениях и задачах. В 2-х частях. М.: Высшая школа, 1997. – 
240 с. 

2.7.6. Лунгу К.Н., Письменный Д.Т., Федин С.Н., Шевченко Ю.А. 
Сборник задач по высшей математике. 1 курс. М.: Айрис-пресс, 
2003. – 576 с. 

2.7.7. Письменный Д.Т. Конспект лекций по высшей математике. 1 
часть. М.: Айрис-пресс, 2003. – 288 с. 

 
2.8. Учебные пособия: 

2.8.1. Карточки с заданиями и методическими указаниями по выполне-
нию практических работ. 

2.8.2. Методические указания и индивидуальные варианты заданий для 
выполнения расчетно-графических работ. 
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4. Учебно-методическая (технологическая) карта дисциплины 
 

 
 
 
 
 
 
 

                                                           
1  Контрольный опрос знаний теоретического материала 
2 Собеседование по результатам самостоятельной работы студентов  
3 Защита расчетно-графической работы 

Занятия 
Самостоятельная  
работа студентов 

Н
ом

ер
 н
ед
ел
и 

Н
ом

ер
 т
ем
ы

 

В
оп
ро
сы

,  
из
уч
ае
мы

е 
на

 л
ек
ци
и  

П
ра
кт
ич
ес
ки
е 

Л
аб
ор
ат
ор
ны

е 
 

И
сп
ол
ьз
уе
мы

е 
на
гл
яд
ны

е 
 и

 м
ет
од
ич
ес
ки
е 
по
со
би
я 

С
од
ер
ж
ан
ие

 

Ча
сы

 

Ф
ор
ма

 к
он
тр
ол
я  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 2.3.1 - 
2 2.3.2 - ко1 

3 
1 2.2.1 

2.3.3 - 
4 2.3.4 - ко 

5 2.3.5 - 
6 

2 2.2.2 
2.3.6 - ко 

7 2.3.7 - 
8 2.3.8 - ко 

9 
3 2.2.3 

2.3.9 - 
10 2.3.10 - 

2.8.1 2.4.1 70 

ко,  

сб.2 
11 4 2.2.4 2.3.11 - 
12 2.3.12 - ко 

13 2.3.13 - 
14 

5 2.2.5 
2.3.14 - ко 

15 2.3.15 - 
16 2.3.16 - ко 

17 2.3.17 - 
18 

6 2.2.6 

2.3.18 - 

2.8.1 
2.8.2 2.4.2 10 

ко, 
защ.3 
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Лекционный курс 
 

Числовая последовательность. 
 

 Определение. Если каждому натуральному числу n поставлено в соответствие число 
хn, то говорят, что задана последовательность 

x1, х2, …, хn = {xn} 
 Общий элемент последовательности является функцией от n. 

xn = f(n) 
Таким образом последовательность может рассматриваться как функция. 
Задать последовательность можно различными способами – главное, чтобы был указан спо-
соб получения любого члена последовательности. 
 

Ограниченные и неограниченные последовательности. 
 

 Определение. Последовательность {xn} называется  ограниченной, если существует 
такое число М>0, что для любого n верно неравенство: 

Mxn <  
т.е. все члены последовательности принадлежат промежутку (-М; M). 
 Определение. Последовательность {xn}называется ограниченной сверху, если для 
любого n существует такое число М, что 

xn ≤ M. 
 Определение. Последовательность {xn}называется ограниченной снизу, если для 
любого n существует такое число М, что 

xn ≥ M 
 Определение. Число а называется пределом последовательности {xn}, если для лю-
бого положительного ε>0 существует такой номер N, что для всех n > N выполняется усло-
вие: 

.ε<− nxa  
Это записывается:    lim xn = a. 

 В этом случае говорят, что последовательность {xn}сходится к а при n→∞. 
 
 Свойство: Если отбросить какое- либо число членов последовательности, то получа-
ются новые последовательности, при этом если сходится одна из них, то сходится и другая. 
 Теорема. Последовательность не может иметь более одного предела. 
  
 Доказательство. Предположим, что последовательность {xn}имеет два предела a и b, 
не равные друг другу.  

xn → a; xn → b;    a ≠ b. 
Тогда по определению существует такое число ε >0, что  

2

2
ε

ε

<−

<−

n

n

xb

xa
 

Запишем выражение: εεε
=+<−+−≤−+−=−

22
)()( bxxabxxaba nnnn  

А т.к. ε- любое число, то 0=− ba , т.е. a = b. Теорема доказана. 
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 Теорема. Если xn → a, то axn → . 

 Доказательство. Из xn → a следует, что ε<− axn . В то же время: 
 

axax nn −≤− , т.е.   ε<− axn  , т.е. axn → . Теорема доказана. 
 
 Теорема.  Если xn → a, то последовательность {xn} ограничена. 
Следует отметить, что обратное утверждение неверно, т.е. из ограниченности последова-
тельности не следует ее сходимость. 

 Например, последовательность

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−

+
=

nнечетномпри
n

nчетномпри
nxn

,12

,11
не имеет предела, хотя 

.2≤nx  
Монотонные последовательности. 

 
 Определение. 1) Если xn+1 > xn для всех n, то последовательность возрастающая. 

                         2)Если xn+1 ≥ xn для всех n, то последовательность неубывающая. 
     3)Если xn+1 < xn для всех n, то последовательность убывающая. 
                        4)Если xn+1 ≤ xn для всех n, то последовательность невозрастающая 
Все эти последовательности называются монотонными. Возрастающие и убывающие по-
следовательности называются строго монотонными. 
 
 Теорема. Монотонная ограниченная последовательность имеет предел. 
 
 Доказательство. Рассмотрим монотонную неубывающую последовательность 
 

х1 ≤ х2 ≤ х3 ≤ … ≤ хn ≤ xn+1 ≤ … 
 

Эта последовательность ограничена сверху: xn ≤ M, где М – некоторое число. 
Т.к. любое, ограниченное сверху, числовое множество имеет четкую верхнюю грань, 

то для любого ε>0 существует такое число N, что xN > a - ε, где а – некоторая верхняя грань 
множества. 

Т.к. {xn}- неубывающая последовательность, то при N > n  а - ε < xN ≤ xn,  
xn > a - ε. 
Отсюда a - ε < xn < a + ε 
-ε < xn – a < ε    или    ⎮xn - a⎮< ε,    т.е. lim xn = a. 
 
Для остальных монотонных последовательностей доказательство аналогично. 

Теорема доказана. 
 

Число е. 
 

Рассмотрим последовательность {xn} = 
n

n
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

11 . 

Если последовательность {xn} монотонная и ограниченная, то она имеет конечный предел.  
По формуле бинома Ньютона: 
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Покажем, что последовательность {xn} – возрастающая. Действительно, запишем выражение 
xn+1 и сравним его с выражением xn: 
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 Каждое слагаемое в выражении xn+1 больше соответствующего значения xn, и, кроме 
того, у xn+1 добавляется еще одно положительное слагаемое. Таким образом, последователь-
ность {xn} возрастающая. 
 Докажем теперь, что при любом n ее члены не превосходят трех: xn < 3. 

прогрессиягеометр

n
x

n

nn

.

3

2
11

11

2
11

2
11

1
2

1...
2
1

2
111

!
1...
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1

!2
111 12 =
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+<

−

−
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Итак, последовательность 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

n

n
11 - монотонно возрастающая и ограниченная сверху, т.е. 

имеет конечный предел. Этот предел принято обозначать буквой е. 

e
n

n

n
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

11lim  

Из неравенства 311 <⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

n

n
 следует, что е ≤ 3. Отбрасывая в равенстве для {xn} все члены, 

начиная с четвертого, имеем: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+>⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

nn

n 11
2
1211  

переходя к пределу, получаем 

5,2
2
12 =+≥e  

 Таким образом, число е заключено между числами 2,5 и 3. Если взять большее коли-
чество членов ряда, то можно получить более точную оценку значения числа е. 
Можно показать, что число е иррациональное и его значение равно 2,71828… 

Аналогично можно показать, что e
x

x

x
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

11lim , расширив требования к х до любого дейст-

вительного числа: 
Предположим:                                  1+≤≤ nxn  

1
111
+

≥≥
nxn

 

1
111111
+

+≥+≥+
nxn
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nxn

nxn
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+>⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +>⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+

1
111111

1

 

Найдем e
x

ee
n

ee
n

x

x

n

n

n

n
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⇒==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+=⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→∞→

+

∞→

11lim;
11

11lim;111lim
1

  

Число е является основанием натурального логарифма. 
...,lnlog xeетyxx y

e ===  

2 4 6 8 10

-8

-6

-4

-2

2

 
… Graphics … 

Выше представлен график функции y = lnx. 
 
 

Связь натурального и десятичного логарифмов. 
 
 Пусть х = 10у, тогда  lnx = ln10y , следовательно lnx = yln10   

 у = x
M

xxMxx lg1ln;ln
10ln

lnlg === , где М = 1/ln10 ≈ 0,43429…- модуль перехода. 

Предел функции в точке. 
 
           y      f(x) 
 
     
                                             A + ε 
                                                  A 
                                              A - ε 
 
 
 
     0                      a - ∆  a  a + ∆      x 
 
 
 
 
 
 Пусть функция f(x) определена в некоторой окрестности точки х = а (т.е. в самой точ-
ке х = а функция может быть и не определена) 
 
 Определение. Число А называется пределом функции f(x) при х→а, если для любого 
ε>0 существует такое число ∆>0, что для всех х таких, что 

 
0 < ⎪x - a⎪ < ∆ 
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верно неравенство                                ⎪f(x) - A⎪< ε. 
 То же определение может быть записано в другом виде: 
Если а - ∆ < x < a + ∆,  x ≠ a, то верно неравенство А - ε < f(x) < A + ε. 
 
Запись предела функции в точке: Axf

ax
=

→
)(lim  

 Определение. Если f(x) → A1 при х → а только при x < a, то 10
)(lim Axf

ax
=

−→
 - называ-

ется пределом функции f(x) в точке х = а слева, а если f(x) → A2 при х → а только при x > a, 
то 20

)(lim Axf
ax

=
+→

 называется пределом функции f(x) в точке х = а справа. 

 
      у 
          f(x) 
 
      А2 
 
      А1 
 
 
 
            0            a                                    x 
 
 
 
 
 Приведенное выше определение относится к случаю, когда функция f(x) не определе-
на в самой точке х = а, но определена в некоторой сколь угодно малой окрестности этой точ-
ки. 
 Пределы А1 и А2 называются также односторонними пределами функции f(x) в точ-
ке х = а. Также говорят, что А – конечный предел функции f(x). 

Предел функции при стремлении аргумента к бесконечности. 
 Определение. Число А называется пределом функции f(x) при х→∞, если для любого 
числа ε>0 существует такое число М>0, что для всех х, ⎪х⎪>M выполняется неравенство 

ε<− )(xfA  
При этом предполагается, что функция f(x) определена в окрестности бесконечности. 
Записывают: .)(lim Axf

x
=

∞→
  

 
     
 Графически можно представить:     
 
      y       y 
 
 
      A       A 
 
 
 
      0       0 
           x                    x 
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      y       y 
 
 
      A       A 
 
 
 
      0       0 
         x       x 
 
 
Аналогично можно определить пределы Axf

x
=

+∞→
)(lim  для любого х>M и  

Axf
x

=
−∞→

)(lim  для любого х<M. 

 
 

Основные теоремы о пределах. 
 
 

 Теорема 1. CC
ax

=
→

lim , где С = const. 

 
 Следующие теоремы справедливы при предположении, что функции f(x) и g(x) имеют 
конечные пределы при х→а. 
 
 Теорема 2. )(lim)(lim))()((lim xgxfxgxf

axaxax →→→
±=±  

Доказательство этой теоремы будет приведено ниже. 
 
 Теорема 3. )(lim)(lim)]()([lim xgxfxgxf

axaxax →→→
⋅=⋅  

 Следствие. )(lim)(lim xfCxfC
axax →→

⋅=⋅  

 

 Теорема 4. 
)(lim

)(lim

)(
)(lim

xg

xf

xg
xf

ax

ax

ax
→

→

→
=     при 0)(lim ≠

→
xg

ax
 

 
 Теорема 5. Если f(x)>0 вблизи точки х = а и Axf

ax
=

→
)(lim , то А>0. 

Аналогично определяется знак предела при f(x) < 0, f(x) ≥ 0, f(x) ≤ 0. 
 
 Теорема 6. Если g(x) ≤ f(x) ≤ u(x) вблизи точки х = а и Axuxg

axax
==

→→
)(lim)(lim , то и 

A
ax
=

→
lim . 

 
 Определение. Функция f(x) называется ограниченной вблизи точки х = а, если суще-
ствует такое число М>0, что ⎪f(x)⎪<M вблизи точки х = а. 
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 Теорема 7. Если функция f(x) имеет конечный предел при х→а, то она ограничена 
вблизи точки х = а. 
  

Доказательство. Пусть Axf
ax

=
→

)(lim , т.е. ε<− Axf )( , тогда 

AAxfAAxfxf +−≤+−= )()()(  или 

Axf +< ε)( , т.е. 

,)( Mxf < где М = ε + ⎪А⎪ 
Теорема доказана. 

 
Бесконечно малые функции. 

 
 
 Определение.  Функция f(x) называется бесконечно малой при х→а, где а может 
быть числом или одной из величин ∞, +∞ или -∞, если 0)(lim =

→
xf

ax
. 

 Бесконечно малой функция может быть только если указать к какому числу стремится 
аргумент х. При различных значениях а функция может быть бесконечно малой или нет. 
 
 Теорема. Для того, чтобы функция f(x) при х→а имела предел, равный А, необходимо 
и достаточно, чтобы вблизи точки х = а выполнялось условие 

f(x) = A + α(x), 
где α(х) – бесконечно малая при х → а (α(х)→0 при х → а).  
 
 Свойства бесконечно малых функций: 
 
1) Сумма фиксированного числа бесконечно малых функций при х→а тоже бесконечно ма-

лая функция при х→а. 
2) Произведение фиксированного числа бесконечно малых функций при х→а тоже беско-

нечно малая функция при х→а. 
3) Произведение бесконечно малой функции на функцию, ограниченную вблизи точки х = а 

является бесконечно малой функцией при х→а. 
4) Частное от деления бесконечно малой функции на функцию, предел которой не равен ну-

лю есть величина бесконечно малая. 
 

Используя понятие бесконечно малых функций, приведем доказательство некоторых 
теорем о пределах, приведенных выше. 

 
Доказательство теоремы 2. Представим f(x) = A + α(x), g(x) = B + β(x), где 

)(lim),(lim xgBxfA
axax →→

== , тогда 

f(x) ± g(x) = (A + B) + α(x) + β(x) 
A + B = const,  α(х) + β(х) – бесконечно малая, значит 

)(lim)(lim))()((lim xgxfBAxgxf
axaxax →→→

±=+=±  

Теорема доказана. 
 
Доказательство теоремы 3. Представим f(x) = A + α(x), g(x) = B + β(x), где 

)(lim),(lim xgBxfA
axax →→

== , тогда 
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)()()()()()( xxBxxABAxgxf βααβ +++⋅=⋅  
A⋅B = const,  α(х) и β(х) – бесконечно малые, значит 

)(lim)(lim0lim)]()([lim xgxfBABAxgxf
axaxaxax →→→→

⋅=⋅=+⋅=  

Теорема доказана. 
 

 
Бесконечно большие функции и их связь с 

бесконечно малыми. 
 

 Определение. Предел функции f(x) при х→а, где а- число, равен бесконечности, ес-
ли для любого числа М>0 существует такое число ∆>0, что неравенство 

⎪f(x)⎪>M 
выполняется при всех х, удовлетворяющих условию 

0 < ⎪x - a⎪ < ∆ 
 
Записывается ∞=

→
)(lim xf

ax
. 

 
Собственно, если в приведенном выше определении заменить условие ⎪f(x)⎪>M на f(x)>M, 
то получим: 

,)(lim +∞=
→

xf
ax

 

а если заменить на f(x)<M, то: 
.)(lim −∞=

→
xf

ax
 

Графически приведенные выше случаи можно проиллюстрировать следующим образом: 
 
 
 
 
 
           a  x           a   x  a     x 
 
 
 
 
 
 
 Определение. Функция называется бесконечно большой при х→а, где а – чосли или 
одна из величин ∞, +∞ или -∞, если Axf

ax
=

→
)(lim , где А – число или одна из величин ∞, +∞ 

или -∞. 
 
 Связь бесконечно больших и бесконечно малых функций осуществляется в соответст-
вии со следующей теоремой. 
 
 Теорема. Если f(x)→0 при х→а (если х→∞ ) и не обращается в ноль, то 

∞→=
)(

1
xf

y  

 
 



 23

Сравнение бесконечно малых функций. 
 
 Пусть α(х), β(х) и γ(х) – бесконечно малые функции при х → а. Будем обозначать эти 
функции α, β и γ соответственно. Эти бесконечно малые функции можно сравнивать по бы-
строте их убывания, т.е. по быстроте их стремления к нулю. 
 Например, функция f(x) = x10 стремится к нулю быстрее, чем функция f(x) = x. 
 

 Определение. Если 0lim =
→ β

α
ax

, то функция α называется бесконечно малой более 

высокого порядка, чем функция β. 
 

 Определение. Если constAAA
ax

=≠=
→

,0,lim
β
α , то α и β называются бесконечно 

малыми одного порядка. 
 

 Определение. Если ,1lim =
→ β

α
ax

то функции α и β называются эквивалентными беско-

нечно малыми. Записывают α ~ β. 
 
 Определение. Бесконечно малая функция α называется бесконечно малой порядка 

k относительно бесконечно малой функции β, если предел kax β
α

→
lim  конечен и отличен от ну-

ля. 
 
 Однако следует отметить, что не все бесконечно малые функции можно сравнивать 

между собой. Например, если отношение 
β
α  не имеет предела, то функции несравнимы. 

  
 

Свойства эквивалентных бесконечно малых. 
 

 1) α ~ α,    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =

→
1lim

α
α

ax
 

 2) Если α ~ β и β ~ γ, то α ~ γ,      ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=

→→
111limlim

γ
β

β
α

γ
α

axax
 

 3) Если α ~ β, то β ~ α,           
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

==
→→

11limlim

β
αα

β
axax

 

        4) Если α ~ α1 и β ~ β1 и k
ax

=
→ β

αlim , то и k
ax

=
→

1

1lim
β
α   или 

1

1limlim
β
α

β
α

axax →→
= . 

 
 

Следствие:  а) если α ~ α1  и k
ax

=
→ β

αlim , то и 
β
α

β
α 1limlim

axax →→
=  
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                                б) если β ~ β1 и k
ax

=
→ β

αlim , то 
1

limlim
β
α

β
α

axax →→
=  

Свойство 4 особенно важно на практике, т.к. оно фактически означает, что предел от-
ношения бесконечно малых не меняется при замене их на эквивалентные бесконечно малые. 
Этот факт дает возможность при нахождении пределов заменять бесконечно малые на экви-
валентные им функции, что может сильно упростить вычисление пределов. 
 

Некоторые замечательные пределы. 
 

Первый замечательный предел. 
)(
)(lim

xQ
xP

x ∞→
, где P(x) = a0xn + a1xn-1 +…+an,   

Q(x) = b0xm + b1xm-1 +…+bm - многочлены. 

m
m

n
n

mn

m
mm

n
nn

x
b

x
bb

x
a

x
aa

x

x
b

x
bbx

x
a

x
aax

xQ
xP

+++

+++
=

+++

+++
= −

...

...

)....(

)...(

)(
)(

1
0

1
0

1
0

1
0

 

0

0

1
0

1
0

...

...
lim

b
a

x
b

x
b

b

x
a

x
aa

m
m

n
n

x
=

+++

+++

∞→
 

 
 

Итого: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

>∞

=

<

=
∞→

mnпри

mnпри
b
a

mnпри

xQ
xP

x

,

,

,0

)(
)(lim

0

0  

 

Второй замечательный предел. 1sinlim
0

=
→ x

x
x

 

 

Третий замечательный предел. e
x

x

x
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

11lim  

 
 Часто если непосредственное нахождение предела какой – либо функции представля-
ется сложным, то можно путем преобразования функции свести задачу к нахождению заме-
чательных пределов. 

 Кроме трех, изложенных выше, пределов можно записать следующие полезные на 
практике соотношения: 

 

.1)1(lim;ln1lim;1)1ln(lim
000

m
x

xa
x

a
x

x m

x

x

xx
=

−+
=

−
=

+
→→→

 

 
 

Непрерывность функции в точке. 
 
 Определение. Функция f(x), определенная в окрестности некоторой точки х0, называ-
ется непрерывной в точке х0, если предел функции и ее значение в этой точке равны, т.е. 
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)()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

 

 
Тот же факт можно записать иначе: )lim()(lim

00

xfxf
xxxx →→

=  

 
 Определение. Если функция f(x) определена в некоторой окрестности точки х0, но не 
является непрерывной в самой точке х0, то она называется разрывной функцией, а точка х0 – 
точкой разрыва. 
 

Пример непрерывной функции: 
 
 
 
     y 
 
    f(x0)+ε 
       f(x0) 
    f(x0)-ε 

 
0  x0-∆   x0 x0+∆                                  x 

 
 
 
 
 
Пример разрывной функции: 
 

      y 
 

    f(x0)+ε 
       f(x0) 
    f(x0)-ε 

       x0           x 
 
 
 
 
 
 Определение. Функция f(x) называется непрерывной в точке х0, если для любого по-
ложительного числа ε>0 существует такое число ∆>0, что для любых х, удовлетворяющих 
условию 

∆<− 0xx  

верно неравенство                               ε<− )()( 0xfxf . 
 
 Определение.  Функция f(x) называется непрерывной в точке х = х0, если прираще-
ние функции в точке х0 является бесконечно малой величиной. 
 

f(x) = f(x0) + α(x) 
где α(х) – бесконечно малая при х→х0. 
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Свойства непрерывных функций. 
 

1) Сумма, разность и произведение непрерывных в точке х0 функций – есть функция, 
непрерывная в точке х0. 
 

2) Частное двух непрерывных функций 
)(
)(

xg
xf – есть непрерывная функция при усло-

вии, что g(x) не равна нулю в точке х0. 
 
  3) Суперпозиция непрерывных функций – есть непрерывная функция. 
Это свойство может быть записано следующим образом: 
Если u = f(x),  v = g(x) – непрерывные функции в точке х = х0, то функция v = g(f(x)) – тоже 
непрерывнаяфункция в этой точке. 
 
 Справедливость приведенных выше свойств можно легко доказать, используя теоре-
мы о пределах. 
 

Непрерывность некоторых элементарных функций. 
 
 
 1) Функция f(x) = C, C = const – непрерывная функция на всей области определения. 

 2) Рациональная функция 
m

mm
n

nn

bxbxb
axaxa

xf
+++
+++

= −

−

...

...
)( 1

10

1
10  непрерывна для всех значений 

х, кроме тех, при которых знаменатель обращается в ноль. Таким образом, функция этого 
вида непрерывна на всей области определения. 
 
 3) Тригонометрические функции непрерывны на своей области определения. 

Докажем свойство 3 для функции y = sinx. 
Запишем приращение функции ∆y = sin(x + ∆x) – sinx, или после преобразования: 

2
sin

2
cos2 xxxy ∆

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

+=∆  

0
2

sin
2

coslim2lim
00

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∆
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

+=∆
→∆→∆

xxxy
xx

 

Действительно, имеется предел произведения двух функций ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

+
2

cos xx  и 
2

sin x∆ . При этом 

функция косинус – ограниченная функция при ∆х→0 1
2

cos ≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

+
xx , а т.к.  

предел функции синус 0
2

sinlim
0

=
∆

→∆

x
x

, то она является бесконечно малой при ∆х→0. 

Таким образом, имеется произведение ограниченной функции на бесконечно малую, 
следовательно это произведение, т.е. функция ∆у – бесконечно малая. В соответствии с рас-
смотренными выше определениями, функция у = sinx – непрерывная функция для любого 
значения х = х0 из области определения, т.к. ее приращение в этой точке – бесконечно малая 
величина. 

Аналогично можно доказать непрерывность остальных тригонометрических функций 
на всей области определения. 

Вообще следует заметить, что все основные элементарные функции непрерывны на 
всей своей области определения. 
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Точки разрыва и их классификация. 
 
 Рассмотрим некоторую функцию f(x), непрерывную в окрестности точки х0, за ис-
ключением может быть самой этой точки. Из определения точки разрыва функции следует, 
что х = х0 является точкой разрыва, если  функция не определена в этой точке, или не являет-
ся в ней непрерывной. 

Следует отметить также, что непрерывность функции может быть односторонней. 
Поясним это следующим образом. 
 Если односторонний предел (см. выше) )()(lim 00

xfxf
xx

=
+→

, то функция называется не-

прерывной справа. 
 
 
 
 
 
 
                х0 
 
 
 Если односторонний предел (см. выше) )()(lim 00

xfxf
xx

=
−→

, то функция называется не-

прерывной слева. 
 
 
 
 
               х0 

 
 
 
 Определение. Точка х0 называется точкой разрыва функции f(x), если f(x) не опре-
делена в точке х0 или не является непрерывной в этой точке. 
 
 Определение. Точка х0 называется точкой разрыва 1- го рода, если в этой точке 
функция f(x) имеет конечные, но не равные друг другу левый и правый пределы. 
 

)(lim)(lim
00 00

xfxf
xxxx −→+→

≠  

Для выполнения условий этого определения не требуется, чтобы функция была опре-
делена в точке х = х0, достаточно того, что она определена слева и справа от нее. 

Из определения можно сделать вывод, что в точке разрыва 1 – го рода функция может 
иметь только конечный скачок. В некоторых частных случаях точку разрыва 1 – го рода еще 
иногда называют устранимой точкой разрыва, но подробнее об этом поговорим ниже. 

 
Определение. Точка х0 называется точкой разрыва 2 – го рода, если в этой точке 

функция f(x) не имеет хотя бы одного из односторонних пределов или хотя бы один из них 
бесконечен. 
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Непрерывность функции на интервале и на отрезке. 
 
 Определение. Функция f(x) называется непрерывной на интервале (отрезке), если 
она непрерывна в любой точке интервала (отрезка). 
 
 При этом не требуется непрерывность функции на концах отрезка или интервала, не-
обходима только односторонняя непрерывность на концах отрезка или интервала. 
 

Свойства функций, непрерывных на отрезке. 
 
 
 Свойство 1: (Первая теорема Вейерштрасса (Вейерштрасс Карл (1815-1897)- немец-
кий математик)). Функция, непрерывная на отрезке, ограничена на этом отрезке, т.е. на от-
резке [a, b] выполняется условие –M ≤ f(x) ≤ M. 
 

Доказательство этого свойства основано на том, что функция, непрерывная в точке х0, 
ограничена в некоторой ее окрестности, а если разбивать отрезок [a, b] на бесконечное коли-
чество отрезков, которые “стягиваются” к точке х0, то образуется некоторая окрестность 
точки х0. 

 
Свойство 2: Функция, непрерывная на отрезке [a, b], принимает на нем наибольшее и 

наименьшее значения. 
Т.е. существуют такие значения х1 и х2, что f(x1) = m,  f(x2) = M, причем 

m ≤ f(x) ≤ M 
 

Отметим эти наибольшие и наименьшие значения функция может принимать на от-
резке и несколько раз (например – f(x) = sinx). 

Разность между наибольшим и наименьшим значением функции на отрезке называет-
ся колебанием функции на отрезке. 

 
Свойство 3: (Вторая теорема Больцано – Коши). Функция, непрерывная на отрезке [a, 

b], принимает на этом отрезке все значения между двумя произвольными величинами. 
 
Свойство 4: Если функция f(x) непрерывна в точке х = х0, то существует некоторая 

окрестность точки х0, в которой функция сохраняет знак. 
 
Свойство 5: (Первая теорема Больцано (1781-1848) – Коши). Если функция f(x)- не-

прерывная на отрезке [a, b] и имеет на концах отрезка значения противоположных знаков, то 
существует такая точка внутри этого отрезка, где f(x) = 0. 

 
Т.е. если sign(f(a)) ≠ sign(f(b)), то ∃ х0: f(x0) = 0. 
 
Определение. Функция f(x) называется равномерно непрерывной на отрезке [a, b], 

если для любого ε>0 существует ∆>0 такое, что для любых точек х1∈[a,b] и x2∈[a,b] таких, 
что 

⎪х2 – х1⎪< ∆ 
верно неравенство                                    ⎪f(x2) – f(x1)⎪ < ε 
 
 Отличие равномерной непрерывности от “обычной” в том, что для любого ε сущест-
вует свое ∆, не зависящее от х, а при “обычной” непрерывности ∆ зависит от ε и х. 
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 Свойство 6: Теорема Кантора (Кантор Георг (1845-1918)- немецкий математик). 
Функция, непрерывная на отрезке, равномерно непрерывна на нем. 
(Это свойство справедливо только для отрезков, а не для интервалов и полуинтервалов.) 
 
 Свойство 7: Если функция f(x) определена, монотонна и непрерывна на некотором 
промежутке, то и обратная ей функция х = g(y) тоже однозначна, монотонна и непрерывна. 
 

Комплексные числа. 
 
 Определение. Комплексным числом z называется выражение ibaz += , где a и b – 
действительные числа, i – мнимая единица, которая определяется соотношением: 

.1;12 −=−= ii  
 При этом число a называется действительной частью числа z (a = Re z), а b- мнимой 
частью (b = Im z). 
 Если a =Re z =0, то число z будет чисто мнимым, если b = Im z = 0, то число z будет 
действительным. 
 
 Определение. Числа ibaz +=  и ibaz −= называются комплексно – сопряженны-
ми. 
 
 Определение. Два комплексных числа 111 ibaz +=  и 222 ibaz +=  называются равны-
ми, если соответственно равны их действительные и мнимые части: 

;; 2121 bbaa ==  
 

 Определение. Комплексное число равно нулю, если соответственно равны нулю дей-
ствительная и мнимая части. 

.0== ba  
 
 
 Понятие комплексного числа имеет геометрическое истолкование. Множество ком-
плексных чисел является расширением множества действительных чисел за счет включения 
множества мнимых чисел. Комплексные числа включают в себя все множества чисел, кото-
рые изучались ранее. Так натуральные, целые, рациональные, иррациональные, действитель-
ные числа являются, вообще говоря, частными случаями комплексных чисел. 
 Если любое действительное число может быть геометрически представлено в виде 
точки на числовой прямой, то комплексное число представляется точкой на плоскости, коор-
динатами которой будут соответственно действительная и мнимая части комплексного чис-
ла. При этом горизонтальная ось будет являться действительной числовой осью, а верти-
кальная - мнимой осью. 
 
           у 
 
       A(a, b) 
 
 
            r                   b 
      ϕ 
 
          0  a        x 
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 Таким образом, на оси ОХ располагаются действительные числа, а на оси ОY – чисто 
мнимые. 
 С помощью подобного геометрического представления можно представлять числа в 
так называемой тригонометрической форме. 

 
Тригонометрическая форма числа. 

 
 Из геометрических соображений видно, что ϕ=ϕ= sin;cos rbra . Тогда комплекс-
ное число можно представить в виде: 
 

)sin(cossincos ϕ+ϕ=ϕ+ϕ=+= irirribaz  
 Такая форма записи называется тригонометрической формой записи комплексного 
числа. 
 При этом величина r называется модулем комплексного числа, а угол наклона ϕ - ар-
гументом комплексного числа. 
 

zArgzr =ϕ= ; . 
 
 Из геометрических соображений видно: 
 

;;22

a
barctgzArgbaibar ==ϕ+=+=  

 
Очевидно, что комплексно – сопряженные числа имеют одинаковые модули и противопо-
ложные аргументы. 

.; zArgzArgzz −==  
 
 

Действия с комплексными числами. 
 
 Основные действия с комплексными числами вытекают из действий с многочленами. 
 
 1) Сложение и вычитание.  

 
)()()()( 2121221121 bbiaaibaibazzz ±+±=+±+=±=  

 
2

21
2

21 )()( bbaaz ±+±=  
 
 2) Умножение. 

21
2

212121221121 ))(( bbiaibbiaaaibaibazzz +++=++==  
 

)()( 2121212121 abbaibbaazzz ++−==  
 
В тригонометрической форме: 

)sin(cos 1111 ϕ+ϕ= irz , ).sin(cos 2222 ϕ+ϕ= irz  
 

))sin()(cos( 21212121 ϕ+ϕ+ϕ+ϕ== irrzzz  
 



 31

С случае комплексно – сопряженных чисел: 
.))(( 2222 zzbaibaibazz ==+=−+=  

 
 3) Деление. 

iyx
iba
iba

z
z

z +=
+
+

==
22

11

2

1  

2
2

2
2

21122121

2222

2211 )()(
))((
))((

ba
babaibbaa

ibaiba
ibaiba

z
+

−++
=

−+
−+

=  

 

2
2

2
2

2112
2
2

2
2

2121

ba
baba

i
ba

bbaa
z

+
−

+
+
+

=  

 
В тригонометрической форме: 

))sin()(cos( 2121
2

1

2

1 ϕ−ϕ+ϕ−ϕ== i
r
r

z
z

z  

 
 
 4) Возведение в степень. 
Из операции умножения комплексных чисел следует, что 

)2sin2(cos22 ϕ+ϕ== irzzz  
В общем случае получим: 
 

)sin(cos ϕ+ϕ= ninrz nn , 
 

где n – целое положительное число. 
 
 Это выражение называется формулой Муавра. 

(Абрахам де Муавр (1667 – 1754) – английский математик) 
 
 Формулу Муавра можно использовать для нахождения тригонометрических функций 
двойного, тройного и т.д. углов. 
 
 5) Извлечение корня из комплексного числа. 
 

)sin(cos)sin(cos ψ+ψρ=ϕ+ϕ= iirz nn  
Возводя в степень, получим: 

)sin(cos)sin(cos ϕ+ϕ=ψ+ψρ irninn  
Отсюда: .;2; Zkknrn ∈π+ϕ=ψ=ρ  
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+ϕ

+
π+ϕ

=ϕ+ϕ=
n

ki
n

krirz nnn 2sin2cos)sin(cos  

 
 Таким образом, корень n – ой степени из комплексного числа имеет n различных зна-
чений. 
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Показательная форма комплексного числа. 
 

Рассмотрим показательную функцию .; iyxzew z +==  
 
Можно показать, что функция w может быть записана в виде: 
 

)sin(cos yiyeew xiyx +== +  
 
 Данное равенство называется уравнением Эйлера. Вывод этого уравнения будет рас-
смотрен позднее. (См. ). 
 Для комплексных чисел будут справедливы следующие свойства: 
 
1) ;2121 zzzz eee =+  

2) ;
2

1
21

z

z
zz

e
ee =−  

3) ;)( mzmz ee =   где m – целое число. 
 
 Если в уравнении Эйлера показатель степени принять за чисто мнимое число (х=0), то 
получаем: 

yiyeiy sincos +=  
 Для комплексно – сопряженного числа получаем: 

yiye iy sincos −=−  
 
 Из этих двух уравнений получаем: 
 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=

+
=

−

−

i
eey

eey

iyiy

iyiy

2
sin

2
cos

 

 
 Этими формулами пользуются для нахождения значений степеней тригонометриче-
ских функций через функции кратных углов. 
 
 Если представить комплексное число в тригонометрической форме: 

)sin(cos ϕ+ϕ= irz  
и воспользуемся формулой Эйлера: ϕ+ϕ=ϕ sincos iei  
 

ϕ= irez  
 
 Полученное равенство и есть показательная форма комплексного числа. 
 

Разложение многочлена на множители. 
 

 Определение. Функция  вида f(x) n
nn AxAxA +++= − ...1

10  называется целой рацио-
нальной функцией от х. 
 
 Теорема Безу. (Этьенн Безу (1730 – 1783) – французский математик) 
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 При делении многочлена f(x) на разность x – a получается остаток, равный f(a). 
 
 Доказательство. При делении многочлена f(x) на разность x – a частным будет мно-
гочлен f1(x) степени на единицу меньшей, чем f(x), а остатком – постоянное число R. 

Raxxfxf +−= ))(()( 1  
 Переходя к пределу при х → a, получаем f(a) = R. 
 
 Следствие. Если, а – корень многочлена, т.е. f(a) = 0, то многочлен f(x) делится на (х 
– а) без остатка. 
 
 Определение. Если уравнение имеет вид Р(х) = 0, где Р(х) – многочлен степени n, то 
это уравнение называется алгебраическим уравнением степени n. 
 
 Теорема. (Основная теорема алгебры) Всякая целая рациональная функция f(x) имеет, 
по крайней мере, один корень, действительный или комплексный. 
 
 Теорема. Всякий многочлен n – ой степени разлагается на n линейных множителей 
вида (x – a) и множитель, равный коэффициенту при xn. 
 
 Теорема. Если два многочлена тождественно равны друг другу, то коэффициенты 
одного многочлена равны соответствующим коэффициентам другого. 
 

Если среди корней многочлена встречаются кратные корни, то разложение на множи-
тели имеет вид: 

.)...()()()( 21
210

mk
m

kk axaxaxAxf −−−=  
nkkk m =+++ ...21  

ki  - кратность соответствующего корня. 
 
 Отсюда следует, что любой многочлен n – ой степени имеет ровно n корней (дейст-
вительных или комплексных). 
 Это свойство имеет большое значение для решения алгебраических уравнений, диф-
ференциальных уравнений и играет важную роль в анализе функций. 
 
 Рассмотрим несколько примеров действий с комплексными числами. 

 
 
 
 

Дифференциальное исчисление функции 
одной переменной. 

 
Производная функции, ее геометрический и физический смысл. 

 
 

 Определение. Производной функции f(x) в точке х = х0 называется предел отноше-
ния приращения функции в этой точке к приращению аргумента, если он существует. 
 

x
xfxxfxf

x ∆
−∆+

=′
→∆

)()(lim)(
0
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         у 
        f(x) 
 
     
         f(x0 +∆x)    P 
     ∆f 
    f(x0)    M 
     
        α                β   ∆x  
           0                     x0         x0 + ∆x                   x 
 
 
 
 

 Пусть f(x) определена на некотором промежутке (a, b). Тогда −
∆
∆

=
x
ftgβ  тангенс угла 

наклона секущей МР к графику функции. 
 

αβ tgxf
x
ftg

xx
=′=

∆
∆

=
→∆→∆

)(limlim 000
, 

 
где α - угол наклона касательной к графику функции f(x) в точке (x0, f(x0)). 
 
 Угол между кривыми может быть определен как угол между касательными, прове-
денными к этим кривым в какой- либо точке. 
 
 Уравнение касательной к кривой: ))(( 000 xxxfyy −′=−   
 

 Уравнение нормали к кривой: )(
)(

1
0

0
0 xx

xf
yy −

′
−=− . 

 
Фактически производная функции показывает как бы скорость изменения функции, 

как изменяется функция при изменении переменной. 
 Физический смысл производной функции f(t), где t- время, а f(t)- закон движения (из-
менения координат) – мгновенная скорость движения. 
 Соответственно, вторая производная функции- скорость изменения скорости, т.е. ус-
корение. 
 

Односторонние производные функции в точке. 
 
 
 Определение. Правой (левой) производной функции f(x) в точке х = х0 называется 

правое (левое) значение предела отношения 
x
f

∆
∆  при условии, что это отношение существует. 

 

x
fxf

x ∆
∆

=′
+→∆+ 00 lim)(                               

x
fxf

x ∆
∆

=′
−→∆− 00 lim)(  
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 Если функция f(x) имеет производную в некоторой точке х = х0, то она имеет в этой 
точке односторонние производные. Однако, обратное утверждение неверно. Во- первых 
функция может иметь разрыв в точке х0,  а во- вторых, даже если функция непрерывна в точ-
ке х0, она может быть в ней не дифференцируема. 
 
 Например: f(x) = ⎪x⎪- имеет в точке х = 0 и левую и правую производную, непрерывна  
в этой точке, однако, не имеет в ней производной. 
 
 Теорема. (Необходимое условие существования производной) Если функция f(x) име-
ет производную в точке х0, то она непрерывна в этой точке. 
 Понятно, что это условие не является достаточным.  
 

Основные правила дифференцирования. 
 

 Обозначим f(x) = u, g(x) = v- функции, дифференцируемые в точке х. 
 
1) (u ± v)′ = u′ ± v′ 
2) (u⋅v)′ = u⋅v′ + u′⋅v 

3) 2v
uvvu

v
u ′−′

=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ , если v ≠ 0  

 
 Эти правила могут быть легко доказаны на основе теорем о пределах. 
 

Производные основных элементарных функций. 
 

                                 1)С′  = 0;    9) ( ) xx cossin =′  

                                 2)(xm)′ = mxm-1;                10) ( ) xx sincos −=′  

                                 3) ( )
x

x
2

1
=

′
               11) ( )

x
tgx 2cos

1
=′  

                                  4) 2

11
xx

−=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛                12) ( )

x
ctgx 2sin

1
−=′  

                                  5) ( ) xx ee =
′     13) ( )

21
1arcsin

x
x

−
=′  

                                   6) ( ) aaa xx ln=
′    14)  ( )

21
1arccos

x
x

−
−=′  

                                   7) ( )
x

x 1ln =′     15) ( ) 21
1
x

arctgx
+

=′  

                                   8)  ( )
ax

xa ln
1log =′    16)  ( ) 21

1
x

arcctgx
+

−=′  

 
 

Производная сложной функции. 
 
 
 Теорема. Пусть y = f(x); u = g(x), причем область значений функции u входит в об-
ласть определения функции f. 
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 Тогда       uufy ′⋅′=′ )(  
 
 Доказательство.       

x
u

u
y

x
y

∆
∆
⋅

∆
∆

=
∆
∆  

x
u

u
y

x
y

xux ∆
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⋅
∆
∆

=
∆
∆

→∆→∆→∆ 000
limlimlim  

 
( с учетом того, что если ∆x→0, то ∆u→0, т.к. u = g(x) – непрерывная функция) 
 

 Тогда 
dx
du

du
dy

dx
dy

⋅=  

Теорема доказана. 
 
 
 

Логарифмическое дифференцирование. 
 

Рассмотрим функцию  
⎩
⎨
⎧

<−
>

==
0),ln(

0,ln
ln

xприx
xприx

xy . 

Тогда (ln⎪x⎪)′= 
х
1 , т.к. ( )

xx
xx

x
x 1)())(ln(;1ln =

′−
=′−=′ . 

 

 Учитывая полученный результат, можно записать ( )
)(
)()(ln

xf
xfxf

′
=′ . 

Отношение 
)(
)(

xf
xf ′  называется логарифмической производной функции f(x). 

 Способ логарифмического дифференцирования состоит в том, что сначала находят 
логарифмическую производную функции, а затем производную самой функции по формуле 
 

)())((ln)( xfxfxf ⋅′=′  
 

 Способ логарифмического дифференцирования удобно применять для нахождения 
производных сложных, особенно показательных функций, для которых непосредственное 
вычисление производной с использованием правил дифференцирования представляется тру-
доемким. 
 
 

Производная показательно- степенной функции. 
 
 Функция называется показательной, если независимая переменная входит в показа-
тель степени, и степенной, если переменная является основанием. Если же и основание и по-
казатель степени зависят от переменной, то такая функция будет показательно – степенной. 

Пусть u = f(x) и v = g(x) – функции, имеющие производные в точке х, f(x)>0. 
Найдем производную функции y = uv. Логарифмируя, получим: 

 
lny = vlnu 
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( ) uvuuvuu vvv ln1 ′+′=
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Производная обратных функций. 
 

 Пусть требуется найти производную функции у = f(x) при условии, что обратная ей 
функция x = g(y) имеет производную, отличную от нуля в соответствующей точке. 
 Для решения этой задачи дифференцируем функцию  x = g(y) по х: 
 

yyg ′′= )(1  

т.к. g′(y) ≠ 0                                               
)(

1
yg

y
′

=′  

 

dy
dxdx

dy 1
=  

 
т.е. производная обратной функции обратна по величине производной данной функции. 
 

Дифференциал функции. 
 

 Пусть функция y = f(x) имеет производную в точке х: 

)(lim
0

xf
x
y

x
′=

∆
∆

→∆
 

Тогда можно записать:   α+′=
∆
∆ )(xf

x
y , где α→0, при ∆х→0. 

Следовательно:     xxxfy ∆⋅+∆⋅′=∆ α)( . 
Величина α∆x- бесконечно малая более высокого порядка, чем f′(x)∆x, т.е. f′(x)∆x- главная 
часть приращения ∆у. 
 
 Определение. Дифференциалом функции f(x) в точке х называется главня линейная 
часть приращения функции. 
 Обозначается dy или df(x). 
Из определения следует, что  dy = f′(x)∆x  или  
 

dy = f′(x)dx. 
 

Можно также записать: 
dx
dyxf =′ )(  
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Геометрический смысл дифференциала. 
 

     y 
         f(x) 
                K 
               dy 
       M               ∆y 
        L 
         
 
 
               α 
         x         x + ∆x                  x   
 
 
 
 
 Из треугольника ∆MKL: KL = dy = tgα⋅∆x = y′⋅∆x 
Таким образом, дифференциал функции f(x) в точке х равен приращению ординаты каса-
тельной к графику этой функции в рассматриваемой точке. 
 

Свойства дифференциала. 
 
 Если u = f(x) и v = g(x)- функции, дифференцируемые в точке х, то непосредственно 
из определения дифференциала следуют следующие свойства: 
 
1) d(u ± v) = (u ± v)′dx = u′dx ± v′dx = du ± dv 
 
2) d(uv) = (uv)′dx = (u′v + v′u)dx = vdu + udv 
 
3) d(Cu) = Cdu 
 

4) 2v
udvvdu

v
ud −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛   

 
Дифференциал сложной функции. 

Инвариантная форма записи дифференциала. 
 

 Пусть y = f(x), x = g(t), т.е у- сложная функция. 
 
Тогда                                               dy = f′(x)g′(t)dt = f′(x)dx. 
 
 Видно, что форма записи дифференциала dy не зависит от того, будет ли х независи-
мой переменной или функцией какой- то другой переменной, в связи с чем эта форма записи 
называется инвариантной формой записи дифференциала. 
 
 Однако, если х- независимая переменная, то 
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dx = ∆x, но 
если х зависит от t, то           ∆х ≠ dx.  

Таким образом форма записи dy = f′(x)∆x не является инвариантной. 
 
 
 

Формула Тейлора. 
 

 Теорема Тейлора. 1) Пусть функция f(x) имеет в точке х = а и некоторой ее окре-
стности производные порядка до (n+1) включительно.{ Т.е. и все предыдущие до порядка n 
функции и их производные непрерывны и дифференцируемы в этой окрестности}.  
 
2) Пусть х- любое значение из этой окрестности, но х ≠ а. 
 
Тогда между точками х и а найдется такая точка ε, что справедлива формула: 
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- это выражение называется формулой Тейлора, а выражение: 
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называется остаточным членом в форме Лагранжа. 
 
 Доказательство. Представим функцию f(x) в виде некоторого многочлена Pn(x), зна-
чение которого в точке х = а равно значению функции f(x), а значения его производных рав-
но значениям соответствующих производных функции в точке х = а. 
 
                  )()(...);()();()();()( )()( afaPafaPafaPafaP nn

nnnn =′′=′′′=′=               (1) 
 
 Многочлен Pn(x) будет близок к функции f(x). Чем больше значение n, тем ближе зна-
чения многочлена к значениям функции, тем точнее он повторяет функцию. 
 Представим этот многочлен с неопределенными пока коэффициентами: 
 
                                    n

nn axCaxCaxCCxP )(...)()()( 2
210 −++−+−+=                          (2) 

Для нахождения неопределенных коэффициентов вычисляем производные многочлена в 
точке х = а и составляем систему уравнений: 
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              (3) 

 
 Решение этой системы при х = а не вызывает затруднений, получаем: 

0)( Caf =  
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1)( Caf =′  

212)( Caf ⋅=′′  

3123)( Caf ⋅⋅=′′′  
……………………. 

n
n Cnnnaf 12)...2)(1()()( ⋅−−=  

 Подставляя полученные значения Ci в формулу (2), получаем: 
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 Как было замечено выше, многочлен не точно совпадает с функцией f(x), т.е. отлича-
ется от нее на некоторую величину. Обозначим эту величину Rn+1(x). Тогда: 
 

f(x) = Pn(x) + Rn+1(x) 
 

Теорема доказана. 
 

 Рассмотрим подробнее величину Rn+1(x). 
 
          y                               Как видно на рисунке, в                               
         точке х = а значение мно- 
            f(x)                                        Rn+1(x)      гочлена в точности совпа- 
                               дает со значением функции. 
     Pn(x)      Однако, при удалении от точ- 

                        ки х = а расхождение значе- 
        ний увеличивается.     
     0            a                    x             x 
 
 
 
 Иногда используется другая запись для Rn+1(x). Т.к. точка ε∈(a, x), то найдется такое 
число θ из интервала 0 < θ < 1, что ε = a + θ(x – a). 
 Тогда можно записать: 
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Тогда, если принять a = x0,   x – a = ∆x,  x = x0 + ∆x, формулу Тейлора можно записать в виде: 
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где 0 < θ < 1 
 
 Если принять n =0, получим: f(x0 + ∆x) – f(x0) = f′(x0 + θ∆x)⋅∆x – это выражение назы-
вается формулой Лагранжа. (Жозеф Луи Лагранж (1736-1813) французский математик и 
механик). 
 Формула Тейлора имеет огромное значение для различных математических преобра-
зований. С ее помощью можно находить значения различных функций, интегрировать, ре-
шать дифференциальные уравнения и т.д. 
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 При рассмотрении будет более подробно описаны некоторые особенности и условия 
разложения функции по формуле Тейлора. 
 

Формула Маклорена. 
 

 Формулой Маклорена называется  формула Тейлора при а = 0: 
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Мы получили так называемую формулу Маклорена с остаточным членом в форме Ла-

гранжа. 
 Следует отметить, что при разложении функции в ряд применение формулы Макло-
рена предпочтительнее, чем применение непосредственно формулы Тейлора, т.к. вычисле-
ние значений производных в нуле проще, чем в какой- либо другой точке, естественно, при 
условии, что эти производные существуют. 
 
 Однако, выбор числа а очень важен для практического использования. Дело в том, 
что при вычислении значения функции в точке, расположенной относительно близко к точке 
а, значение, полученное по формуле Тейлора, даже при ограничении тремя – четырьмя пер-
выми слагаемыми, совпадает с точным значением функции практически абсолютно. При 
удалении же рассматриваемой точки от точки а для получения точного значения надо брать 
все большее количество слагаемых формулы Тейлора, что неудобно. 
 Т.е. чем больше по модулю значение разности (х – а) тем более точное значение 
функции отличается от найденного по формуле Тейлора.  
 Кроме того, можно показать, что остаточный член Rn+1(x) является бесконечно малой 
функцией при х→а, причем долее высокого порядка, чем (х – а)m, т.е. 

 
)]([)(1

n
n axxR −=+ α . 

 Таким образом, ряд Маклорена можно считать частным случаем ряда Тейлора. 
 
 

Представление некоторых элементарных функций 
по формуле Тейлора. 

 
 Применение формулы Тейлора для разложения функций в степенной ряд широко ис-
пользуется и имеет огромное значение при проведении различных математических расчетов. 
Непосредственное вычисление интегралов некоторых функций может быть сопряжено со 
значительными трудностями, а замена функции степенным рядом позволяет значительно уп-
ростить задачу. Нахождение значений тригонометрических, обратных тригонометрических, 
логарифмических функций также может быть сведено к нахождению значений соответст-
вующих многочленов.  
 Если при разложении в ряд взять достаточное количество слагаемых, то значение 
функции может быть найдено с любой наперед заданной точностью. Практически можно 
сказать, что для нахождения значения любой функции с разумной степенью точности (пред-
полагается, что точность, превышающая 10 – 20 знаков после десятичной точки, необходима 
очень редко) достаточно 4-10 членов разложения в ряд. 
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 Применение принципа разложения в ряд позволяет производить вычисления на ЭВМ 
в режиме реального времени, что немаловажно при решении конкретных технических задач. 

 
 

Функция f(x) = ex. 
 

 Находим:                                f(x) = ex,    f(0) = 1 
f′(x) = ex,   f′(0) = 1 
…………………… 

f(n)(x) = ex,  f(n)(0) = 1 
 

Тогда:  10,
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Функция f(x) = sinx. 
 

 Получаем  f(x) = sinx;  f(0) = 0 
         f′(x) = cosx = sin( x + π/2);  f′(0) = 1; 
                    f′′(x) = -sinx = sin(x + 2π/2); f′′(0) = 0; 
                    f′′′(x) = -cosx = sin(x + 3π/2); f′′′(0)=-1; 
                    ………………………………………… 
                    f(n)(x) = sin(x + πn/2);            f(n)(0) = sin(πn/2); 
                    f(n+1)(x) = sin(x + (n + 1)π/2);       f(n+1)(ε) = sin(ε + (n + 1)π/2); 
 

Итого:                
1212

)12(

2

2

12
1

53

)!12(
cos

)!12(
)()(

)(
)!12(

)1(...
!5!3

sin

++
+

−
+

+
±=

+
=

+
−

−+−+−=

nn
n

n

n

n
n

x
n

x
n

fxR

xR
n
xxxxx

εε
 

 
 
 

Функция f(x) = cosx. 
 
 Для функции cosx, применив аналогичные преобразования, получим: 
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Функция f(x) = (1 + x)α. 
 

(α - действительное число) 
 

;)0(;)1()( 1 αα α =′+=′ − fxxf  
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Тогда: 
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 Если в полученной формуле принять α = n, где n- натуральное число и f(n+1)(x)=0, то 
Rn+1 = 0, тогда 
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Получилась формула, известная как бином Ньютона. 
 

Функция f(x) = ln(1 + x). 
 

 Получаем:                  f(x) = ln(1 + x);             f(0) = 0; 

f′(x) = 
x+1
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Итого: );(
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 Полученная формула позволяет находить значения любых логарифмов (не только на-
туральных) с любой степенью точности. Ниже представлен пример вычисления натурально-
го логарифма ln1,5. Сначала получено точное значение, затем – расчет по полученной выше 
формуле, ограничившись пятью членами разложения. Точность достигает 0,0003. 
 

ln1,5 = 0,405465108108164381 
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 Разложение различных функций по формулам Тейлора и Маклорена приводится в 
специальных таблицах, однако, формула Тейлора настолько удобна, что для подавляющего 
большинства функций разложение может быть легко найдено непосредственно. 
 Ниже будут рассмотрены различные применения формулы Тейлора не только к при-
ближенным представлениям функций, но и к решению дифференциальных уравнений и к 
вычислению интегралов. 

 
 
 

Применение дифференциала к приближенным вычислениям. 
 

 Дифференциал функции y = f(x) зависит от ∆х и является главной частью приращения 
∆х. 
 Также можно воспользоваться формулой 

dxxfdy )(′=  
 

 Тогда абсолютная погрешность 
dyy −∆  

 Относительная погрешность 

dy
dyy −∆  

 
 

Теоремы о среднем. 
 

 Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b], дифференцируема на интервале (а, b)  
и значения функции на концах отрезка равны f(a) = f(b), то на интервале (а, b) существует 
точка ε, a < ε < b, в которой производная функция f(x) равная нулю, 
 f′(ε) = 0. 
 
 Геометрический смысл теоремы Ролля состоит в том, что при выполнении условий 
теоремы на интервале (a, b) существует точка ε такая, что в соответствующей точке кривой y 
= f(x) касательная параллельна оси Ох. Таких точек на интервале может быть и несколько, но 
теорема утверждает существование по крайней мере одной такой точки. 
 
 Доказательство. По свойству функций, непрерывных на отрезке функция f(x) на от-
резке [a, b] принимает наибольшее и наименьшее значения. Обозначим эти значения М и m 
соответственно. Возможны два различных случая М = m и M ≠ m. 
 
 Пусть M = m. Тогда функция f(x) на отрезке [a, b] сохраняет постоянное значение и в 
любой точке интервала ее производная равна нулю. В этом случае за ε можно принять лю-
бую точку интервала. 
 
 Пусть М = m. Так значения на концах отрезка равны, то  хотя бы одно из значений М 
или m функция принимает внутри отрезка [a, b]. Обозначим ε, a < ε < b точку, в которой f(ε) 
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= M. Так как М- наибольшее значение функции, то для любого ∆х ( будем считать, что точка 
ε + ∆х находится внутри рассматриваемого интервала) верно неравенство:   

∆f(ε) = f(ε + ∆x) – f(ε) ≤ 0 
 

При этом 
⎩
⎨
⎧

<∆≥
>∆≤

=
∆

∆
0,0
0,0)(

xесли
xесли

x
f ε  

 Но так как по условию производная в точке ε существует, то существует и предел 

x
f

x ∆
∆

→∆

)(lim
0

ε . 

Т.к. 0)(lim
0
0

≤
∆

∆

>∆
→∆ x

f

x
x

ε   и 0)(lim
0
0

≥
∆

∆

<∆
→∆ x

f

x
x

ε , то можно сделать вывод: 

 

.0)(..,0)(lim
0

=′=
∆

∆
→∆

εε fет
x

f
x

 

 
Теорема доказана. 

 
 Теорема Ролля имеет несколько следствий: 
 
1) Если функция f(x)  на отрезке [a, b] удовлетворяет теореме Ролля, причем f(a) = f(b) = = 0, 

то существует по крайней мере одна точка ε, a < ε < b, такая, что f′(ε) = 0. Т.е. между дву-
мя нулями функции найдется хотя бы одна точка, в которой производная функции равна 
нулю. 

 
2) Если на рассматриваемом интервале (а, b) функция f(x) имеет производную (n-1)- го по-

рядка и n раз обращается в нуль, то существует по крайней мере одна точка интервала, в 
котором производная (n – 1) – го порядка равна нулю.  

Теорема Лагранжа. 
 Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b] и дифференцируема на интервале (а, 
b), то на этом интервале найдется по крайней мере одна точка ε  

a < ε < b, такая, что )()()( εf
ab

afbf ′=
−
− . 

 Это означает, что если на некотором промежутке выполняются условия теоремы, то 
отношение приращения функции к приращению аргумента на этом отрезке равно значению 
производной в некоторой промежуточной точке. 
 Рассмотренная выше теорема Ролля является частным случаем теоремы Лагранжа. 

 Отношение
ab

afbf
−
− )()(  равно угловому коэффициенту секущей АВ. 

                                              у 
 
 
     
                                                     В 
 
 
                                                   А 
 
                                               0     а  ε                        b            x 
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 Если  функция f(x) удовлетворяет условиям теоремы, то на интервале (а, b) существу-
ет точка ε такая, что в соответствующей точке кривой y = f(x) касательная параллельна се-
кущей, соединяющей точки А и В. Таких точек может быть и несколько, но одна существует 
точно. 
 
 
 Доказательство.  Рассмотрим некоторую вспомогательную функцию 

F(x) = f(x) – yсек АВ 
Уравнение секущей АВ можно записать в виде: 

)()()()()()(

)()()()(

ax
ab

afbfafxfxF

ax
ab

afbfafy

−
−
−

−−=

−
−
−

=−
 

Функция F(x) удовлетворяет теореме Ролля. Действительно, она непрерывна на отрезке [a, b] 
и дифференцируема на интервале (а, b). По теореме Ролля существует хотя бы одна точка ε, a 
< ε < b, такая что F′(ε) = 0.  
 

Т.к.     
ab

afbfxfxF
−
−

−′=′ )()()()( , то  0)()()()( =
−
−

−′=′
ab

afbffF εε , следовательно 

 

ab
afbff

−
−

=′ )()()(ε  

Теорема доказана. 
 

 Определение. Выражение ))(()()( abfbfaf −′=− ε  называется формулой  
 
Лагранжа или формулой конечных приращений. 

В дальнейшем эта формула будет очень часто применяться  для доказательства самых 
разных теорем. 
Иногда формулу Лагранжа записывают в несколько другом виде: 

xxxfy ∆∆+′=∆ )( θ , 
где 0 < θ < 1,  ∆x = b – a,   ∆y = f(b) – f(a). 

Теорема Коши. 
 
 Если функции f(x) и g(x) непрерывны на отрезке [a, b] и дифференцируемы на интер-
вале (a, b) и g′(x) ≠ 0 на интервале (a, b), то существует по крайней мере одна точка ε, a < ε 
< b, такая, что 

)(
)(

)()(
)()(

ε
ε

g
f

agbg
afbf

′
′

=
−
− . 

 
 Т.е. отношение приращений функций на данном отрезке равно отношению производ-
ных в точке ε. 
 
 Для доказательства этой теоремы на первый взгляд очень удобно воспользоваться 
теоремой Лагранжа. Записать формулу конечных разностей для каждой функции, а затем 
разделить их друг на друга. Однако, это представление ошибочно, т.к. точка ε для каждой из 
функции в общем случае различна. Конечно, в некоторых частных случаях эта точка интер-
вала может оказаться одинаковой для обеих функций, но это- очень редкое совпадение, а не 
правило, поэтому не может быть использовано для доказательства теоремы. 
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 Доказательство. Рассмотрим вспомогательную функцию  

))()((
)()(
)()()()()( agxg

agbg
afbfafxfxF −

−
−

−−= , 

которая на интервале [a, b] удовлетворяет условиям теоремы Ролля. Легко видеть, что при х 
= а и х = b F(a) = F(b) = 0. Тогда по теореме Ролля существует такая точка ε,  
a < ε < b, такая, что F′(ε) = 0. Т.к. 

)(
)()(
)()()()( xg

agbg
afbfxfxF ′

−
−

−′=′ , то 

)(
)()(
)()()(0)( εεε g

agbg
afbffF ′
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−′==′  

 

 А т.к. 0)( ≠′ εg , то 
)(
)(

)()(
)()(

xg
xf

agbg
afbf

′
′

=
−
−  

 
Теорема доказана. 

 
Следует отметить, что рассмотренная выше теорема Лагранжа является частным слу-

чаем (при g(x) = x) теоремы Коши. Доказанная нами теорема Коши очень широко использу-
ется для раскрытия так называемых неопределенностей. Применение полученных результа-
тов позволяет существенно упростить процесс вычисления пределов функций, что будет 
подробно рассмотрено ниже. 
 

Раскрытие неопределенностей. 
 

Правило Лопиталя. 
 

 К разряду неопределенностей принято относить следующие соотношения: 

∞−∞∞⋅∞
∞
∞ ∞ ;1;;0;;

0
0 0  

 
 Теорема (правило Лопиталя). Если функции f(x) и g(x) дифференцируемы в вблизи 
точки а, непрерывны в точке а, g′(x) отлична от нуля вблизи а и f(a) = g(a) = 0, то предел 
отношения функций при х→а равен пределу отношения их производных, если этот предел 
(конечный или бесконечный) существует. 

)(
)(lim

)(
)(lim
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xf
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axax ′
′
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→→

 

 
 Доказательство. Применив формулу Коши, получим: 
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ε
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где ε - точка, находящаяся между а и х. Учитывая, что f(a) = g(a) = 0: 

)(
)(
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ε
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g
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 Пусть при х→а отношение 
)(
)(

xg
xf

′
′

 стремится к некоторому пределу. Т.к. точка ε лежит 

между точками а и х, то  при х→а получим ε→а, а следовательно и отношение 
)(
)(

ε
ε

g
f
′
′

 стре-

мится к тому же пределу. Таким образом, можно записать: 

)(
)(lim

)(
)(lim

xg
xf
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xf

axax ′
′

=
→→

. 

 
Теорема доказана. 

 
Производные и дифференциалы высших порядков. 

 
 Пусть функция f(x)- дифференцируема на некотором интервале. Тогда, дифференци-
руя ее, получаем первую производную  

dx
xdfxfy )()( =′=′  

 Если найти производную функции f′(x), получим вторую производную функции f(x). 

2

2 )()(
dx

xfdxfy =′′=′′  

т.е. y′′ = (y′)′ или ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

dx
dy

dx
d

dx
yd
2

2

. 

 
Этот процесс можно продолжить и далее, находя производные степени n. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= −

−

1

1

n

n

n

n

dx
yd

dx
d
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yd . 

 
 

Общие правила нахождения высших производных. 
 

 Если функции u = f(x) и v = g(x) дифференцируемы, то 
 
1) (Сu)(n)  = Cu(n); 
2) (u ± v)(n) = u(n) ± v(n); 

3) ...
!

)]1()...[1(...
!2

)1()( )()()2()1()()( +
−−−

++′′
−

+′+=⋅ −−− kknnnnn vu
k

knnnvunnvnuvuvu  
)(... nuv+ . 

 Это выражение называется формулой Лейбница.  
 
Также по формуле dny = f(n)(x)dxn может быть найден дифференциал n- го порядка. 
 
 

Исследование функций с помощью производной. 
 

Возрастание и убывание функций. 
 

 Теорема. 1) Если функция f(x) имеет производную на отрезке [a, b] и возрастает на 
этом отрезке, то ее производная на этом отрезке неотрицательна, т.е. f′(x) ≥ 0. 
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                              2) Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b] и дифференцируема на 
промежутке (а, b), причем f′(x) > 0 для a < x < b, то эта функция возрастает на отрезке [a, 
b]. 
 
 Доказательство.  
1) Если функция f(x) возрастает, то f(x + ∆x) > f(x) при ∆x>0 и f(x + ∆x) < f(x) при ∆х<0, 
тогда: 

.0)()(lim,0)()(
0

≥
∆

−∆+
>

∆
−∆+

→∆ x
xfxxf

x
xfxxf

x
 

 
2) Пусть f′(x)>0 для любых точек х1 и х2, принадлежащих отрезку [a, b], причем x1<x2. 
  
 Тогда по теореме Лагранжа: f(x2) – f(x1) = f′(ε)(x2 – x1),   x1 < ε < x2 
По условию f′(ε)>0, следовательно, f(x2) – f(x1) >0, т.е. функция f(x) возрастает. 
 

Теорема доказана. 
 

 Аналогично можно сделать вывод о том, что если функция f(x) убывает на отрезке [a, 
b], то f′(x)≤0 на этом отрезке. Если f′(x)<0 в промежутке (a, b), то f(x) убывает на отрезке [a, 
b]. 
 Конечно, данное утверждение справедливо, если функция f(x) непрерывна на отрезке 
[a, b] и дифференцируема на интервале (a, b). 
 
 Доказанную выше теорему можно проиллюстрировать геометрически: 
 
     y                y 
 
 
 
 
 
 
 
                     ϕ            ϕ                                                                                  ϕ             ϕ 
         x       x 
 
 

Точки экстремума. 
 
 Определение. Функция f(x) имеет в точке х1 максимум, если ее значение в этой точке 
больше значений во всех точках некоторого интервала, содержащего точку х1. Функция f(x) 
имеет в точке х2 минимум, если f(x2 +∆x) > f(x2) при любом ∆х (∆х может быть и отрицатель-
ным). 
 
 Очевидно, что функция, определенная на отрезке может иметь максимум и минимум 
только в точках, находящихся внутри этого отрезка. Нельзя также путать максимум и мини-
мум функции с ее наибольшим и наименьшим значением на отрезке – это понятия принци-
пиально различные. 
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 Определение. Точки максимума и минимума функции называются точками экстре-
мума.  
 
 Теорема. (необходимое условие существования экстремума) Если функция f(x) диф-
ференцируема в точке х = х1 и точка х1 является точкой экстремума, то  производная 
функции обращается в нуль в этой точке. 
 
 Доказательство. Предположим, что функция f(x) имеет в точке х = х1 максимум. 
 Тогда при достаточно малых положительных ∆х>0 верно неравенство: 

)()( 11 xfxxf <∆+ , т.е. 
0)()( 11 <−∆+ xfxxf  

 Тогда 

00
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∆
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 По определению: 
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Т.е. если ∆х→0, но ∆х<0, то f′(x1) ≥ 0, а если ∆х→0, но ∆х>0, то f′(x1) ≤ 0. 
  
 А возможно это только в том случае, если при ∆х→0  f′(x1) = 0. 
 

Для случая, если функция f(x) имеет в точке х2 минимум теорема доказывается анало-
гично. 

Теорема доказана. 
Следствие. Обратное утверждение неверно. Если производная функции в некоторой 

точке равна нулю, то это еще не значит, что в этой точке функция имеет экстремум. Красно-
речивый пример этого – функция  у = х3, производная которой в точке х = 0 равна нулю, од-
нако в этой точке функция имеет только перегиб, а не максимум или минимум. 

Определение. Критическими точками функции называются точки, в которых про-
изводная функции не существует или равна нулю. 

 
Рассмотренная выше теорема дает нам необходимые условия существования экстре-

мума, но этого недостаточно. 
 

 Теорема. (Достаточные условия существования экстремума)  
 Пусть функция f(x) непрерывна в интервале (a, b), который содержит критическую 
точку х1, и дифференцируема во всех точках этого интервала (кроме, может быть, самой 
точки х1). 
 Если при переходе через точку х1 слева направо производная функции f′(x) меняет 
знак с “+” на “-“, то в точке х = х1 функция f(x) имеет максимум, а если производная меня-
ет знак с “-“ на “+”- то функция имеет минимум. 
 
 Доказательство.   
 

Пусть 
⎩
⎨
⎧

><′
<>′

1

1

0)(
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xxприxf
xxприxf
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По теореме Лагранжа:           f(x) – f(x1) = f′(ε)(x – x1),     где x < ε < x1. 
 
 Тогда: 1) Если х < x1, то ε < x1;      f′(ε)>0;    f′(ε)(x – x1)<0, следовательно 
 

f(x) – f(x1)<0  или   f(x) < f(x1). 
 

  2) Если х > x1, то ε > x1   f′(ε)<0;    f′(ε)(x – x1)<0, следовательно 
 

f(x) – f(x1)<0  или   f(x) < f(x1). 
Т. к. ответы совпадают, то можно сказать, что f(x) < f(x1) в любых точках вблизи х1, т.е. х1 – 
точка максимума. 
 
 Доказательство теоремы для точки минимума производится аналогично. 
 

Теорема доказана. 
 

На основе вышесказанного можно выработать единый порядок действий при нахож-
дении наибольшего и наименьшего значения функции на отрезке: 

 
1) Найти критические точки функции. 
2) Найти значения функции в критических точках. 
3) Найти значения функции на концах отрезка. 
4) Выбрать среди полученных значений наибольшее и наименьшее. 

 
 

Исследование функции на экстремум с помощью 
производных высших порядков. 

 
 Пусть в точке х = х1 f′(x1) = 0 и f′′(x1) существует и непрерывна в некоторой окрестно-
сти точки х1. 
 
 Теорема. Если f′(x1) = 0, то функция f(x) в точке х = х1 имеет максимум, если f′′(x1)<0 
и минимум, если f′′(x1)>0. 
 
 Доказательство.  
 
 Пусть f′(x1) = 0 и f′′(x1)<0. Т.к. функция f(x) непрерывна, то f′′(x1) будет отрицатель-
ной и в некоторой малой окрестности точки х1.  

Т.к. f′′(x) = (f′(x))′ < 0, то f′(x) убывает на отрезке, содержащем точку х1, но f′(x1)=0, 
т.е. f′(x) > 0 при х<x1 и f′(x) < 0 при x>x1. Это и означает, что при переходе через точку х = х1 
производная  f′(x) меняет знак с “+” на “-“, т.е. в этой точке функция f(x) имеет максимум. 

 
Для случая минимума функции теорема доказывается аналогично. 
 
Если f′′(x) = 0, то характер критической точки неизвестен. Для его определения требу-

ется дальнейшее исследование. 
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Выпуклость и вогнутость кривой. 
 

Точки перегиба. 
 
 Определение. Кривая обращена выпуклостью вверх на интервале (а, b), если все ее 
точки лежат ниже любой ее касательной на этом интервале. Кривая, обращенная выпукло-
стью вверх, называется выпуклой, а кривая, обращенная выпуклостью вниз – называется 
вогнутой. 
 
     у 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                x 
 
 На рисунке показана иллюстрация приведенного выше определения.  
 
 Теорема 1.  Если во всех точках интервала (a, b) вторая производная функции f(x) 
отрицательна, то кривая y = f(x) обращена выпуклостью вверх (выпукла). 
 
 Доказательство. Пусть х0 ∈ (a, b). Проведем касательную к кривой в этой точке. 
 Уравнение кривой: y = f(x); 
 Уравнение касательной: ).)(()( 000 xxxfxfy −′=−  
Следует доказать, что ))(()()( 000 xxxfxfxfyy −′−−=− . 
 
По теореме Лагранжа для f(x) – f(x0):     ))(())(( 000 xxxfxxcfyy −′−−′=− , x0 < c < x. 
 

)]()()[( 00 xfcfxxyy ′−′−=−  
 

По теореме Лагранжа для :)()( 0xfcf ′−′   ccxxxxccfyy <<−−′′=− 10001 ),)()((  
 
Пусть х > x0 тогда x0 < c1 < c < x. Т.к. x – x0 > 0 и c – x0 > 0, и кроме того по условию  

0)( 1 <′′ cf ,  следовательно,    0<− yy . 
 
Пусть x < x0 тогда x < c < c1 < x0 и x – x0 < 0,   c – x0 < 0, т.к. по условию ,0)( 1 <′′ cf то 

0<− yy . 
 
 Аналогично доказывается, что если f′′(x) > 0 на интервале (a, b), то кривая y=f(x) во-
гнута на интервале (a, b). 
 

Теорема доказана. 
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 Определение. Точка, отделяющая выпуклую часть кривой от вогнутой, называется 
точкой перегиба. 
 
 Очевидно, что в точке перегиба касательная пересекает кривую. 
 
 Теорема 2. Пусть кривая определяется уравнением y = f(x). Если  вторая производная 
f′′(a) = 0 или f′′(a) не существует и при переходе через точку х = а  f′′(x) меняет знак, то 
точка кривой с абсциссой х = а является точкой перегиба. 
 
 Доказательство. 1) Пусть f′′(x) < 0 при х < a и f′′(x) > 0 при x > a. Тогда при  
x < a кривая выпукла, а при x > a кривая вогнута, т.е. точка х = а – точка перегиба. 
 
2) Пусть f′′(x) > 0 при x < b и f′′(x) < 0 при x < b. Тогда  при x < b кривая обращена выпукло-

стью вниз, а при x > b – выпуклостью вверх. Тогда x = b – точка перегиба. 
 

Теорема доказана. 
 
 

Асимптоты. 
 

 При исследовании функций часто бывает, что при удалении координаты х точки кри-
вой в бесконечность кривая неограниченно приближается к некоторой прямой. 
 
 Определение. Прямая называется асимптотой кривой, если расстояние от перемен-
ной точки кривой до этой прямой при удалении точки в бесконечность стремится к нулю. 
 
 Следует отметить, что не любая кривая имеет асимптоту. Асимптоты могут быть 
прямые и наклонные. Исследование функций на наличие асимптот имеет большое значение 
и позволяет более точно определить характер функции и поведение графика кривой. 
 
 Вообще говоря, кривая, неограниченно приближаясь к своей асимптоте, может и пе-
ресекать ее, причем не в одной точке, как показано на приведенном ниже графике функции 

xexy
x

sin3
−

+= . Ее наклонная асимптота у = х. 
 
 
 

 

-10 -5 5 10

-20

-15

-10

-5

5

10

 
 
 Рассмотрим подробнее методы нахождения асимптот кривых. 
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Вертикальные асимптоты. 
 
 Из определения асимптоты следует, что если ∞=

+→
)(lim

0
xf

ax
 или ∞=

−→
)(lim

0
xf

ax
 или 

∞=
→

)(lim xf
ax

, то прямая х = а – асимптота кривой y = f(x). 

 

 Например, для функции 
5

2)(
−

=
x

xf  прямая х = 5 является вертикальной асимптотой. 

Наклонные асимптоты. 
 Предположим, что кривая y = f(x) имеет наклонную асимптоту y = kx + b. 
 

1 2 3 4

2.5

5

7.5

10

12.5

15

 
 

M 
 

      ϕ 
 

                                                                        N          
                                                        ϕ                        P 
         
                                                                            Q 
 Обозначим точку пересечения кривой и перпендикуляра к асимптоте – М, Р – точка 
пересечения этого перпендикуляра с асимптотой. Угол между асимптотой и осью Ох обозна-
чим ϕ. Перпендикуляр МQ к оси Ох пересекает асимптоту в точке N. 
 
 Тогда MQ = y – ордината точки кривой, NQ = y  - ордината точки N на асимптоте. 
 

 По условию: 0lim =
∞→

MP
x

,     ∠NMP = ϕ,   
ϕcos

MP
NM = . 

Угол ϕ - постоянный и не равный 900, тогда 
 

0limcoslimlim ===
∞→∞→∞→

NMNMMP
xxx

ϕ  

)()( bkxxfyyQNMQNM +−=−=−=  
 

Тогда   0)]()([lim =+−
∞→

bkxxf
x

. 

 
Итак, прямая y = kx + b – асимптота кривой. Для точного определения этой прямой 

необходимо найти способ вычисления коэффициентов k и b. 
 В полученном выражении выносим за скобки х: 
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0)(lim =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−

∞→ x
bk

x
xfx

x
 

 

Т.к. х→∞, то 0)(lim =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−

∞→ x
bk

x
xf

x
, т.к.  b = const, то kk

x
b

xx
==

∞→∞→
lim;0lim . 

 

Тогда 00)(lim =−−
∞→

k
x
xf

x
,   следовательно,    

 

x
xfk

x

)(lim
∞→

= . 

 
Т.к. [ ] 0)()(lim =+−

∞→
bkxxf

x
, то  [ ] 0lim)(lim =−−

∞→∞→
bkxxf

xx
, следовательно, 

 
[ ]kxxfb

x
−=

∞→
)(lim  

 
 Отметим, что горизонтальные асимптоты являются частным случаем наклонных 
асимптот при k =0. 

Схема исследования функций 
 Процесс исследования функции состоит из нескольких этапов. Для наиболее полного 
представления о поведении функции и характере ее графика необходимо отыскать: 

1) Область существования функции. 
Это понятие включает в себя и область значений и область определения функции. 

2) Точки разрыва. (Если они имеются). 
3) Интервалы возрастания и убывания. 
4) Точки максимума и минимума. 
5) Максимальное и минимальное значение функции на ее области определения. 
6) Области выпуклости и вогнутости. 
7) Точки перегиба.(Если они имеются). 
8) Асимптоты.(Если они имеются). 
9) Построение графика. 

Векторная функция скалярного аргумента. 
 
                                                           z 
 
      A(x, y, z) 
 
           r      0)( rtr −  
 
       0r  
          
                   y 
 
 
 
 
         х 
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 Пусть некоторая кривая в пространстве задана параметрически:  
x = ϕ(t);     y = ψ(t);        z = f(t); 

 
Радиус- вектор произвольной точки кривой: ktfjtitkzjyixr

rrrrrr
)()()( ++=++= ψϕ . 

 Таким образом, радиус- вектор точки кривой может рассматриваться как некоторая 
векторная функция скалярного аргумента t. При изменении параметра t изменяется величина 
и направление вектора rr . 
 
 Запишем соотношения для некоторой точки t0: 

;)(lim;)(lim;)(lim 000
000

ftftt
tttttt

===
→→→

ψψϕϕ  

Тогда вектор kfjir
rrrr

0000 ++= ψϕ  - предел функции rr (t).   0)(lim
0

rtr
tt

rr
=

→
. 

 
Очевидно, что  

( ) ( ) ( ) 0)()()(lim)(lim 2
0

2
0

2
00

00

=−+−+−=−
→→

ftfttrtr
tttt

ψψϕϕrr , тогда 

 
0)(lim

0

rtr
tt

rr
=

→
. 

 
 Чтобы найти производную векторной функции скалярного аргумента, рассмотрим 
приращение радиус- вектора при некотором приращении параметра t. 
 
 

            )(trr                     
dt
rdr  

      )(trr∆   
                                                                                
                                                           )( ttr ∆+

r  
kttfjttittttr
rrrr )()()()( ∆++∆++∆+=∆+ ψϕ ;                    )()( trttrr rrr

−∆+=∆ ; 
 

ktfttfjtttitttr
rrrr ))()(())()(())()(( −∆++−∆++−∆+=∆ ψψϕϕ  

 

k
t

tfttfj
t

ttti
t

ttt
t
r rrrr

∆
−∆+

+
∆

−∆+
+

∆
−∆+

=
∆
∆ )()()()()()( ψψϕϕ  

 
или, если существуют производные ϕ′(t), ψ′(t), f′(t), то 
 

rktfjtit
t
r

t

rrrrr
′=′+′+′=

∆
∆

→∆
)()()(lim

0
ψϕ  

 Это выражение – вектор производная вектора rr . 

k
dt
dzj

dt
dyi

dt
dx

dt
rd rrrr

++=  

 

[ ] [ ] [ ]222 )()()( tftt
dt
rd ′+′+′= ψϕ
r

 

 
Если имеется уравнение кривой:  
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x = ϕ(t);     y = ψ(t);        z = f(t); 
то в произвольной точке кривой А(xА, yА, zА) с радиус- вектором 
 

ktfjtitkzjyixr
rrrrrr

)()()( +ψ+ϕ=++=  

можно провести прямую с уравнением 
p
zz

n
yy

m
xx AAA −

=
−

=
−

 

Т.к. производная 
dt
rdr - вектор, направленный по касательной к кривой, то 

 

dt
dz

zz

dt
dy

yy

dt
dx

xx
A

A

A

A

A

A −
=

−
=

− . 

 
 

Свойства производной векторной функции скалярного аргумента. 
 

 1) 
dt
rd

dt
rd

dt
rdrrr

dt
d 321

321 )(
rrr

rrr
−+=−+  

 2) 
dt
rd

dt
rd rr

λ=
λ )( , где λ = λ(t) – скалярная функция 

 3) 
dt
rdrr

dt
rd

dt
rrd 2

12
121 )( r

rr
rrr

⋅+⋅=
⋅  

 4) 
dt
rdrr

dt
rd

dt
rrd 2

12
121 )( r

rr
rrr

×+×=
×  

 
Уравнение нормальной плоскости к кривой будет иметь вид: 

0)()()( =−+−+− A
A

A
A

A
A zz

dt
dzyy

dt
dyxx

dt
dx  

  
Параметрическое задание функции. 

 
 Исследование и построение графика кривой, которая задана системой уравнений ви-
да: 

⎩
⎨
⎧

ψ=
ϕ=

)(
)(
ty
tx

, 

производится в общем то аналогично исследованию функции вида y = f(x). 
 
 Находим производные: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

ψ′=

ϕ′=

)(

)(

t
dt
dy

t
dt
dx

 

Теперь можно найти производную 
)(
)(

t
t

dx
dy

ϕ′
ψ′

= . Далее находятся значения параметра t, при 

которых хотя бы одна из производных ϕ′(t) или ψ′(t) равна нулю или не существует. Такие 
значения параметра t называются критическими.  
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 Для каждого интервала (t1, t2), (t2, t3), … , (tk-1, tk) находим соответствующий интервал 

(x1, x2), (x2, x3), … , (xk-1, xk)  и определяем знак производной 
dx
dy  на каждом из полученных 

интервалов, тем самым определяя промежутки возрастания и убывания функции.  
 Далее находим вторую производную функции на каждом из интервалов и, определяя 
ее знак, находим направление выпуклости кривой в каждой точке. 
 Для нахождения асимптот находим такие значения t, при приближении к которым или 
х или у стремится к бесконечности, и такие значения t, при приближении к которым и х и у 
стремится к бесконечности.  
 В остальном исследование производится аналогичным также, как и исследование 
функции, заданной непосредственно. 
 
 На практике исследование параметрически заданных функций осуществляется, на-
пример, при нахождении траектории движущегося объекта, где роль параметра t выполняет 
время. 

 
Кривизна плоской кривой. 

 
 
    α                                                           α 
            В 
 
 
 
        А                                         А  В 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Определение: Угол α поворота касательной к кривой при переходе от точки А к точ-
ке В называется углом смежности. 
 
 Соответственно, более изогнута та кривая, у которой при одинаковой длине больше 
угол смежности. 
 

 Определение: Средней кривизной Кср дуги 
∪

AB  называется отношение соответст-

вующего угла смежности α к длине дуги 
∪

AB . 

∪

α
=

AB
K ср  

 Отметим, что для одной кривой средняя кривизна ее различных частей может быть 
различной, т.е. данная величина характеризует не кривую целиком, а некоторый ее участок. 
 
 Определение: Кривизной дуги в точке КА называется предел средней кривизны при 

стремлении длины дуги 
∪

AB  → 0. 
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∪→→

α
==

AB
KK

ABсрBAA 0
limlim  

 Легко видеть, что если обозначить 
∪

AB  = S, то при условии, что угол α - функция, ко-
торая зависит от S и дифференцируема, то 

dS
dK A
α

=  

 

 Определение: Радиусом кривизны кривой называется величина 
AK

R 1
= . 

Пусть кривая задана уравнением y = f(x). 
 
           y 
 
 
 
        B 
              ∆ϕ 
 
 
      A   ϕ   ϕ+∆ϕ 
 
               x 
 
 

Kcp = 
S∆
ϕ∆ ;                

dS
dKcpS

ϕ
=

→∆ 0
lim ; 

Если ϕ = ϕ(x) и S = S(x), то 

dx
dS
dx
d

dS
d

ϕ

=
ϕ . 

В то же время 2

2

2

1
;

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=
ϕ

⇒=ϕ⇒ϕ=

dx
dy

dx
yd

dx
d

dx
dyarctgtg

dx
dy . 

Для дифференциала дуги: 
2

1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

dx
dy

dx
dS , тогда 

( )
( ) 2/32

22

2

2

22

1

/

/1

/1
/

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=
+

+
=

ϕ

=
ϕ

dx
dy

dxyd

dxdy

dxdy
dxyd

dx
dS
dx
d

dS
d  
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Т.к. 2/32

2

2

1
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=
ϕ

=

dx
dy

dx
yd

dS
dK A .               В других обозначениях: [ ] 2/32)(1 y

yK A
′+

′′
= . 

 
Рассмотрим кривую, заданную уравнением: y = f(x). 
 
 
 
 
 
       A 
           C(a, b) 
 
 
 
 
 
 
 

Если построить в точке А кривой нормаль, направленную в сторону выпуклости, то 
можно отложить отрезок АС = R, где R – радиус кривизны кривой в точке А. Тогда точка 
С(a, b) называется центром кривизны кривой в точке А.  
 Круг радиуса R с центром в точке С называется кругом кривизны. 
 
Очевидно, что в точке А кривизна кривой и кривизна окружности равны. 
 
 Можно показать, что координаты центра кривизны могут быть найдены по формулам: 

;1;)1( 22

y
yyb

y
yyxa

′′
′+

+=
′′
′+′

−=  

 
 Определение: Совокупность всех центров кривизны кривой линии образуют новую 
линию, которая называется эволютой по отношению к данной кривой. По отношению к эво-
люте исходная кривая называется эвольвентой. 
 
 Приведенные выше уравнения, определяющие координаты центров кривизны кривой 
определяют уравнение эволюты. 
 
 

Свойства эволюты. 
 

 Теорема 1: Нормаль к данной кривой является касательной к ее эволюте. 
 
 Теорема 2: Модуль разности радиусов кривизны в любых точках кривой равен моду-
лю длины соответствующей эволюты. 
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       С3     
 

   С2     
∪

=− 2112 CCRR  

        С1      
∪

=− 3223 CCRR  
 
                  R1       R2       R3 
 
                M1     
          M’1              M2            M3        
                        M’2 
            M’3 

 
 

Надо отметить, что какой – либо эволюте соответствует бесконечное число эвольвент. 
Указанные выше свойства можно проиллюстрировать следующим образом: если на эволюту 
натянута нить, то эвольвента получается как траекторная линия конца нити при ее сматыва-
нии или разматывании при условии, что нить находится в натянутом состоянии. 
 

Кривизна пространственной кривой. 
 
          z 
 
 
              A(x, y, z) 
      B       rr∆  
 
                  rr rr

∆+                rr  
 
                0    y 
                                                                          
 
 
 
                                        x 
 Для произвольной точки А, находящейся на пространственной кривой, координаты 
могут быть определены как функции некоторой длины дуги S. 
 

x = ϕ(S);         y = ψ(S);       z = f(S); 
;)()()()( kSfjSiSSrr
rrrrr

+ψ+ϕ==  
Приведенное выше уравнение называют векторным уравнением линии в пространстве. 
 
 Определение: Линия, которую опишет в пространстве переменный радиус – вектор 

)(Srr при изменении параметра S, называется годографом этого вектора. 
 

∪=
∆
∆

AB

AB

S
rr , тогда 

S
r

dS
rd

S ∆
∆

=
→∆

rr

0
lim  - вектор, направленный по касательной к кривой в точке А(x, 

y, z). 
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 Но т.к. 1lim =∪→
AB

AB
BA

, то 
dS

rda
r

r
=  - единичный вектор, направленный по касательной. 

 

Если принять kzjyixr
rrrr

++= , то k
dS
dzj

dS
dyi

dS
dxa

rrrr
++= . 

Причем 1
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Рассмотрим вторую производную ;2

2

dS
ad

dS
rd

dS
d

dS
rd rrr

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=  

 

 Определение: Прямая, имеющая направление вектора 
dS

adr называется главной нор-

малью к кривой. Ее единичный вектор обозначается nr . 
 

nK
dS

ad r
r

⋅= , где К – кривизна кривой. 

;2

2

R
n

dS
rd rr

=  

 
Кривизна пространственной кривой может быть найдена по формуле: 

( )
( )[ ]32

2

r

rr
K

′

′′×′
=

r

rr

 

 
Возможна и другая запись формулы для кривизны пространственной кривой (она получается 
из приведенной выше формулы): 
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 Определение: Вектор 2

2

dS
rd r

 называется вектором кривизны. Величина 
K
1

=ρ  назы-

вается радиусом кривизны. 
 

 
О формулах Френе. 

 
 Формулами Френе называются соотношения: 

;;;
T
b

R
a

dS
nd

T
n

dS
bd

R
n

dS
ad

rrrrrrr

−−===  

;abn rrr
×=  

Последняя формула получена из двух первых. 
В этих формулах: 
   nr  - единичный вектор главной нормали к кривой, 
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   b
r

- единичный вектор бинормали, 

   R – радиус кривизны кривой 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =

K
R 1 , 

   Т – радиус кручения кривой. 
 
 Определение: Плоскость, проходящая через касательную и главную нормаль к кри-
вой в точке А называется соприкасающейся плоскостью. 
 
 Определение: Нормаль к кривой, перпендикулярная к соприкасающейся плоскости, 
называется бинормалью. Ее единичный вектор- b

r
. 

;1;1 n
TdS

bd
TdS

bd r
rr

⋅==  

Величина 
T
1  называется кручением кривой. 

 
Первообразная функция. 

 
 Определение: Функция F(x) называется первообразной функцией  функции f(x) на 
отрезке [a, b], если в любой точке этого отрезка верно равенство: 

F′(x) = f(x). 
 
 Надо отметить, что первообразных для одной и той же функции может быть беско-
нечно много. Они будут отличаться друг от друга на некоторое постоянное число. 

F1(x) = F2(x) + C. 
 

Неопределенный интеграл. 
 
 Определение: Неопределенным интегралом функции f(x) называется совокупность 
первообразных функций, которые определены соотношением: 

F(x) + C. 
Записывают: ∫ += ;)()( CxFdxxf  
 
 Условием существования неопределенного интеграла на некотором отрезке является 
непрерывность функции на этом отрезке. 
 
 Свойства: 
 

1. ( ) );())(()( xfCxFdxxf =′+=
′

∫  

2. ( ) ;)()( dxxfdxxfd =∫  

3. ∫ += ;)()( CxFxdF  

4. ∫ ∫ ∫ ∫−+=−+ ;)( wdxvdxudxdxwvu  где u, v, w – некоторые функции от х. 

1. ∫ ∫⋅=⋅ ;)()( dxxfCdxxfC  
 

Пример: ∫ ∫ ∫ ∫ +++=+−=+− ;cos2
3
1sin2)1sin2( 322 Cxxxdxxdxdxxdxxx  
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Нахождение значения неопределенного интеграла связано главным образом с нахож-

дением первообразной функции. Для некоторых функций это достаточно сложная задача. 
Ниже будут рассмотрены способы нахождения неопределенных интегралов для основных 
классов функций – рациональных, иррациональных, тригонометрических, показательных и 
др. 
 Для удобства значения неопределенных интегралов большинства элементарных 
функций собраны в специальные таблицы интегралов, которые бывают иногда весьма объ-
емными. В них включены различные наиболее часто встречающиеся комбинации функций. 
Но большинство представленных в этих таблицах формул являются следствиями друг друга, 
поэтому ниже приведем таблицу основных интегралов, с помощью которой можно получить 
значения неопределенных интегралов различных функций. 
  
 
        Интеграл        Значение          Интеграл         Значение 
1 ∫ tgxdx     -ln⏐cosx⏐+C 9 ∫ dxe x          ex + C 

2 ∫ ctgxdx       ln⏐sinx⏐+ C 10 ∫ xdxcos          sinx + C 

3 ∫ dxa x          C
a

a x

+
ln

 
11 ∫ xdxsin         -cosx + C 

4 
∫ + 22 xa

dx      C
a
xarctg

a
+

1  
12 

∫ dx
x2cos

1  
           tgx + C 

5 
∫ − 22 ax

dx  C
ax
ax

a
+

−
+ln

2
1  

13 
∫ dx

x2sin
1  

        -ctgx + C 

6 
∫

± 22 ax
dx  ln Caxx +±+ 22  14 

∫
− 22 xa

dx        arcsin
a
x  + C 

7 ∫ αdxx  1,
1

1

−≠α+
+α

+α

Cx  
15 

∫ dx
xcos

1  Cxtg +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+
42

ln  

8 
∫ x

dx            Cx +ln  16 
∫ dx

xsin
1          Cxtg +

2
ln  

 
 
 

Методы интегрирования. 
 

 Рассмотрим три основных метода интегрирования. 
 

Непосредственное интегрирование. 
 

 Метод непосредственного интегрирования основан на предположении о возможном 
значении первообразной функции с дальнейшей проверкой этого значения дифференцирова-
нием. Вообще, заметим, что дифференцирование является мощным инструментом проверки 
результатов интегрирования. 
 Рассмотрим применение этого метода на примере: 

Требуется найти значение интеграла ∫ x
dx . На основе известной формулы дифференцирова-

ния  ( )
x

x 1ln =′  можно сделать вывод, что искомый интеграл равен Cx +ln , где С – некото-
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рое постоянное число. Однако, с другой стороны ( )
xx

x 1)1(1)ln( =−⋅−=′− . Таким образом, 

окончательно можно сделать вывод: 

∫ += Cx
x

dx ln  

 Заметим, что в отличие от дифференцирования, где для нахождения производной ис-
пользовались четкие приемы и методы, правила нахождения производной, наконец опреде-
ление производной, для интегрирования такие методы недоступны. Если при нахождении 
производной мы пользовались, так сказать, конструктивными методами, которые, базируясь 
на определенных правилах, приводили к результату, то при нахождении первообразной при-
ходится  в основном опираться на знания таблиц производных и первообразных. 
 Что касается метода непосредственного интегрирования, то он применим только для 
некоторых весьма ограниченных классов функций. Функций, для которых можно с ходу най-
ти первообразную очень мало. Поэтому в большинстве случаев применяются способы, опи-
санные ниже. 
 
 

Способ подстановки (замены переменных). 
 
 Теорема: Если требуется найти интеграл ∫ dxxf )( , но сложно отыскать первообраз-

ную, то с помощью замены x = ϕ(t) и dx = ϕ′(t)dt получается: 

∫ ∫ ϕ′ϕ= dtttfdxxf )())(()(  
 
 Доказательство: Продифференцируем предлагаемое равенство: 

( )∫ ∫ ϕ′ϕ= dtttfddxxfd )()]([)(  
По рассмотренному выше свойству №2 неопределенного интеграла: 

f(x)dx = f[ϕ(t)]ϕ′(t)dt 
что с учетом введенных обозначений и является исходным предположением. Теорема дока-
зана. 
 

Интегрирование по частям. 
 
 Способ основан на известной формуле производной произведения: 

(uv)′ = u′v + v′u 
где u и v – некоторые функции от х. 
В дифференциальной форме: d(uv) = udv + vdu 
 
Проинтегрировав, получаем: ∫ ∫ ∫+= vduudvuvd )( , а в соответствии с приведенными выше 
свойствами неопределенного интеграла: 

∫∫ += vduudvuv        или          ∫∫ −= vduuvudv ; 
 Получили формулу интегрирования по частям, которая позволяет находить интегралы 
многих элементарных функций. 

Интегрирование элементарных дробей. 
 

 Определение: Элементарными называются дроби следующих четырех типов: 
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                                            I. ;1
bax +

                                 III.      ;2 cbxax
NMx
++

+  

 

                                           II. ;
)(

1
mbax +

                           IV.     ncbxax
NMx

)( 2 ++
+  

m, n – натуральные числа (m ≥ 2, n ≥ 2) и b2 – 4ac <0. 
 
 Первые два типа интегралов от элементарных дробей довольно просто приводятся к 
табличным подстановкой t = ax + b. 
 

I. .ln1ln11 Cbax
a

Ct
at

dt
abax
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++=+==

+∫ ∫  

 

II.       ∫ ∫ +
+−
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−

−==
+ −− ;

))(1(
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11

)( 11 C
baxma

C
tmat

dt
abax

dx
mmmm  

 
Рассмотрим метод интегрирования элементарных дробей вида III. 
Интеграл дроби вида III может быть представлен в виде: 
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Здесь в общем виде показано приведение интеграла дроби вида III к двум табличным инте-
гралам. 
 
 Рассмотрим теперь методы интегрирования простейших дробей IV типа. 
 
Сначала рассмотрим частный случай при М = 0, N = 1. 

Тогда интеграл вида ∫ ++ ncbxax
dx

)( 2  можно путем выделения в знаменателе полного квад-

рата представить в виде ∫ + nsu
du

)( 2 . Сделаем следующее преобразование: 

∫∫∫ ∫ +
−

+
=

+
−+

=
+ − nnnn su
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2

122

22

2 . 

Второй интеграл, входящий в это равенство, будем брать по частям. 

Обозначим: 
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;
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))(22()( 12122
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∫ ∫ −− +−
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Для исходного интеграла получаем: 

∫ ∫∫ −−− +−
−

+−
+

+
=

+ 1212122 )()22(
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))(22()(
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)( nnnn su
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nssuns
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n

suns
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Полученная формула называется рекуррентной. Если применить ее n-1 раз, то получится 

табличный интеграл ∫ + su
du
2 . 

 
 Вернемся теперь к интегралу от элементарной дроби вида IV в общем случае. 
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В полученном равенстве первый интеграл с помощью подстановки t = u2 + s приво-

дится к табличному ∫ nt
dt , а ко второму интегралу применяется рассмотренная выше рекур-

рентная формула. 
 

Интегрирование рациональных функций. 
 

Интегрирование рациональных дробей. 
 
 Для того, чтобы проинтегрировать рациональную дробь необходимо разложить ее на 
элементарные дроби. 
 

 Теорема: Если 
)(
)()(

xP
xQxR =  - правильная рациональная дробь, знаменатель P(x) кото-

рой представлен в виде произведения линейных и квадратичных множителей (отметим, что 
любой многочлен с действительными коэффициентами может быть представлен в таком ви-
де: P(x) = (x - a)α…(x - b)β(x2 + px + q)λ…(x2 + rx + s)µ ), то эта дробь может быть разложена на 
элементарные по следующей схеме: 
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где Ai, Bi, Mi, Ni, Ri, Si – некоторые постоянные величины. 
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 При интегрировании рациональных дробей прибегают к разложению исходной дроби 
на элементарные. Для нахождения величин Ai, Bi, Mi, Ni, Ri, Si применяют так называемый 
метод неопределенных коэффициентов, суть которого состоит в том, что для того, чтобы 
два многочлена были тождественно равны, необходимо и достаточно, чтобы были равны ко-
эффициенты при одинаковых степенях х.  
 

Интегрирование некоторых тригонометрических 
функций. 

 
 Интегралов от тригонометрических функций может быть бесконечно много. Боль-
шинство из этих интегралов вообще нельзя вычислить аналитически, поэтому рассмотрим 
некоторые главнейшие типы функций, которые могут быть проинтегрированы всегда. 
 
 

Интеграл вида ∫ dxxxR )cos,(sin . 
 
 Здесь R – обозначение некоторой рациональной функции от переменных sinx и cosx. 

Интегралы этого вида вычисляются с помощью подстановки 
2
xtgt = . Эта подстановка по-

зволяет преобразовать тригонометрическую функцию в рациональную. 
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Таким образом: ∫∫∫ =
+⎟⎟
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= .)(

1
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2 dttrdt
tt

t
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Описанное выше преобразование называется универсальной тригонометрической подста-
новкой. 
 Несомненным достоинством этой подстановки является то, что с ее помощью всегда 
можно преобразовать тригонометрическую функцию в рациональную и вычислить соответ-
ствующий интеграл. К недостаткам можно отнести то, что при преобразовании может полу-
читься достаточно сложная рациональная функция, интегрирование которой займет много 
времени и сил. 
 Однако при невозможности применить более рациональную замену переменной этот 
метод является единственно результативным. 
 

 
 
 

Интеграл вида ∫ dxxxR )cos,(sin    если 
функция R  является нечетной относительно cosx. 

 
Несмотря на возможность вычисления такого интеграла с помощью универсальной 

тригонометрической подстановки, рациональнее применить подстановку t = sinx. 
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 ∫∫ = xdx
x

xxRdxxxR cos
cos

)cos,(sin)cos,(sin  

Функция 
x

xxR
cos

)cos,(sin  может содержать cosx только в четных степенях, а следовательно, 

может быть преобразована в рациональную функцию относительно sinx. 
.)(cos)(sin)cos,(sin ∫∫∫ == dttrxdxxrdxxxR  

 Вообще говоря, для применения этого метода необходима только нечетность функции 
относительно косинуса, а степень синуса, входящего в функцию может быть любой, как це-
лой, так и дробной. 
 

Интеграл вида ∫ dxxxR )cos,(sin    если 
функция R  является нечетной относительно sinx. 

 
 По аналогии с рассмотренным выше случаем делается подстановка t = cosx. 
Тогда ∫∫∫ −== .)(sin)(cos)cos,(sin dttrxdxxrdxxxR  
 

Интеграл вида ∫ dxxxR )cos,(sin  
функция R четная относительно sinx и cosx. 

 
 Для преобразования функции R в рациональную используется подстановка  
t = tgx. 
Тогда ∫ ∫= dttrdxxxR )()cos,(sin  
 

Интеграл произведения синусов и косинусов 
различных аргументов. 

 
В зависимости от типа произведения применятся одна из трех формул: 
 
 

[ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−

+
+
+

=−++= ∫∫ nm
xnm

nm
xnmdxxnmxnmnxdxmx )sin()sin(

2
1)cos()cos(

2
1coscos  

[ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−

−
+
+

−=−++= ∫∫ nm
xnm

nm
xnmdxxnmxnmnxdxmx )cos()cos(

2
1)sin()sin(

2
1cossin  

[ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−
−

+
+
+

−=−++−= ∫∫ nm
nm

nm
nmdxxnmxnmnxdxmx )sin()sin(

2
1)cos()cos(

2
1sinsin  

 
 

Интегрирование некоторых иррациональных функций. 
 

Далеко не каждая иррациональная функция может иметь интеграл, выраженный эле-
ментарными функциями. Для нахождения интеграла от иррациональной функции следует 
применить подстановку, которая позволит преобразовать функцию в рациональную, инте-
грал от которой может быть найден как известно всегда.  

Рассмотрим некоторые приемы для интегрирования различных типов иррациональ-
ных функций. 
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Интеграл вида ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+ dx

dcx
baxxR n, где n- натуральное число. 

 

 С помощью подстановки t
dcx
bax

n =
+
+  функция рационализируется. 

;;; dt
cta

btdx
cta

btxt
dcx
bax

n

n

n

n
n

′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
−
−

==
+
+  

Тогда .)(,, ∫∫∫ =
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+ dttrdt

cta
btt

cta
btRdx

dcx
baxxR n

n

n

n
n  

 
 Если в состав иррациональной функции входят корни различных степеней, то в каче-
стве новой переменной рационально взять корень степени, равной наименьшему общему 
кратному степеней корней, входящих в выражение. 

Интегрирование биноминальных дифференциалов. 
 

 Определение: Биноминальным дифференциалом называется выражение 
xm(a + bxn)pdx 

где m, n, и p – рациональные числа. 
 
 Как было доказано академиком Чебышевым П.Л. (1821-1894), интеграл от биноми-
нального дифференциала может быть выражен через элементарные функции только в сле-
дующих трех случаях: 
 
1) Если р – целое число, то интеграл рационализируется с помощью подстановки  

λ= xt , где λ - общий знаменатель m и n. 
 

2) Если  
n

m 1+   - целое число, то интеграл рационализируется подстановкой 

s nbxat += , где s – знаменатель числа р. 
 
 

3) Если p
n

m
+

+1  - целое число, то используется подстановка s
n

n

x
bxat +

= , где s – знамена-

тель числа р. 
 
 Однако, наибольшее практическое значение имеют интегралы от функций, рацио-
нальных относительно аргумента и квадратного корня из квадратного трехчлена. 
 На рассмотрении этих интегралов остановимся более подробно. 
 
 

Интегралы вида ( )∫ ++ dxcbxaxxR 2, . 
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 Существует несколько способов интегрирования такого рода функций. В зависимости 
от вида выражения, стоящего под знаком радикала, предпочтительно применять тот или 
иной способ.  
 Как известно, квадратный трехчлен путем выделения полного квадрата может быть 
приведен к виду:  

.22 mu ±±  
 Таким образом, интеграл приводится к одному из трех типов: 

1) ∫ − ;),( 22 duumuR  

2) ∫ + ;),( 22 duumuR  

3) ∫ − ;),( 22 dumuuR  
 
 
1 способ.   Тригонометрическая подстановка. 
 
 
 Теорема: Интеграл вида ∫ − duumuR ),( 22  подстановкой tmu sin=  или 

tmu cos=  сводится к интегралу от рациональной функции относительно sint или cost. 
 
 Теорема: Интеграл вида ∫ + duumuR ),( 22  подстановкой mtgtu =  или mctgtu =  
сводится к интегралу от рациональной функции относительно sint и cost. 

 Теорема: Интеграл вида ∫ − dumuuR ),( 22  подстановкой 
t

u
sin

1
=  или 

t
u

cos
1

=  сво-

дится к интегралу от рациональной функции относительно sint или cost. 
 
2 способ. Подстановки Эйлера. (1707-1783) 
 
1) Если а>0, то интеграл вида ∫ ++ dxcbxaxxR ),( 2  рационализируется подстановкой  

axtcbxax ±=++2 . 
 
2) Если a<0 и c>0, то интеграл вида ∫ ++ dxcbxaxxR ),( 2  рационализируется подстановкой 

ctxcbxax ±=++2 . 
 
3) Если a<0 , а подкоренное выражение раскладывается на действительные множители a(x – 

x1)(x – x2), то интеграл вида ∫ ++ dxcbxaxxR ),( 2  рационализируется подстановкой 

)( 1
2 xxtcbxax −=++ . 

 
Отметим, что подстановки Эйлера неудобны для практического использования, 

т.к. даже при несложных подынтегральных функциях приводят к весьма громоздким вычис-
лениям. Эти подстановки представляют скорее теоретический интерес. 
 
 
 
3 способ. Метод неопределенных коэффициентов. 
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Рассмотрим интегралы следующих трех типов: 

∫ ∫∫
++α−

++
++

;
)(

.;)(.;)(.
2

2

2 cbxaxx
dxIIIdxcbxaxxPII

cbxax
dxxPI

n
 

где P(x) – многочлен, n – натуральное число. 
 
Причем интегралы II и III типов могут быть легко приведены к виду интеграла I типа. 
 
 Далее делается следующее преобразование: 
 

;)()(
2

2

2 ∫∫
++

λ+++=
++ cbxax

dxcbxaxxQ
cbxax

dxxP  

в этом выражении Q(x)- некоторый многочлен, степень которого ниже степени многочлена 
P(x), а λ - некоторая постоянная величина. 
 Для нахождения неопределенных коэффициентов многочлена Q(x), степень которого 
ниже степени многочлена P(x), дифференцируют обе части полученного выражения, затем 
умножают на cbxax ++2  и, сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, опреде-
ляют λ и коэффициенты многочлена Q(x). 
 Данный метод выгодно применять, если степень многочлена Р(х) больше единицы. В 
противном случае можно успешно использовать методы интегрирования рациональных дро-
бей, рассмотренные выше, т.к. линейная функция является производной подкоренного вы-
ражения. 

С учетом того, что функции arcsin и arccos связаны соотношением 
xx
1arccos

2
1arcsin −

π
= , а 

постоянная интегрирования С – произвольное число, ответы, полученные различными мето-
дами, совпадают. 
 Как видно, при интегрировании иррациональных функций возможно применять раз-
личные рассмотренные выше приемы. Выбор метода интегрирования обуславливается в ос-
новном наибольшим удобством, очевидностью применения того или иного метода, а также 
сложностью вычислений и преобразований. 
 

Несколько примеров интегралов, не выражающихся через 
элементарные функции.  

 
 К таким интегралам относится интеграл вида ∫ dxxPxR ))(,( , где Р(х)- многочлен 
степени выше второй. Эти интегралы называются эллиптическими.  
 Если степень многочлена Р(х) выше четвертой, то интеграл называется ультраэллип-
тическим. 
 Если все – таки интеграл такого вида выражается через элементарные функции, то он 
называется псевдоэллиптическим. 
 Не могут быть выражены через элементарные функции следующие интегралы: 
 
1) ∫ − dxe x2

 - интеграл Пуассона ( Симеон Дени Пуассон – французский математик (1781-
1840)) 

2) ∫ ∫ dxxdxx 22 cos;sin  - интегралы Френеля (Жан Огюстен Френель – французский уче-
ный (1788-1827) - теория волновой оптики и др.) 
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3) ∫ x
dx
ln

 - интегральный логарифм 

4) ∫ dx
x

e x

 - приводится к интегральному логарифму 

5) ∫ dx
x

xsin  - интегральный синус 

6) dx
x

x
∫

cos  - интегральный косинус 

Определенный интеграл. 
 
 Пусть на отрезке [a, b] задана непрерывная функция f(x). 
 
 
            y 
          M 
 
 
 
 
 
 
            m 
 
 
             0       a                     xi                        b                x  
 
 
 Обозначим m и M наименьшее и наибольшее значение функции на отрезке [a, b]  
Разобьем отрезок [a, b] на части (не обязательно одинаковые) n точками. 

x0 < x1 < x2 < … < xn 
Тогда x1 – x0 = ∆x1, x2 – x1 = ∆x2, … ,xn – xn-1  = ∆xn; 
На каждом из полученных отрезков найдем наименьшее и наибольшее значение функции. 
 
[x0, x1] → m1, M1;   [x1, x2] → m2, M2;  …   [xn-1, xn] → mn, Mn. 
 
 Составим суммы:  

S n = m1∆x1 + m2∆x2 +  … +mn∆xn = ∑
=

∆
n

i
ii xm

1

 

S n = M1∆x1 + M2∆x2 + … + Mn∆xn = ∑
=

∆
n

i
ii xM

1
 

 Сумма S  называется нижней интегральной суммой, а сумма S  – верхней инте-
гральной суммой. 
Т.к. mi ≤ Mi, то S n ≤ S n,    а    m(b – a) ≤ S n ≤ S n ≤ M(b – a) 
 
 Внутри каждого отрезка выберем некоторую точку ε. 

x0 < ε1 < x1,     x1 < ε <  x2,  …  , xn-1 < ε < xn. 
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Найдем значения функции в этих точках и составим выражение, которое называется инте-
гральной суммой для функции f(x) на отрезке [a, b]. 
 

Sn = f(ε1)∆x1 +  f(ε2)∆x2 + … + f(εn)∆xn = ∑
=

∆ε
n

i
ii xf

1

)(  

Тогда можно записать: mi∆xi ≤ f(εi)∆xi ≤ Mi∆xi 
 

 Следовательно, ∑∑ ∑
== =

∆≤∆ε≤∆
n

i
ii

n

i

n

i
iiii xMxfxm

11 1
)(  

nnn SSS ≤≤  
 
 Геометрически это представляется следующим образом: график функции f(x) ограни-
чен сверху описанной ломаной линией, а снизу – вписанной ломаной. 
 Обозначим max∆xi – наибольший отрезок разбиения, а min∆xi – наименьший. Если 
max∆xi→ 0, то число отрезков разбиения отрезка [a, b] стремится к бесконечности. 
 

Если ∑
=

∆ε=
n

i
iin xfS

1

)(  , то .)(lim
10max

Sxf
n

i
iixi

=∆ε∑
=

→∆
 

 
 Определение: Если при любых разбиениях отрезка [a, b] таких, что max∆xi→ 0 и про-

извольном выборе точек εi интегральная сумма ∑
=

∆ε=
n

i
iin xfS

1
)(  стремится к пределу S, ко-

торый называется определенным интегралом от f(x) на отрезке [a, b]. 
 

 Обозначение : .)(∫
b

a

dxxf  

а – нижний предел, b – верхний предел, х – переменная интегрирования, [a, b] – отрезок ин-
тегрирования. 
 
 
 Определение: Если для функции f(x) существует предел 

=∆ε∑
=

→∆

n

i
iix

xf
i 10max

)(lim ,)(∫
b

a

dxxf  то функция называется интегрируемой на отрезке [a, b]. 

 

Также верны утверждения: ∫∑ =∆
=

→∆

b

a

n

i
iix

dxxfxm
i

)(lim
10max

 

                                               ∫∑ =∆
=

→∆

b

a

n

i
iix

dxxfxM
i

)(lim
10max

 

 
 Теорема: Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b], то она интегрируема на 
этом отрезке. 
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Свойства определенного интеграла. 
 

1) ;)()( ∫∫ =
b

a

b

a

dxxfAdxxAf  

2) ∫∫∫ ±=±
b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxfxf )()())()(( 2121  

3) 0)( =∫
a

a

dxxf  

4) Если f(x) ≤ ϕ(x) на отрезке [a, b]  a < b, то ∫ ∫ϕ≤
b

a

b

a

dxxdxxf )()(  

 
5) Если m и M – соответственно наименьшее и наибольшее значения функции f(x) на от-

резке [a, b], то:  

∫ −≤≤−
b

a

abMdxxfabm )()()(  

 
6) Теорема о среднем. Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b], то на этом отрезке 

существует точка ε такая, что 

)()()( ε−=∫ fabdxxf
b

a

 

Доказательство:  В соответствии со свойством 5: 

Mdxxf
ab

m
b

a

≤
−

≤ ∫ )(1  

т.к. функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b], то она принимает на этом отрезке все значе-
ния от m до М. Другими словами, существует такое число ε∈ [a, b], что если  

µ=
− ∫

b

a

dxxf
ab

)(1   и µ = f(ε), а      a ≤ ε ≤ b, тогда )()()( ε−=∫ fabdxxf
b

a

. Теорема доказана. 

 
7) Для произвольных чисел a, b, c справедливо равенство: 

∫ ∫∫ +=
b

a

b

c

c

a

dxxfdxxfdxxf )()()(  

Разумеется, это равенство выполняется, если существует каждый из входящих в него 
интегралов. 
 
 

8) ∫ ∫−=
b

a

a

b

dxxfdxxf )()(  

 
 Обобщенная теорема о среднем. Если функции f(x) и ϕ(x) непрерывны на отрезке [a, 
b], и функция ϕ(х) знакопостоянна на нем, то на этом отрезке существует точка ε, такая, что  

∫ ∫ϕε=ϕ
b

a

b

a

dxxfdxxxf )()()()(  
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Вычисление определенного интеграла. 
 

 Пусть в интеграле ∫
b

a

dxxf )(  нижний предел а = const, а верхний предел b изменяется. 

Очевидно, что если изменяется верхний предел, то изменяется и значение интеграла. 

 Обозначим ∫
x

a

dttf )(  = Ф(х).  Найдем производную функции Ф(х) по переменному 

верхнему пределу х. 

)()( xfdttf
dx
d x

a

=∫  

 Аналогичную теорему можно доказать для случая переменного нижнего предела. 
 
 Теорема: Для всякой функции f(x), непрерывной на отрезке [a, b], существует на этом 
отрезке первообразная, а значит, существует неопределенный интеграл. 
 
 Теорема: (Теорема Ньютона – Лейбница) 
 Если функция F(x) – какая- либо первообразная от непрерывной функции f(x), то 

∫ −=
b

a

aFbFdxxf )()()(  

это выражение известно под названием формулы Ньютона – Лейбница. 
 
 Доказательство: Пусть F(x) – первообразная функции f(x). Тогда в соответствии с 

приведенной выше теоремой, функция ∫
x

a

dttf )(  - первообразная функция от f(x). Но т.к. 

функция может иметь бесконечно много первообразных, которые будут отличаться друг от 
друга только на какое – то постоянное число С, то 

CxFdttf
x

a

+=∫ )()(  

при соответствующем выборе С это равенство справедливо для любого х, т.е. при х = а: 

∫ +=
a

a

CaFdttf )()(  

CaF += )(0  
)(aFC −=  

 Тогда )()()( aFxFdttf
x

a

−=∫ . 

А при х = b: ∫ −=
b

a

aFbFdttf )()()(    

Заменив переменную t на переменную х, получаем формулу Ньютона – Лейбница: 

)()()( aFbFdxxf
b

a

−=∫  

Теорема доказана. 
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 Иногда применяют обозначение F(b) – F(a) = F(x)
b

a
. 

Формула Ньютона – Лейбница представляет собой общий подход к нахождению определен-
ных интегралов. 
 Что касается приемов вычисления определенных интегралов, то они практически ни-
чем не отличаются от всех тех приемов и методов, которые были рассмотрены выше при на-
хождении неопределенных интегралов. 
 Точно так же применяются методы подстановки (замены переменной), метод интег-
рирования по частям, те же приемы нахождения первообразных для тригонометрических, 
иррациональных и трансцендентных функций. Особенностью является только то, что при 
применении этих приемов надо распространять преобразование не только на подинтеграль-
ную функцию, но и на пределы интегрирования. Заменяя переменную интегрирования, не 
забыть изменить соответственно пределы интегрирования. 
 
 

Замена переменных. 
 

 Пусть задан интеграл ∫
b

a

dxxf )( , где f(x) – непрерывная функция на отрезке [a, b]. 

Введем новую переменную в соответствии с формулой x = ϕ(t). 
  Тогда если  
1) ϕ(α)  = а,   ϕ(β) = b 
2) ϕ(t) и ϕ′(t) непрерывны на отрезке [α, β] 
3) f(ϕ(t)) определена на отрезке [α, β], то 

∫ ∫
β

α

ϕ′ϕ=
b

a

dtttfdxxf )()]([)(  

 Тогда ∫
β

α

β

α

−=αϕ−βϕ=ϕ=ϕ′ϕ )()()]([)]([)]([)()]([ aFbFFFtFdtttf  

 
Интегрирование по частям. 

 
 Если функции u = ϕ(x) и v = ψ(x) непрерывны на отрезке [a, b], а также непрерывны 
на этом отрезке их производные, то справедлива формула интегрирования по частям: 

.∫∫ −=
b

a

b

a

b

a

vduuvudv  

 Вывод этой формулы абсолютно аналогичен выводу формулы интегрирования по 
частям для неопределенного интеграла, который был весьма подробно рассмотрен выше, по-
этому здесь приводить его нет смысла. 

Несобственные интегралы. 
 

 Пусть функция f(x) определена и непрерывна на интервале [a, ∞). Тогда она непре-
рывна на любом отрезке [a, b]. 
 

 Определение: Если существует конечный предел ∫∞→

b

a
b

dxxf )(lim , то этот предел назы-

вается несобственным интегралом от функции f(x) на интервале [a, ∞). 
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 Обозначение: ∫∫
∞

∞→
=

a

b

a
b

dxxfdxxf )()(lim  

 
 Если этот предел существует и конечен, то говорят, что несобственный интеграл 
сходится. 
 Если предел не существует или бесконечен, то несобственный интеграл расходится. 
 
 Аналогичные рассуждения можно привести для несобственных интегралов вида: 

∫∫ −∞→
∞−

=
b

a
a

b

dxxfdxxf )(lim)(  

∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

+=
c

c

dxxfdxxfdxxf )()()(  

Конечно, эти утверждения справедливы, если входящие в них интегралы существуют. 
 
 Теорема: Если для всех х (x ≥ a) выполняется условие )()(0 xxf ϕ≤≤  и интеграл 

∫
∞

ϕ
a

dxx)(  сходится, то ∫
∞

a

dxxf )(  тоже сходится и ∫
∞

ϕ
a

dxx)(  ≥ ∫
∞

a

dxxf )( . 

 
 
 Теорема: Если для всех х (x ≥ a) выполняется условие )()(0 xfx ≤ϕ≤  и интеграл 

∫
∞

ϕ
a

dxx)(  расходится, то ∫
∞

a

dxxf )(  тоже расходится. 

 

 Теорема: Если ∫
∞

a

dxxf )(  сходится, то сходится и интеграл ∫
∞

a

dxxf )( . 

В этом случае интеграл ∫
∞

a

dxxf )(  называется абсолютно сходящимся. 

 
Интеграл от разрывной функции. 

 
 
 Если в точке х = с функция либо неопределена, либо разрывна, то 

∫∫ −→
=

b

a
cb

c

a

dxxfdxxf )(lim)(
0

 

Если интеграл ∫
b

a

dxxf )(  существует, то интеграл ∫
c

a

dxxf )(  - сходится, если интеграл 

∫
b

a

dxxf )(  не существует, то ∫
c

a

dxxf )(  - расходится. 

 

 Если в точке х = а функция терпит разрыв, то ∫∫ +→
=

c

b
ab

c

a

dxxfdxxf )(lim)(
0

. 

Если функция f(x) имеет разрыв в точке b на промежутке [a, с], то 
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∫ ∫∫ +=
с

a

c

b

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()(  

 Таких точек внутри отрезка может быть несколько. 
Если сходятся все интегралы, входящие в сумму, то сходится и суммарный интеграл. 
 
 
 

Геометрические приложения определенного интеграла. 
 

Вычисление площадей плоских фигур. 
 

у 
 
 
 
 
 
 
     +   + 
 
               0    a                  -              b                      x   
 
 Известно, что определенный интеграл на отрезке представляет собой площадь криво-
линейной трапеции, ограниченной графиком функции f(x). Если график расположен ниже 
оси Ох, т.е. f(x) < 0, то площадь имеет знак “-“, если график расположен выше оси Ох, т.е. 
f(x) > 0, то площадь имеет знак “+”. 

 Для нахождения суммарной площади используется формула ∫=
b

a

dxxfS )( . 

Площадь фигуры, ограниченной некоторыми линиями может быть найдена с помощью оп-
ределенных интегралов, если известны уравнения этих линий. 
 

Нахождение площади криволинейного сектора. 
 
 
 
                                                                                                   ρ = f(ϕ) 
 
 
 
 
 
                                                        β 
                                                             α 
                                        О                                                                     ρ 
 Для нахождения площади криволинейного сектора введем полярную систему коорди-
нат. Уравнение кривой, ограничивающей сектор в этой системе координат, имеет вид ρ = 
f(ϕ), где ρ - длина радиус – вектора, соединяющего полюс с произвольной точкой кривой, а ϕ 
- угол наклона этого радиус – вектора к полярной оси. 
 Площадь криволинейного сектора может быть найдена по формуле  
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∫
β

α

ϕϕ= dfS )(
2
1 2  

 
Вычисление длины дуги кривой. 

 
        y                      y = f(x) 
 

                             ∆Si      ∆yi 
                                                                                  ∆xi 
 
 
 
 
      a                                     b            x 
 

Длина ломаной линии, которая соответствует дуге, может быть найдена как ∑
=

∆=
n

i
in SS

1

. 

Тогда длина дуги равна ∑
=

→∆
∆=

n

i
iS

SS
i 10max

lim .  

Из геометрических соображений: ( ) ( ) i
i

i
iii x

x
y

yxS ∆⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆
∆

+=∆+∆=∆
2

22 1  

В то же время 
i

ii

i

i

x
xfxf

x
y

∆
−

=
∆
∆ − )()( 1  

Тогда можно показать, что  

∫∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=∆=

=
→∆

b

a

n

i
ix

dx
dx
dySS

i

2

10max
1lim  

Т.е. ( )∫ ′+=
b

a

dxxfS 2)(1  

Если уравнение кривой задано параметрически, то с учетом правил вычисления производной 
параметрически заданной функции, получаем 

[ ] [ ]∫
β

α

ψ′+ϕ′= dtttS 22 )()( , 

где х = ϕ(t) и у = ψ(t). 
 Если задана пространственная кривая, и х = ϕ(t), у = ψ(t) и z = Z(t), то 

[ ] [ ] [ ]∫
β

α

′+ψ′+ϕ′= dttZttS 222 )()()(  

 
 
 Если кривая задана в полярных координатах, то 

∫
β

α

ϕρ+ρ′= dS 22 ,    ρ = f(ϕ). 
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Вычисление объемов тел. 
 

Вычисление объема тела по известным площадям его параллельных сечений. 
 
 
 
 
 
 
            Q(xi-1)                

     Q(xi) 
 
 
 
 
      a                 xi-1                 xi                                        b                      x 
 
 Пусть имеется тело объема V. Площадь любого поперечного сечения тела Q, известна 
как непрерывная функция Q = Q(x). Разобьем тело на “слои” поперечными сечениями, про-
ходящими через точки хi разбиения отрезка [a, b]. Т.к. на каком- либо промежуточном отрез-
ке разбиения [xi-1, xi] функция Q(x) непрерывна, то принимает на нем наибольшее и наи-
меньшее значения. Обозначим их соответственно Mi и mi. 
 Если на этих наибольшем и наименьшем сечениях построить цилиндры с образую-
щими, параллельными оси х, то объемы этих цилиндров будут соответственно равны Mi∆xi и 
mi∆xi здесь ∆xi = xi - xi-1. 
 Произведя такие построения для всех отрезков разбиения, получим цилиндры, объе-

мы которых равны соответственно ∑
=

∆
n

i
ii xM

1

 и ∑
=

∆
n

i
ii xm

1

. 

 При стремлении к нулю шага разбиения λ, эти суммы имеют общий предел: 

∫∑∑ =∆=∆
=

→λ
=

→λ

b

a

n

i
ii

n

i
ii dxxQxmxM )(limlim

1010
 

Таким образом, объем тела может быть найден по формуле: 

∫=
b

a

dxxQV )(  

 Недостатком этой формулы является то, что для нахождения объема необходимо 
знать функцию Q(x), что весьма проблематично для сложных тел. 

Объем тел вращения. 
 Рассмотрим кривую, заданную уравнением y = f(x). Предположим, что функция f(x) 
непрерывна на отрезке [a, b]. Если соответствующую ей криволинейную трапецию с основа-
ниями а и b вращать вокруг оси Ох, то получим так называемое тело вращения.  
 
      y = f(x) 
 
 
 
 
          x 
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Т.к. каждое сечение тела плоскостью  x = const представляет собой круг радиуса )(xfR = , 
то объем тела вращения может быть легко найден по полученной выше формуле: 

∫π=
b

a

dxxfV )(2  

 
 

Площадь поверхности тела вращения. 
 

        Мi                     B 
 
 
 
      А 
 
          х 
           xi 
 
 
 
 
 
 
 Определение: Площадью поверхности вращения кривой АВ вокруг данной оси на-
зывают предел, к которому стремятся площади поверхностей вращения ломаных, вписанных 
в кривую АВ, при стремлении к нулю наибольших из длин звеньев этих ломаных. 
 
 Разобьем дугу АВ на n частей точками M0, M1, M2, … , Mn. Координаты вершин полу-
ченной ломаной имеют координаты xi и yi. При вращении ломаной вокруг оси получим по-
верхность, состоящую из боковых поверхностей усеченных конусов, площадь которых равна 
∆Pi. Эта площадь может быть найдена по формуле: 

i
ii

i S
yy

P ∆
+

π=∆ −

2
2 1  

Здесь ∆Si – длина каждой хорды. 

i
i

i
iii x

x
y

yxS ∆⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆
∆

+=∆+∆=∆
2

22 1  

Применяем теорему Лагранжа к отношению 
i

i

x
y

∆
∆

. 

Получаем: iii
ii

ii

i

i xxf
xx

xfxf
x
y

<ε<ε=
−
−

=
∆
∆

−
−

−
1

1

1 ),(
)()(

 

Тогда iii xfS ∆ε′+=∆ )(1 2  

           ii
ii

i xf
yy

P ∆ε′+
+

π=∆ − )(1
2

2 21  

Площадь поверхности, описанной ломаной равна: 

( )∑
=

− ∆ε′++π=
n

i
iiiin xfxfxfP

1

2
1 )(1)()(  
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Эта сумма не является интегральной, но можно показать, что 

( ) ∑∑
=

→∆
=

−→∆
∆ε′+επ=∆ε′++π=

n

i
iiix

n

i
iiiix

xffxfxfxfP
ii 1

2

0max1

2
10max

)(1)(2lim)(1)()(lim  

Тогда ∫ ′+π=
b

a

dxxfxfP )(1)(2 2  - формула вычисления площади поверхности тела враще-

ния. 
 

Функции нескольких переменных 
 
 
 При рассмотрении функций нескольких переменных ограничимся подробным описа-
нием функций двух переменных, т.к. все полученные результаты будут справедливы для 
функций произвольного числа переменных. 
 
 Определение: Если каждой паре независимых друг от друга чисел (х, у) из некоторо-
го множества по какому - либо правилу ставится в соответствие одно или несколько значе-
ний переменной z, то переменная z называется функцией двух переменных. 

z = f(x, y) 
 
 Определение: Если паре чисел (х, у) соответствует одно значение z, то функция на-
зывается однозначной, а если более одного, то – многозначной. 
 
 Определение: Областью определения функции z называется совокупность пар (х, 
у), при которых функция z существует. 
 
 Определение: Окрестностью точки М0(х0, у0) радиуса r называется совокупность 

всех точек  (х, у), которые удовлетворяют условию ( ) ( ) ryyxx <−+− 2
0

2
0 . 

 
 Определение: Число А называется пределом функции f(x, y) при стремлении точки 
М(х, у) к точке М0(х0, у0), если для каждого числа ε > 0 найдется такое число r >0, что для 
любой точки М(х, у), для которых верно условие 

rMM <0  
также верно и условие ε<− Ayxf ),( . 
Записывают: Ayxf

yy
xx

=
→
→

),(lim
0
0

 

 
 Определение: Пусть точка М0(х0, у0) принадлежит области определения функции f(x, 
y). Тогда функция z = f(x, y) называется непрерывной в точке М0(х0, у0), если  
                                                             ),(),(lim 00

0
0

yxfyxf
yy
xx

=
→
→

                                              (1) 

причем точка М(х, у) стремится к точке М0(х0, у0) произвольным образом. 
 
 Если в какой – либо точке условие (1) не выполняется, то эта точка называется точ-
кой разрыва функции f(x, y). Это может быть в следующих случаях: 
1) Функция z = f(x, y) не определена в точке М0(х0, у0). 
2) Не существует предел ),(lim

0
0

yxf
yy
xx

→
→

. 

3) Этот предел существует, но он не равен f( x0, y0). 
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Свойство. Если функция f(x, y, …) определена и непрерывна в замкнутой и 
 ограниченной области D, то в этой области найдется по крайней мере одна точка   
N(x0, y0, …), такая, что для остальных точек верно неравенство 

f(x0, y0, …) ≥ f(x, y, …) 
а также точка N1(x01, y01, …), такая, что для всех остальных точек верно неравенство 

f(x01, y01, …) ≤ f(x, y, …) 
тогда f(x0, y0, …) = M – наибольшее значение функции, а f(x01, y01, …) = m – наименьшее 
значение функции f(x, y, …) в области D. 
 Непрерывная функция в замкнутой и ограниченной области D достигает по крайней 
мере один раз наибольшего значения и один раз наименьшего. 
 
 Свойство. Если функция f(x, y, …) определена и непрерывна в замкнутой ограничен-
ной области D, а M и m – соответственно наибольшее и наименьшее значения функции в 
этой области, то для любой точки µ ∈ [m, M] существует точка  
N0(x0, y0, …) такая, что f(x0, y0, …) = µ. 
 
 Проще говоря, непрерывная функция принимает в области D все промежуточные зна-
чения между M и m. Следствием этого свойства может служить заключение, что если числа 
M и m разных знаков, то в области D функция по крайней мере один раз обращается в ноль.  
 
 Свойство. Функция f(x, y, …), непрерывная в замкнутой ограниченной области D, 
ограничена в этой области, если существует такое число К, что для всех точек области вер-
но неравенство Kyxf <,...),( . 
 
 
 
 Свойство. Если функция f(x, y, …) определена и непрерывна в замкнутой ограничен-
ной области D, то она равномерно непрерывна в этой области, т.е. для любого положи-
тельного числа ε существует такое число ∆ > 0, что для любых двух точек (х1, y1) и (х2, у2) 
области, находящихся на расстоянии, меньшем ∆, выполнено неравенство 

ε<− ),(),( 2211 yxfyxf  
     

Приведенные выше свойства  аналогичны свойствам функций одной переменной, не-
прерывных на отрезке.  
 

Производные и дифференциалы функций 
нескольких переменных. 

 
 
 Определение. Пусть в некоторой области задана функция z = f(x, y). Возьмем произ-
вольную точку М(х, у) и зададим приращение ∆х к переменной х. Тогда величина ∆xz = f( x + 
∆x, y) – f(x, y) называется частным приращением функции по х. 
 
 Можно записать  

x
yxfyxxf

x
zx

∆
−∆+

=
∆
∆ ),(),( . 
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 Тогда 
x
zx

x ∆
∆

→∆ 0
lim  называется частной производной функции z = f(x, y) по х. 

Обозначение: ).,(;),(;; yxf
x

yxfz
x
z

xx ′
∂

∂′
∂
∂  

 
 Аналогично определяется частная производная функции по у. 

y
yxfyyxf

y
z

y ∆
−∆+

=
∂
∂

→∆

),(),(lim
0

 

 

 Геометрическим смыслом частной производной (допустим 
x
z
∂
∂ ) является тангенс 

угла наклона касательной, проведенной в точке N0(x0, y0, z0) к сечению поверхности плоско-
стью у = у0. 
 
 

Полное приращение и полный дифференциал. 
 

 Определение. Для функции f(x, y) выражение ∆z = f( x + ∆x, y + ∆y) – f(x, y) называ-
ется полным приращением. 
 
 Если функция f(x, y) имеет непрерывные частные производные, то  

[ ]
[ ]),(),(

),(),(),(),(),(),(
yxfyyxf

yyxfyyxxfyyxfyyxfyxfyyxxfz
−∆++

+∆+−∆+∆+=∆+−∆++−∆+∆+=∆

  
Применим теорему Лагранжа к выражениям, стоящим в квадратных скобках. 

 

y
yxfyyxfyyxf

∂
∂

∆=−∆+
),(),(),(  

x
yyxfxyyxfyyxxf

∂
∆+∂

∆=∆+−∆+∆+
),(),(),(  

здесь ),();,( xxxxyyyy ∆+∈∆+∈  
 
 Тогда получаем  

y
yxfy

x
yyxfxz

∂
∂

∆+
∂

∆+∂
∆=∆

),(),(  

 
Т.к. частные производные непрерывны, то можно записать равенства: 

x
yxf

x
yyxf

y
x ∂

∂
=

∂
∆+∂

→∆
→∆

),(),(lim
0
0

 

y
yxf

y
yxf

y
x ∂

∂
=

∂
∂

→∆
→∆

),(),(lim
0
0

 

 



 86

 Определение. Выражение yxy
y

yxfx
x

yxfz ∆α+∆α+∆
∂

∂
+∆

∂
∂

=∆ 21
),(),(  называется 

полным приращением функции f(x, y) в некоторой точке (х, у), где α1 и α2 – бесконечно 
малые функции при ∆х → 0 и ∆у → 0 соответственно. 
 Определение: Полным дифференциалом функции z = f(x, y) называется главная ли-
нейная относительно ∆х и ∆у приращения функции ∆z в точке (х, у). 

dyyxfdxyxfdz yx ),(),( ′+′=  
 
 Для функции произвольного числа переменных: 

dt
t
fdy

y
fdx

x
ftzyxdf

∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

= ...),...,,,(  

 
Геометрический смысл полного дифференциала. 
Касательная плоскость и нормаль к поверхности. 

 
 
   нормаль 
 
 
 
 
 
 
 
        N 
      ϕ           N0 
     
 
 
  касательная плоскость 
 
 
 Пусть N и N0 – точки данной поверхности. Проведем прямую NN0. Плоскость, кото-
рая проходит через точку N0, называется касательной плоскостью к поверхности, если угол 
между секущей NN0 и этой плоскостью стремится к нулю, когда стремится к нулю расстоя-
ние NN0. 
 
 Определение. Нормалью к поверхности в точке N0 называется прямая, проходящая 
через точку N0 перпендикулярно касательной плоскости к этой поверхности. 
 
 В какой – либо точке поверхность имеет, либо только одну касательную плоскость, 
либо не имеет ее вовсе. 
 
 Если поверхность задана уравнением z = f(x, y), где f(x, y) – функция, дифференци-
руемая в точке М0(х0, у0), касательная плоскость в точке N0(x0,y0,(x0,y0)) существует и имеет 
уравнение: 

))(,())(,(),( 00000000 yyyxfxxyxfyxfz yx −′+−′=− . 
 
 Уравнение нормали к поверхности в этой точке: 
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 Геометрическим смыслом полного дифференциала функции двух переменных f(x, y) 
в точке (х0, у0) является приращение аппликаты (координаты z) касательной плоскости к по-
верхности при переходе от точки (х0, у0) к точке (х0+∆х, у0+∆у). 
 Как видно, геометрический смысл полного дифференциала функции двух переменных 
является пространственным аналогом геометрического смысла дифференциала функции од-
ной переменной. 
 

Приближенные вычисления с помощью полного дифференциала. 
 
 Пусть функция f(x, y) дифференцируема в точке (х, у). Найдем полное приращение 
этой функции: 

),(),( yxfyyxxfz −∆+∆+=∆  
zyxfyyxxf ∆+=∆+∆+ ),(),(  

 Если подставить в эту формулу выражение 

y
y
fx

x
fdzz ∆

∂
∂

+∆
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=≈∆  

то получим приближенную формулу: 

y
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x

yxfyxfyyxxf ∆
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∂
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∂
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+≈∆+∆+
),(),(),(),(  

 
Частные производные высших порядков. 

 
 Если функция f(x, y) определена в некоторой области D, то ее частные производные 

),( yxf x′  и ),( yxf y′  тоже будут определены в той же области или ее части.  
 Будем называть эти производные частными производными первого порядка. 
Производные этих функций будут частными производными второго порядка. 
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yxf
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zyxf
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z
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∂
∂  
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22
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yxxy ′′=
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∂∂

∂  

Продолжая дифференцировать полученные равенства, получим частные производные 
более высоких порядков. 

 

Определение. Частные производные вида 
yyx

z
xyx

z
xy
z

yx
z

∂∂∂
∂

∂∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂ 3322

;;; и т.д. называ-

ются смешанными производными. 
 
Теорема. Если функция f(x, y) и ее частные производные  yxxyyx ffff ′′′′′′ ,,,  определены и 

непрерывны в точке М(х, у) и ее окрестности, то верно соотношение: 

xy
f

yx
f

∂∂
∂

=
∂∂

∂ 22

. 

 Т.е. частные производные высших порядков не зависят от порядка дифференцирова-
ния. 
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 Аналогично определяются дифференциалы высших порядков. 
 

),(),( yxfdxyxfdz yx ′+′=  

[ ] 222 ))(,(),(2))(,(),(),( 22 dyyxfdxdyyxfdxyxfdyyxfdxyxfdzd
yxyxyx ′′+′′+′′=′+′=  

32233 ))(,()(),(3))(,(3))(,( 3223 dyyxfdydxyxfdydxyxfdxyxfzd
yxyyxx
′′′+′′′+′′′+′′′=  

………………… 
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+
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=  

 Здесь n – символическая степень производной, на которую заменяется реальная сте-
пень после возведения в нее стоящего с скобках выражения. 

Экстремум функции нескольких переменных. 
 
 Определение. Если для функции z = f(x, y), определенной в некоторой области, в не-
которой окрестности точки М0(х0, у0) верно неравенство 

),(),( 00 yxfyxf >  
то точка М0 называется точкой максимума. 
 
 Определение. Если для функции z = f(x, y), определенной в некоторой области, в не-
которой окрестности точки М0(х0, у0) верно неравенство 

),(),( 00 yxfyxf <  
то точка М0 называется точкой минимума. 
 
 Теорема. (Необходимые условия экстремума).  

Если функция f(x,y) в точке (х0, у0) имеет экстремум, то в этой точке либо обе ее част-
ные производные первого порядка равны нулю 0),(,0),( 0000 =′=′ yxfyxf yx , либо хотя бы 
одна из них не существует. 
 Эту точку (х0, у0) будем называть критической точкой. 
 
 Теорема. (Достаточные условия экстремума).  
 Пусть в окрестности критической точки (х0, у0) функция f(x, y) имеет непрерывные 
частные производные до второго порядка включительно. Рассмотрим выражение: 

[ ]2),(),(),(),( 22 yxfyxfyxfyxD xyyx
′′−′′⋅′′=  

1) Если D(x0, y0) > 0, то в точке (х0, у0) функция f(x, y) имеет экстремум, если  
0),( 002 <′′ yxf

x
 - максимум, если 0),( 002 >′′ yxf

x
 - минимум. 

2) Если D(x0, y0) < 0, то в точке (х0, у0) функция f(x, y) не имеет экстремума 
В случае, если D = 0, вывод о наличии экстремума сделать нельзя. 

Условный экстремум. 
 
 Условный экстремум находится, когда переменные х и у, входящие в функцию u = f( 
x, y), не являются независимыми, т.е. существует некоторое соотношение  
ϕ(х, у) = 0, которое называется уравнением связи. 
 Тогда из переменных х и у только одна будет независимой, т.к. другая может быть 
выражена через нее из уравнения связи. 
 Тогда u = f(x, y(x)). 

dx
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В точках экстремума: 

                                                             
dx
dy

y
f

x
f

dx
du

∂
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+
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= =0                                                    (1) 

Кроме того: 

                                                                 0=
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+
∂
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dx
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yx
                                                       (2) 

Умножим равенство (2) на число λ и сложим с равенством (1). 
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 Для выполнения этого условия во всех точках  найдем неопределенный коэффициент 
λ так, чтобы выполнялась система трех уравнений: 
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 Полученная система уравнений является необходимыми условиями условного экс-
тремума. Однако это условие не является достаточным. Поэтому при нахождении критиче-
ских точек требуется их дополнительное исследование на экстремум. 
 Выражение u = f(x, y) + λϕ(x, y) называется функцией Лагранжа. 

Использование функции Лагранжа для нахождения точек экстремума функции назы-
вается также методом множителей Лагранжа.  

Выше мы рассмотрели функцию двух переменных, однако, все рассуждения относи-
тельно условного экстремума могут быть распространены на функции большего числа пере-
менных. 
 

Производная по направлению. 
 
 
Рассмотрим функцию  u(x, y, z) в точке М( x, y, z) и точке М1( x + ∆x, y + ∆y, z + ∆z). 

 Проведем через точки М и М1 вектор S .  Углы наклона этого вектора к направлению 
координатных осей х, у, z обозначим соответственно α, β, γ. Косинусы этих углов называют-
ся направляющими косинусами вектора S . 
 Расстояние между точками М и М1 на векторе S  обозначим ∆S. 
  

222 zyxS ∆+∆+∆=∆  
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Высказанные выше предположения, проиллюстрируем на рисунке: 
                                                             z 
 
                                                                              M                     
 
 
        S∆  
                                                                   
                                                                                                              M1 
                                                                                 
          S  
                                                                                                                               y 
 
 
 
 
 
                                x 
 
 Далее предположим, что функция u(x, y, z) непрерывна и имеет непрерывные частные 
производные  по переменным х, у и z. Тогда правомерно записать следующее выражение: 
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где величины  ε1, ε2, ε3 – бесконечно малые  при 0→∆S .  
 Из геометрических соображений очевидно: 
 

;cos;cos;cos γ=
∆
∆

β=
∆
∆

α=
∆
∆

S
z

S
y

S
x  

 
 Таким образом, приведенные выше равенства могут быть представлены следующим 
образом: 
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 Заметим, что величина s является скалярной. Она лишь определяет направление век-
тора S . 
 Из этого уравнения следует следующее определение: 
 
 

 Определение: Предел 
S
u

S ∆
∆

→∆ 0
lim   называется производной функции u(x, y, z) по на-

правлению вектора S  в точке с координатами ( x, y, z). 
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Градиент. 

 
 Определение: Если в некоторой области D задана функция u = u(x, y, z) и некоторый 
вектор, проекции которого на координатные оси равны значениям функции u в соответст-
вующей точке 

z
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u

x
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∂
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∂
∂

∂
∂ ;; , 

то этот вектор называется градиентом функции u. 
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 При этом говорят, что в области D задано поле градиентов. 
 

Связь градиента с производной по направлению. 
 
 Теорема: Пусть задана функция u = u(x, y, z) и поле градиентов 
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Тогда производная 
s
u
∂
∂  по направлению некоторого вектора S  равняется проекции вектора 

gradu на вектор S . 
 
 
 Доказательство: Рассмотрим единичный вектор γ+β+α= coscoscos kjiS

rrr
 и неко-

торую функцию u = u(x, y, z) и найдем скалярное произведение векторов S  и gradu. 
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 Выражение, стоящее в правой части этого равенства является производной функции u 
по направлению s. 

 Т.е. 
s
uSgradu
∂
∂

=⋅
r

.  Если угол между векторами gradu и S  обозначить через ϕ, то 

скалярное произведение можно записать в виде произведения модулей этих векторов на ко-
синус угла между ними. С учетом того, что вектор S  единичный, т.е. его модуль равен еди-
нице, можно записать: 

s
ugradu
∂
∂

=ϕ⋅ cos  

 Выражение, стоящее в правой части этого равенства и является проекцией вектора 
gradu на вектор S . 
 

Теорема доказана. 
 

 Для иллюстрации геометрического и физического смысла градиента скажем, что гра-
диент – вектор, показывающий направление наискорейшего изменения  некоторого скаляр-
ного поля u в какой- либо точке. В физике существуют такие понятия как градиент темпера-
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туры, градиент давления и т.п. Т.е. направление градиента есть направление наиболее быст-
рого роста функции. 
 С точки зрения геометрического представления  градиент перпендикулярен поверхно-
сти уровня функции. 

 
Кратные интегралы. 

 
 Как известно, интегрирование является процессом суммирования. Однако суммиро-
вание может производится неоднократно, что приводит нас к понятию кратных интегралов. 
Рассмотрение этого вопроса начнем с рассмотрения двойных интегралов. 
 

Двойные интегралы. 
 
 Рассмотрим на плоскости некоторую замкнутую кривую, уравнение которой  
f(x, y) = 0. 

 
        y 
 
 
 
 
 
 
 
          0            x 
 
 
 Совокупность всех точек, лежащих внутри кривой и на самой кривой назовем замкну-
той областью ∆. Если выбрать точки области без учета точек, лежащих на кривой, область 
будет называется незамкнутой область ∆. 
 С геометрической точки зрения ∆ - площадь фигуры, ограниченной контуром. 
 
 Разобьем область ∆ на n частичных областей сеткой прямых, отстоящих друг от друга 
по оси х на расстояние ∆хi, а по оси у – на ∆уi. Вообще говоря, такой порядок разбиения на-
обязателен, возможно разбиение области на частичные участки произвольной формы и раз-
мера. 
  

Получаем, что площадь S делится на элементарные прямоугольники, площади кото-
рых равны Si = ∆xi ⋅ ∆yi . 
  

В каждой частичной области возьмем произвольную точку Р(хi, yi) и составим инте-
гральную сумму 
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⋅
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i
iii Syxf  

где f – функция непрерывная и однозначная для всех точек области ∆. 
 Если бесконечно увеличивать количество частичных областей ∆i, тогда, очевидно, 
площадь каждого частичного участка Si стремится к нулю. 
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 Определение: Если при стремлении к нулю шага разбиения области ∆ интегральные 
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=
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⋅
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i
iii Syxf
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),(  имеют конечный предел, то этот предел называется двойным инте-

гралом от функции f(x, y) по области ∆. 
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 С учетом того, что Si = ∆xi ⋅ ∆yi получаем: 
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 В приведенной выше записи имеются два знака Σ, т.к. суммирование производится по 
двум переменным х и у. 
 Т.к. деление области интегрирования произвольно, также произволен и выбор точек 
Рi, то, считая все площади Si одинаковыми, получаем формулу: 
 

xyyxfdydxyxf
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Условия существования двойного интеграла. 

 
Сформулируем достаточные условия существования двойного интеграла. 
 
 Теорема. Если функция f(x, y) непрерывна в замкнутой области ∆, то двойной инте-
грал ∫∫

∆

∆dyxf ),(    существует. 

 
 
 Теорема. Если функция f(x, y) ограничена в замкнутой области ∆ и непрерывна в ней 
всюду, кроме конечного числа кусочно – гладких линий, то двойной интеграл ∫∫

∆

∆dyxf ),(   

существует. 
 

Свойства двойного интеграла. 
 
 
1) [ ] ∫∫∫∫∫∫∫∫

∆∆∆∆

−+=−+ dydxyxfdydxyxfdydxyxfdydxyxfyxfyxf ),(),(),(),(),(),( 321321  

 
2) ∫∫∫∫

∆∆

= dydxyxfkdydxyxkf ),(),(  

 
3)  Если ∆ = ∆1 + ∆2, то 
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∆∆∆
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21

),(),(),( dydxyxfdydxyxfdydxyxf  
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4) Теорема о среднем. Двойной интеграл от функции f(x, y) равен произведению значения 
этой функции в некоторой точке области интегрирования на площадь области интегрирова-
ния. 
 

Syxfdydxyxf ⋅=∫∫
∆

),(),( 00  

 
5)  Если f(x, y) ≥ 0 в области ∆, то  0),( ≥∫∫

∆

dydxyxf . 

 
6) Если f1(x, y) ≤ f2(x, y), то   ∫∫∫∫

∆∆

≤ dydxyxfdydxyxf ),(),( 21 . 

 

7)  ∫∫∫∫
∆∆

≤ dydxyxfdydxyxf ),(),( . 

 
Вычисление двойного интеграла. 

 
 Теорема. Если функция f(x, y) непрерывна в замкнутой области ∆, ограниченной ли-
ниями х = a, x = b, (a < b), y = ϕ(x), y = ψ(x), где ϕ и ψ - непрерывные функции и  
ϕ ≤ ψ, тогда 
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),(),(),(
x

x

b

a

b

a

x

x

dyyxfdxdxdyyxfdxdyyxf  

 
 
 
 
 
    y                     y = ψ(x) 
 
 

      ∆    
 
 
 
      y = ϕ(x) 
 
      a                               b              x     
 
 
 Теорема.  Если функция f(x, y) непрерывна в замкнутой области ∆, ограниченной ли-
ниями y = c, y = d (c < d), x = Φ(y), x = Ψ(y) (Φ(y) ≤ Ψ(y)), то 
 

∫∫∫∫
Ψ

Φ∆

=
)(

)(

),(),(
y

y

d

c

dxyxfdydxdyyxf  

 
 



 95

Рассмотрим двойной интеграл вида ∫∫
∆

dydxyxF ),( , где переменная х изменяется в пределах 

от a до b, а переменная у – от ϕ1(x) до  ϕ2(х). 
 Положим х = f(u, v); y = ϕ(u, v) 
 

Тогда dx = dv
v
fdu

u
f

∂
∂

+
∂
∂ ;   dy = dv

v
du

u ∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂ ; 

 
 

∫∫∫∫
ϕ

ϕ∆

=
)(

)(

2

1

),(),(
x

x

b

a

dyyxFdxdydxyxF  

 
т.к. при первом интегрировании переменная х принимается за постоянную, то dx = 0. 
 

0=
∂
∂

+
∂
∂ dv

v
fdu

u
f , т.е.  dv

uf
vfdu ⋅
∂∂
∂∂

−=  

подставляя это выражение в записанное выше соотношение для dy, получаем: 

dv

u
f

v
f

uu
f

vdv
v

dv
uf
vf

u
dy ⋅

∂
∂

∂
∂
⋅

∂
ϕ∂

−
∂
∂
⋅

∂
ϕ∂

=
∂
ϕ∂

+
∂∂
∂∂

⋅
∂
ϕ∂

−=  

 

Выражение  i

vu

v
f

u
f

v
f

uu
f

v
=

∂
ϕ∂

∂
ϕ∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂
⋅

∂
ϕ∂

−
∂
∂
⋅

∂
ϕ∂  называется определителем Якоби или Якобиа-

ном функций f(u, v) и ϕ(u, v). 
 

(Якоби Карл Густав Якоб – (1804-1851) – немецкий математик) 
 

 Тогда ∫∫∫∫
Ψ

Ψ∆ ∂
⋅ϕ=

)(

)(

2

1

)),(),,((),(
x

x

b

a

dv
duf

i
yxyxfFdxdydxyxF  

Т.к. при первом интегрировании приведенное выше выражение для dx принимает вид 

du
u
fdx
∂
∂

= ( при первом интегрировании полагаем v = const, dv = 0), то при изменении поряд-

ка интегрирования, получаем соотношение: 

∫∫∫∫
Θ

Θ∆

⋅⋅ϕ=
)(

)(

2

1

2

1

)),(),,((),(
v

v

V

V

duivuvufFdvdydxyxF  

 
Двойной интеграл в полярных координатах. 

 
 Воспользуемся формулой замены переменных: 

∫∫∫∫
∆∆

ϕ= dudvivuvufFdxdyyxF )),(),,((),(  

При этом известно, что 
⎩
⎨
⎧

θρ=
θρ=

sin
cos

y
x

 



 96

В этом случае Якобиан имеет вид:  
 
 

ρ=θρ+θρ=
θρθ
θρ−θ

=

θ∂
∂

ρ∂
∂

θ∂
∂

ρ∂
∂

= sincos
cossin
sincos 2

yy

xx

i  

 
 Тогда  ∫∫ ∫∫∫∫

τ τ∆

θρρθρ=θρρθρθρ= ddfddFdxdyyxF ),()sin,cos(),(  

Здесь τ - новая область значений, ;;22

x
yarctgyx =θ+=ρ  

 
Тройной интеграл. 

 
 При рассмотрении тройного интеграла не будем подробно останавливаться на всех 
тех теоретических выкладках, которые были детально разобраны применительно к двойному 
интегралу, т.к. существенных различий между ними нет. 
 Единственное отличие заключается в том, что при нахождении тройного интеграла 
интегрирование ведется не по двум, а по трем переменным, а областью интегрирования яв-
ляется не часть плоскости, а некоторая область в трехмерном пространстве. 
 
 

zyxzyxfdxdydzzyxf
v

z
y
x

r

∆∆∆= ∑∑∑∫∫∫
→∆
→∆
→∆

),,(lim),,(

0
0
0

 

 
 Суммирование производится по области v, которая ограничена некоторой поверхно-
стью ϕ(x, y, z) = 0. 
 

∫ ∫ ∫∫∫∫ =
2

1

2

1

2

1

),,(),,(
x

x

y

y

z

zr

dzdydxzyxfdxdydzzyxf  

 
Здесь х1 и х2 – постоянные величины, у1 и у2 – могут быть некоторыми функциями от 

х или постоянными величинами, z1 и z2 – могут быть функциями от х и у или постоянными 
величинами. 
 

Замена переменных в тройном интеграле. 
 
 Операция замены переменных в тройном интеграле аналогична соответсвующей опе-
рации для двойного интеграла. 
 Можно записать: 

∫∫∫∫∫∫
τ

⋅⋅ψϕ= dudvdwiwvuwvuwvufFdxdydzzyxF
r

)),,(),,,(),,,((),,(  
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w
z

v
z

u
z

w
y

v
y

u
y

w
x

v
x

u
x

i

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=  

 
 Наиболее часто к замене переменной в тройном интеграле прибегают с целью перейти 
от декартовой прямоугольной системы координат к цилиндрической или сферической сис-
теме. . 
 

Цилиндрическая система координат. 
 
      z 
 
 
 
 
        P 
 
        z 
 
      0 
       θ     x 
              ρ       
 
 
             y 
 
 Связь координат произвольной точки Р пространства в цилиндрической системе с ко-
ординатами в декартовой прямоугольной системе осуществляется по формулам: 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
θρ=
θρ=

zz
y
x

sin
cos

 

;;;22 zz
x
yarctgyx ==θ+=ρ  

 Для представления тройного интеграла в цилиндрических координатах вычисляем 
Якобиан: 
 
 

ρ=θρ+θρ=θρθ
θρ−θ

=

∂
∂

θ∂
∂

ρ∂
∂

∂
∂

θ∂
∂

ρ∂
∂

∂
∂

θ∂
∂

ρ∂
∂

= 22 sincos
100
0cossin
0sincos

z
zzz
z
yyy
z
xxx

i  
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Итого: ∫∫∫∫∫∫
τ

ρθρθρθρ= dzddzFdxdydzzyxF
r

),sin,cos(),,(  

 
 

Сферическая система координат. 
 
 
          z 
 
 
 
 
           P 
 
       ρ 
               ϕ 
 
                                          0            θ         x 
 
 
 
      y 

Связь координат произвольной точки Р пространства в сферической системе с коор-
динатами в декартовой прямоугольной системе осуществляется по формулам: 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

ϕρ=
θϕρ=
θϕρ=

cos
sinsin
cossin

z
y
x

 

;;;
22

222

z
yx

arctg
x
yarctgzyx

+
=ϕ=θ++=ρ  

 Для представления тройного интеграла в сферических координатах вычисляем Яко-
биан: 

.sin
sinsincos)sinsincossin(sin)sincossin

coscossin(cos
0sincos

cossinsincossinsin
sinsincoscoscossin

2

3222222222

22

ϕρ=

=ϕρ+ϕϕρ=θϕρ+θϕρϕρ+θϕϕρ+

+θϕϕρϕ=
ϕρ−ϕ

θϕρθϕρθϕ
θϕρ−θϕρθϕ

=

θ∂
∂

ϕ∂
∂

ρ∂
∂

θ∂
∂

ϕ∂
∂

ρ∂
∂

θ∂
∂

ϕ∂
∂

ρ∂
∂

=

zzz

yyy

xxx

i

 

 Окончательно получаем: 

∫∫∫∫∫∫
τ

θϕρϕρθϕρ= dddfdxdydzzyxF
r

sin),,(),,( 2  
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Геометрические и физические приложения кратных интегралов. 

 
1) Вычисление площадей в декартовых координатах. 

 
          y 
       y = ϕ(x) 
 
 
             S 
        

 
y = f(x) 

          a                      b                         x 
 
 Площадь S, показанная на рисунке может быть вычислена с помощью двойного инте-
грала по формуле: 

∫ ∫
ϕ

=
b

a

x

xf

dydxS
)(

)(

 

 
 

 2) Вычисление площадей в полярных координатах. 
 
 

∫ ∫∫∫∫∫
θ

θ

θϕ

θ∆τ

θρρ==θρρ=
2

1

)(

)(

dddydxddS
f

 

 
 3) Вычисление объемов тел. 
 
 Пусть тело ограничено снизу плосткостью ху, а сверху– поверхностью z = f(x,y), 
а с боков – цилиндрической поверхностью.  
  

Такое тело называется цилиндроид. 
 
           z 
 
      z = f(x, y) 
 
 
 
 
 
    x1                 y1            x2 
 
                x 
                                                    y2 
 
 
        y 
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 V = ∫ ∫∫∫∑∑ ==∆∆
∆∆

→∆

2

1

2

1
0

lim
x

x

y

y
x

zdydxzdydxxyz  

 
 
 4) Вычисление площади кривой поверхности. 
 

Если поверхность задана уравнением: f(x, y, z) = 0, то площадь ее поверхности нахо-
дится по формуле: 

∫∫
∆

∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

= dydx

z
f

z
f

y
f

x
f

S

222

 

 
Если поверхность задана в неявном виде, т.е. уравнением z = ϕ(x, y), то площадь этой 

поверхности вычисляется по формуле: 
 

∫∫
∆

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+= dydx
y
z

x
zS

22

1  

 
 

5)Вычисление моментов инерции площадей плоских фигур. 
 
Пусть площадь плоской фигуры (область ∆) ограничена линией, уравнение которой 

f(x,y) = 0. Тогда моменты инерции этой фигуры находятся по формулам: 
 
- относительно оси Ох: ∫∫

∆

= dydxyI x
2  

- относительно оси Оу: dydxxI y ∫∫
∆

= 2  

- относительно начала координат: ∫∫
∆

+=+= dydxyxIII yx )( 22
0  - этот момент инерции на-

зывают еще полярным моментом инерции. 
 
 
 6) Вычисление центров тяжести площадей плоских фигур. 
 
Координаты центра тяжести находятся по формулам: 

;;
∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∆

∆

∆

∆ ==
wdydx

wydydx
y

wdydx

wxdydx
x CC  

 
здесь w – поверхностная плотность (dm = wdydx –масса элемента площади). 
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 7) Вычисление объемов тел с помощью тройного интеграла. 
 

Если поверхность тела описывается уравнением f(x, y, z) = 0, то объем тела может 
быть найден по формуле: 

∫ ∫ ∫=
2

1

2

1

2

1

x

x

y

y

z

z

dzdydxV  

при этом z1 и z2 – функции от х и у или постоянные, у1 и у2 – функции от х или постоянные, 
х1 и х2 – постоянные. 
 
 
 8) Координаты центра тяжести тела. 
 

;;;
∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫
===

r

r
C

r

r
C

r

r
C

wdv

wzdv
z

wdv

wydv
y

wdv

wxdv
x  

 
 9) Моменты инерции тела относительно осей координат. 
 

∫∫∫ ∫∫∫∫∫∫ +=+=+=
r r

zy
r

x wdvyxIwdvzxIwdvzyI ;)(;)(;)( 222222  

 
 10) Моменты инерции тела относительно координатных плоскостей. 
 

∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ===
r

yz
r

xz
r

xy wdvxIwdvyIwdvzI ;;; 222  

 
 11) Момент инерции тела относительно начала координат. 
 

∫∫∫ ++=
r

wdvzyxI ;)( 222
0  

 
 В приведенных выше формулах п.п. 8 – 11 r – область вычисления интеграла по объе-
му, w – плотность тела в точке (х, у, z), dv – элемент объема 
- в декартовых координатах: dv = dxdydz; 
- в циллиндрических координатах: dv = ρdzdϕdθ; 
- в сферических координатах: dv = ρ2sinϕdρdϕdθ. 
 
 

12) Вычисление массы неоднородного тела. 
 

∫∫∫=
r

wdvM ;  

Теперь плотность w – величина переменная. 
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Обыкновенные дифференциальные уравнения. 
 
 Решение различных геометрических, физических и инженерных задач часто приводят 
к уравнениям, которые связывают независимые переменные, характеризующие ту ил иную 
задачу, с какой – либо функцией этих переменных и производными этой функции различных 
порядков. 
 В качестве примера можно рассмотреть простейший случай равноускоренного дви-
жения материальной точки. 
 Известно, что перемещение материальной точки при равноускоренном движении яв-
ляется функцией времени и выражается по формуле: 

2

2

0
attVS +=  

 В свою очередь ускорение a является производной по времени t от скорости V, кото-
рая также является производной по времени t от перемещения S.  Т.е. 

;; 2

2

dt
Sd

dt
dVa

dt
dSV ===  

 

Тогда получаем: 
2

)()( 0
ttftVtfS ⋅′′

+==  - уравнение связывает функцию f(t) с независимой 

переменной t и производной второго порядка функции f(t). 
 
 
 Определение. Дифференциальным уравнением называется уравнение, связываю-
щее независимые переменные, их функции и производные (или дифференциалы) этой функ-
ции. 
 
 Определение. Если дифференциальное уравнение имеет одну независимую перемен-
ную, то оно называется обыкновенным дифференциальным уравнением, если же незави-
симых переменных две или более, то такое дифференциальное уравнение называется диф-
ференциальным уравнением в частных производных. 
 
 Определение. Наивысший порядок производных, входящих в уравнение, называется 
порядком дифференциального уравнения. 
 
 Определение. Общим решением дифференциального уравнения называется такая 
дифференцируемая функция y = ϕ(x, C), которая при подстановке в исходное уравнение вме-
сто неизвестной функции обращает уравнение в тождество. 
 

Свойства общего решения. 
 

 1) Т.к. постоянная С – произвольная величина, то вообще говоря дифференциальное 
уравнение имеет бесконечное множество решений. 
 
 2) При каких- либо начальных условиях х = х0, у(х0) = у0 существует такое значение С 
= С0, при котором решением дифференциального уравнения является функция у = ϕ(х, С0). 
 
 
 Определение. Решение вида у = ϕ(х, С0) называется частным решением дифферен-
циального уравнения. 
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 Определение. Задачей Коши (Огюстен Луи Коши (1789-1857)- французский матема-
тик) называется нахождение любого частного решения дифференциального уравнения вида у 
= ϕ(х, С0), удовлетворяющего начальным условиям у(х0) = у0. 
 
 Теорема Коши. (теорема о существовании и единственности решения дифференци-
ального уравнения 1- го порядка) 
 Если функция f(x, y) непрерывна в некоторой области  D в плоскости XOY и имеет в 
этой области непрерывную частную производную ),( yxfy =′ , то какова бы не была точка 
(х0, у0) в области D, существует единственное решение )(xy ϕ=  уравнения ),( yxfy =′ , оп-
ределенное в некотором интервале, содержащем точку х0, принимающее при х = х0 значение 
ϕ(х0) = у0, т.е. существует единственное решение дифференциального уравнения. 
 
 Определение. Интегралом дифференциального уравнения называется любое урав-
нение, не содержащее производных, для которого данное дифференциальное уравнение яв-
ляется следствием.  
 
 Определение. Интегральной кривой называется график y = ϕ(x) решения диффе-
ренциального уравнения  на плоскости ХОY. 
 
 Определение. Особым решением дифференциального уравнения называется такое 
решение, во всех точках которого условие единственности Коши не выполняется, т.е. в окре-
стности некоторой точки (х, у) существует не менее двух интегральных кривых.  

Особые решения не зависят от постоянной С. 
 Особые решения нельзя получить из общего решения ни при каких значениях посто-
янной С.  Если построить семейство интегральных кривых дифференциального уравнения, 
то особое решение будет изображаться линией, которая в каждой своей точке касается по 
крайней мере одной интегральной кривой. 
 Отметим, что не каждое дифференциальное уравнение имеет особые решения. 
 Далее рассмотрим подробнее приемы и методы, которые используются при решении 
дифференциальных уравнений различных типов. 

Дифференциальные уравнения первого порядка. 
 
 Определение. Дифференциальным уравнением первого порядка называется соот-
ношение, связывающее функцию, ее первую производную и независимую переменную, т.е. 
соотношение вида: 

0),,( =′yyxF  
 
 Если такое соотношение преобразовать к виду ),( yxfy =′  то это дифференциальное 
уравнение первого порядка будет называться уравнением, разрешенным относительно 
производной. 
 
 Преобразуем такое выражение далее: 

;0),(;),();,( =−== dydxyxfdxyxfdyyxf
dx
dy  

Функцию f(x,y) представим в виде: ;0),(,
),(
),(),( ≠−= yxQ

yxQ
yxPyxf  тогда при подстановке в 

полученное выше уравнение  имеем: 
 

0),(),( =+ dyyxQdxyxP  
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- это так называемая дифференциальная форма уравнения первого порядка. 
 

Далее рассмотрим подробнее типы уравнений первого порядка и методы их решения. 
 
 
 

Уравнения вида y’ = f(x). 
 
 Пусть функция f(x) – определена и непрерывна на некотором интервале 
a < x < b. В таком случае все решения данного дифференциального уравнения находятся как 

Cdxxfy += ∫ )( . Если заданы начальные условия х0 и у0, то можно определить постоянную 
С. 

 
 

Уравнения с разделяющимися переменными 
 
 Определение. Дифференциальное уравнение ),( yxfy =′ называется уравнением с 
разделяющимися переменными, если его можно записать в виде 

)()( yxy βα=′ . 
 
 
 Такое уравнение можно представить также в виде: 
 

;0)(0)(
)(

;0)()(;0)()( ≠β=α−
β

=βα−=βα−′ yприdxx
y

dydxyxdyyxy  

Перейдем к новым обозначениям );(
)(

1);()( yY
y

xXx =
β

−=α  

 
Получаем:                                          ;0)()( =+ dyyYdxxX  

 
CdyyYdxxX =+ ∫∫ )()(  

 
 После нахождения соответствующих интегралов получается общее решение диффе-
ренциального уравнения с разделяющимися переменными. 
 Если заданы начальные условия, то при их подстановке в общее решение находится 
постоянная величина С, а, соответственно, и частное решение. 

Однородные уравнения. 
 
 Определение.  Функция f(x, y) называется однородной n – го измерения относи-
тельно своих аргументов х и у, если для любого значения параметра t (кроме нуля) выполня-
ется тождество: 

).,(),( yxfttytxf n=  
  
 
 Пример.   Является ли однородной функция  ?3),( 23 yxxyxf +=  
 

),()3(3)(3)(),( 3233233323 yxftyxxtyxtxttytxtxtytxf =+=+=+=  
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Таким образом, функция f(x, y) является однородной 3- го порядка. 
 
 
 Определение. Дифференциальное уравнение вида ),( yxfy =′ называется однород-
ным, если его правая часть f(x, y) есть однородная функция нулевого измерения относитель-
но своих аргументов. 
 
 Любое уравнение вида 0),(),( =+ dyyxQdxyxP  является однородным, если функции 
P(x, y) и Q(x, y) – однородные функции одинакового измерения. 
 
 Решение любого однородного уравнения основано на приведении этого уравнения к 
уравнению с разделяющимися переменными. 
  
 Рассмотрим однородное уравнение ).,( yxfy =′  
Т.к. функция f(x, y) – однородная нулевого измерения, то можно записать: 

).,(),( yxftytxf =  
 

Т.к. параметр t вообще говоря произвольный, предположим, что 
x

t 1
= . Получаем: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

x
yfyxf ,1),(  

 Правая часть полученного равенства зависит фактически только от одного аргумента 

x
yu = , т.е. 

);(),( u
x
yyxf ϕ=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ϕ=  

Исходное дифференциальное уравнение таким образом можно записать в виде: 
)(uy ϕ=′  

Далее заменяем y = ux, xuxuy ′+′=′ . 
 

;)();();(
x

uuuuuxuuxuxu −ϕ
=′ϕ=+′ϕ=′+′  

таким образом, получили уравнение с разделяющимися переменными относительно неиз-
вестной функции u. 

∫ ∫ +=
−ϕ

=
−ϕ

;
)(

;
)(

C
x

dx
uu

du
x

dx
uu

du  

 
Далее, заменив вспомогательную функцию u на ее выражение через х и у и найдя ин-

тегралы, получим общее решение однородного дифференциального уравнения. 
 

Уравнения, приводящиеся к однородным. 
 
 Кроме уравнений, описанных выше, существует класс уравнений, которые с помощью 
определенных подстановок могут приведены к однородным. 
 

 Это уравнения вида ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

=′
111 cybxa

cbyaxfy . 



 106

Если определитель ,0
11

≠
ba
ba

 то переменные могут быть разделены подстановкой 

;; β+=α+= vyux  

где α и β - решения системы уравнений 
⎩
⎨
⎧

=++
=++

0
0

111 cybxa
cbyax

 

 
 

Линейные уравнения. 
 
 Определение. Дифференциальное уравнение называется линейным относительно 
неизвестной функции и ее производной, если оно может быть записано в виде: 

),()( xQyxPy =+′  
при этом, если правая часть Q(x) равна нулю, то такое уравнение называется линейным од-
нородным дифференциальным уравнением, если правая часть Q(x) не равна нулю, то такое 
уравнение называется линейным неоднородным дифференциальным уравнением. 
 
 P(x) и Q(x)- функции непрерывные на некотором промежутке a < x < b. 
 
 

Линейные однородные дифференциальные уравнения. 
 
 Рассмотрим методы нахождения общего решения линейного однородного дифферен-
циального уравнения первого порядка вида 

0)( =+′ yxPy . 
 
 Для этого типа дифференциальных уравнений разделение переменных не представля-
ет сложностей. 
 

dxxP
y

dy )(−=  

;ln)(ln ∫ +−= CdxxPy  

∫−= ;)(ln dxxP
C
y  

 Общее решение:                                    ∫=
− dxxP

Cey
)(

 
  
 
 

Линейные неоднородные дифференциальные уравнения. 
 
 Для интегрирования линейных неоднородных уравнений (Q(x)≠0) применяются в ос-
новном два метода: метод Бернулли и метод Лагранжа. 
 
 
 
 
 

Метод Бернулли. 
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(Якоб Бернулли (1654-1705) – швейцарский математик.) 

 
 Суть метода заключается в том, что искомая функция представляется в виде произве-
дения двух функций  uvy = . 

 При этом очевидно, что 
dx
duv

dx
dvuy ⋅+⋅=′  - дифференцирование по частям. 

 
 Подставляя в исходное уравнение, получаем: 

)()( xQuvxP
dx
duv

dx
dvu =++  

)()( xQuxP
dx
duv

dx
dvu =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++  

 Далее следует важное замечание – т.к. первоначальная функция была представлена 
нами в виде произведения, то каждый из сомножителей, входящих в это произведение, мо-
жет быть произвольным, выбранным по нашему усмотрению. 
 Например, функция 22xy =  может быть представлена как ;2;21 22 xyxy ⋅=⋅=  

;2 xxy ⋅=  и т.п.  
 Таким образом, можно одну из составляющих произведение функций выбрать так, 

что выражение 0)( =+ uxP
dx
du . 

 Таким образом, возможно получить функцию u, проинтегрировав, полученное соот-
ношение как однородное дифференциальное уравнение по описанной выше схеме: 
 

∫ ∫ ∫−=−=−= ;)(ln;)(;)( dxxPudxxP
u
dudxxP

u
du  

 

∫ =∫=−=+
−

;/1;;)(lnln 1
)(

1 CCCeudxxPuC
dxxP

 
 
 Для нахождения второй неизвестной функции v подставим поученное выражение для 

функции u в исходное уравнение )()( xQuxP
dx
duv

dx
dvu =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++  с учетом того, что выражение, 

стоящее в скобках, равно нулю. 
 

;)();(
)()(

dxexQCdvxQ
dx
dvСe

dxxPdxxP ∫==∫−  

 Интегрируя, можем найти функцию v: 

1
)(

)( CdxexQCv
dxxP

+∫= ∫ ;             2
)(

)(1 CdxexQ
C

v
dxxP

+∫= ∫ ; 

 Т.е. была получена вторая составляющая произведения uvy = , которое и определяет 
искомую функцию. 
 Подставляя полученные значения,  получаем: 
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∫⋅∫== ∫

−

2
)()(

)(1 CdxexQ
C

Ceuvy
dxxPdxxP

 

 
 Окончательно получаем формулу:  
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∫⋅∫= ∫

−

2
)()(

)( CdxexQey
dxxPdxxP

,     С2 - произвольный коэффициент. 

Это соотношение может считаться решением неоднородного линейного дифференциального 
уравнения  в общем виде по способу Бернулли. 
 

Метод Лагранжа. 
 

Метод Лагранжа  решения неоднородных линейных дифференциальных уравнений 
еще называют методом  вариации произвольной постоянной. 
 
 Вернемся к поставленной задаче: 

)()( xQyxPy =+′  
 

Первый шаг данного метода состоит в отбрасывании правой части уравнения и замене 
ее нулем. 

0)( =+′ yxPy  
 Далее находится решение получившегося однородного дифференциального уравне-
ния: 

∫=
− dxxP

eCy
)(

1 . 
Для того, чтобы найти соответствующее решение неоднородного дифференциального 

уравнения, будем считать постоянную С1 некоторой функцией от х. 
 Тогда по правилам дифференцирования произведения  функций получаем: 

));(()(
)( )(

1
)(1 xPexCe

dx
xdC

dx
dyy

dxxPdxxP
−⋅∫+∫==′

−−
 

 
Подставляем полученное соотношение в исходное уравнение 
 

)()()()()(
)( )(

1
)(

1
)(1 xQexCxPexPxCe

dx
xdC dxxPdxxPdxxP

=∫+∫−∫ −−−
 

);(
)( )(1 xQe

dx
xdC dxxP

=∫−  

 
Из этого уравнения определим  переменную функцию С1(х): 

;)()(
)(

1 dxexQxdC
dxxP∫=  

Интегрируя, получаем: 

;)(
)(

1 CdxexQC
dxxP

+∫= ∫  
 Подставляя это значение в исходное уравнение, получаем: 

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∫∫= ∫

−
CdxexQey

dxxPdxxP )()(
)( . 

 Таким образом, мы получили результат, полностью совпадающий с результатом рас-
чета по методу Бернулли. 
  
 При выборе метода решения линейных дифференциальных уравнений  следует руко-
водствоваться  простотой интегрирования функций, входящих в исходный интеграл. 
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 Далее рассмотрим примеры решения различных дифференциальных уравнений раз-
личными методами и сравним  результаты.  

 
Уравнение Бернулли. 

 
 Определение. Уравнением Бернулли называется уравнение вида 

,nyQPyy ⋅=+′  
где P и Q – функции от х или постоянные числа, а n – постоянное число, не равное 1. 
 

 Для решения уравнения Бернулли применяют подстановку 1

1
−= ny

z , с помощью ко-

торой, уравнение Бернулли приводится к линейному. 
 Для этого разделим исходное уравнение на yn. 
 

;1
1 Q

y
P

y
y

nn =+
′

−   

Применим подстановку, учтя, что nn

n

y
yny

y
ynz

′−
−=′⋅

−
−=′ −

− )1()1(
22

2

. 

 

QPz
n

z
=+

−
′

−
1

 

QnPznz )1()1( −−=−−′  
Т.е. получилось линейное уравнение относительно неизвестной функции z. 
Решение этого уравнения будем искать в виде: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∫∫= ∫

−
CdxeQez

dxPPdx 1

1  

.)1(;)1( 11 PnPQnQ −−=−−=  
 

Уравнения в полных дифференциалах (тотальные). 
 
 Определение. Дифференциальное уравнение первого порядка вида: 

0),(),( =+ dyyxNdxyxM  
называется уравнением в полных дифференциалах, если левая часть этого уравнения 
представляет собой полный дифференциал некоторой функции ).,( yxFu =  
 
 Интегрирование такого уравнения сводится к нахождению функции u, после чего ре-
шение легко находится в виде: .;0 Cudu ==  
 Таким образом, для решения надо определить: 
1) в каком случае левая часть уравнения представляет собой полный дифференциал функции 
u; 
2) как найти эту функцию. 
 
Если дифференциальная форма dyyxNdxyxM ),(),( + является полным дифференциалом не-
которой функции u, то можно записать: 

.),(),( dy
y
udx

x
udyyxNdxyxMdu

∂
∂

+
∂
∂

=+=  
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Т.е. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

=
∂
∂

),(

),(

yxN
y
u

yxM
x
u

.          

Найдем смешанные производные второго порядка, продифференцировав первое уравнение 
по у, а второе – по х: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

∂
∂

=
∂∂

∂

∂
∂

=
∂∂

∂

x
yxN

yx
u

y
yxM

yx
u

),(

),(

2

2

 

Приравнивая левые части уравнений, получаем необходимое и достаточное условие 
того, что левая часть дифференциального уравнения является полным дифференциалом. Это 
условие также называется условием тотальности. 

x
yxN

y
yxM

∂
∂

=
∂

∂ ),(),(  

 Теперь рассмотрим вопрос о нахождении собственно функции u. 

Проинтегрируем равенство ),( yxM
x
u
=

∂
∂ : 

).(),( yCdxyxMu += ∫  
Вследствие интегрирования получаем не постоянную величину С, а некоторую функ-

цию С(у), т.к. при интегрировании переменная у полагается постоянным параметром. 
 Определим функцию С(у). 
Продифференцируем полученное равенство по у. 

).(),(),( yCdxyxM
y

yxN
y
u ′+

∂
∂

==
∂
∂

∫  

Откуда получаем: ∫∂
∂

−=′ .),(),()( dxyxM
y

yxNyC  

Для нахождения функции С(у) необходимо проинтегрировать приведенное выше равенство. 
Однако, перед интегрированием надо доказать, что функция С(у) не зависит от х. Это усло-
вие будет выполнено, если производная этой функции по х равна нулю. 

[ ]

.0),(),(

),(),(),(),()(

=
∂

∂
−

∂
∂

=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

−
∂

∂
=

∂
∂

∂
∂

−
∂

∂
=′′ ∫∫

y
yxM

x
yxN

dxyxM
xyx

yxNdxyxM
yxx

yxNyС x

 

Теперь определяем функцию С(у): 

CdydxyxM
y

yxNyC +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−= ∫ ∫ ),(),()(  

Подставляя этот результат в выражение для функции u, получаем: 

.),(),(),( CdydxyxM
y

yxNdxyxMu +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−+= ∫∫  

 
Тогда общий интеграл исходного дифференциального уравнения будет иметь вид: 
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.),(),(),( CdydxyxM
y

yxNdxyxM =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−+ ∫∫  

 
 Следует отметить, что при решении уравнений в полных дифференциалах не обяза-
тельно использовать полученную формулу. Решение может получиться более компактным, 
если просто следовать методу, которым формула была получена. 
 

Уравнения вида y = f(y’) и x = f(y’). 
 
 Решение уравнений, не содержащих в одном случае аргумента х, а в другом – функ-
ции у, ищем в параметрической форме, принимая за параметр производную неизвестной 
функции. 

.py =′  

Для уравнения первого типа получаем:  .)();(
dx
dppfypfy ′=′=  

Делая замену, получаем: ;)(
dx
dppfp ′=  

В результате этих преобразований имеем дифференциальное уравнение с разделяю-
щимися переменными. 

∫ +
′

=
′

= .)(;)( Cdp
p
pfxdp

p
pfdx  

 Общий интеграл в параметрической форме представляется системой уравнений: 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+
′

= ∫
)(

)(

pfy

Cdp
p
pfx

 

Исключив из этой системы параметр р, получим общий интеграл и не в параметрической 
форме. 
 
 Для дифференциального уравнения вида x = f(y’) с помощью той же самой подстанов-
ки и аналогичных рассуждений получаем результат: 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+′= ∫
)(

)(

pfx

Cdppfpy
 

 
Уравнения Лагранжа и Клеро. 

 
 Определение. Уравнением Лагранжа называется дифференциальное уравнение, ли-
нейное относительно х и у, коэффициенты которого являются функциями от y’. 

0)()()( =′+′+′ yRyyQxyP  
 Для нахождения общего решение применяется подстановка p = y’. 

.
)(
)()(,

)(
)()(),()(

yQ
yRp

yQ
yPpfppxfy

′
′

−=ϕ
′
′

−=ϕ+=  

Дифференцируя это уравнение,c учетом того, что pdxdy = , получаем: 
.)()()( dppdppfxdxpfpdx ϕ′+′+=  

Если решение этого (линейного относительно х) уравнения есть ),,( CpFx = то общее реше-
ние уравнения Лагранжа может быть записано в виде: 
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⎩
⎨
⎧

ϕ+=ϕ+=
=

)()(),()()(
),(

ppfCpFppxfy
CpFx

 

 
 Определение. Уравнением Клеро называется уравнение первой степени (т.е. линей-
ное) относительно функции и аргумента вида: 

).(yyxy ′ϕ+′=  
 Вообще говоря, уравнение Клеро является частным случаем уравнения Лагранжа. 
С учетом замены py =′ , уравнение принимает вид: 

).( pxpy ϕ+=  

;)(
dx
dpp

dx
dpxpy ϕ′++=′          ;)(

dx
dpp

dx
dpxpp ϕ′++=  

[ ] ;0)( =ϕ′+
dx
dppx  

Это уравнение имеет два возможных решения: 
0=dp  или .0)( =ϕ′+ px  

В первом случае: ;cp =  
)(ccxy ϕ+=  

 
Видно, что общий интеграл уравнения Клеро представляет собой семейство прямых линий. 
Во втором случае решение в параметрической форме выражается системой уравнений: 

 

⎩
⎨
⎧

=ϕ′+
ϕ+=

0)(
)(

px
pxpy

 

Исключая параметр р, получаем второе решение F(x, y) = 0. Это решение не содержит 
произвольной постоянной и не получено из общего решения, следовательно, не является ча-
стным решением.  

Это решение будет являться особым интегралом. 
Далее рассмотрим примеры решения различных типов дифференциальных уравнений 

первого порядка. 
Геометрическая интерпретация решений дифференциальных 

уравнений первого порядка. 
 
                                                             у                               a 
                   b 
         
        A                   S 
 
 
 
 
          x 
      
 
 Как уже говорилось выше, линия S, которая задается функцией, являющейся каким- 
либо решением дифференциального уравнения, называется интегральной кривой уравнения 

).,( yxfy =′  



 113

 Производная y’ является угловым коэффициентом касательной к интегральной 
кривой. 
 В любой точке А(х, у) интегральной кривой этот угловой  коэффициент касательной 
может быть найден еще до решения дифференциального уравнения. 
Т.к. касательная указывает направление интегральной кривой еще до ее непосредственного 
построения, то при условии непрерывности функции f(x, y) и непрерывного перемещения 
точки А можно наглядно изобразить поле направлений кривых, которые получаются в ре-
зультате интегрирования дифференциального уравнения, т.е. представляют собой его общее 
решение. 
  
 Определение. Множество касательных в каждой точке рассматриваемой области на-
зывается полем направлений. 
  
 С учетом сказанного выше можно привести следующее геометрическое истолкование 
дифференциального уравнения: 
 1) Задать дифференциальное уравнение первого порядка – это значит задать поле на-
правлений. 
 2) Решить или проинтегрировать дифференциальное уравнение – это значит найти 
всевозможные кривые, у которых направление касательных в каждой точке совпадает с по-
лем направлений. 
 
 Определение. Линии равного наклона в поле направлений называются изоклинами. 
 
 

Численные методы решения дифференциальных уравнений. 
 
 Известные методы точного интегрирования дифференциальных уравнений позволяют 
найти решение в виде аналитической функции, однако эти методы применимы для очень ог-
раниченного класса функций. Большинство уравнений, встречающихся при решении прак-
тических задач нельзя проинтегрировать с помощью этих методов. 
 В таких случаях используются численные методы решения, которые представляют 
решение дифференциального уравнения не в виде аналитической функции, а в виде таблиц 
значений искомой функции в зависимости от значения переменной. 
 Существует несколько методов численного интегрирования дифференциальных урав-
нений, которые отличаются друг от друга по сложности вычислений и точности результата. 
 Рассмотрим некоторые из них. 
 
 

Метод Эйлера. 
(Леонард Эйлер (1707 – 1783) швейцарский математик ) 

 
 
 
 Известно, что уравнение ),( yxfy =′  задает в некоторой области поле направлений. 
Решение этого уравнения с некоторыми начальными условиями дает кривую, которая каса-
ется поля направлений в любой точке. 
 Если взять последовательность точек х0, х1, х2, …. и заменить на получившихся отрез-
ках интегральную кривую на отрезки касательных к ней, то получим ломаную линию.   
            y 
 
        M2 
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            M1       M3 
                M0 
                       y0    M4 
 
             0    x0   x1   x2     x3     x4           x 
 
 При подстановке заданных начальных условий (х0, у0) в дифференциальное уравнение 

),( yxfy =′ получаем угловой коэффициент касательной к интегральной кривой в начальной 
точке  

).,( 000 yxfytg =′=α  
 Заменив на отрезке [x0, x1] интегральную кривую на касательную к ней, получаем 
значение  

).)(,( 010001 xxyxfyy −+=  
 Производя аналогичную операцию для отрезка [x1, x2], получаем: 

).)(,( 121112 xxyxfyy −+=  
 Продолжая подобные действия далее, получаем ломаную кривую, которая называется 
ломаной Эйлера. 
 Можно записать общую формулу вычислений: 
 

).)(,( 1111 −−−− −+= nnnnnn xxyxfyy  
 
 Если последовательность точек хi выбрать так, чтобы они отстояли друг от друга на 
одинаковое расстояние h, называемое шагом вычисления, то получаем формулу: 
 

hyxfyy nnnn ),( 111 −−− +=  
 

Следует отметить, что точность метода Эйлера относительно невысока. Увеличить 
точность можно, конечно, уменьшив шаг вычислений, однако, это приведет к усложнению 
расчетов. Поэтому на практике применяется так называемый уточненный метод Эйлера 
или формула пересчета. 

Суть метода состоит в том, что в формуле hyxfyy ),( 0001 +=  вместо значения 
),( 000 yxfy =′  берется среднее арифметическое значений f(x0, y0) и f(x1, y1). Тогда уточненное 

значение: 

;
2

),(),( 1100
0

)1(
1 h

yxfyxf
yy

+
+=  

 
 Затем находится значение производной в точке ),( )1(

11 yx . Заменяя f(x0, y0) средним 
арифметическим значений f(x0, y0) и ),( )1(

11 yxf , находят второе уточненное значение у1. 

;
2

),(),( )1(
1100

0
)2(

1 h
yxfyxf

yy
+

+=  

 Затем третье: 

;
2

),(),( )2(
1100

0
)3(

1 h
yxfyxf

yy
+

+=  

и т.д. пока два последовательных уточненных значения не совпадут в пределах заданной 
степени точности. Тогда это значение принимается за ординату точки М1 ломаной Эйлера. 
 Аналогичная операция производится для остальных значений у. 
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Подобное уточнение позволяет существенно повысить точность результата. 
 

Метод Рунге – Кутта. 
 
 Метод Рунге – Кутта является более точным по сравнению с методом Эйлера. 
Суть уточнения состоит в том, что искомое решение представляется в виде разложения в ряд 
Тейлора. 

...
!4!3!2

432

1 ++′′′+′′+′+=+
hyhyhyhyyy IV

iiiiii  

 Если в этой формуле ограничиться двумя первыми слагаемыми, то получим формулу 
метода Эйлера. Метод Рунге – Кутта учитывает четыре первых члена разложения. 

iiiiiii yyhyhyhyyy ∆+=′′′+′′+′+=+ !3!2

32

1 . 

 
 В методе Рунге – Кутта приращения ∆yi предлагается вычислять по формуле: 

( ))(
4

)(
3

)(
2

)(
1 22

6
1 iiii

i kkkky +++=∆  

где коэффициенты ki вычисляются по формулам: 
);,()(

1 ii
i yxhfk =  

;
2

;
2

)(
1)(

2 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

i

ii
i k

yhxhfk  

;
2

;
2

)(
2)(

3 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

i

ii
i kyhxhfk  

( );; )(
3

)(
4

i
ii

i kyhxhfk ++=  
 

Дифференциальные уравнения высших порядков. 
 
 Определение. Дифференциальным уравнением порядка n называется уравнение 
вида: 

0),...,,,( )( =′ nyyyxF  
 В некоторых случаях это уравнение можно разрешить относительно y(n): 

).,...,,,( )1()( −′= nn yyyxfy  
 Так же как и уравнение первого порядка, уравнения высших порядков имеют беско-
нечное количество решений. 
 
 Определение. Решение )(xy ϕ= удовлетворяет начальным условиям 

)1(
0000 ,...,,, −′ nyyyx , если .)(,....,)(,)( )1(

00
)1(

0000
−− =ϕ′=ϕ′=ϕ nn yxyxyx  

 
 Определение. Нахождение решения уравнения 0),...,,,( )( =′ nyyyxF , удовлетворяю-
щего начальным условиям )1(

0000 ,...,,, −′ nyyyx , называется решением задачи Коши. 
 
 Теорема Коши. (Теорема о необходимых и достаточных условиях существования 
решения задачи Коши). 
 Если функция (n-1) –й переменных вида ),...,,,( )1( −′ nyyyxf в некоторой области D (n-
1)- мерного пространства непрерывна и имеет непрерывные частные производные по 
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)1(,...,, −′ nyyy , то какова бы не была точка ( )1(
0000 ,...,,, −′ nyyyx ) в этой области, существует 

единственное решение )(xy ϕ=  уравнения ),...,,,( )1()( −′= nn yyyxfy , определенного в неко-
тором интервале, содержащем точку х0, удовлетворяющее начальным условиям 

)1(
0000 ,...,,, −′ nyyyx . 

 
 Дифференциальные уравнения высших порядков, решение которых может быть най-
дено аналитически, можно разделить на несколько основных типов. 
 Рассмотрим подробнее методы нахождения решений этих уравнений. 
 

Уравнения, допускающие понижение порядка. 
 
 Понижение порядка дифференциального уравнения – основной метод решения урав-
нений высших порядков. Этот метод дает возможность сравнительно легко находить реше-
ние, однако, он применим далеко не ко всем уравнениям. Рассмотрим случаи, когда возмож-
но понижение порядка. 
 

 
Уравнения вида y(n) = f(x). 

 
 Если f(x) – функция непрерывная на некотором промежутке a < x < b, то решение мо-
жет быть найдено последовательным интегрированием. 

;)( 1
)1( Cdxxfy n += ∫−  

( ) ;)()( 2121
)2( CxCdxxfdxCdxCdxxfy n ++=++= ∫∫∫ ∫−  

……………………………………………………………. 
 

;...
)!2()!1(

)(....
2

2

1

1 n

nn

C
n
xC

n
xCdxxfdxdxy ++

−
+

−
+=

−−

∫∫∫  

 
 

Уравнения, не содержащие явно искомой функции 
и ее производных до порядка k – 1 включительно. 

 
Это уравнения вида: .0),...,,,( )()1()( =+ nkk yyyxF  
В уравнениях такого типа возможно понижение порядка на k единиц. Для этого производят 
замену переменной: 

....;; )()()1()( knnkk zyzyzy −+ =′==  
Тогда получаем: .0),...,,,( )( =′ −knzzzxF  
 
 Теперь допустим, что полученное дифференциальное уравнение проинтегрировано и 
совокупность его решений выражается соотношением: 

).,...,,,( 21 knCCCxz −ψ=  
Делая обратную подстановку, имеем: 

),...,,,( 21
)(

kn
k CCCxy −ψ=  

Интегрируя полученное соотношение последовательно k раз, получаем окончатель-
ный ответ: 

).,...,,,( 21 nCCCxy ϕ=  
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Уравнения, не содержащие явно независимой переменной. 

 
 Это уравнения вида .0),...,,( )( =′ nyyyF  
Порядок таких уравнений может быть понижен на единицу с помощью замены переменных 

.py =′  

;p
dy
dp

dx
dy

dy
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dx
ydy =⋅
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=

′
=′′  
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2
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dy
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dy
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dy
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dy
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ydy ⎟⎟

⎠

⎞
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⎝

⎛
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⎠

⎞
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⎝

⎛

=
′′

=⋅
′′

=
′′

=′′′  и т.д. 

 
 Подставляя эти значения в исходное дифференциальное уравнение, получаем: 

0,...,,, 1

1

1 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−

n

n

dy
pd

dy
dppyF  

 Если это уравнение проинтегрировать, и 0),...,,,,( 121 =−nCCCpyФ - совокупность его 
решений, то для решения данного дифференциального уравнения остается решить уравнение 
первого порядка: 
 

.0),...,,,,( 121 =′ −nCCCyyФ  
 

Линейные дифференциальные уравнения высших порядков. 
 
 Определение. Линейным дифференциальным уравнением n – го порядка называ-
ется любое уравнение первой степени относительно функции у и ее производных 

)(,...,, nyyy ′′′  вида: 
 

);(... 1
)2(

2
)1(

1
)(

0 xfypypypypyp nn
nnn =+′++++ −
−−  

 
где p0, p1, …,pn – функции от х или постоянные величины, причем p0 ≠ 0. 
 
 Левую часть этого уравнения обозначим L(y). 

);(... 1
)2(

2
)1(

1
)(

0 yLypypypypyp nn
nnn =+′++++ −
−−  

 
 Определение. Если f(x) = 0, то уравнение L(y) = 0 называется линейным однород-
ным уравнением, если f(x) ≠ 0, то уравнение L(y) = f(x) называется линейным неоднород-
ным уравнением, если все коэффициенты p0, p1, p2, … pn – постоянные числа, то уравнение 
L(y) = f(x) называется линейным дифференциальным уравнением высшего порядка с по-
стоянными коэффициентами. 
 
 Отметим одно важное свойство линейных уравнений высших порядков, которое от-
личает их от нелинейных. Для нелинейных уравнений частный интеграл находится из обще-
го, а для линейных – наоборот, общий интеграл составляется из частных. Линейные уравне-
ния представляют собой наиболее изученный класс дифференциальных уравнений высших 
порядков. Это объясняется сравнительной простотой нахождения решения. Если при реше-
нии каких – либо практических задач требуется решить нелинейное дифференциальное 
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уравнение, то часто применяются приближенные методы, позволяющие заменить такое 
уравнение “близким” к нему линейным. 
 Рассмотрим способы интегрирования некоторых типов линейных дифференциальных 
уравнений высших порядков. 
 

Линейные однородные дифференциальные уравнения с 
произвольными коэффициентами. 

 
 Рассмотрим уравнение вида 0... 1

)2(
2

)1(
1

)(
0 =+′++++ −

−− ypypypypyp nn
nnn  

 
 Определение. Выражение )(... 1

)2(
2

)1(
1

)(
0 yLypypypypyp nn

nnn =+′++++ −
−−  называ-

ется линейным дифференциальным оператором. 
 Линейный дифференциальный оператор обладает следующими свойствами: 
 
 1) );()( yCLCyL =  
 2) );()()( 2121 yLyLyyL +=+  
 
Решения линейного однородного уравнения обладают следующими свойствами: 
 
 1) Если функция у1 является решением уравнения, то функция Су1, где С – постоянное 
число, также является его решением. 
 2) Если функции у1 и у2 являются решениями уравнения, то у1 +у2 также является его 
решением. 
 

Структура общего решения. 
 
 Определение. Фундаментальной системой решений линейного однородного диф-
ференциального уравнения n –го порядка на интервале (a, b) называется всякая система n ли-
нейно независимых на этом интервале решений уравнения. 
 
 Определение. Если из функций yi составить определитель n – го порядка 

)1()1(
2

)1(
1

21

21

...
............

...

...

−−−

′′′
=

n
n

nn

n

n

yyy

yyy
yyy

W , 

то этот определитель называется определителем Вронского. 
( Юзеф Вроньский (1776 – 1853) – польский математик и философ - мистик) 

 
 Теорема. Если функции nyyy ,...,, 21  линейно зависимы, то составленный для них оп-
ределитель Вронского равен нулю. 
 
 Теорема. Если функции nyyy ,...,, 21 линейно независимы, то составленный для них оп-
ределитель Вронского не равен нулю ни в одной точке рассматриваемого интервала. 
 
 Теорема. Для того, чтобы система решений линейного однородного дифференциаль-
ного уравнения nyyy ,...,, 21  была фундаментальной необходимо и достаточно, чтобы со-
ставленный для них определитель Вронского был не равен нулю. 
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 Теорема. Если nyyy ,...,, 21  - фундаментальная система решений на интервале (a, b), 
то общее решение линейного однородного дифференциального уравнения является линейной 
комбинацией этих решений. 

nn yCyCyCy +++= ...2211 , 
где Ci –постоянные коэффициенты. 
 
 Применение приведенных выше свойств и теорем рассмотрим на примере линейных 
однородных дифференциальных уравнений второго порядка. 
 

Общее решение линейного однородного дифференциального 
уравнения второго порядка. 

 
 Из вышеизложенного видно, что отыскание общего решения линейного однородного 
дифференциального уравнения сводится к нахождению его фундаментальной системы реше-
ний. 
 Однако, даже для уравнения второго порядка, если коэффициенты р зависят от х, эта 
задача не может быть решена в общем виде. 
 Тем не менее, если известно одно ненулевое частное решение, то задача может быть 
решена. 
 
 Теорема. Если задано уравнение вида 0)()( 21 =+′+′′ yxpyxpy  и известно одно нену-
левое решение у = у1, то общее решение может быть найдено по формуле: 

.1
11

)(

2
1

12
1 yCdxe

y
yCy

dxxp
+∫= ∫

−
 

 
 Таким образом, для получения общего решения надо подобрать какое – либо частное 
решение дифференциального уравнения, хотя это бывает часто довольно сложно. 
 
 

Линейные однородные дифференциальные уравнения с 
постоянными коэффициентами. 

 
 Решение дифференциального уравнения вида 0...)1(

1
)( =+++ − yayay n

nn  или, короче, 
0)( =yL  будем искать в виде kxey = , где k = const. 

 Т.к. ,...;; )(2 kxnnkxkx ekyekykey ==′′=′  то  
)....()( 1

1 n
nnkxkx akakeeL +++= −  

 
 При этом многочлен n

nn akakkF +++= − ...)( 1
1  называется характеристическим 

многочленом дифференциального уравнения. 
 Для того, чтобы функция kxey =  являлась решением исходного дифференциального 
уравнения, необходимо и достаточно, чтобы 

;0)( =kxeL  т.е. .0)( =kFekx  
 Т.к. ekx ≠ 0, то 0)( =kF  - это уравнение называется характеристическим уравнени-
ем. 
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 Как и любое алгебраическое уравнение степени n, характеристическое уравнение 
0...1

1 =+++ −
n

nn akak  имеет n корней. Каждому корню характеристического уравнения ki 
соответствует решение дифференциального уравнения. 
 
 В зависимости от коэффициентов k характеристическое уравнение может иметь либо 
n различных действительных корней, либо среди действительных корней могут быть крат-
ные корни, могут быть комплексно – сопряженные корни, как различные, так и кратные. 
 Не будем подробно рассматривать каждый случай, а сформулируем общее правило 
нахождения решения линейного однородного дифференциального уравнения с постоянными 
коэффициентами. 
 
 1) Составляем характеристическое уравнение и находим его корни. 
 2) Находим частные решения дифференциального уравнения, причем: 
  a) каждому действительному корню соответствует решение ekx; 

б) каждому действительному корню кратности m ставится в соответствие m 
решений: 
                                           ....;; 1 kxmkxkx exxee −  
в) каждой паре комплексно – сопряженных корней β±α i  характеристического 
уравнение ставится в соответствие два решения: 
                                           xe x βα cos   и  xe x βα sin . 
г) каждой паре m – кратных комплексно – сопряженных корней β±α i  харак-
теристического уравнения ставится в соответствие 2m решений: 

     
.sin...,sin,sin

,cos...,cos,cos
1

1

xexxxexe
xexxxexe

xmxx

xmxx

βββ

βββ
α−αα

α−αα

 

 3) Составляем линейную комбинацию найденных решений. 
 
Эта линейная комбинация и будет являться общим решением исходного линейного однород-
ного дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами. 
 

Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 
с произвольными коэффициентами. 

 
Рассмотрим уравнение вида ).()(...)( )1(

1
)( xfyxpyxpy n

nn =+++ −  
С учетом обозначения  )()(...)( )1(

1
)( xLyxpyxpy n

nn =+++ −  можно записать: 
).()( xfxL =  

При этом будем полагать, что коэффициенты и правая часть этого уравнения непрерывны на 
некотором интервале ( конечном или бесконечном). 
 
 Теорема. Общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения 

)()(...)( )1(
1

)( xfyxpyxpy n
nn =+++ − в некоторой области есть сумма любого его решения и 

общего решения соответствующего линейного однородного дифференциального уравнения. 
 
 Доказательство.  Пусть Y – некоторое решение неоднородного уравнения. 
Тогда при подстановке этого решения в исходное уравнение получаем тождество: 

).()( xfYL ≡  
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 Пусть nyyy ,...,, 21  - фундаментальная система решений линейного однородного урав-
нения 0)( =yL . Тогда общее решение однородного уравнения можно записать в виде: 

.;...2211 constCyCyCyCy inn =+++=  
 
 Далее покажем, что сумма nn yCyCyCY ++++ ...2211 является общим решением неод-
нородного уравнения. 

)()()(...)()()()...( 22112211 xfYLyCLyCLyCLYLyCyCyCYL nnnn ==++++=++++  
 
 Вообще говоря, решение Y может быть получено из общего решения, т.к. является 
частным решением. 
 Таким образом, в соответствии с доказанной теоремой, для решения линейного неод-
нородного дифференциального уравнения необходимо найти общее решение соответствую-
щего однородного уравнения и каким- то образом отыскать одно частное решение неодно-
родного уравнения. Обычно оно находится подбором. 
 
 На практике удобно применять метод вариации произвольных постоянных. 
Для этого сначала находят общее решение соответствующего однородного уравнения в виде:  

;...
1

2211 ∑
=

=+++=
n

i
iinn yCyCyCyCy  

Затем, полагая коэффициенты Ci функциями от х, ищется решение неоднородного уравне-
ния: 

;)(
1
∑
=

=
n

i
ii yxCy  

 Можно доказать, что для нахождения функций Ci(x) надо решить систему уравнений: 
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⎧
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∑

∑
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=
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0)(
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1

)1(

1

1

xfyxC
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n
ii

n

i
ii

n

i
ii

 

 
 

Таким образом, удалось избежать нахождения частного решения неоднородного 
уравнения методом подбора. 

Вообще говоря, метод вариации произвольных постоянных пригоден для нахождения 
решений любого линейного неоднородного уравнения. Но т.к. нахождение фундаментальной 
системы решений соответствующего однородного уравнения может быть достаточно слож-
ной задачей, этот метод в основном применяется для неоднородных уравнений с постоянны-
ми коэффициентами. 
 

Линейные неоднородные дифференциальные уравнения с постоянными 
коэффициентами. 

 
Уравнения с правой частью специального вида. 
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Представляется возможным представить вид частного решения в зависимости от вида 
правой части неоднородного уравнения. 
 Различают следующие случаи: 
 
I.  Правая часть линейного неоднородного дифференциального уравнения имеет вид: 

 
,)()( xexPxf α=  

где m
mm AxAxAxP +++= − ...)( 1

10 - многочлен степени m. 
 Тогда частное решение ищется в виде: 
 

)(xQexy xr α=  
Здесь Q(x)- многочлен той же степени, что и P(x), но с неопределенными коэффициентами, а 
r – число, показывающее сколько раз число α является корнем характеристического уравне-
ния для соответствующего линейного однородного дифференциального уравнения. 
 
  
II.  Правая часть линейного неоднородного дифференциального уравнения имеет вид: 
 

[ ]xxPxxPexf x β+β= α sin)(cos)()( 21  
 
Здесь Р1(х) и Р2(х) – многочлены степени m1 и m2 соответственно. 
Тогда частное решение неоднородного уравнения будет иметь вид: 
 

[ ]xxQxxQexy xr β+β= α sin)(cos)( 21  
 

где число r показывает сколько раз число β+α i  является корнем характеристического урав-
нения для соответствующего однородного уравнения, а Q1(x) и Q2(x) – многочлены степени 
не выше m, где m- большая из степеней m1 и m2. 
 

Заметим, что если правая часть уравнения является комбинацией выражений рассмот-
ренного выше вида, то решение находится как комбинация решений вспомогательных урав-
нений, каждое из которых имеет правую часть, соответствующую выражению, входящему в 
комбинацию.  
 Т.е. если уравнение имеет вид: )()()( 21 xfxfyL += , то частное решение этого уравне-
ния будет ,21 yyy += где  у1 и у2 – частные решения вспомогательных уравнений 

)()( 1 xfyL =  и )()( 2 xfyL =  
 

Нормальные системы обыкновенных дифференциальных уравнений. 
 
 Определение. Совокупность соотношений вида: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=′′′

=′′′
=′′′

0),...,,,,...,,,(
......................................................

0),...,,,,...,,,(
0),...,,,,...,,,(

2121

21212

21211

nnn

nn

nn

yyyyyyxF

yyyyyyxF
yyyyyyxF

 

где х- независимая переменная, у1, у2,…,уn – искомые функции, называется системой диффе-
ренциальных уравнений первого порядка. 
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 Определение. Система дифференциальных уравнений первого порядка, разрешенных 
относительно производных от неизвестных функций называется нормальной системой 
дифференциальных уравнений. 
 Такая система имеет вид: 

                                                          

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

),...,,,(

........................................

),...,,,(

),...,,,(

21

212
2

211
1

nn
n

n

n

yyyxf
dx
dy

yyyxf
dx
dy

yyyxf
dx
dy

                                             (1) 

 
 Для примера можно сказать, что график решения системы двух дифференциальных 
уравнений представляет собой интегральную кривую в трехмерном пространстве. 
 
 Теорема. (Теорема Коши). Если в некоторой области (n-1) –мерного пространства 
функции ),,...,,,( 211 nyyyxf  ),,...,,,( 212 nyyyxf  … ),...,,,( 21 nn yyyxf  непрерывны и имеют не-
прерывные частные производные по nyyy ,...,, 21 , то для любой точки ),...,,.( 020100 nyyyx  
этой области существует единственное решение 

)(...),(),( 2211 xyxyxy nn ϕ=ϕ=ϕ=  
системы дифференциальных уравнений вида (1), определенное в некоторой окрестности 
точки х0 и удовлетворяющее начальным условиям .,...,,. 020100 nyyyx  
 
 Определение. Общим решением системы дифференциальных уравнений вида (1) 
будет совокупность функций ),...,,,( 2111 nCCCxy ϕ= , ),...,,,( 2122 nCCCxy ϕ= , … 

),...,,,( 21 nnn CCCxy ϕ= , которые при подстановке в систему (1) обращают ее в тождество. 
 

Нормальные системы линейных однородных дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами. 

 
 При рассмотрении систем дифференциальных уравнений ограничимся случаем сис-
темы трех уравнений (n = 3). Все нижесказанное справедливо для систем произвольного по-
рядка. 
 

Определение. Нормальная система дифференциальных уравнений c постоянными ко-
эффициентами называется линейной однородной, если ее можно записать в виде: 

                                                          

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

++=

++=

++=

uazaya
dx
du

uazaya
dx
dz

uazaya
dx
dy

333231

232221

131211

                                                (2) 

 
 Решения системы (2) обладают следующими свойствами: 
 
1) Если y, z, u – решения системы, то Cy, Cz, Cu , где C = const – тоже являются решениями 
этой системы. 
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2) Если y1, z1, u1 и y2, z2, u2 – решения системы, то y1 + y2, z1 + z2, u1 + u2 – тоже являются ре-
шениями системы. 
 
 Решения системы ищутся в виде: constkeuezey kxkxkx =γβαγ=β=α= ,,,,;;  
Подставляя эти значения в систему (2) и перенеся все члены в одну сторону и сократив на 
ekx, получаем: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=γ−+β+α
=γ+β−+α
=γ+β+α−

0)(
0)(
0)(

333231

232221

131211

kaaa
akaa
aaka

 

Для того, чтобы полученная система имела ненулевое решение необходимо и достаточно, 
чтобы определитель системы был равен нулю, т.е.: 

0

333231

232221

131211

=
−

−
−

kaaa
akaa
aaka

 

 В результате вычисления определителя получаем уравнение третьей степени относи-
тельно k. Это уравнение называется характеристическим уравнением и имеет три корня k1, 
k2, k3. Каждому из этих корней соответствует ненулевое решение системы (2): 

,,, 111
111111

xkxkxk euezey γ=β=α=  
,,, 222

222222
xkxkxk euezey γ=β=α=  
.,, 333

333333
xkxkxk euezey γ=β=α=  

 Линейная комбинация этих решений с произвольными коэффициентами будет реше-
нием системы (2): 

;321
332211

xkxkxk eCeCeCy α+α+α=  
;321

332211
xkxkxk eCeCeCz β+β+β=  
.321

332211
xkxkxk eCeCeCu γ+γ+γ=  

 
Элементы теории устойчивости. 

 
 Теория устойчивости решений дифференциальных уравнений является одним из раз-
делов качественной теории дифференциальных уравнений, которая посвящена не нахож-
дению какого – либо решения уравнения, а изучению характера поведения этого решения 
при изменении начальных условий или аргумента. 
 Этот метод особенно важен, т.к. позволяет делать вывод о характере решения без не-
посредственного нахождения этого решения. Т.е. даже в тех случаях, когда решение диффе-
ренциального уравнения вообще не может быть найдено аналитически. 
 Пусть имеется некоторое явление, описанное системой дифференциальных уравне-
ний: 

                                            ),...,2,1();,...,,,( 21 niyyytf
dt
dy

ni
i ==                                   (1) 

и начальные условия: .)( 00 ii yty =  
 Для конкретного явления начальные условия определяются опытным путем и поэтому 
неточны. 
 
 Теорема. (о непрерывной зависимости решения от начальных условий) 
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Если правая часть дифференциального уравнения ),( ytf
dt
dy

= непрерывна и по переменной у 

имеет ограниченную частную производную ( )Nf y ≤′  на области прямоугольника, ограни-

ченного { }byybyattatD +≤≤−+≤≤−= 0000 , , то решение  
),,()( 00 yttyty = , удовлетворяющее начальным условиям 00 )( yty = , непрерывно зависит от 

начальных данных, т.е. для любого 00 >∆∃>ε∀ , при котором если 
,000 <− yy  то ε<− ),(),,( 0000 yttyytty  при условии, что 

,; 00 TTTtt <<−  где 

.),(max,,1,min
),(0 ytfM

M
b

N
aT

Dyt ∈
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=  

 Эта теорема справедлива как для одного дифференциального уравнения, так и для 
системы уравнений. 
 
 Определение. Если { })(),...,(),()( 21 tttt nϕϕϕ=ϕ  - решение системы дифференциаль-
ных уравнений, то это решение называется устойчивым по Ляпунову, если для любого 

00 >∆∃>ε , такое, что для любого решения { })(),...,(),()( 21 tytytyty n=  той же системы, 
начальные условия которого удовлетворяют неравенствам 

),1()()( 00 nitty ii =∆<ϕ−  
справедливы неравенства 

[ )∞∈∀ε<ϕ− ,)()( 0tttty ii  
 

(Ляпунов Александр Михайлович (1857 – 1918) академик Петерб. АН) 
 
 Т.е. можно сказать, что решение ϕ(t) устойчиво по Ляпунову, если близкие к нему по 
начальным условиям решения остаются близкими и при t ≥ t0. 
 Если ),1(,0)()(lim nitty iit

==ϕ−
∞→

, то решение ϕ(t) называется асимптотически ус-

тойчивым. 
 Исследование на устойчивость по Ляпунову произвольного решения 

{ })(),...,(),()( 21 tttt nϕϕϕ=ϕ  системы ),...,2,1();,...,,,( 21 niyyytf
dt
dy

ni
i == можно свести к 

исследованию на устойчивость равного нулю решения некоторой другой системы, которая 
получена из данной заменой неизвестных функций: 

.,...,1),()()( nittytx iii =ϕ−=  
 Тогда:  

dt
d

dt
dx

dt
dy iii ϕ

+=  

                       [ ] [ ] .,...,1,)(),...,(,)(),...,(, 111 nitttftxtxtf
dt
dx

ninni
i =ϕϕ−ϕ+ϕ+=           (2) 

 
 Система (2) имеет тривиальное (равное нулю) решение .0)( =txi  
 
 Теорема. Решение { })(),...,(),()( 21 tttt nϕϕϕ=ϕ  системы (1) устойчиво по Ляпунову 
тогда и только тогда, когда устойчиво по Ляпунову тривиальное решение системы (2). 
 Это тривиальное решение называется положением равновесия или точкой покоя. 
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 Определение. Точка покоя 0)( =txi системы (2) устойчива по Ляпунову, если для 
любого 0)(0 >ε∆∃>ε∀  такое, что из неравенства  

),...,1()()( 0 nitxi =ε∆<  
следует 

0),...,1()( ttnitxi ≥∀=ε< . 
 
 
 Теорема. (Теорема Ляпунова). Пусть задана система  

),...,2,1();,...,,,( 21 niyyytf
dt
dy

ni
i ==  

имеющая тривиальное решение 0)( =tyi . 
 Пусть существует дифференцируемая функция ),...,( 1 nyyv , удовлетворяющая усло-
виям: 
 1) ),...,( 1 nyyv ≥0 и v = 0 только при у1 = у2 = … = уn =0, т.е. функция v имеет мини-
мум в начале координат. 
 2) Полная производная функции v вдоль фазовой траектории (т.е. вдоль решения yi(t) 
системы (1)) удовлетворяет условию: 

∑∑
==

≤
∂
∂
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∂

∂
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=
n

i
nii
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n

i

i

i

yytf
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dt
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11
0),...,,(    при  0tt ≥  

Тогда точка покоя niyi ,...,1,0 =≡  устойчива по Ляпунову. 
 Если ввести дополнительное требование, чтобы вне сколь угодно малой окрестности 
начала координат ( )∆≥++ 22

1 ... nyy  выполнялось условие 

),(,0 0tt
t
v

≥<β−≤
∂
∂  

где β - постоянная величина, то точка покоя niyi ,...,1,0 =≡  асимптотически устойчива. 
 Функция v называется функцией Ляпунова. 
 

Классификация точек покоя. 
 

Рассмотрим систему двух линейных дифференциальных уравнений с постоянными 
коэффициентами 

⎪
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⎨
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yaxa
dt
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Характеристическое уравнение этой системы имеет вид: 

0
2221

1211 =
λ−

λ−
aa

aa
 

 
 Рассмотрим следующие возможные случаи: 
 
1) Корни характеристического уравнения действительные, отрицательные и различные. 

.,0,0 2121 λ≠λ<λ<λ  
Точка покоя 0≡= yx  будет устойчива. Такая точка покоя называется устойчивым узлом. 
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2) Корни характеристического уравнения действительны и 

0,0 21 <λ=λ  или 021 <λ=λ . 
В этом случае точка покоя также будет устойчива. 
 
3) Хотя бы один из корней 21 ,λλ  положителен. 
В этом случае точка покоя 0≡= yx неустойчива, и такую точку называют неустойчивым 
седлом. 
 
4) Оба корня характеристического уравнения положительны 0,0 21 >λ>λ . 
В этом случае точка покоя 0≡= yx неустойчива, и такую точку называют неустойчивым 
узлом. 
 

Если полученного решения 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

β+α=

β+α=
λλ

λλ

tt

tt

eCeCy

eCeCx
21

21

2221

1211 системы исключить параметр t, то полу-

ченная функция )(ty ϕ=  дает траекторию движения в системе координат XOY. 
Возможны следующие случаи: 
   β         β 
 
 
 
    α    α 
 
 
 
 
 
        Устойчивый узел.  Неустойчивый узел.   Седло. 
5) Корни характеристического уравнения комплексные iqpiqp −=λ+=λ 21 , . 
Если р = 0, т.е. корни чисто мнимые, то точка покоя (0, 0) устойчива по Ляпунову. 
Такая точка покоя называется центром. 
Если  p< 0, то точка покоя устойчива и называется устойчивым фокусом. 
Если p > 0, то точка покоя неустойчива и называется неустойчивым фокусом. 
 
 

Уравнения математической физики. 
 

Уравнения в частных производных. 
 
 Определение. Дифференциальным уравнением в частных производных называ-
ется уравнение относительно неизвестной функции нескольких переменных, ее аргументов и 
ее частных производных различных порядков. 

0
...

,...,,...,,,,...,,
1

121
21 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

nk
n

k

k

n
n xx

u
x
u

x
u

x
uxxxF  

 
 Порядком дифференциального уравнения в частных производных называется поря-
док старшей производной, входящей в это уравнение. Решением уравнения будет некоторая 
функция ),...,,( 21 nxxxuu = , которая обращает уравнение в тождество. 
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Линейные однородные дифференциальные уравнения в частных 

производных первого порядка. 
 

Дифференциальное уравнение в частных производных первого порядка от функции 
),...,,( 21 nxxxuu =  можно в общем виде записать как 

0,...,,,,...,,
21

21 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

n
n x

u
x
u

x
uxxxF  

 Линейное уравнение в частных производных имеет вид: 

                    0),...,,(...),...,,(),...,,( 21
2

212
1

211 =
∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

n
nnnn x

uxxxX
x
uxxxX

x
uxxxX ,      (1) 

где Xi – некоторые заданные функции. 
 
 Очевидно, что одним из решений такого уравнения будет функция u = C. 
 
Рассмотрим систему уравнений: 

                                                       ;...
2

2

1

1

n

n

X
dx

X
dx

X
dx

===                                                       (2) 

или 
n

n

n

n

nnnn X
X

dx
dx

X
X

dx
dx

X
X

dx
dx 112211 ...;; −− === - такая система называется нормальной. 

Общее решение этой системы имеет вид: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

=
=

−−−

−

−

),...,,,(
..........................................
),...,,,(
),...,,,(

12111

12122

12111

nnnn

nn

nn

CCCxfx

CCCxfx
CCCxfx

 

 
Если разрешить эти уравнения относительно постоянных С, получим: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=ϕ

=ϕ
=ϕ

−− 1211

2212

1211

),...,,(
.................................

),...,,(
),...,,(

nnn

n

n

Cxxx

Cxxx
Cxxx

 

Каждая из функций ϕ является интегралом системы (2). 
 
 Теорема. Если ),...,,( 21 nxxxϕ  - интеграл системы (2), то функция ),...,,( 21 nxxxu ϕ=  - 
решение уравнения (1). 
 

Ряды. 
 

Основные определения. 
 
 
 

 Определение. Сумма членов бесконечной числовой последовательности 
,...,...,, 21 nuuu  называется числовым рядом. 
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∑
∞

=

=++++
1

21 ......
n

nn uuuu  

При этом числа ,..., 21 uu  будем называть членами ряда, а un – общим членом ряда. 
 

 Определение. Суммы ∑
=

=+++=
n

k
knn uuuuS

1
21 ... ,     n = 1, 2, … называются част-

ными (частичными) суммами ряда. 
 Таким образом, возможно рассматривать последовательности частичных сумм ряда 
S1, S2, …,Sn, … 

 Определение. Ряд ∑
∞

=

=++++
1

21 ......
n

nn uuuu  называется сходящимся, если сходится 

последовательность его частных сумм. Сумма сходящегося ряда – предел последовательно-
сти его частных сумм. 

.,lim
1
∑
∞

=

==
n

nn uSSS  

 
 Определение. Если последовательность частных сумм ряда расходится, т.е. не имеет 
предела, или имеет бесконечный предел, то ряд называется расходящимся и ему не ставят в 
соответствие никакой суммы. 
 

Свойства рядов. 
  
 1) Сходимость или расходимость ряда не нарушится если изменить, отбросить или 
добавить конечное число членов ряда. 
 2) Рассмотрим два ряда ∑ nu  и ∑ nCu , где С – постоянное число. 

 Теорема. Если ряд ∑ nu сходится и его сумма равна S, то ряд ∑ nCu тоже сходит-
ся, и его сумма равна СS. (C ≠ 0) 
 
 3) Рассмотрим два ряда ∑ nu и ∑ nv . Суммой или разностью этих рядов будет на-

зываться ряд ∑ ± )( nn vu , где элементы получены в результате сложения (вычитания) исход-
ных элементов с одинаковыми номерами. 
 Теорема. Если ряды ∑ nu и ∑ nv сходятся и их суммы равны соответственно S и σ, 

то ряд ∑ ± )( nn vu  тоже сходится и его сумма равна S + σ. 

∑ ∑∑ σ+=+=+ Svuvu nnnn )(  
Разность двух сходящихся рядов также будет сходящимся рядом. 
Сумма сходящегося и расходящегося рядов будет расходящимся рядом. 
О сумме двух расходящихся рядов общего утверждения сделать нельзя. 
 
 При изучении рядов решают в основном две задачи: исследование на сходимость и 
нахождение суммы ряда. 
 
 

Критерий Коши. 
(необходимые и достаточные условия сходимости ряда) 
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 Для того, чтобы последовательность ,...,...,, 21 naaa была сходящейся, необходимо и 
достаточно, чтобы для любого 0>ε  существовал такой номер N, что при n > N и любом p 
> 0, где р – целое число, выполнялось бы неравенство: 

ε<−+ npn aa . 
 
 Доказательство. (необходимость) 
Пусть aa n→ , тогда для любого числа 0>ε найдется номер N такой, что неравенство  

2
ε

<− naa  выполняется при n>N. При n>N и любом целом p>0 выполняется также неравен-

ство 
2
ε

<− + pnaa . Учитывая оба неравенства, получаем: 

ε=
ε

+
ε

<−+−≤−+−=− +++ 22
)()( npnnpnnpn aaaaaaaaaa  

Необходимость доказана. Доказательство достаточности рассматривать не будем. 
 Сформулируем критерий Коши для ряда. 
 

 Для того, чтобы ряд ∑
∞

=

=++++
1

21 ......
n

nn uuuu был сходящимся необходимо и дос-

таточно, чтобы для любого 0>ε  существовал номер N такой, что при n>N и любом p>0 
выполнялось бы неравенство 

ε<+++ +++ pnnn uuu ...21 . 
 
 Однако, на практике использовать непосредственно критерий Коши не очень удобно. 
Поэтому как правило используются более простые признаки сходимости: 
 
 1) Если ряд ∑ nu сходится, то необходимо, чтобы общий член un стремился к нулю. 
Однако, это условие не является достаточным. Можно говорить только о том, что если об-
щий член не стремится к нулю, то ряд точно расходится. Например, так называемый гармо-

нический ряд ∑
∞

=1

1
n n

 является расходящимся, хотя его общий член и стремится к нулю. 

 
Ряды с неотрицательными членами. 

 
 При изучении знакопостоянных рядов ограничимся рассмотрением рядов с неотрица-
тельными членами, т.к. при простом умножении на –1 из этих рядов можно получить ряды с 
отрицательными членами. 
 
 Теорема. Для сходимости ряда ∑ nu с неотрицательными членами необходимо и 
достаточно, чтобы частные суммы ряда были ограничены. 
 

Признак сравнения рядов с неотрицательными членами. 
 

Пусть даны два ряда ∑ nu  и ∑ nv   при un, vn ≥ 0. 
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 Теорема. Если un ≤ vn при любом n, то из сходимости ряда ∑ nv следует сходимость 

ряда ∑ nu , а из расходимости ряда ∑ nu следует расходимость ряда ∑ nv . 
 
 Доказательство. Обозначим через Sn и σn частные суммы рядов ∑ nu  и ∑ nv . Т.к. 

по условию теоремы ряд ∑ nv сходится, то его частные суммы ограничены, т.е. при всех n σn 

< M, где М – некоторое число. Но т.к. un ≤ vn, то Sn ≤ σn то частные суммы ряда ∑ nu тоже 
ограничены, а этого достаточно для сходимости. 
 

 Пример.  Исследовать на сходимость ряд ...
ln
1...

3ln
1

2ln
1

++++
n

 

Т.к. 
nn
1

ln
1

> , а гармонический ряд ∑ n
1  расходится, то расходится и ряд ∑ nln

1 . 

 

 Пример. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

=1

.
2
1

n
nn

 

Т.к. nnn 2
1

2
1

< , а ряд ∑ n2
1  сходится ( как убывающая геометрическая прогрессия), то ряд 

∑
∞

=1 2
1

n
nn

 тоже сходится. 

 
 Также используется следующий признак сходимости: 

Теорема. Если 0,0 >> nn vu  и существует предел h
v
u

n

n

n
=

∞→
lim , где h – число, отлич-

ное от нуля, то ряды ∑ nu  и ∑ nv ведут одинаково в смысле сходимости. 
 
 

Признак Даламбера. 
(Жан Лерон Даламбер (1717 – 1783) – французский математик) 

 
 Если для ряда ∑ nu  с положительными членами существует такое число q<1, что 
для всех достаточно больших n выполняется неравенство  

,1 q
u

u

n

n ≤+  

то ряд ∑ nu  сходится, если же для всех достаточно больших n выполняется условие 

,11 ≥+

n

n

u
u

 

то ряд ∑ nu  расходится. 
Предельный признак Даламбера. 

 
 Предельный признак Даламбера является следствием из приведенного выше признака 
Даламбера. 
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 Если существует предел ρ=+

∞→
n

n

n u
u 1lim , то при ρ < 1 ряд сходится, а при ρ > 1 – расхо-

дится. Если ρ = 1, то на вопрос о сходимости ответить нельзя. 
 

Признак Коши. (радикальный признак) 
 
 Если для ряда ∑ nu с неотрицательными членами существует такое число q<1, что 
для всех достаточно больших n выполняется неравенство 

qun
n ≤ , 

то ряд ∑ nu сходится, если же для всех достаточно больших n выполняется неравенство 

,1≥n
nu  

то ряд ∑ nu расходится. 
 
 
 Следствие. Если существует предел ρ=

∞→
n

nn
ulim , то при ρ<1 ряд сходится, а при ρ>1 

ряд расходится. 
 

Интегральный признак Коши. 
 
 Если ϕ(х) – непрерывная положительная функция, убывающая на промежутке [1;∞), 

то ряд ϕ(1) + ϕ(2) + …+ ϕ(n) + … = ∑
∞

=

ϕ
1

)(
n

n  и несобственный интеграл ∫
∞

ϕ
1

)( dxx  одинаковы 

в смысле сходимости. 
 
 

 Пример. Ряд ...1...
3
1

2
11 +++++ ααα n

 сходится при α>1 и расходится α≤1 т.к. соот-

ветствующий несобственный интеграл ∫
∞

α
1 x

dx  сходится при α>1 и расходится α≤1. Ряд ∑
∞

=
α

1

1
n n

 

называется общегармоническим рядом. 
 
 Следствие. Если f(x) и ϕ(х) – непрерывные функции на интервале (a, b] и 

,0,
)(
)(lim

0
≠=

ϕ+→
hh

x
xf

ax
 то интегралы ∫

b

a

dxxf )(  и ∫ϕ
b

a

dxx)(  ведут себя одинаково в смысле схо-

димости. 
 

Знакопеременные ряды. 
 

Знакочередующиеся ряды. 
 
 Знакочередующийся ряд можно записать в виде: 

...)1(... 1
4321 +−++−+− +

n
n uuuuu  

где ,...3,2,1,0 => nun  
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Признак Лейбница. 
 Если у знакочередующегося ряда ...)1(... 1

4321 +−++−+− +
n

n uuuuu  абсолютные ве-
личины ui убывают ...321 >>> uuu  и общий член стремится к нулю 0→nu , то ряд схо-
дится. 

Абсолютная и условная сходимость рядов. 
 
 Рассмотрим некоторый знакопеременный ряд (с членами произвольных знаков). 

                                                     ∑
∞

=

=++++
1

21 ......
n

nn uuuu                                                (1) 

и ряд, составленный из абсолютных величин членов ряда (1): 

                                                   ∑
∞

=

=++++
1

21 ......
n

nn uuuu                                              (2) 

 
 Теорема. Из сходимости ряда (2) следует сходимость ряда (1). 
 
 Доказательство. Ряд (2) является рядом с неотрицательными членами. Если ряд (2) 
сходится, то по критерию Коши для любого ε>0 существует число N, такое, что при n>N и 
любом целом p>0 верно неравенство: 

ε<+++ +++ pnnn uuu ...21  
 По свойству абсолютных величин: 

ε<+++≤+++ ++++++ pnnnpnnn uuuuuu ...... 2121  

ε<+++ +++ pnnn uuu ...21  
То есть по критерию Коши из сходимости ряда (2) следует сходимость ряда (1). 
 
 Определение. Ряд ∑ nu называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд 

∑ nu . 
 Очевидно, что для знакопостоянных рядов понятия сходимости и абсолютной сходи-
мости совпадают. 
 
 
 Определение. Ряд ∑ nu называется условно сходящимся, если он сходится, а  ряд 

∑ nu  расходится. 
 
 

Признаки Даламбера и Коши для знакопеременных рядов. 
 
Пусть ∑ nu - знакопеременный ряд. 
 

 Признак Даламбера.  Если существует предел ρ=+

∞→
n

n

n u
u 1lim , то при ρ<1 ряд ∑ nu  

будет абсолютно сходящимся, а при ρ>1 ряд будет расходящимся. При ρ=1 признак не дает 
ответа о сходимости ряда. 
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 Признак Коши.  Если существует предел ρ=
∞→

n
nn

ulim , то при ρ<1 ряд ∑ nu  будет 

абсолютно сходящимся, а при ρ>1 ряд будет расходящимся. При ρ=1 признак не дает ответа 
о сходимости ряда. 
 
  
 

Свойства абсолютно сходящихся рядов. 
 
 1) Теорема. Для абсолютной сходимости ряда ∑ nu необходимо и достаточно, что-
бы его можно было представить в виде разности двух сходящихся рядов с неотрицатель-
ными членами. 
 
 Следствие. Условно сходящийся ряд является разностью двух расходящихся рядов с 
неотрицательными стремящимися к нулю членами. 
 
 2) В сходящемся ряде любая группировка членов ряда, не изменяющая их порядка, 
сохраняет сходимость и величину ряда. 
 

3) Если ряд сходится абсолютно, то ряд, полученный из него любой перестановкой 
членов, также абсолютно сходится и имеет ту же сумму. 

 
Перестановкой членов условно сходящегося ряда можно получить условно сходя-

щийся ряд, имеющий любую наперед заданную сумму, и даже расходящийся ряд. 
 
 4) Теорема. При любой группировке членов абсолютно сходящегося ряда (при этом 
число групп может быть как конечным, так и бесконечным и число членов в группе может 
быть как конечным, так и бесконечным) получается сходящийся ряд, сумма которого равна 
сумме исходного ряда. 
 

 5) Если ряды ∑
∞

=1n
nu и ∑

∞

=1n
nv  сходятся абсолютно и их суммы равны соответственно S и 

σ, то ряд, составленный из всех произведений вида ,...2,1,, =kivu ki  взятых в каком угодно 
порядке, также сходится абсолютно и его сумма равна S⋅σ - произведению сумм перемно-
жаемых рядов. 
 Если же производить перемножение условно сходящихся рядов, то в результате мож-
но получить расходящийся ряд. 
 
 

Функциональные последовательности. 
 
 Определение. Если членами ряда будут не числа, а функции от х, то ряд называется 
функциональным. 
 
 Исследование на сходимость функциональных рядов сложнее исследования числовых 
рядов. Один и тот же функциональный ряд может при одних значениях переменной х схо-
диться, а при других – расходиться. Поэтому вопрос сходимости функциональных рядов 
сводится к определению тех значений переменной х, при которых ряд сходится.  
 Совокупность таких значений называется областью сходимости. 
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Так как пределом каждой функции, входящей в область сходимости ряда, является некоторое 
число, то пределом функциональной последовательности будет являться некоторая функция: 

)(lim)( xfxf nn ∞→
=  

 
 Определение. Последовательность {fn(x)} сходится к функции f(x) на отрезке [a,b], 
если для любого числа ε>0 и любой точки х из рассматриваемого отрезка существует номер 
N = N(ε, x), такой, что неравенство  

ε<− )()( xfxf n  
выполняется при n>N. 
 При выбранном значении ε>0 каждой точке отрезка [a,b] соответствует свой номер и, 
следовательно, номеров, соответствующих всем точкам отрезка [a,b], будет бесчисленное 
множество. Если выбрать из всех этих номеров наибольший, то этот номер будет годиться 
для всех точек отрезка [a,b], т.е. будет общим для всех точек. 
 
 Определение. Последовательность {fn(x)} равномерно сходится к функции f(x) на 
отрезке [a,b], если для любого числа ε>0  существует номер N = N(ε), такой, что неравенство  

ε<− )()( xfxf n  
выполняется при n>N для всех точек отрезка [a,b]. 
 

Функциональные ряды. 
 

 Определение. Частными (частичными) суммами функционального ряда ∑
∞
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n
n xu  

называются функции ∑
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 Определение. Функциональный ряд ∑
∞

=1
)(

n
n xu называется сходящимся в точке (х=х0), 

если в этой точке сходится последовательность его частных сумм. Предел последовательно-

сти )}({ 0xSn  называется суммой ряда ∑
∞

=1
)(

n
n xu  в точке х0. 

 

 Определение. Совокупность всех значений х, для которых сходится ряд ∑
∞

=1

)(
n

n xu на-

зывается областью сходимости ряда. 
 

 Определение. Ряд ∑
∞

=1
)(

n
n xu называется равномерно сходящимся на отрезке [a,b], ес-

ли равномерно сходится на этом отрезке последовательность частных сумм этого ряда. 
 
 Теорема. (Критерий Коши равномерной сходимости ряда) 

 Для равномерной сходимости ряда ∑
∞

=1
)(

n
n xu необходимо и достаточно, чтобы для 

любого числа ε>0 существовал такой номер N(ε), что при n>N и любом целом p>0 неравен-
ство 

ε<+++ +++ )(...)()( 21 xuxuxu pnnn  
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выполнялось бы для всех х на отрезке [a,b]. 
 
 Теорема. (Признак равномерной сходимости Вейерштрасса) 

(Карл Теодор Вильгельм Вейерштрасс (1815 – 1897) – немецкий математик) 

 Ряд ∑
∞

=1

)(
n

n xu сходится равномерно и притом абсолютно на отрезке [a,b], если модули 

его членов на том же отрезке не превосходят соответствующих членов сходящегося число-
вого ряда с положительными членами : 

......21 ++++ nMMM  
т.е. имеет место неравенство: 

nn Mxu ≤)( . 
 

 Еще говорят, что в этом случае функциональный ряд ∑
∞

=1

)(
n

n xu  мажорируется число-

вым рядом ∑
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=
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Свойства равномерно сходящихся рядов. 

 
 1) Теорема о непрерывности суммы ряда. 

 Если члены ряда ∑
∞

=1
)(

n
n xu  - непрерывные на отрезке [a,b] функции и ряд сходится 

равномерно, то и его сумма S(x) есть непрерывная функция на отрезке [a,b]. 
 
 2) Теорема о почленном интегрировании ряда. 
 Равномерно сходящийся на отрезке [a,b] ряд с непрерывными членами можно по-
членно интегрировать на этом отрезке, т.е. ряд, составленный из интегралов от его чле-
нов по отрезку [a,b] , сходится к интегралу от суммы ряда по этому отрезку. 
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 3) Теорема о почленном дифференцировании ряда. 

 Если члены ряда ∑
∞

=1
)(

n
n xu  сходящегося на отрезке [a,b] представляют собой непре-

рывные функции, имеющие непрерывные производные, и ряд, составленный из этих произ-

водных ∑
∞

=

′
1

)(
n

n xu сходится на этом отрезке равномерно, то и данный ряд сходится равно-

мерно и его можно дифференцировать почленно. 
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 На основе того, что сумма ряда является некоторой функцией от переменной х, можно 
производить операцию представления какой – либо функции в виде ряда (разложения функ-
ции в ряд), что имеет широкое применение при интегрировании, дифференцировании и дру-
гих действиях с функциями. 
 На практике часто применяется разложение функций в степенной ряд. 
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Степенные ряды. 
 
 Определение. Степенным рядом называется ряд вида 

∑
∞

=

=+++++
0

2
210 ......

n

n
n

n
n xaxaxaxaa . 

Для исследования на сходимость степенных рядов удобно использовать признак Даламбера. 
 

Теоремы Абеля. 
 

 Теорема. Если степенной ряд ∑
∞

=

=+++++
0

2
210 ......

n

n
n

n
n xaxaxaxaa  сходится при x 

= x1 , то он сходится и притом абсолютно для всех 1xx > . 
 
 Доказательство. По условию теоремы, так как члены ряда ограничены, то  

,1 kxa n
n ≤  

где k- некоторое постоянное число. Справедливо следующее неравенство: 
nn
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n
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Из этого неравенства видно, что при x<x1  численные величины членов нашего ряда 
будут меньше ( во всяком случае не больше ) соответствующих членов ряда правой части 
записанного выше неравенства, которые образуют геометрическую прогрессию. Знаменатель 

этой прогрессии 
1x
x  по условию теоремы меньше единицы, следовательно, эта прогрессия 

представляет собой сходящийся ряд. 
Поэтому на основании признака сравнения делаем вывод, что ряд ∑ n

n xa  сходится, 

а значит ряд ∑ n
n xa  сходится абсолютно. 

 
Таким образом, если степенной ряд ∑ n

n xa сходится в точке х1, то он абсолютно схо-

дится в любой точке интервала длины 2 1х  с центром в точке х = 0. 
 
Следствие. Если при х = х1 ряд расходится, то он расходится для всех 1xx > . 

 
Таким образом, для каждого степенного ряда существует такое положительное число 

R, что при всех х таких, что Rx <  ряд абсолютно сходится, а при всех Rx > ряд расходит-
ся. При этом число R называется радиусом сходимости. Интервал (-R, R) называется интер-
валом сходимости. 

Отметим, что этот интервал может быть как замкнутым с одной или двух сторон, так 
и не замкнутым. 

Радиус сходимости может быть найден по формуле: 

n

n

n a
a

R 1lim −

∞→
=  
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 Теорема. Если степенной ряд ∑ n
n xa  сходится для положительного значения х=х1 , 

то он сходится равномерно в любом промежутке внутри );( 11 xx− . 
 
 

Действия со степенными рядами. 
 

1) Интегрирование степенных рядов. 

Если некоторая функция f(x) определяется степенным рядом: ∑
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=
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n

n
n xaxf , то интеграл от 

этой функции можно записать в виде ряда: 
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 2) Дифференцирование степенных рядов. 
 
Производная функции, которая определяется степенным рядом, находится по формуле: 
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 3) Сложение, вычитание, умножение и деление степенных рядов. 
 
Сложение и вычитание степенных рядов сводится к соответствующим операциям с их чле-
нами: 
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Произведение двух степенных рядов выражается формулой: 
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Коэффициенты сi находятся по формуле: 

011110 ... babababac nnnnn ++++= −−  
 
Деление двух степенных рядов выражается формулой: 
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Для определения коэффициентов qn рассматриваем произведение ∑∑∑
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полученное из записанного выше равенства и решаем систему уравнений: 
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Разложение функций в степенные ряды. 
 

Разложение функций в степенной ряд имеет большое значение для решения различ-
ных задач исследования функций, дифференцирования, интегрирования, решения диффе-
ренциальных уравнений, вычисления пределов, вычисления приближенных значений функ-
ции. 

Возможны различные способы разложения функции в степенной ряд. Такие способы 
как разложение при помощи рядов Тейлора и Маклорена были рассмотрены ранее. Сущест-
вует также способ разложения в степенной ряд при помощи алгебраического деления. Это 
– самый простой способ разложения, однако, пригоден он только для разложения в ряд ал-
гебраических дробей. 

Решение дифференциальных уравнений с помощью 
степенных рядов. 

 
 С помощью степенных рядов возможно интегрировать дифференциальные уравнения. 
 Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение вида: 
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 Если все коэффициенты и правая часть этого уравнения разлагаются в сходящиеся в 
некотором интервале степенные ряды, то существует решение этого уравнения в некоторой 
малой окрестности нулевой точки, удовлетворяющее начальным условиям. 
 Это решение можно представить степенным рядом: 

...3
3

2
210 ++++= xcxcxccy  

 Для нахождения решения остается определить неизвестные постоянные ci. 
Эта задача решается методом сравнения неопределенных коэффициентов. Запи-

санное выражение для искомой функции подставляем в исходное дифференциальное урав-
нение, выполняя при этом все необходимые действия со степенными рядами (дифференци-
рование, сложение, вычитание, умножение и пр.) 
 Затем приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях х в левой и правой час-
тях уравнения. В результате с учетом начальных условий получим систему уравнений, из ко-
торой последовательно определяем коэффициенты ci. 
 Отметим, что этот метод применим и к нелинейным дифференциальным уравнениям. 
 

Ряды Фурье. 
 

Тригонометрический ряд. 
 
 Определение. Тригонометрическим рядом называется ряд вида: 
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 Действительные числа ai, bi называются коэффициентами тригонометрического ряда. 
 
 Если ряд представленного выше типа сходится, то его сумма представляет собой пе-
риодическую функцию с периодом 2π, т.к. функции sinnx и cosnx также периодические 
функции с периодом 2π. 
 Пусть тригонометрический ряд равномерно сходится на отрезке [-π; π], а следова-
тельно, и на любом отрезке в силу периодичности, и его сумма равна f(x). 
 Определим коэффициенты этого ряда. 
 
 Для решения этой задачи воспользуемся следующими равенствами: 
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 Справедливость этих равенств вытекает из применения к подынтегральному выраже-
нию тригонометрических формул. 
 Т.к. функция f(x) непрерывна на отрезке [-π; π], то существует интеграл  
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Такой результат получается в результате того, что 0)sincos(
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Получаем: ∫
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Далее умножаем выражение разложения функции в ряд на cosnx и интегрируем в пределах от 
-π до π. 

=∫
π

π−

nxdxxf cos)( n
n

nn adxnxnxbnxanxdx
a

π=++ ∫∑∫
π

π−

∞

=

π

π− 1

20 )sincoscos(cos
2

 

 

Отсюда получаем: ,...2,1;cos)(1
=

π
= ∫

π

π−

nnxdxxfan  

Аналогично умножаем выражение разложения функции в ряд на sinnx и интегрируем в пре-
делах от -π до π. 
 

Получаем: ,...2,1,sin)(1
=
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= ∫
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Выражение для коэффициента а0 является частным случаем для выражения коэффициентов 
an. 
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 Таким образом, если функция f(x) – любая периодическая функция периода 2π, непре-
рывная на отрезке [-π; π] или имеющая на этом отрезке конечное число точек разрыва перво-
го рода, то коэффициенты 

,...2,1,0;cos)(1
=

π
= ∫
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nnxdxxfan  

,...2,1,sin)(1
=

π
= ∫

π
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существуют и называются коэффициентами Фурье для функции f(x). 
 
 Определение. Рядом Фурье для функции f(x) называется тригонометрический ряд, 
коэффициенты которого являются коэффициентами Фурье. Если ряд Фурье функции f(x) 
сходится к ней во всех ее точках непрерывности, то говорят, что функция  f(x) разлагается в 
ряд Фурье. 
 

Достаточные признаки разложимости в ряд Фурье. 
 
 Теорема. (Теорема Дирихле) Если функция f(x) имеет период 2π и на отрезке  
[-π;π] непрерывна или имеет конечное число точек разрыва первого рода, и отрезок  
[-π;π] можно разбить на конечное число отрезков так, что внутри каждого из них функция 
f(x) монотонна, то ряд Фурье для функции f(x) сходится при всех значениях х, причем в точ-
ках непрерывности функции f(x) его сумма равна f(x), а в точках разрыва его сумма равна 

2
)0()0( ++− xfxf , т.е. среднему арифметическому предельных значений слева и справа. 

При этом ряд Фурье функции f(x) сходится равномерно на любом отрезке, который принад-
лежит интервалу непрерывности функции f(x). 
 
 Функция f(x), для которой выполняются условия теоремы Дирихле называется ку-
сочно – монотонной на отрезке [-π;π]. 
 
 Теорема. Если функция f(x) имеет период 2π, кроме того, f(x) и ее производная f’(x) – 
непрерывные функции на отрезке [-π;π]  или имеют конечное число точек разрыва первого 
рода на этом отрезке, то ряд Фурье функции f(x) сходится при всех значениях х, причем в 
точках непрерывности его сумма равна f(x), а в точках разрыва она равна 

2
)0()0( ++− xfxf . При этом ряд Фурье функции f(x) сходится равномерно на любом отрез-

ке, который принадлежит интервалу непрерывности функции f(x).  
 
 Функция, удовлетворяющая условиям этой теоремы, называется кусочно – гладкой 
на отрезке [-π;π]. 
 
 

Разложение в ряд Фурье непериодической функции. 
 
 Задача разложения непериодической функции в ряд Фурье в принципе не отличается 
от разложения в ряд Фурье периодической функции. 
 Допустим, функция f(x) задана на отрезке [a, b] и является на этом отрезке кусочно – 
монотонной. Рассмотрим произвольную периодическую кусочно – монотонную функцию 
f1(x) c периодом 2Т ≥ ⎪b-a⎪, совпадающую с функцией f(x) на отрезке [a, b]. 
 



 142

     y 
        f(x) 
 
 
 
 
   α - 2T                     α   a          b   α+2T              α + 4T             x 
 
 
 
 
 
 
 Таким образом, функция f(x) была дополнена. Теперь функция f1(x) разлагается в ряд 
Фурье. Сумма этого ряда во всех точках отрезка [a, b] совпадает с функцией f(x), т.е. можно 
считать, что функция f(x) разложена в ряд Фурье на отрезке [a, b].  
 Таким образом, если функция f(x) задана на отрезке, равном 2π ничем не отличается 
от разложения в ряд периодической функции. Если же отрезок, на котором задана функция,  
меньше, чем 2π, то функция продолжается на интервал (b, a + 2π) так, что условия разложи-
мости в ряд Фурье сохранялись. 
 Вообще говоря, в этом случае продолжение заданной функции на отрезок (интервал) 
длиной 2π может быть произведено бесконечным количеством способов, поэтому суммы по-
лучившихся рядов будут различны, но они будут совпадать с заданной функцией f(x) на от-
резке [a,b].  
 
 

Ряд Фурье для четных и нечетных функций. 
  
 Отметим следующие свойства четных и нечетных функций: 

1)  
⎪
⎩
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=
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нечетнаяxf
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 2) Произведение двух четных и нечетных функций является четной функцией. 
 3) Произведение четной и нечетной функций – нечетная функция. 
 

Справедливость этих свойств может быть легко доказана исходя из определения чет-
ности и нечетности функций. 
 
 Если f(x) – четная периодическая функция с периодом 2π, удовлетворяющая условиям 
разложимости в ряд Фурье, то можно записать: 

,...)2,1,0(cos)(2cos)(1
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nnxdxxfnxdxxfan  

,...)2,1(;0sin)(1
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 Таким образом, для четной функции ряд Фурье записывается: 
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,...)2,1,0(cos)(2
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=
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 Аналогично получаем разложение в ряд Фурье для нечетной функции: 
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Ряды Фурье для функций любого периода. 
 
 Ряд Фурье для функции f(x) периода Т = 2l, непрерывной или имеющей конечное чис-
ло точек разрыва первого рода на отрезке [-l, l] имеет вид: 
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Для четной функции произвольного периода разложение в ряд Фурье имеет вид: 
 

∫

∫

∑

=
π

=

=

π
+=

∞

=

l

n

l
n

n

nxdx
l
nxf

l
a

dxxf
l

a

x
l
na

a
xf

0

0
0

1

0

,...2,1;cos)(2

;)(2

;cos
2

)(

 

 
Для нечетной функции: 
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Ряд Фурье по ортогональной системе функций. 

 
 Определение. Функции ϕ(х) и ψ(х), определенные на отрезке [a, b], называются орто-
гональными на этом отрезке, если 

0)()( =ψϕ∫
b

a

dxxx  

 
 Определение. Последовательность функций ϕ1(x), ϕ2(x), …, ϕn(x), непрерывных на 
отрезке [a, b], называется ортогональной системой функций на этом отрезке, если все 
функции попарно ортогональны. 

jidxxx
b

a
ji ≠=ϕϕ∫ ;0)()(  

 Отметим, что ортогональность функций не подразумевает перпендикулярности гра-
фиков этих функций. 
 
 Определение. Система функций называется ортогональной и нормированной (ор-
тонормированной), если 
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 Определение. Рядом Фурье по ортогональной системе функций ϕ1(x), ϕ2(x), 
…,ϕn(x) называется ряд вида: 
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коэффициенты которого определяются по формуле: 

[ ]∫

∫

ϕ

ϕ
= b

a
n

b

a
n

n

dxx

dxxxf
a

2)(

)()(
, 

где f(x) = ∑
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=

ϕ
1
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n

nn xa  - сумма равномерно сходящегося на отрезке [a, b] ряда по ортогональ-

ной системе функций. f(x) – любая функция, непрерывная или имеющая конечное число то-
чек разрыва первого рода на отрезке [a, b]. 
 
 В случае ортонормированной системы функций коэффициенты определяются: 

∫ ϕ=
b

a
nn dxxxfa )()(  

 
Интеграл Фурье. 

 
 Пусть функция f(x) на каждом отрезке [-l,l], где l – любое число, кусочно – гладкая 
или кусочно – монотонная, кроме того, f(x) – абсолютно интегрируемая функция, т.е. сходит-
ся несобственный интеграл 
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∫
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 Тогда функция f(x) разлагается в ряд Фурье: 
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Если подставить коэффициенты в формулу для f(x), получим: 
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Переходя к пределу при l→∞, можно доказать, что 0)(
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Можно доказать, что предел суммы, стоящий в правой части равенства равен интегралу 
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 - двойной интеграл Фурье. 

 
 
 
Окончательно получаем: 
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- представление функции f(x) интегралом Фурье. 
 
 
 Двойной интеграл Фурье для функции f(x) можно представить в комплексной форме: 
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Преобразование Фурье. 
 
 Определение. Если f(x) – любая абсолютно интегрируемая на всей числовой оси 
функция, непрерывная или имеющая конечное число точек разрыва первого рода на каждом 
отрезке, то функция 

∫
∞

∞−

−= dxexfuF iux)()(  

называется преобразованием Фурье функции f(x).  
 Функция F(u) называется также спектральной характеристикой функции f(x). 
 
 Если f(x) – функция, представимая интегралом Фурье, то можно записать: 

∫
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∞−π
= dueuFxf iux)(

2
1)(  

Это равенство называется обратным преобразованием Фурье 
 

Интегралы ∫
∞

π
=

0

cos)(2)( uxdxxfuF   и ∫
∞

π
=

0

sin)(2)( uxdxxfuF  называются соответственно 

косинус - преобразование Фурье и синус – преобразование Фурье. 
 
 Косинус – преобразование Фурье будет преобразованием Фурье для четных функций, 
синус – преобразование – для нечетных. 
 Преобразование Фурье применяется в функциональном анализе, гармоническом ана-
лизе, операционном исчислении, теории линейных систем и др. 
 

Элементы теории функций комплексного переменного. 
 
 Определение. Если каждому комплексному числу z из некоторого множества D по 
некоторому закону поставлено в соответствие определенное комплексное число w из множе-
ства G, то на этой области задана однозначная функция комплексного переменного, ото-
бражающая множество D на множество G. 
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w = f(z) 
 Множество D называется областью определения, множество G – областью значе-
ний функции. 
 
 Комплексную функцию можно записать в виде: 
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u, v – действительные функции от переменных х и у. 
 
 Если каждому z∈ D соответствует несколько различных значений w, то функция 
w=f(z) называется многозначной. 
 
 Определение. Функция ),(),()( yxivyxuzfw +==  имеет предел в точке z0, равный 
числу А = a + ib, если 0)(lim
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Свойства функций комплексного переменного. 

 
 Для функций комплексного переменного f(z) и g(z) справедливы следующие свойства: 
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 Определение. Функция ),(),()( yxivyxuzfw +==  называется непрерывной в точке 
z0, если выполняется равенство 
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0

zfzf
zz

=
→

 

 
Основные трансцендентные функции. 

 
 Определение. Трансцендентными называются аналитические функции, которые не 
являются алгебраическими. 
 
 Если аргументом показательной или тригонометрических функций является ком-
плексное число, то определение этих функций, вводимое в элементарной алгебре теряет 
смысл. 
 
 Рассмотрим разложение в степенной ряд следующих функций: 
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 Функции ez, cosz, sinz связаны между собой формулой Эйлера. Эта формула может 
быть очень легко получена сложением соотвествующих рядов. 
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Также справедливы равенства: 
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 Для тригонометрических функций комплексного аргумента справедливы основные 
тригонометрические тождества (синус и косинус суммы, разности и т.д.), которые справед-
ливы для функций действительного аргумента. 
 
 Определение. Гиперболическим синусом, косинусом, тангенсом и котангенсом 
называются соответственно функции: 
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 Гиперболические функции могут быть выражены через тригонометрические: 
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 Гиперболические функции sh z и ch z имеют период 2πi, а функции th z и cth z – пери-
од πi. 
 
 Определение. Логарифмическая функция комплексного аргумента определяется 
как функция, обратная показательной. 

.; Lnzwzew ==  
 Если w = u + iv, то uw ee =  и Arg ew = kz π+ 2arg  = v. 

Тогда eu = zuz ln; = . 
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Итого: ,...2,1,0;2argln ±±=π++== kikzizLnzw  
 

Для комплексного числа z = a + ib       ;arg
a
barctgz =     

 
 Определение. Выражение zizz arglnln +=  называется главным значением лога-
рифма. 
 
 Логарифмическая функция комплексного аргумента обладает следующими свойства-
ми: 
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 Обратные тригонометрические функции комплексного переменного имеют вид: 
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Производная функций комплексного переменного. 
 
 Определение. Производной от однозначной функции w = f(z) в точке z называется 
предел: 
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 Определение. Функция f(z), имеющая непрерывную производную в любой точке об-
ласти D называется аналитической функцией на этой области. 
 
 Правила дифференцирования функций комплексного аргумента не отличаются от 
правил дифференцирования функций действительной переменной. 
 Аналогично определяются производные основных функций таких как синус, косинус, 
тангенс и котангенс, степенная функция и т.д. 
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 Производные гиперболических функций определяются по формулам: 
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 Вывод правил интегрирования, значений производных основных функций ничем не 
отличается от аналогичных операций с функциями действительного аргумента, поэтому под-
робно рассматривать их не будем. 
 

Условия Коши – Римана. 
 
 Рассмотрим функцию комплексной переменной ),(),()( yxivyxuzfw +== , опреде-
ленную на некоторой области и имеющую в какой – либо точке этой области производную 
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 Стремление к нулю ∆z→0 может осуществляться в следующих случаях: 
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Во втором случае:  
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Тогда должны выполняться равенства: 
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 Эти равенства называются условиями Коши – Римана, хотя еще раньше они были по-
лучены Эйлером и Даламбером. 
 
 Теорема. Если функция ),(),()( yxivyxuzfw +==  имеет производную в точке  
z = x + iy, то ее действительные компоненты u и v имеют в точке (х, у) частные производ-
ные первого порядка, удовлетворяющие условию Коши – Римана. 
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 Также справедлива и обратная теорема. 
На основании этих теорем можно сделать вывод, что из существования производной 

следует непрерывность функции. 
 
 Теорема. Для того, чтобы функция ),(),()( yxivyxuzfw +==  была аналитической 
на некоторой области необходимо и достаточно, чтобы частные производные первого 
прядка функций u и v были непрерывны на этой области и выполнялись условия Коши – Ри-
мана. 
 

 
Интегрирование функций комплексной переменной. 

 
 Пусть ),(),()( yxivyxuzfw +== - непрерывная функция комплексного переменного 
z, определенная в некоторой области и L – кривая, лежащая в этой области. 
           у 
 
       В 
           L 
 
        А 
              х 
 
 Кривая L задана уравнением β≤≤α+== ttiytxtzz );()()(  
 
 Определение. Интеграл от функции f(z) вдоль кривой L определяется следующим 
образом: 

=++−=++=∫ ∫∫∫
L LLL

udyvdxivdyudxidydxivudzzf )()())(()(  

idttytytxvtxtytxu +′−′= ∫
β

α

)]())(),(()())(),(([ ∫
β

α

′+′ dttytytxutxtytxv )]())(),(()())(),(([  

 
 Если учесть, что ))(())(),(();()()( tzutytxutyitxtz =′+′=′ , то 

∫∫
β

α

′= dttztzfdzzf
L

)()]([)(  

 
 Теорема. (Теорема Коши) Если f(z) - аналитическая функция на некоторой области, 
то интеграл от f(z) по любому кусочно – гладкому контуру, принадлежащему этой области 
равен нулю. 

∫ =
L

dzzf 0)(  

 
 

Интегральная формула Коши. 
 
 Если функция f(z) – аналитическая в односвязной замкнутой области с кусочно – 
гладкой границей L. 
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       D 
 
                ρ 
            z0 
 
 
 
 Тогда справедлива формула Коши: 

 

∫ −π
=

L

dz
zz
zf

i
zf

0
0

)(
2
1)(  

 
где z0 – любая точка внутри контура L, интегрирование по контуру производится в положи-
тельном направлении (против часовой стрелки). 
 
 Эта формула также называется интегралом Коши. 
 

 
Ряды Тейлора и Лорана. 

(Пьер Альфонс Лоран (1813 – 1854) – французский математик) 
 
 Функция f(z), аналитическая в круге Rzz <− 0 , разлагается в сходящийся к ней сте-
пенной ряд по степеням (z – z0). 
 
 Коэффициенты ряда вычисляются по формулам: 
 

,...2,1,0;
)(

)(
2
1

!
)(

1
0

0
)(

=
−π

== ∫ + k
zz

dzzf
ik

zf
c

L
k

k

k  

 
 Степенной ряд с коэффициентами такого вида называется рядом Тейлора. 
 
 Рассмотрим теперь функцию f(z), аналитическую в кольце Rzzr <−< 0 . Эта функ-
ция может быть представлена в виде сходящегося ряда: 
 

∑ ∑∑
∞

−∞=

∞

=

−
∞

= −
+−=−=

n n
n

n

n

n
n

n
n zz

c
zzczzczf

1 00
00 )(
)()()(  

,...2,1,0;
)(

)(
2
1

1
0

±±=
−π

= ∫
γ

+ n
zt

dttf
i

c nn  

 
 Ряд такого вида называется рядом Лорана. При этом функция f(z) может быть пред-
ставлена в виде суммы: 

∑∑
∞

=

−
∞

= −
=−=+=

1 0
2

0
0121 ;

)(
)(;)()();()()(

n
n

n

n

n
n zz

c
zfzzczfzfzfzf  

 
 Ряд, определяющий функцию f1(x), называется правильной частью ряда Лорана, а 
ряд, определяющий функцию f2(x), называется главной частью ряда Лорана. 
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 Если предположить, что r = 0, то можно считать, что функция аналитична в открытом 
круге Rzz <−< 00  за исключением центральной точки z0. Как правило, в этой точке функ-
ция бывает не определена. 
 
 Тогда точка z0 называется изолированной особой точкой функции f. 
 
Рассмотрим следующие частные случаи: 
 

 1)  Функция f(x) имеет вид: ∑
∞

=

−==
0

01 )()()(
k

k
k zzczfzf . Т.к. степенной ряд сходится 

во всех точках внутри круга, то его сумма f1(x) определена и непрерывно дифференцируема 
во всех точках круга, а, следовательно, и в центре круга z0. 
 В этом случае говорят, что особенность функции f в точке z0 устранима. Для устра-
нения особой точки достаточно доопределить функцию в центре круга (f(z0) = c0) и функция 
будет аналитической не только в окрестности центра круга, но и в самом центре. 
 В этом случае ∫ =

L

dzzf 0)(  для любого контура L, содержащего точку z0 и принадле-

жащего к кругу Rzz <− 0 . 
 

 2) Функция f(x) имеет вид: ∑∑
∞

−==

− −=
−

+=
mk

k
k

m

k
k

k zzc
zz

c
zfzf )(

)(
)()( 0

1 0
1 . 

В этом случае точка z0 называется полюсом функции f(z) порядка (кратности) m. 
При m = 1 точку z0 называют еще простым полюсом. 

Порядок полюса может быть определен по формуле: 
0)()(lim 0

0

≠=−
→

czfzz m

zz
 

 z0 – полюс порядка т. 

 3) Функция f(z) имеет вид )()(
)(

)()( 21
1 00

0 zfzf
zz

c
zzczf

m

k
k

k

k

k
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=

, где в ряду 

∑
∞

=

−

−
=

1 0
2 )(

)(
k

k
k

zz
c

zf  не равно нулю бесконечное количество коэффициентов с-k. 

В этом случае  говорят, что функция f(z) имеет в точке z0 существенно особую точку. 
 
 
 Определение. Пусть z0 – изолированная особая точка функция f(z), т.е. пусть функ-
ция f(z) – аналитическая в некотором круге Rzz <− 0  из которого исключена точка z0. То-
гда интеграл  

)()(
2
1

0

zfВычdzzf
i zz

L
=

=
π ∫  

называется вычетом функции f(z) в точке z0, где L – контур в круге Rzz <− 0 , ориентиро-
ванный против часовой стрелки и содержащей в себе точку z0. 
 
 Вычет также обозначают иногда )(Re

0

zfs
z

. 
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 Если ;0;)()( 00 Rzzzzczf
k

k
k <−<−= ∑

∞

−∞=

 есть ряд Лорана функции f в точке z0, 

то 1)(
0

−=
= czfВыч

zz
. 

 Таким образом, если известно разложение функции в ряд Лорана, то вычет легко мо-
жет быть найден в случае любой особой точки. 
 
 В частных случаях вычет может быть найден и без разложения в ряд Лорана. 
 

 Например, если функция 0)(,
)(
)()( 0 ≠ϕ

ψ
ϕ

= z
z
zzf , а )(zψ  имеет простой нуль при z = 

z0 )0)(,0)(( 00 ≠ψ′=ψ zz , то z = z0 является простым полюсом функции f(z). 
 
 Тогда можно показать, что вычет находится по формуле 
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0
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0 z
z
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zz ψ′
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 Если z = z0 – полюс  порядка m ≥ 1, то вычет может быть найден по формуле: 
 

1
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1
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1)(
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zzzz dz
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Теорема о вычетах. 

 
 Теорема. Пусть функция f(z) – аналитическая на всей плоскости z, за исключением 
конечного числа точек z1, z2, …, zN. Тогда верно равенство: 

 

0)()(
1

=+
∞=

=
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∑ zfВычzfВыч
z

N

k zz k

 

 
А интеграл от функции по контуру L, содержащему внутри себя эти точки, равен 
 

)(2)(
1

zfВычidzzf
N

j zz
L j

∑∫
= =

π=  

 
 Эти свойства применяются для вычисления интегралов. Если функция f(z) аналитиче-
ская в верхней полуплоскости, включая действительную ось, за исключением  N точек, то 
справедлива формула 

)(2)(
1

zfВычidxxf
N

j zz j
∑∫
= =

∞

∞−

π=  

 
Операционное исчисление. 

 
 Рассмотрим функцию действительного переменного t, определенную при t ≥ 0. Будем 
также  считать, что функция f(t)- кусочно - непрерывная, т.е. в любом конечном интервале 
она имеет конечное число точек разрыва первого рода, и определена на бесконечном интер-
вале (-∞, ∞), но f(t) = 0 при t < 0. 
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 Будем считать, что функция ограничена условием: 
stMetf <)(  

 
 Рассмотрим функцию 

∫
∞

−=
0

)()( dttfepF pt  

 
 где p = a + ib – комплексное число. 
 
 
 Определение. Функция F(p) называется изображением Лапласа функции f(t). 
Также функцию F(p) называют L – изображением или преобразованием Лапласа. 
 

 Обозначается );()();()()};({)( tfpFtfpFtfLpF
•

•

•

•
=→=  

 
При этом функция f(t) называется начальной функцией или оригиналом, а процесс нахож-
дения оригинала по известному изображению называется операционным исчислением.  
 
 Теорема. (Теорема единственности) Если две непрерывнные функции f(x) и g(x) име-
ют одно и то же L – изображение F(p), то они тождественно равны. 
 
 Определение. Функцией Хевисайда (Оливер Хевисайд (1850 – 1925) – английский 
физик) называется функция  

⎩
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Свойства изображений. 

 

Если )()( tfpF
•

•
= , то справедливы следующие свойства: 

 
 1) Свойство подобия. 

;0;1)( >α⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
αα

=α
•

•

pFtf  

 
 2) Свойство линейности. 
 

)].([)]([)]()([ tgBLtfALtBgtAfL +=+  
 

 3) Смещение изображения. 

)()( α+=
•

•

α− pFetf t  

 
 4) Дифференцирование изображения. 

)()()1( tftpF
dp
d n

n

n
n

•

•
=−  

 5) Дифференцирование оригинала. 
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)()0()( tffppF ′=−
•

•
 

 6) Интегрирование изображения. 

∫
∞•

•
=

p

dqqF
t
tf )()(  

 (Справедливо при условии, что интеграл сходится) 
 
 7) Интегрирование оригинала. 

p
pFdf

t )()(
0

•

•
=ττ∫  

 
Таблица изображений некоторых функций. 

 
 Для большинства функций изображение находится непосредственным интегрирова-
нием. 
 
 Пример. Найти изображение функции f(t) = sint. 
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 Для многих функций изображения посчитаны и приведены в соответствующих таб-
лицах. 
 
 
№ f(t) F(p) № f(t) F(p) 
1 1 

p
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5 shαt 
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α
p

 
13 

)cos

(sin
2
1

3

atat

at
a

−

−
 222 )(

1
ap +

 

6 chαt 
22 α−p

p  
14 )(tft n  

)()1( pF
dp
d

n

n
n−  

7 ate t sinα−  
22)( ap

a
+α+

 
15 

∫ ττ−τ
t

dtff
0

21 )()(

 

 
)()( 21 pFpF  

8 ate t cosα−  
22)( ap

p
+α+
α+  
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* - при условии, что 0)0(...)0()0( )1( ===′= −nfff  
 

Теоремы свертки и запаздывания. 
 
 Теорема. (теорема запаздывания) Если f(t) = 0 при t < 0, то справедлива формула 

)]([)]([ 0
0 tfLettfL pt−=−  

где t0 – некоторая точка. 
 
 

 Определение. Выражение ∫ ττ−τ
t

dtff
0

21 )()(  называется сверткой функций f1(t) и f2(t) 

и обозначается f1∗ f2. 
 
 Теорема. (теорема свертки) Преобразование Лапласа от свертки равно произведению 
преобразований Лапласа от функций f1(t) и f2(t) . 
  

∫ ττ−τ=
•

•

t

dtffpFpF
0

2121 )()()()(  

 
 Теорема. (Интеграл Дюамеля (Дюамель (1797 – 1872) – французский математик)). 

Если )()();()( tgpGtfpF
•

•

•

•
== , то верно равенство 

 

∫ ττ−′τ+=
•

•

t

dtgfgtfpGppF
0

)()()0()()()(  

 
 Для нахождения изображений различных функций наряду с непосредственным интег-
рированием применяются приведенные выще теоремы и свойства. 
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Практические работы 
Практическая работа 1  

Функция. Построение графика функции  
1. Понятие функции 
 Пусть даны два множества X и Y.  
 Опр. Говорят, что задано отображение множества X во множество Y, или, 
что то же самое, задана функция на X со значениями в Y, если всякому x ∈ X по 
некоторому правилу f поставлен элемент y ∈ Y. 
 Пишут f: X → Y, yx f⎯→⎯ .  
 Элемент y = f(x) называют образом элемента x при отображении f. Эле-
мент x также называют аргументом функции f(x). Множество X называется об-
ластью определения функции f, множество Ŷ ⊆ Υ всех тех y, которым соответ-
ствует хотя бы одно значение x, называется областью значений функции f.  
 «Золотые правила» для нахождения области определения функции: 

1) 
u
1 , где u ≠ 0; 

2) 
u

1 , где u > 0; 

3) n u2 , где n ∈ Ζ, u ≥ 0; 
4) log u, где u > 0; 

5) 
⎩
⎨
⎧

u
u

arccos
arcsin

, где 1≤u . 

 Замечание. Если в определении функции f: X → Y каждому x ∈ X ставит-
ся в соответствие единственный элемент y ∈ Y, то такая функция называется 
однозначной или однолистной. В математике изучают и многозначные отобра-
жения, когда каждому элементу x может соответствовать несколько значений y 
(и даже бесконечно много). Мы в нашем курсе будем изучать лишь однознач-
ные функции. 

 Пр. Функция 21 xy −=  - однозначная функция; функция 122 =+ yx  - 
многозначная функция. 
2. Свойства функции 
 Опр. Функция называется четной (нечетной), если выполняются два ус-
ловия: 
1) область определения функции D(f) симметрична относительно начала ко-
ординат; 
2) для любого x ∈ D(f) справедливо равенство f(-x) = f(x) (f(-x) = – f(x)). 

График четной функции симметричен относительно оси Oy. График не-
четной функции симметричен относительно начала координат. Функция, не яв-
ляющаяся ни четной, ни нечетной, называется функцией общего вида. 
 Опр. Функция f называется монотонно возрастающей или неубывающей 
(монотонно убывающей или не возрастающей) на множестве X, если для любых 
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двух точек x1 и x2 из X, удовлетворяющих неравенству x1 < x2, выполняется не-
равенство f(x1) ≤ f(x2) (f(x1) ≥ f(x2)). И называется строго монотонно возрастаю-
щей (строго монотонно убывающей), если из условия x1 < x2 следует f(x1) < f(x2) 
(f(x1) > f(x2)).     
 Опр. Функция называется периодической, если существует число T ≠ 0, 
что для любого x ∈ D(f) справедливы условия: 
x + T  ∈ D(f); 
f(x + T ) = f(x). 

Число T называется периодом функции f(x). 
3. Основные элементарные функции 
 Опр. Элементарной называется функция, полученная из основных эле-
ментарных функций конечным числом их композиций и арифметических опе-
раций. 
 К основным элементарным функциям относятся: 
Степенная функция 
a)  
Вид функции y = xn, n ∈ N 
 n - четно n - нечетно 
Область определения R R 
Множество значений [0; ∞) R 
Четность, нечетность четная нечетная 
Монотонность ↓ на (-∞; 0); ↑ на (0; ∞) ↑ на D(y) 
Периодичность – – 
График функции   
b)  
Вид функции y = x-n, n ∈ N 
 n - четно n - нечетно 
Область определения (-∞; 0)U(0; ∞) (-∞; 0)U(0; ∞) 
Множество значений (0; ∞) (-∞; 0)U(0; ∞) 
Четность, нечетность четная нечетная 
Монотонность ↓ на (-∞; 0); ↑ на (0; ∞) ↑ на D(y) 
Периодичность – – 
График функции   
c)  
Вид функции n xy = , n ∈ N, n≠1 
 n - четно n - нечетно 
Область определения [0; ∞) R 
Множество значений [0; ∞) R 
Четность, нечетность общего вида нечетная 
Монотонность ↑ на D(y) ↑ на D(y) 
Периодичность – – 
График функции   
Показательная функция 
Вид функции xay = , a>0, a≠1 
 0<a<1 a>1 
Область определения R R 
Множество значений (0; ∞) (0; ∞) 
Четность, нечетность общего вида общего вида 
Монотонность ↓  на D(y) ↑ на D(y) 
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Периодичность – – 
График функции   
 
Логарифмическая функция 
Вид функции xy alog= , a>0, a≠1 
 0<a<1 a>1 
Область определения (0; ∞) (0; ∞) 
Множество значений R R 
Четность, нечетность общего вида общего вида 
Монотонность ↓  на D(y) ↑ на D(y) 
Периодичность – – 
График функции   
 
Тригонометрические функции 
a) 
Вид функции y=sinx,  
Область определения R 
Множество значений [-1; 1] 
Четность, нечетность нечетная 
Монотонность 

↓  на ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ nn ππππ 2

2
3;2

2
 

↑ на ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++− nn ππππ 2

2
;2

2
, n ∈ Z 

Периодичность Период T=2π 
График функции  
b) 
Вид функции y=cosx,  
Область определения R 
Множество значений [-1; 1] 
Четность, нечетность четная 
Монотонность ↓  на ( )nn πππ 2;2 +  

↑ на ( )nn πππ 2;2+− , n ∈ Z 
Периодичность Период T=2π 
График функции  
c) 
Вид функции y=tgx,  
Область определения 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++− nn ππππ

2
;

2
, n ∈ Z 

Множество значений R 
Четность, нечетность нечетная 
Монотонность ↑ на D(y) 
Периодичность Период T=π 
График функции  
 
d) 
Вид функции y=ctgx,  
Область определения ( )nn πππ +; , n ∈ Z 
Множество значений R 
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Четность, нечетность четная 
Монотонность ↓ на D(y) 
Периодичность Период T=π 
График функции  
 
Обратные тригонометрические функции 
a) 
Вид функции y=arcsinx,  
Область определения [-1; 1] 
Множество значений 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
;

2
ππ

 

Четность, нечетность нечетная 
Монотонность ↑ на D(y) 
Периодичность - 
График функции  
b) 
Вид функции y=arccosx,  
Область определения [-1; 1] 
Множество значений [ ]π;0  
Четность, нечетность общего вида 
Монотонность ↓ на D(y) 
Периодичность - 
График функции  
c) 
Вид функции y=arctgx,  
Область определения R 
Множество значений 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
;

2
ππ

 

Четность, нечетность нечетная 
Монотонность ↑ на D(y) 
Периодичность - 
График функции  
d) 
Вид функции y=arcctgx,  
Область определения R 
Множество значений ( )π;0  
Четность, нечетность общего вида 
Монотонность ↓ на D(y) 
Периодичность - 
График функции  
 
 
Гиперболические функции 
a) 
Вид функции 

y=shx, где 
2

xx eeshx
−−

=  

Область определения R 
Множество значений R 
Четность, нечетность нечетная 
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Монотонность ↑ на D(y) 
Периодичность - 
График функции  
b) 
Вид функции 

y=chx, где 
2

xx eeshx
−+

=  

Область определения R 
Множество значений [1; ∞) 
Четность, нечетность четная 
Монотонность ↓ на (-∞; 0); ↑ на (0; ∞) 
Периодичность - 
График функции  
c) 
Вид функции 

y=thx, где xx

xx

ee
ee

chx
shxthx

−

−

+

−
==  

Область определения R 
Множество значений (-1; 1) 
Четность, нечетность нечетная 
Монотонность ↑ на D(y) 
Периодичность - 
График функции  
d) 
Вид функции 

y=cthx, где xx

xx

ee
ee

shx
chxthx

−

−

−

+
==  

Область определения (-∞; 0)U(0; ∞) 
Множество значений (-∞; -1)U(1; ∞) 
Четность, нечетность нечетная 
Монотонность ↓ на D(y) 
Периодичность - 
График функции  
 
4. Суперпозиция (композиция) отображений. Сложная и обратная функ-
ции 
 Опр. Пусть область значений функции y = f(x) содержится в области оп-
ределения функции g(y). Тогда функция z = g(f(x)), x ∈ D(f) называется сложной 
функцией или композицией функций f и g и обозначается f ◦g. 
 Опр. Пусть для любых различных значений x1, x2 ∈ D(f) справедливо, что 
f(x1) ≠ f(x2). Тогда для любого y ∈ E(f) найдется только одно значение x = g(x) ∈ 
D(f), такое, что y = f(x). Функция x = g(x), определенная на E(f), называется об-
ратной для функции f(x), причем E(g) = D(f). 
 График функции g(x), обратной для функции f(x), симметричен графику 
f(x) относительно прямой y = x.  
5. График функции 
 Опр. Пусть заданы прямоугольная система координат Oxy и функция y= 
f(x). Графиком функции  f(x) называется множество всех точек плоскости с ко-
ординатами (x; f(x)), где x ∈ D(f). 
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 Множество точек на координатной плоскости является графиком некото-
рой функции в том и только в том случае, когда каждая вертикальная прямая (т. 
е. параллельная оси Oy) пересекает его не более чем в одной точке. 
 График функции y = f(x) зачастую можно построить с помощью пре-

образований графика уже известной функции y = f(x). 
Функция Преобразование 

f(x)+A, A≠0 Сдвиг вверх по оси Oy графика функции y = f(x) на A единиц, если A>0, 
«вниз» на A  единиц, если A<0. 

f(x-a), a≠0 Сдвиг вправо по оси Ox графика функции y = f(x) на a единиц, если a>0, 
«вниз» на a  единиц, если a<0. 

kf(x), k>0, k≠1 Растяжение вдоль оси Oy относительно оси Ox в k раз, если k>1, сжатие 
вдоль оси Oy в 1/k раз, если 0<k<1 

f(kx), k>0, k≠1 Сжатие  вдоль оси Ox относительно оси Oy в k раз, если k>1, растяжение в 
1/k раз, если 0<k<1 

-f(x) Симметричное отображение графика относительно оси Ox. 

f(-x) Симметричное отображение графика относительно оси Oy. 

)(xf  Часть графика, расположенная ниже оси Ox, симметрично отображается 
относительно этой оси, остальная часть остается без изменения 

( )xf  Стереть часть графика функции y = f(x), лежащую слева от оси Oy; оставить 
часть графика y = f(x), лежащую справа от оси Oy и на ней; часть графика 
функции y = f(x), расположенную в области 0≥x , симметрично отобра-
зить относительно оси Oy в область  0<x . 

 
 Выполнить следующие задания: 
1. Найти области определения функций: 
1.1 2+= xy  1.2 29 xy −=  

1.3 24 xxy −=  1.4 xxy ++−= 4  

1.5 
2

16 2xxy −
−=  1.6 

225

2

x
y

−
=  

1.7 
x

xy
−
−−

=
5

25  1.8 53 31 −+−= xxy  

1.9 xy 2=  1.10 
2

1arcsin −
=

xy  

1.11 ( )
4

2 xxy ±
=  1.12 xxy −±= 4  

1.13 xy sin2−=  1.14 4 73 xxy −++=  
1.15 xxy arcsin=  1.16 

x
xy

−
+

=
1
1  

1.17 
x

xy 14 2 +−=  1.18 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 1

2
arccos xy  

1.19 xxe
y 1
=  1.20 

x
xy

2cos
2−

=  
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1.21 
4

32
2

2

−−

+
=

xx

xy  
1.22 ( ) ( )1lg213lg ++−= xxy  

1.23 x
x

xy sin
2

−
−

=  
 

  
2. Найти множества значений функций: 
2.1 1+= xy  2.2 

x
y 5
=  

2.3 216 xy −=  2.4 1382 −+−= xxy  
2.5 xy cos31−=  2.5 

2
4 xy −=  

  
3. Установить четность или нечетность функций: 
3.1 xxy 7sin4=  3.2 3 235 xxy −=  

3.3 xxxy +−= 24 3  3.4 2+= xy  

3.5 2+= xy  3.6 xy coslg=  

3.7 x

x
y

4
116 −

=  
 

  
4. Найти основные периоды функций: 
4.1 xy 5sin=  4.2 1

3
cos2 +−=

xy  

4.3 xy 2coslg=  4.4 xxtgy 4cos3 +=  
  
5. Построить эскизы графиков следующих функций: 
5.1 2xy −=  5.2 

x
y 1

−=  

5.3 xy 2log3=  5.4 xy 5
3
1
⋅−=  

5.5 ( )xy −= sin  5.6 xy −=  
5.7 xy 2sin=  5.8 xy

2
1cos=  

5.9 ( )22−= xy  5.10 ( )31+= xy  
5.11 xy cos32 −=  

5.12 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

4
3sin

2
1 πxy  

5.13 xxy 32 +=  5.14 xy cos=  
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6. Построить график следующих функций: 

6.1 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥
<−=
.0,3

,0,2

xx
xxy  

6.2 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≥

<<−

−≤

=

.
2

,
2
1sin

,
22

,

,
2

,

π

ππ

π

xx

xtgx

xx

y  

6.3 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>+

≤≤−
−<−

=

.0,5

,01,5
,1,4

2 xx

x
xx

y  
6.4 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

>

≤<

≤<−
−≤−−

=

.2,log

,20,1
,03,3

,3,155

2 xx

x
x

x
xx

y  

 
 

Практическая работа 2 
Предел функции 

 Выполнить следующие задания: 
1. Изобразите точками на плоскости следующие последовательности, за-
данные общими членами: 

1.1 
1

1
+

=
n

an  1.2 ( )
n

a
n

n
11 −+

=  

1.3 2
1

n
an =  1.4 

n
nan 2

1+
=  

1.5 
n

nan
13 +

=  

 
2. Показать, что при ∞→n  по определению: 

2.1 212lim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∞ nn  2.2 

2
3

12
43lim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

∞ n
n

n  

2.3 4
1
34lim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

∞ n
n

n  2.4 
5
1

52
1lim −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

∞ n
n

n  

3. Найти пределы: 
 

1. 
13

42lim
2

0 +
++

x
xx

x  2. 
12

148lim
2

0 +
++

x
xx

x  

3. 
xx

xx
x +

−+
2

2

0 2
245lim  4. 

4
542lim

2

2

2 −
++

− x
xx

x  

5. 
23

242lim
3

2

1 +
+−

x
xx

x  6. 
23
422lim

2

2

2 −+
−+

− xx
xx

x  
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7. 
xx
xx

x −
−
2

3

0 2
2lim  8. 

xx
xx

x −
−

2

2

0 2
4lim  

9. 
3
9lim

2

3 −
−

x
x

x  10. 
4
16lim

2

2 +
−

x
x

x  

11. 
64

164lim
3

2

1 −
++

− x
xx

x  12. 
2
8lim

3

0 +
+

x
x

x  

13. 
62
2453lim

2

2

2 −−
−−

xx
xx

x  14. 
2

2

5 45
25152lim

xx
xx

x −−
++

−  

15. 
27 49
32lim

x
x

x −
−−  16. 

x
x

x −−
−
51
16lim

2

4  

17. 
x

xx
x

−−+ 11lim0  18. 
1

23lim
31 −

−+
x

x
x  

19. 
523
127lim

3

3

−−
−+

∞ xx
xx

x  20. 
76

27

464
36lim

xx
xxx

x +−
+−

∞  

21. 
3

3

164
635lim

xx
xx

x −+
−+

∞  22. 
352
374lim

24

35

+−
−+

∞ xx
xx

x  

23. 
x

x
x

5sinlim0  24. 
x
x

x 4sin
2sinlim0  

25. 
2

2

0

3sinlim
x

x
x  26. 

x
x

x 2sin
4lim

2

2

0  

27. 
20

cos1lim
x

x
x

−  28. 
2

2

0

cos1lim
x

x
x

−  

29. 
2

2

0 2
3lim

x
xtg

x  30. 
xx

xx
x cos

coscoslim
2

3

0

−  

31. 
x
x

x 3arcsin
)21ln(lim0

+  32. 
)61ln(

1lim
2

0 x
e x

x −
−  

33. 
x

x

x

12lim
sin

0

−  34. 
x

x
x cos1

11lim
3 2

0 −
−+  

 
 

Практическая работа 3 
Непрерывность функции 

Исследовать на непрерывность и построить графики функций 

1. y
x

x
=

−2 4
 2. y x= −3

1
1 2  

 

3. y x= −2
1

1  4. y arctg
x

=
−
3

3
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5. y
x

=
−

arccos
1

2 3
 6. y

x
x

=
−

2

2 9
 

 

7. y
x

x= −6 2 9  8. y x= −5
4

12  
 

9. y x=
−

−4
1

2  10. y
x
x= −34 2  

 

11. y arcctg
x

=
−
1

1
 12. y

x
= arcsin

1
 

 

13. y
x

=
1
2ln

 14. y x
x

= sin
π

 

 

15. y
x

=
+

1

1 2
1  16. y x= − −2 2

1
1  

 

17. y
x

=
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

1
 18. [ ]y x= −( )1  

 
19. [ ]y x= −( )1  20. y x x= −sgn( )2 1  

 

21. y x
x
x

= +
+
+

2
2

 22. 32

1
xx

x
y

−
−

=  

 

23. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−>

−≤+
= 1,1

1,3

xесли
x

xеслиx
y  24. y

x если x

x
если x=

− ≤

−
>

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

,

0
1

1
0  

 

25. y
x x

x
=

− −
−

2 2
1

 26. y
x x

x
=

+2 sin
 

 

27. y
x

= sin
π
2

 28. y
x x

x
=

+
+

2 2
1

 

 
29. y x x= ⋅ sgn( sin )π  

 30. y
x

=
1

ln
 

 
В задачах найти точки разрыва и устранить разрыв, если это возможно. 

31. y
x
x

n

=
+ −( )1 1

 32. y
x

x

=
−2 1

 

 

33. y
x

x
x

=
+
−

1 1
1

ln  
34. y x x

x x

=
−

+

−
−

1 1
1

1
1

1  
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35. y
x

x
=

+
+

ln( )2
1

 36. y
x

x
=

−1
2

cos
 

 

37. y
e e

x

x

=
−
−

3 3

1
 38. y x arctg

x
= ⋅

1
 

 
39. y x= {sin } 

40. y e x= −
−

−1
1
2 2( )  

 
В задачах подобрать параметры так, чтобы функция была непрерывной. 

41. f x
x x

x
ecли x

a если x
( ) ,

,
=

− −
+

≠ −

= −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2 2 8
2

2
2

 

 

42. 
⎩
⎨
⎧

>−
≤−

=
12

1,1
)( 2 xnpuax

xприx
xf  

 

43. f x
ax b если x

x если x
ax bx если x

( )
,

,
,

=
+ < −

+ − ≤ ≤
+ >

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

1
1 1 2

2

2

3

 

 

44. f x

x если x

a x b если x

x если x

( )

sin ,

sin ,

cos ,

=

− ≤ −

+ − < <

≥

⎧

⎨

⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

2
2

2 2

2

π

π π

π
 

 

45. f x
если x

x если x
x если x

ax

b

( )
,
,

log ,
=

<
+ ≤ ≤

>

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

2 1
5 3 1 3

39

 

 

46. f x
ax x если x

bx x ecли x
ax bx если x

( )
,

,=
+ < −

− − ≤ ≤
+ >

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

2

4

3 2

1
1 1

1
 

 
 

Практическая работа 4 
Производная функции 

 
Найти производные )(xy′ : 

1. xxy sin=  2. xxy =  
3. xxy ln=  4. ( ) xtgxy cos=  
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5. ( ) 0cos 22 =+− yxe xy  6. 12

2

2

2
=+

b
y

a
x  

7. 7ln22 +=+
x
yyx  8. 0sinsin =+ xyyx  

9. 2244 yxyx =−  10. xyee y −=  

11. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++=

+=

.1

;
2

3

tty

ttx
 12. 

⎩
⎨
⎧

−=
−=

.cos1
;sin
ty
ttx

 

13. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

.cos

;sin

tey

tex
t

t
 14. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

.cos

;sin
2

2

ty

tx
 

15. ?,3 =′′= yxtgy  16. ?,cos =′′−= yxxy  

17. ?,ln2 =′′= yxy  18. ?,ln =′′′= yxxy  

19. ( ) ?,2 == Vx yey  20. ( ) ?),1ln( =+= nyxy  

21. 

?
.

;
2

3

=′′

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

xxy
ty

tx
 22. 

?
.sin
;cos

=′′
⎩
⎨
⎧

=
=

xxy
ty
tx

 

 
Найти уравнения касательной к данной кривой в точке 0x : 

1. 0, 0 == xey x  

2. 
3

,sin 0
π

== xxy  

В какой точке касательная к кривой xy ln= параллельна прямой: 
1. .52 += xy  
2. 3+= xy . 
Найти углы, под которыми пересекаются кривые xy 22 =  и 822 =+ yx . 
 

Практическая работа 5 
Дифференциал функции 

 
Найти дифференциалы функций: 
1. xy cos2= ; 
2. xy sinln3= ; 

3. 3 5 1)( −= xxf ; 

4. 
1

)(
−

=
t

ttS . 
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Найти приращение и дифференциал функции y в общем виде, а также в 
точке 0x , если известно x∆ : 

1. 02,0,1,14 0
2 =∆=+= xxxy . 

2. 1,0,10, 0 −=∆== xxxy . 
Вычислить приближенно: 

1. o29sin  2. 05,1arctg  3. ( )499,0  
Найти dy  и yd 2 : 

1. 
1
1

+
−

=
x
xy  2. ( )1ln −= xxy  

Найти dy , yd 2  и yd 3 , где nxy = . 
 

Практическая работа 6 
Исследование функции 
Лабораторная работа 

Варианты: 
Исследовать функции по общей схеме и построить график: 
 

1. 
2

62

−
−−

=
x

xxy  2. ( )29

3

−
=

x
xy  

3. 
2

3 2

+
−

=
x

xy  
42

3

−
=

x
xy  

5. 
x

xy 2
2
+=  6. 

( )21
12

−
−

=
x

xy  

7. 21
1
x

y
−

=  8. 4

2 1
x

xy −
=  

9.   2

3

9 x
xy
−

=  10. xxy 233 2 −=  

11. 45 53 xxy −=  12. ( ) xexy −+= 1  

13. 
3

1362

−
+−

=
x

xxy  14. 
( )3

4

1 x
xy
+

=  

15. 21
4

x
xy

+
=  16. 2

2

1 x
xy
+

=  

17. 
xx

y
−

= 2

1
 18. 

x
xy 22 +=  

19. 
5

4 43 xxy −
=  20. 2

2 1
x

xy +=  
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21. 
x
xy

−
+

=
1
1ln  22. ( )3136 −= xxy  

23. 3 3 3xxy −=  
24. 

2

1
1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

=
x
xy  

25. 
x
xy ln3

=  26. 
4

4
3 xxy +=  

27. 
( )

1
1

2

2

+
−

=
x
xy  28. 2

1
x

xy +=  

29. 
12 −

=
x

xy  30. 
( )2

3

2−
=

x
xy  

 
Практическая работа 7 – 8  

Непосредственное интегрирование.  
Замена переменной в неопределенном интеграле 

Интегрирование по частям 
 

Найти интегралы: 

1. ∫
−+ dx

x
xxx

3

24 6  2. ∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−− dx

xxx 7
3105

24 3
 

3. ( )∫ + dxxx 12  4. ∫
−

−+ dx
x

x
2

2

4

43  

5. ( )
∫

+ dx
x

x
23 2  6. ∫ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+ dx

x
xx 2

3

cos
118sin4  

7. ∫ xdx2cos  8. ( )∫ + dxx 1729  

9. ∫ −18x
dx  10. ∫ − dxx534  

11. ∫ + dxx 43  12. ∫
− 253 2x

dx  

13. ∫ xdx2cos  14. ∫ +
− dx

x
x

3
2  

15. ∫
−

dx
x

x
92

2
 16. ∫

+ dx
x

x
2

3

sin
sin5  
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17. ∫ dx
x

xtg
2cos

 18. ∫
+

dx
e

e
x

x

92  

19. ∫
+

dx
x

x

76

5
 20. ∫

−⋅ 21arccos xx

dx  

21. 
( )∫

−+

+ dx
xx

x
42 13

32  22. ∫ ⋅ xdxx 2sin2cos11  

23. ∫ dx
x

x7  24. ∫ dx
x

e x

2

1
 

25. ∫ dx
x

x5ln  26. ∫ xdxctg  

27. ∫ dx
x
x

2sin
cos  28. ∫ +⋅ dxxx 3 2 84  

29. ∫
+

dx
x

x
14  30. ∫ xdxtg  

31. ∫
−

dx
x

x

46

2
 32. ∫ ⋅− dxxe x 23

 

33. ∫ dx
x
xx

3sin
cos  34. ∫ xdxx ln2  

35. ∫ dxex x3  36. ∫ −
dx

x
x

1
arcsin  

37. ∫ xdxlncos  38. ( )∫ ⋅+ xdxx cos32  

39. ( )∫ −+− dxexx x142  40. ∫ +
dx

x
x

1
arccos  

41. 
( )∫

−
dx

x

x
22

2

1
 42. ∫ ⋅ xdxe x 23 cos  

43. ∫ dxe x  44. ∫ dx
x

x
2cos
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45. ∫ ⋅ dxex x23  46. ∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++ dxxx 1ln 2  

47. ∫ ⋅ xdxx sinln2sin  48. ∫ xdxx 3arccos2  

49. ∫ ⋅ dxxx sin  50. ∫ xdx2arcsin  

51. ∫ dx
x

xcos  52. ∫ dxxarctg  

53. ∫ x
dx

sin
 54. ∫ −⋅

dx
xx

x
ln3

ln2
 

55. dx
x

e xarctg

∫
+

+
21

8  56. ∫
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

dx
e

e
x

x

x
1sin53

 

 
Практическая работа 9 

Интегрирование рациональных дробей 
 

Найти интегралы: 

1. ∫ + 3
4
x

dx  2. 
( )∫
− 51x
dx  

3. 
( )∫
+ 32

11
x

dx  4. ∫
++ 29102 xx

dx  

5. ( )
∫

+−
+

172
6

2 xx
dxx  6. ( )

∫
++

−
1

14
2 xx

dxx  

7. 
( )∫

+
32 1x

dx  8. 
( )∫

+−
22 294xx

dx  

9. 
( )

dx
xx

x
∫

++

−
22 106

23  10. ( )( )dx
xx

x
∫ +−

−
25

32  

11. dx
xx

x
∫

+−
+

56
2

2  12. ∫
+ 24 xx
dx  

13. ∫
−

−+ dx
xx

xx
4

8
3

45
 14. ∫

−83x
dx  
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15. ( )( )∫
−++
−+− dx

xxx
xxx

29
7750107

22

23
  

 
Практическая работа 10 

Интегрирование иррациональных функций 
 

Найти интегралы: 

1. ∫
− xx

dxx
3 2

3
 2. ∫ + 4 xx

dx  

3. 
( )

∫
+−+ 12123 2 xx

dx  4. ∫ ++ 3 11 x
dx  

5. ( )∫ + dxxx
431  6. ∫

+124 xx

dx  

7. ∫
−− 221 xx

dx  8. ( )
∫

+−

−

2910

2
2 xx

dxx  

9. dx
xx

x
∫

+−

−

54

53
2

 10. dx
xx

x
∫

−

+
22

1  

11. ∫ − dxx24  12. ∫
− dx
x

x21  

 
Практическая работа 11 

Интегрирование тригонометрических функций 
 

Найти интегралы: 

1. ∫ x
dx

cos
 2. dx

x
x

∫ +
−

cos2
sin2  

3. ∫
+− 4cos3sin5 22 xx

dx  4. ∫
+ xx
dx

22 cos9sin4
 

5. ∫ xdx5sin  6. ∫ ⋅ xdxx 54 cossin  

7. ∫ x
xdx
7cos

2sin  8. ∫ x
xdx

cos
sin 4
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9. ∫ xdx6sin  10. ∫ ⋅ xdxx 42 cossin  

11. ∫ ⋅ xdxx 44 cossin  12. ∫ ⋅ xdxx 3sinsin  

13. ∫ ⋅ dxxx
3

cos
12

sin  14. ∫ ⋅ xdxx 3coscos  

15. ∫ xdxctg 6  16. ∫ xdxtg 7  

 
Практическая работа 12 

Вычисление определенного интеграла 
 

Вычислить следующие интегралы: 
 

1. ∫
2

1

3

3
lne

dx
x
x ; 

 

2. ∫ +
−1

0
21

4 dx
x

xxarctg ; 

 

3. ∫
−

−0

1 6
23 dx

x

xx

; 

 

4. ∫
4

0

3
π

xdxtg ; 

 

5. ∫ +++ 232 xx
xdx ; 

 

6. ∫ +
+π

π

2

2 sin2
cos dx

xx
xx ; 

 

7. ∫
e

dx
x

x
1

lnsin ; 

 

8. ∫
++

1

0
24 1xx

xdx ; 
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9. ∫ ⋅
3

0

cosln
π

xdxxtg . 

 
Практическая работа 13 
Несобственные интегралы 

 
 Вычислить интегралы или доказать их расходимость: 

1. ∫
1

0

3 ln xdxx  2. ∫
+∞

2
4lne xx

dx  

3. ∫
∞−

0
dxxex  4. 

( )∫
−

3

1
22x

dx  

5. 
( )∫

+∞

−2
32 3x

xdx  6. ∫
− −

1

3
2 4x
xdx  

7. ∫
− −−

2

1
2 2xx

dx  8. 
( )∫

+∞

+0
221 x

xdx  

9. ∫
− −

2

1
3 1x

dx  10. ∫
e

xx
dx

1
4 ln

 

 
Практическая работа 14 

Вычисление площади фигуры, длины дуги,  
объема тела с помощью определенного интеграла 

Вычислить площадь, ограниченную линиями: 
1. 422 += xy ; x = 0. 
2. y = x2; y = 2 - x2. 
3. y = x3; y = 8 и осью Ox. 
4. y = 0; x = 0; x = 4; y = x2 + 2. 
5. 4y = 8x - x2; 4y = x + 6. 
6. y = 2x – x2; y = -x. 
7. y = x2 + 4x + 5; x = 0; y = 0 и минимальной ординатой. 

8. Вычислить площадь, ограниченную эллипсом: 
⎩
⎨
⎧

=
=

.sin
,cos

tay
tax

 

9. Вычислить площадь, ограниченную первой аркой циклоиды 
( )
( )⎩

⎨
⎧

−=
−=

tay
ttax

cos1
sin

 и 

осью Ox. 
10. Вычислить площадь, ограниченную кривой r = asin2φ. 
11. Вычислить площадь, ограниченную окружностями φcos32 ar = , φsin2ar = . 
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12. Вычислить площадь внутри лемнискаты Бернулли ϕ2cos22 ar = . 
13. Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры, ограниченной ли-
ниями: y=x3; x = 2; y = 0 вокруг оси Ox. 
14. Вычислить объем тела, образованного вращением одной аркой циклоиды: 

( )
( )⎩

⎨
⎧

−=
−=

tay
ttax

cos1
sin

 вокруг оси Ox. 

15. Скорость тела, брошенного вертикально вверх с начальной скоростью v0, без 
учета сопротивления воздуха, дается формулой v = v0 – gt, где t – протекшее 
время, g – ускорение силы тяжести. На какое расстояние от начального положе-
ния будет находиться тело через t секунд от момента бросания? 
16. Вычислить давление воды на вертикальную плотину, имеющую форму тра-
пеции, верхнее основание 20 метров, нижнее основание 10 метров и высотой 6 
метров. 
17. Вычислить работу, которую надо затратить, чтобы выкачать воду из котла 
полусферической формы, имеющего радиус R =10 м. 
18. Вычислить момент инерции трапеции ABCD относительно ее основания AD, 
если AD = a, BC = b, а высота трапеции равна h. 
19. Найти координаты центра тяжести дуги астроиды 323232 ayx =+ , лежащей 
в первом квадранте. 
20. Найти центр тяжести однородной фигуры, ограниченной эллипсом 

3694 22 =+ yx  и окружностью 922 =+ yx  и расположенной в первом квадран-
те. 
21. Скорость точки дается формулой tv += 1  м / сек. Найти путь, пройденный 
телом за первые 10 сек. после начала движения. 
22. вертикальный треугольник с основанием b и высотой h погружен в воду вер-
шиной вниз так, что его основание находится на поверхности воды. Найти силу 
давления воды. 
23. Вычислить работу, которую необходимо затратить, чтобы выключить воду из 
конического сосуда, обращенного вершиной вниз, радиус основания которого 
равен R и высота H. 
24. Вычислить момент инерции относительно оси Ox параболического сегмента, 
ограниченного параболой y = 4 – x2 и прямой y = 3.  

25. Найти центр тяжести однородной дуги астроиды 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

,sin

,cos
3

3

tay

tax
 расположенной 

правее оси Oy. 
26.  Найти центр тяжести фигуры, ограниченной первой аркой циклоиды 

( )
( )⎩

⎨
⎧

−=
−=

,cos1
,sin1

tay
tax

 и осью Ox. 

27. Вычислить объем шара радиуса R. 
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28. Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры вокруг оси Ox, ог-
раниченной линиями y = x3; x = 2; y = 0. 
29. Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры вокруг оси Oy, ог-
раниченной линиями y = x2; 8x = y2. 
30. Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры вокруг оси Ox, ог-

раниченной одной аркой циклоиды 
( )
( )⎩

⎨
⎧

−=
−=

.cos1
,sin1

tay
tax

 

31. Вычислить объем треугольной пирамиды с основанием S и высотой H. 
32. Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры вокруг оси Ox и 
оси Oy, ограниченной линиями y = x2; y = 1; x = 0. 
33. Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры вокруг оси Oy, ог-

раниченной 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

.sin

,cos
3

3

tay

tax
 

34. Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры вокруг оси Ox, ог-

раниченной 
⎩
⎨
⎧

=
=

.sin
,cos

tay
tax

 

35. Вычислить длину дуги полукубической параболы y2 = (x+1)3, отсеченной 
прямой x = 4. 

36. Вычислить длину астроиды 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

.sin

,cos
3

3

tay

tax
 

37. Вычислить длину кардиоиды r = a (1 - cosφ). 
38. Найти площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси Ox дуги 
кубической параболы y = x3, заключенной между прямыми x = - 2/3 и x = 2/3. 
39. Определить длину всей кривой 323232 ayx =+ . 

40. Вычислить длину петли кривой 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=

.

,3
3

2

tty

tx
 

41. Вычислить длину первого завитка спирали Архимеда r = aφ. 
42. Найти площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси Ox петли 
кривой 9y2=x(3-x2). 

 
Практическая работа 15 

Дифференциальные уравнения первого порядка 
Определить тип дифференциального уравнения и решить его: 
Вариант № 1 
1. ( ) ( ) 022 =−++ dyyxydxxxy ; 

2. 22

2
−=′

x
yy ; 

3. 3322 yxxyy =+′ ; 

Вариант № 2 
1. 21 xyxy −=′ ; 
2. ( ) ( ) 10023 22 ==+− yxydxdyxy ; ; 

3. 0
1

2 =+
+

+′ y
x

yy ; 
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4. .cos xyy =+′  4. ( ) .062 2 =−+ dyxyydx  
Вариант № 3 

1. 
y

xyy 21−
=′ ; 

2. 
yx
yxy

−
+

=′ ; 

3. xyyyx ln2=+′ ; 

4. ( ) .; 101
1 2 =+=
−

−′ yx
x

yy  

Вариант № 4 
1. aytgxy =−′ ; 
2. ydyydxxdy =− ; 

3. dyy
y

xxdx ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 3

2
; 

4. ( ) ( ) .
222 121 xxyyx +=−′+  

Вариант № 5 
1. 2yyyx =+′ ; 

2. 22
2

yx
xyy
−

=′ ; 

3. 
x

y
x
yy 2

22
cos

=+′ ; 

4. ( ) .; bayeyyx x ==−+′ 0  

Вариант № 6 

1. 0
1
1

2

2
=

−
−

+′
x
yy ; 

2. 
x
y

y
xy +=′ ; 

3. 02 =+−′ xyytgxy cos ; 

4. ( ) .; 01
1

==
+

−′ yx
x

yyx  

Вариант № 7 
1. 011 22 =−+− dyxydxy ; 

2. 22 yxyyx +=−′ ; 

3. 04 2 =−−′ yxyyx ; 
4. ( ) .;sec 00 ==−′ yxytgxy  

Вариант № 8 
1. ( ) eyyyxy ==′ 2π;lnsin ; 
2. yxyyxy ′=′+ 22 ; 
3. 
4. .xyy 42 =+′  

Вариант № 9 

1. ( ) 10
1
1

2

2
=

+
+

=′ y
x
yy , ; 

2. 
x
yey x

y

+=′ ; 

3. 34232 yx
x
yy =+′ ; 

4. 
2

2 xxexyy −=+′ . 

Вариант № 10 

1. ( ) ;
,sincoscossin

40 π=
=

y
xdxyxdyy

 

2. 
x
yyyx ln=′ ; 

3.
11

2

−
=

−
−′

x
y

x
yy ; 

4. .121
2 =

−
+′ y

x
xy  

 

 
Практическая работа 16 

Дифференциальные уравнения высших порядков 
 
 

Определить тип дифференциального уравнения и решить его: 
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Вариант № 1 
1. ( ) ( ) 022 =−++ dyyxydxxxy ; 

2. 22

2
−=′

x
yy ; 

3. 3322 yxxyy =+′ ; 
4. .cos xyy =+′  

Вариант № 2 
1. 21 xyxy −=′ ; 
2. ( ) ( ) 10023 22 ==+− yxydxdyxy ; ; 

3. 0
1

2 =+
+

+′ y
x

yy ; 

4. ( ) .062 2 =−+ dyxyydx  
Вариант № 3 

1. 
y

xyy 21−
=′ ; 

2. 
yx
yxy

−
+

=′ ; 

3. xyyyx ln2=+′ ; 

4. ( ) .; 101
1 2 =+=
−

−′ yx
x

yy  

Вариант № 4 
1. aytgxy =−′ ; 
2. ydyydxxdy =− ; 

3. dyy
y

xxdx ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 3

2
; 

4. ( ) ( ) .
222 121 xxyyx +=−′+  

Вариант № 5 
1. 2yyyx =+′ ; 

2. 22
2

yx
xyy
−

=′ ; 

3. 
x

y
x
yy 2

22
cos

=+′ ; 

4. ( ) .; bayeyyx x ==−+′ 0  

Вариант № 6 

1. 0
1
1

2

2
=

−
−

+′
x
yy ; 

2. 
x
y

y
xy +=′ ; 

3. 02 =+−′ xyytgxy cos ; 

4. ( ) .; 01
1

==
+

−′ yx
x

yyx  

Вариант № 7 
1. 011 22 =−+− dyxydxy ; 

2. 22 yxyyx +=−′ ; 

3. 04 2 =−−′ yxyyx ; 
4. ( ) .;sec 00 ==−′ yxytgxy  

Вариант № 8 
1. ( ) eyyyxy ==′ 2π;lnsin ; 
2. yxyyxy ′=′+ 22 ; 
3. 
4. .xyy 42 =+′  

Вариант № 9 

1. ( ) 10
1
1

2

2
=

+
+

=′ y
x
yy , ; 

2. 
x
yey x

y

+=′ ; 

3. 34232 yx
x
yy =+′ ; 

4. 
2

2 xxexyy −=+′ . 

Вариант № 10 

1. ( ) ;
,sincoscossin

40 π=
=

y
xdxyxdyy

 

2. 
x
yyyx ln=′ ; 

3.
11

2

−
=

−
−′

x
y

x
yy ; 
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4. .121
2 =

−
+′ y

x
xy  

 
Практическая работа 17 

Линейные уравнения высших порядков 
 
Найти решение дифференциальных уравнений: 

1. 05 =+′−′′ yyy  2. 0752 =−′+′′ yyy  

3. 034 =−′+′′ yyy  4. 023 =−′+′′ yyy  

5. 025 =′+′′ yy  6. 094 =′−′′ yy  

7. 096 =+′−′′ yyy  8. 044 =+′−′′ yyy  

9. 09124 =+′−′′ yyy  10. 04129 =+′+′′ yyy  

11. 0=+′+′′ yyy  12. 04 =+′′ yy  

13. 094 =+′′ yy  14. 06 =+′−′′ yyy  

15. 034 =+′−′′ yyy , 

10)0(,6)0( =′= yy  
16. 044 =+′+′′ yyy , 0)0(,2)0( =′= yy  

17. xxeyyy 242 =−′−′′  18. ( ) xexyyy 24144 −−=+′+′′  

19. ( ) xexxxyy sincos22 −=−′′  20. ( ) 32265 23 −++−=+′+′′ − xxexyyy x

 
Практическая работа 18 

Системы дифференциальных уравнений 
 Решить данные системы уравнений: 
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1. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=′
+=′
+=′

.3
,3

,

yxz
zxy

zyx
 

2. 
⎩
⎨
⎧

==−=′
−=′

.2)0(,1)0(.2
,23

yxyxy
yxx

 

3. 
⎩
⎨
⎧

=−−′

=++′

.3

,5
2teyxy

tyxx
 

4. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+=′
+−=′
++−=′

.
,

,

zyxz
zyxy

zyxx
 

5. 
⎩
⎨
⎧

−=′
−=′−′

.cos
,3sin4

ytx
xtyx

 

6. 
⎩
⎨
⎧

+=′
+=′

.43
,2
yxy

yxx
 

7. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=′
++−=′
−−=′

.
,
,2

zxz
zyxy
zyxx

 

Практическая работа 19  
 Дифференциальные уравнения первого порядка в частных производных 

1. Найти функцию z = z(x, y), удовлетворяющую дифференциальному урав-

нению 1=
∂
∂
x
z . 

2. Решить уравнение y
y

z 62

2
=

∂
∂ , где z = z(x, y). 

3. Решить уравнение 0
2

=
∂∂

∂
yx
z . 

4. Найти общий интеграл уравнения z
y
zy

x
zx =

∂
∂

+
∂
∂ . 

5. Найти общий интеграл уравнения ( ) 0222 =
∂
∂

+
∂
∂

+
y
zxy

x
zyx . 

6. Найти поверхность, удовлетворяющую уравнению xy
y
zxz

x
zyz 2−=

∂
∂

+
∂
∂  и 

проходящую через окружность x2 +  y2 = 16, z = 3. 

7. Найти общий интеграл уравнения z
y
zy

x
zx sinsinsin =

∂
∂

+
∂
∂ . 
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8. Найти общий интеграл уравнения xy
y
zxz

x
zyz =

∂
∂

+
∂
∂ . 

 
Практическая работа 20 

Типы уравнений второго порядка в частных производных 
 Привести к каноническому виду уравнения: 

1. 02

2
2

2

2
2 =

∂
∂

−
∂
∂

y
uy

x
ux . 

2. 0sin2sin 2

2
2

2

2

2
2 =

∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂
∂

y
zy

yx
zxy

x
zx . 

3. 022 2

22

2

2
=

∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂
∂

y
z

yx
z

x
z . 

4. 02 2

2
2

2

2

2
2 =

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

y
zy

yx
zxy

x
zx . 

5. 06234 2

22

2

2
=

∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

−
∂∂

∂
−

∂
∂

y
z

x
z

y
z

yx
z

x
z . 

 
Практическая работа 21 

Уравнение колебания струны 

1. Найти решение уравнения 2

2

2

2

x
u

t
u

∂
∂

=
∂
∂ , если 2

0 xu t == , 0
0
=

∂
∂

=tt
u . 

2. Найти решение уравнения 2

2

2

2
4

x
u

t
u

∂
∂

=
∂
∂ , если 00 ==tu , x

t
u

t
=

∂
∂

=0
. 

3. Найти форму струны, определяемой уравнением 2

2
2

2

2

x
ua

t
u

∂
∂

=
∂
∂  в момент 

a
t

2
π

= , если xu t sin0 == , 1
0
=

∂
∂

=tt
u . 

4. Найти решение уравнения 2

2

2

2

x
u

t
u

∂
∂

=
∂
∂ , если xu t ==0 , x

t
u

t
−=

∂
∂

=0
. 

5. Найти форму струны, определяемой уравнением 2

2

2

2

x
u

t
u

∂
∂

=
∂
∂  в момент 

π=t , если xu t sin0 == , x
t
u

t
cos

0
=

∂
∂

=
. 

6. Струна, закрепленная на концах x = 0 и x = l, имеет в начальный момент 
форму параболы ( ) ( )xlxlhu −⋅= 2/4 . Определить смещение точек струны 
от оси абсцисс, если начальные скорости отсутствуют. 
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Практическая работа 22 
Уравнение теплопроводности 

1. Решить уравнение 2

2
2

x
ua

t
u

∂
∂

=
∂
∂  для следующего начального распределе-

ния температуры стержня: ( )
⎩
⎨
⎧

><
<<

=== .,,0
,,

)(,
21

210
0 xxxx

xxxu
xftxu t  

2. Найти решения уравнение 2

2

x
u

t
u

∂
∂

=
∂
∂ , удовлетворяющее начальному усло-

вию 00 )( uxfu t ===  и краевому условию 00 ==xu . 

3. Найти решения уравнение 2

2

x
u

t
u

∂
∂

=
∂
∂  ()<x<l), t>0, удовлетворяющее на-

чальным условиям: 
⎩
⎨
⎧

<≤−
≤<

=== lxlxl
lxx

xfu t 2/,
,2/0,

)( 1
0  и краевым условиям 

00 ≡= == lxx uu . 
4. Найти стационарное распределение температуры в тонком стержне с теп-

лоизолированной боковой поверхностью, если на концах стержня 
llxx uuuu == == ,00 . 

5. Найти стационарное распределение теплоты в пространстве между двумя 
цилиндрами  с общей осью Oz при условии, что на поверхностях цилинд-
ров поддерживается постоянная температура. 

 
Практическая работа 23 

Числовые ряды 
Тема: Числовые ряды 

 Найти предел общего члена ряда an. Если 0lim ≠∞ nn a , то, применяя не-
обходимый признак сходимости, установить, что ряд расходится. 
 

1. ∑
−

∞

=1 13n n
n  2. ∑

+
−∞

=1 32
13ln

n n
n  3. ∑

∞

=1 2
1cos

n n
 

4. ∑
−
+∞

=1 2 3
1

n n
narcctg  5. ∑

∞

=13
2

n n
n  6. ∑

+

∞

=1 2 1

2
n n

n  

  
 Исследовать ряд на сходимость, применяя 1 – й признак сравнения. Ука-
зать общий член ряда, с которым сравнивается данный ряд. 
 

1.  ∑
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∞

=1

1cos

n n
n  

2. ∑
⋅

∞

=1 3
1

n nn
 3. ( )

∑
+∞

=1

1ln
n n

n  
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 Исследовать ряд на сходимость, применяя 2 – й признак сравнения. Ука-
зать общий член ряда, с которым сравнивается данный ряд. 
 

1. ∑
−
+∞

=1 2 3
2

n n
n  2. ∑

−
+∞

=1 23
32

n n
n  3. ∑

−+
−+∞

=1 5

23

52
23

n nn
nn  

 
 Исследовать ряд на сходимость, применяя признак Даламбера. 
 

1. ∑
∞

=1
2

7

5
n n

n  2. ∑
⋅

∞

=

+

1 4

1

2
3

n n

n

n
 3. ∑

∞

=1

3

!n n
n  

4. ( )
∑

+∞

=1 5
!1

n n
n  5. ∑

⋅∞

=1

3!
n n

n

n
n  6. ( )

∑
⋅

−⋅⋅⋅⋅∞

=1 23
12...531

n n n
n

  
Исследовать ряд на сходимость, применяя радикальный признак Коши. 

1. ∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞

=1

2

11
2
1

n

n

n n
 2. ∑ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+∞

=

−

1

1

13
1

n

n

n
n  3. ∑ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+

∞

=

+

1

12

13n

n

n
n  

4. 
( )∑
+

∞

=1 1ln
1

n n n
 5. ∑ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+

∞

=1

2

1n

n

n
n  6. ∑ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−∞

=1 13
121

n

n

n
n

n
 

 Исследовать ряд на сходимость, применяя интегральный признак Коши. 
 

1. ∑
∞

=1

ln
n n

n  2. ( ) ( )∑
++

∞

=1 12ln12
1

n nn
3. 

( )
∑
∞

=1 2lnlnln
1

n nnn
 

 Доказать, что ряд сходится условно: 
 

1. ( )
∑

+
−∞

=1 2
1

n

n

n
 2. ( )

∑
+

−∞

=1 3 2ln
1

n

n

nn
 3. ( )

∑
−∞

=1

ln1
n

n

n
n  

 
 Доказать, что ряд сходится абсолютно: 
 

1. ( ) ( )∑
−⋅⋅⋅⋅

+
−

∞

=1 12...531
11

n

n

n
n

 

2. ( )∑ −
∞

=

+

1

1 11
n

n

nn
tg

 
3. ( )

2

1 1
31

n

n

nn

n
n

∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

∞

=

 
 
 Доказать, что ряд расходится: 
 

1. ( )∑ +−
∞

=1
)1ln(1

n

n n  2. ( )∑ −
∞

=

−

1

2
1

!
21

n

n

n
n  3. ( )

)1(

1 1
11

−∞

=
∑ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

−
nn

n

n

n
n
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Практическая работа 24 – 28  

Функциональные ряды. Степенные ряды.  
Разложение функций в степенные ряды. 

Приближенные вычисления значений функций с помощью степенных рядов 
Применение степенных рядов к вычислению пределов и определенных инте-

гралов 
1. Определить интервал сходимости степенных рядов и выяснить вопрос о 
сходимости рядов на концах интервала: 

∑
∞

=15n

n
n xn ; 

∑
∞

=1

5

n

n
n

n
x

n
;  

∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

11
n

n
n

x
n

; 

( )∑
∞

= +

⋅

1 1
!3

n

n
n

n
x

n
n . 

2. Разложить в ряды по степеням x следующие функции: 
 f(x) = 3x; 
 f(x) = e-2x;  
 f(x) = cos2x;  
 f(x) = sh2x;  
 f(x) = ch2(x2). 
 
3. Вычислить с точностью до 0,0001: 
 e;  
 sin 9°;  
 3 06,1 ;  
 ln10. 
4. Вычислить определенный интеграл с точностью до 0,001: 

 ∫
5,0

0
xarctgxdx ;  

 ( )∫ −
5,0

0

21ln dxxx ;  

 ∫ +
5,0

0

21 dxx . 
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5. Найти три первых отличных от нуля члена разложения в степенной ряд 
решения дифференциального уравнения, удовлетворяющему данному началь-
ному условию:  
 y′ = ex + y2; y(0)=0. 
 y′ = sinx + 0,5y2; y(0)=1. 
 

 
Практическая работа 29 

Комплексные числа 
 

1. Найдите действительные значения x, при которых справедливо равенст-

во: ( ) ( ) xixxix 22312 −−=++  

2. Вычислите: 543630206 iiiii ++++ , 5432 iiiii ++++  

3. Выполнить действия: 
i
i

31
23

+
− , 

i
i

i
i

72
27

31
3

+
−

+
+
+−  

4. Вычислите: ( )121 i− , 
3

2
31
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +− i  

5. Разложить на комплексные множители: 22 nm + , α21 Sin+  

6. Найдите модуль и главное значение аргумента комплексных чисел 3=z , 

31 iz += , iz +−= 3  

7. Найдите все значения аргумента комплексных чисел iz +−= 1 , iz −= 3  

8. Представить в тригонометрической форме комплексные числа i3 , 

31 i− i43+−  

9. Представить в алгебраической форме числа ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

22
5 ππ iSinCos , ( )003 iSinCos +  

10. Выполнить умножение в тригонометрической форме ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

6
6

6
2

4
1

4
1 ii , 

( )( )151555 iSinCosi ++  

11. Извлеките корни 4 1− , 4 322 i+−  

12. Представить в показательной форме числа 1, i+3 , 62 i+−  

13. Найдите πie , 
i

e 3
π
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14. Представив числа iz += 31 и 222 iz += в показательной форме, вычис-

лить 21zz , 12 / zz , 4
2z , 3

1z  

 
Практическая работа 30 

Ряды с комплексными числами 
 

 Исследовать сходимость ряда: 
 

1. ( ) ...
3

1
2

1...
9
1

4
1

3
1

2
11 11 +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++ −− iiii nn  

2. ( ) ...
10

1...001,0
3
101,0

2
11,01 +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++ n

i
n

iii  

3. ...
2
1

1
...

5
4

4
3

4
3

3
2

3
2

2
1

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+
+

++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + i

n
n

n
niii  

4. ...
2
11...

2
1

33
1

2
1

22
1

2
11 32 +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + i

nn
iii n  

 
 Показать, что ряд сходится абсолютно. 
 

1. ...
2

1...
2

1
2

1
2

1 32

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
+ niiii  

2. ( ) ( ) ( ) ...1
!

1...1
!3

11
!2

11 12 ++++++++ −ni
n

ii  

 
 Найти область сходимости ряда. 
 

1. ( ) ( ) ( ) ...
3

3...
3

3
3

3 2
2

+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
++−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+−

+ n
n

iziiziizi  

2. ...
!

...
!3!2

32
+++++

n
zzzz

n
 

3. ( ) ( ) ( ) ...1!...1!21 2 +−−++−−+−− nizniziz  
 

Практическая работа 31 
Ряд Фурье 

Тема: Ряды Фурье 
 

 Разложить в ряд Фурье данные функции, заданные на интервале (- π;π): 
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1. f(x) = cos2x 2. f(x) = sin2x 
 
 Разложить в ряд Фурье данные функции: 
 

1. 
⎩
⎨
⎧

<<−
<<−

=
.0,3
,0,3

)(
π

π
x
x

xf  2. 
⎩
⎨
⎧

<<−
<<−

=
.0,3
,0,5

)(
π

π
x
x

xf  

 
 Разложить в ряд Фурье по синусам на интервале (0 ;π) следующие функ-
ции: 
 

1. f(x) = x 2. 
24

)( xxf −=
π  

 
 Разложить в ряд Фурье по косинусам на отрезке [0 ;π] следующие функ-
ции: 
 

1. f(x) = − x  2. f(x) = − x2 
 
 Разложить в ряд Фурье данные функции на указанных промежутках: 
 

1. f(x) = x, (−2;2) 2. f(x) = x, (−½; ½) 
3. xxf =)( , (−2;2) 4. xxf =)( , (−¼; ¼) 
5. f(x) = x2, (−3;3) 6. f(x) = x2, (−½; ½) 

  
 

Практическая работа 32 
Интеграл Фурье 

Тема: Интеграл Фурье 
 

 Найти преобразование Фурье функции. 
 

1. 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

<

≤≤+−

<

−≤≤−+

=

.1,0
,12/1,1

,2/1,1
,2/11,1

)(

x
xx

x
xx

xf  

2. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

≤
=

.,0

,),2/cos(
)(

π

π

x

xx
xf  
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3. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

≤≤

<≤−−

= −

.1,0
,10,

,01,

)(
x

xe

xe

xf x

x

 

4. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤
<≤−
−≤≤−−

=
.12/1,1

,2/12/1,0
,2/11,1

)(
x
x

x
xf  

 
Практическая работа 33 

Нахождение изображений функции 
Тема: Нахождение изображений функции 

 
 Найти изображение функций. 
 

1. f(t) = at 2. f(t) = cos3t 
3. f(t) = shbt 4. f(t) = shatshbt 
5. f(t) = tchbt 6. f(t) = sin2t 
7. f(t) = et cos3t 8. f(t) = chbt 
9. f(t) = shatcosbt 10. f(t) = chatshbt 
11. f(t) = chatcosbt 12. f(t) = tshbt 

 
 

Практическая работа 34 – 35 
Отыскание интеграла по изображению 

Свертка функций. Изображение производных и интеграла от оригинала 
 

Найти оригиналы по заданным изображениям. 

1. 
)1)(1(

1)( 2 +−
=

pp
pF ; 

2. 
54

1)( 2 ++
=

pp
pF ; 

3. 
34

1)( 2 ++
=

pp
pF ; 

4. 22 )1(
1)(
+

=
p

pF ; 

5. 22 )1(
)(

+
=

p
ppF ; 

6. 322
1)(

ppp
pF

++
= ; 
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7. 27
1)(

pp
pF

+−
= ; 

8. 
)1(

1)( 2 +
=

pp
pF ; 

9. ( )( )( )421
2)( 2 +−+

+
=

ppp
ppF ; 

10. 
1

)( 3 +
=

p
ppF ; 

11. 
( ) )2(1

1)( 2 +−
=

pp
pF ; 

12. 
ppp

ppF
54

32)( 23 ++
+

= ; 

13. 
( ) )3(1

1)( 2 ++
=

pp
pF ; 

14. 
)2)(1(

1)(
2

++
+

=
ppp

ppF ; 

15. 
136

2)( 2 +−
=

pp
pF ; 

16. ( )( )521
135)( 2 ++−

+
=

ppp
ppF ; 

17. ( )( )21
1)( 2 +−

+
=

ppp
ppF ; 

18. 
( ) ( )21

1)( 2 −−
=

pp
pF . 

 
Практическая работа 36 – 38 

Применение операционного исчисления к решению некоторых дифференци-
альных и интегральных уравнений 

Общая формула обращения 
Применение операционного исчисления к решению некоторых уравнений ма-

тематической физики 
 

Решить дифференциальные уравнения, удовлетворяющие указанным на-
чальным условиям. 
1. ;0)0()0(;2 2 =′==′−′′ xxexx t  
2. ;1)0(,0)0(;32 =′==−′+′′ − xxexxx t  
3. ;0)0()0(;sin2 =′==′+′′ xxttxx  
4. ;0)0()0(;122 =′==+′−′′ xxxxx  
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5. ;0)0(,1)0(;2 2 =′==+′+′′ xxtxxx  
6. ;0)0(,2)0(;cos =′==′+′′ xxtxx  
7. ;0)0(,1)0(;352 =′==+′+′′ xxxxx  

Решить системы дифференциальных уравнений, удовлетворяющих ука-
занным начальным условиям. 
 

8. 
⎩
⎨
⎧

=+′+′′
=′==−=+−′−′

.02
0)0()0()0(,2122

xyx
xyxtyxyx

 

9. 
⎩
⎨
⎧

=+′+′
===−′+′

.cos22
0)0()0(,

tyyx
yxеyyx t

 

10. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+++=′
++−=′

===+++−=′

.4
,

0)0()0()0(,
3

zyxz
ezyxy

zyxеzyxx
t

t

 

11. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=′
−−=′

==−=−−=′

.
,

.1)0(,0)0(,1)0(,

yxz
zxy

zyxzyx
 

12. 
⎩
⎨
⎧

++=′

==−=′

.
1)0()0(,3

2texyy
yxxyx

 

13. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+−=′
+=′

===+−=′

.23
,

0)0(,1)0()0(,2

zyxz
zxy

zyxzyxx
 

14. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=′
+−+−=′

===+−−−=′

.725
,22

1)0()0()0(,422
3

zyxz
ezyxy

zyxеzyxx
t

t
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Контрольные работы 
 

Контрольная работа №1 
ВАРИАНТ №1

 
Найти пределы: 

1. 
1

13lim 3

23

1 −
+−+

x
xxx

x   

2. 
212
21lim3 −−

−+
x
x

x  

3. 
xx

xxtg
x 20 sin

sinlim −
 

4. 
x

x x
x 5

3
2lim ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

∞  

5. Для данной функции f(x) требуется: 
а) найти точки разрыва; 
б) найти скачок функции в каждой точке разрыва; 
в) построить чертеж. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥π
<<π−

π−<
=

0,
0,sin

,0
)(

x
xx

x
xf  

 

ВАРИАНТ №2
 
Найти пределы: 

1. 
48

8lim 23

3

2 −−−
+

− xxx
x

x   

2. 
x

x
x −−

−+
31

37lim2  

3. 30
sinlim

x
xxtg

x
−

 

4. 

24

2

2

3
1lim

x

x x
x

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

∞  

5. Для данной функции f(x) требуется: 
а) найти точки разрыва; 
б) найти скачок функции в каждой точке разрыва; 
в) построить чертеж. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−
≤<+

<+

=
2,

20,)1(

0,1

)( 2

xx
xx

xx

xf  

ВАРИАНТ №3
 
Найти пределы: 

1. 
33
122lim 23

23

1 −+−
−+−

xxx
xxx

x   

2. )1(lim 2 +−−∞ xxxx  

3. 
x

xxtg
x 2

sinlim0
+

 

4. 
x

x x
x 7

32
52lim ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

∞  

5. Для данной функции f(x) требуется: 
а) найти точки разрыва; 
б) найти скачок функции в каждой точке разрыва; 
в) построить чертеж. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
<≤

<−

=
2,3

20,

0,

)( 3

x
xx

xx

xf  

ВАРИАНТ №4
 
Найти пределы: 

1. ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
−

++−
+

2
2

)1)(2(
3lim 2

2

2 xxxx
xx

x   

2. 
xx

xx
x +−

+−
∞ 3

23

7
45lim  

3. 
22

3sinlim0 −+x
x

x  

4. 

25

2

2

23
13lim

x

x x
x

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+

∞  

5. Для данной функции f(x) требуется: 
а) найти точки разрыва; 
б) найти скачок функции в каждой точке разрыва; 
в) построить чертеж. 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

π
>

π
≤<

π
−

π
−<−

=

2
,1

22
,sin2

2
,2

)(

x

xx

x

xf  
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Контрольная работа №2 

Вариант 1
 

1. Найти производную функции 

2
ln3

+
=

x
xarctgy ; 

2. Найти производную функции 

( ) x
xy

arcsin
= ; 

3. Найти производную y΄(x) функции 

( ) x
y

xyx 72sin
3
=+− ; 

4. Найти 
dx
dy

, если 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅=

⋅= −

.cos

,cos

tey

tex
t

t
; 

5. Найти предел, используя правило Лопиталя 

xx e
x2

lim ∞+ ; 

6. Провести полное исследование функции 

2
2 1)(

x
xxf +=  и построить ее график. 

Вариант 2
 

1. Найти производную функции 

5 4 3sin ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
x

xy ; 

2. Найти производную функции xarctgxy 7= ; 
3. Найти производную y΄(x) функции 

x
x
ye xy 3cos=+ ; 

4. Найти 
dx
dy

, если 
⎩
⎨
⎧

⋅+=
+=

.cossin
,sincos

ttty
ttx

; 

5. Найти предел, используя правило Лопиталя 

tgx
xtg

x
3lim

2
π ; 

6. Провести полное исследование функции 

4
)( 2

3

−
=

x
xxf  и построить ее график. 

 

Вариант 3
 

1. Найти производную функции 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +

= x
xtg

y

42
7

2 ; 
2. Найти производную функции 

( )tgx
xy 32 += ; 

3. Найти производную y΄(x) функции 

x
y

xyx 4arcsin123 =
+

− ; 

4. Найти 
dx
dy

, если 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=

+
=

.1

,1

t
ty

t
tx

; 

5. Найти предел, используя правило Лопиталя 

x
x

x
coslnlim0 ; 

6. Провести полное исследование функции 

2
1

)( −= xexf  и построить ее график. 
 

Вариант 4
 

1. Найти производную функции 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=

5
arcsinlog3 x

xy ; 

2. Найти производную функции ( ) x
xy

2

cos= ; 
3. Найти производную y΄(x) функции 

( ) xyxtg
x

y 752
3 =+−
−

; 

4. Найти 
dx
dy

, если 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅=

⋅=

.cos

,sin

tey

tex
t

t
; 

5. Найти предел, используя правило Лопиталя 

tgx
ex

x
1lim0

−
; 

6. Провести полное исследование функции 
xexxf −= 2)(  и построить ее график. 
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Контрольная работа №3 
 

 Найти интегралы: 
 

Вариант 1
 

1. ∫ − 72 )35( x
xdx ; 

2. ∫ −+−
+ dx

xxx
x

22
52

23 ; 

3. ∫ + xx
dx

22 sin3cos2
; 

4. ∫ + xdxxx ln)5( 3 ; 

5. ∫ ++ 121 x
dx ; 

6. ∫ xdxx 2arcsin . 

Вариант 2
 

1. ∫
−6 3

2

7 x
dxx ; 

2. ∫ +−+
− dx

xxx
x

)12)(7(
43

2

2

; 

3. ∫ xdxtg 24 ; 

4. ∫
+ dxx

x4
57 ; 

5. ∫
++

− dx
xx
x

84
8

2
; 

6. ∫ dxxarctg
2

. 

 

Вариант 3
 

1. dx
x

xarctg
∫ +

−
19

43
2

5

; 

2. ∫ +
− dx

xx
x

4
1

3

4

; 

3. ∫ xdx2sin3 ; 

4. ∫ ⋅− xdxx 2sin)18( ; 

5. ∫
− dx

x
x 1 ; 

6. ∫ − dxx)3arccos( . 
 

Вариант 4
 

1. ∫ + xdxx 2cos12sin7 ; 

2. ∫ ++
− dx

xxx
xx

96
2

23

2

; 

3. ∫ + x
dx
cos2

; 

4. ∫ ⋅− xdxxx 3
2 log)4( ; 

5. ∫
++

− dx
xx

x
52

14
2

; 

6. ∫ ⋅+ xdxarctgx )2( . 
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Контрольная работа №4 
 

Вариант №1 Вариант №2 

1. )20/(9 2xx −−  

2. 
⎩
⎨
⎧

≤≤−
<<−

=
.10,1
;01,

)(
x
xx

xf  

3. ∫ −
1,0

0

6 2

dxe x  

4. 0)0(,22 =−+=′ yeyxy x ; 

5. 3 11=A  
 

1. xx 54/2 −  

2. 
⎩
⎨
⎧

π<≤
<≤π−

=
.0,0

;0,2
)(

x
xx

xf  

3. ∫
1,0

0

2 )100sin( dxx  

4. 0)0(,2cos32 2 =++=′ yxyxy  

5. 3 72=A  

Вариант №3 Вариант №4 

1. )61ln( 2xx −−  

2. 22,24)( <<−−= xxxf  

3. ∫
1

0

2cos dxx  

4. 1)0(,ln32 =+−=′ yyyxy ; 

5. 3 10=A  
 
 

1. xxx −)2/(cos2 2  

2. 11,)( 2 <<−= xxxf  

3. ∫
+

5,0

0
4 41 x

dx
 

4. 1)0(,23 =−+=′ yeyxy x ; 

5. 3 35=A  

Вариант №5 Вариант №6 
1. 2/)2( −xxsh  

2. 
⎩
⎨
⎧

π≤<π
≤<π−−

=
.0,

;0,
)(

x
xx

xf  

3. ∫
−−1,0

0

21 dx
x
e x

 

4. 0)0(,2 =++=′ yxeyxy y ; 

5. 3 242=A  
 
 

1. )12/(7 2xx −+  

2. 
⎩
⎨
⎧

≤<−−
≤<−+−

=
.20),2(

;02),2(
)(

xx
xx

xf  

3. ∫
+1

0

)5/1ln( dx
x

x
 

4. 1)0(,2sin =+=′ yxyxy ; 

5. 3 240=A  

Вариант №7 Вариант №8 

1. 3 227/ xx −  

2. 
⎩
⎨
⎧

π≤<
≤<π−−

=
.0,2

;0,2
)(

xx
xx

xf  

3. ∫
+

5,1

0
3 327 x

dx
 

4. 0)0(,22 =+=′ − yyey x ; 

5. 3 241=A  
 
 

1. )61ln( 2xx −+  

2. 22,)( <<−= xxxf  

3. ∫ −
2,0

0

3 2
dxe x  

4. 0)0(,cos =++=′ yxexy y ; 

5. 3 140=A  
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Вариант №9 Вариант №10 
1. xx 5sin)1( −  

2. 22,2)( <<−−= xxxf  

3. ∫
2,0

0

2 )25sin( dxx  

4. 0)0(,12 =++=′ yyxey x ; 

5. 3 70=A  

1. 2/)13( xxch −  

2. 
⎩
⎨
⎧

≤<
≤<−−

=
.30,5

;03,1
)(

x
x

xf  

3. ∫
5,0

0

2 )4cos( dxx  

4. 1)0(,2 =−+=′ yexytgxy x ; 

5. 3 36=A  

Вариант №11 Вариант №12 

1. )28/(6 2xx −+  

2. 
⎩
⎨
⎧

π≤<π
≤≤π−

=
.0,2/

;0,0
)(

xx
x

xf  

3. ∫
+

1

0
4 416 x

dx
 

4. 1)0(,22 23 =−−=′ yxyxy ; 

5. 16,1ln=A  

1. x316/1 4 −  

2. 
⎩
⎨
⎧

≤<
≤<−+

=
.10,0

;01,1
)(

x
xx

xf  

3. ∫
−−2,0

0

1 dx
x
e x

 

4. 0)0(,)1ln( =++=′ yexy y ; 

5. 17,1ln=A  

Вариант №13 Вариант №14 

1. )121ln( 2xx −−  

2. π≤≤π−= xexf x ,)(  

3. ∫
+4,0

0

)2/1ln( dx
x

x
 

4. 0)0(,1sin2 =++=′ yyxy ; 

5. 18,1ln=A  

1. 2)3( xe−+  

2. 1)( −= xxf , в интервале (0; 1) в ряд си-
нусов 

3. ∫
+

2

0
3 364

dx
x

dx
 

4. 1)0(,ln =+=′ − yyxey x ; 

5. 20,1ln=A  

Вариант №15 Вариант №16 
1. 1/)(arcsin −xx  

2. 2)( xxf = , в интервале (0; π) в ряд коси-
нусов 

3. ∫ −
3,0

0

2 2
dxe x  

4. 0)0(,cos2sin =+=′ yyxy ; 

5. 19,1ln=A  

1. )12/(7 2xx −−  

2. xxf −= 2)( , в интервале (0; 2) 

3. ∫
4,0

0

2)2/5sin( dxx  

4. 1)0(,ln2 =−+=′ yyyyxy ; 

5. 25,1ln=A  
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Вариант №17 Вариант №18 

1. xx 342 −  

2. π≤≤= xxxf 0,)( 2  

3. ∫
2,0

0

2 )25cos( dxx  

4. 0)0(,3 22 =+=′ − yyey x ; 

5. 24,1ln=A  

1. )821ln( 2xx −+  

2. π≤≤= xxxf 0,)(  

3. ∫
+

5,1

0
4 481 x

dx
 

4. 0)0(,2cos 2 =−−=′ yyxxy ; 

5. 23,1ln=A  

Вариант №19 Вариант №20 

1. xxx −)2/(sin2 2  

2. π≤≤−π= xxxf 0,2)(  

3. ∫
−−4,0

0

2/1 dx
x
e x

 

4. 0)0(,13 =+−=′ ytgyxy ; 

5. 22,1ln=A  

1. shxx )1( −  

2. 11,)( ≤≤−= xxxf  

3. ∫
+1,0

0

)21ln( dx
x

x
 

4. 1)0(, =+=′ yyey yx ; 

5. 21,1ln=A  

Вариант №21 Вариант №22 

1. 3 227 xx −  

2. 
⎩
⎨
⎧

π≤<
≤<π−−

=
.0,1

;0,1
)(

x
x

xf  

3. ∫ −
4,0

0

4/3 2

dxe x  

4. 1)0(,3 =+=′ yyxyy ; 

1. )6/(5 2xx −+  

2. 
⎩
⎨
⎧

π≤<
≤<π−−

=
.0,2

;0,2
)(

x
x

xf  

3. ∫
+

5,2

0
3 3125 x

dx
 

4. 0)0(,22 =++=′ yeyxy x ; 

5. 3 06,1=A  5. 27=A  
Вариант №23 Вариант №24 

1. )121ln( 2xx −+  

2. 
⎩
⎨
⎧

π≤<
≤<π−−

=
.0,3

;0,3
)(

x
x

xf  

3. ∫
5,0

0

2 )4sin( dxx  

4. 1)0(,22 =+=′ yyyxy ; 

5. 98,0ln=A  

1. xxx 3cos/)3(sin −  

2. 
⎩
⎨
⎧

π≤<
≤<π−−

=
.0,3

;0,2
)(

xx
xx

xf  

3. ∫
4,0

0

2)2/5cos( dxx  

4. 1)0(,2 =+=′ yyxyy ; 

5. 10ln=A  

 
1. Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням x. 
2. Разложить в ряд Фурье функцию f(x), заданную на интервале, периоде. 
3. Вычислить интеграл с точностью до 0,001. 
4. При указанных начальных условиях найти три первых отличных от нуля члена разложения в степенной 

ряд функции y= f(x), которая является решением заданного дифференциального уравнения. 
5. Используя ряд Маклорена для функции f(x), выразить величину А в виде сходящегося ряда. Найти при-

ближенное значение величины А, ограничиваясь двумя первыми членами ряда. Оценить погрешность. 
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Контрольная работа №5 
 

Вариант №1
Решить уравнения: 

1. eyydxdyx ==+ )1(,02 ; 

2. 
x

y
+

=′
1

1 ; 

3. ( ) yxyxy 22 +=−′ ; 
4. ( ) 01 =−′+ yyx ; 

5. ( ) ( )3cos 23 =+++ dyxyedxxy y

 
6. ( ) 32 721 xyxyx =′+′′+ ; 

7. 25,04 43 −=⋅′′ yyy ; 
8. ( ) xexyyy 29423 +=+′−′′ . 

Вариант №2
Решить уравнения: 

1. 0122 =−+′ xyy ; 

2. 1)0(,
1
1

2

2
=

+

+
=′ y

x
yy ; 

3. 22 yxyyx +=−′ ; 

4. 2323 −=−′ yxyy ; 

5. ( ) ( ) 055 232 =−++ dyyyxdxxxy ; 

6. 1034 =′+′′ yxyx ; 

7. 2)1(,2)1(,043 =′==+⋅′′ yyyy ; 

8. ( ) xexyyy −−=+′+′′ 2123 . 
Вариант №3

Решить уравнения: 

1. 2
3

2,0 −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+
πyctgxdyydx ; 

2. 032 2 =+′ −− yxyxy ; 
3. ( )dyxyxydx −= ; 

4. ( )1
1

+=
+

−′ xe
x

yy x ; 

5. dy
x

ydx
x
y

x 34

2

2
231

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+ ; 

6. ( ) ( )121 22 +=′+′′+ xxyxyx ; 

7. )1(,
2

)1(,cossin8 3 ′==′′ yyyyy π

; 
8. ( ) xexyyy 24832 +=−′−′′ . 

Вариант №4
Решить уравнения: 

1. ( ) 01 2 =−+ dyxdxy ; 
2. ( ) 20,coscos ==+′ yxxyy ; 

3. 222 483 xxyyyx ++=′ ; 

4. 2xyyyx =+′ ; 
5. ( )( ) ( )cos2cos22sin +−+− dyyxdxyxx

; 
6. 534 =′+′′ yxyx ; 

7. 5)1(,
2

)1(,cossin50 3 =′==′′ yyyyy π ; 

8. ( ) xexxyyy 3232 2 −+=−′+′′ . 
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Расчетно - графические работы 

 
Расчетно-графическая работа№1 

Задание 1. Найти область определения функции 

1.1 
2

2
+

=
x

y  

 

1.2 
43

2
−

=
x

xy  

 
1.3 ( )xy 21lg −=  
 

1.4 
3+

=
x

xy   

 

1.5 
xx

xy
3
3

2 +
+

=  

 

1.6 ( )43lg += xy  
 

1.7 
2

arcsin xy =  

 

1.8 
4

2lg −
=

xy  

 
1.9 xxy 2532 −++=  
 

1.10 
82

1
+

=
x

y  

 

1.11 
3

arccos xy =  

 

1.12 13323 ++−= xxy  
 

1.13 xy 362 −=  
 

1.14 
10

1
−

=
x

y  

 
1.15 ( )xy 52lg −=  
 

1.16 
3
21arccos xy −

=  

 

1.17 
43

1
+

=
x

y  

 

1.18 ( )32lg −= xy  
 

1.19 xxy 2372 −+−=  
 

1.20 
3

4arcsin xy =  

 
1.21 ( )72lg −= xy  
 

1.22 
5

4arcsin xy =  

 
1.23 ( )xy 215lg −=  
 1.24 

3
2
−
−

=
x

xy  
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1.25 
32

1
−

=
x

y  

 

1.26 
x

xy
+

=
1
2  

 
1.27 xy 2arccos=  
 

1.28 xxy 23 ++=  
 

1.29 
37 +

=
x
xy  

 

1.30 ( )7lg += xy  
 

 
Задание 2. Изобразить эскиз графика: 

2.1. ( ) 32)( 3 +−= xxf   

2.2. 3
1
54)( +

−
−

=
x
xxf   

2.3. 1
2
1)(

3

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−x

xf  
 

2.4. ( ) 21log)(
2
1 −+= xxf   

2.5. 12)( 2 ++= xxxf   

2.6. xxxf 23)( 2 +−=   

2.7. ( ) 13log)( 2 −+−= xxf   
2.8. 32)( 2 +−= −xxf   

2.9. ( ) 31)( 2 +−= xxf   

2.10. 3
2

1)( +
−

−=
x

xf   

2.11. ( ) 12)( 3 +−= xxf   

2.12. 3
1
23)( −

+
−

=
x
xxf   

2.13. ( ) 23sin)( +−= xxf   
2.14. ( ) 12cos)( +−= xxf   

2.15. 1
4

cos3)( +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

πxxf  
 

2.16. 15)( 3 += −xxf   
 
Задание 3. Вычислить пределы функций. 

3.1. ( )( )
54

112lim 24

3

1 −+
+−−

− xx
xxx

x  3.2. 2

3

1
23lim

xx
xx

x +
−−

−  
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3.3. ( )
22

23lim 23

22

1 −−+
++

− xxx
xx

x  3.4. ( )
22

12lim 23

22

1 −−+
−−
xxx

xx
x  

3.5. ( )
xxx

xx
x 34

32lim 23

22

3 ++
−+

−  3.6. ( )
12

12lim 4

23

1 ++
−−

− xx
xx

x  

3.7. ( ) ( )
xx

xx
x +

+−+
5

3

0
311lim  3.8. 

12
12lim 2

2

1 −−
+−

xx
xx

x  

3.9. 
2
23lim 2

3

1 −−
−−

− xx
xx

x
 3.10. 

254
275lim 23

23

1 +++
+++

− xxx
xxx

x
 

3.11. 
1

23lim 23

3

1 +−−
+−
xxx

xx
x  3.12. 

1
35lim 23

23

1 +−−
+−+

xxx
xxx

x  

3.13. 
23

254lim 3

23

1 −−
+++

− xx
xxx

x  3.14. 
12

1lim 24

4

1 −−
−
xx

x
x  

3.15. 
43

485lim 23

23

2 −+
+++

− xx
xxx

x  3.16. 
43

485lim 23

23

2 +−
−+−

xx
xxx

x  

3.17. 
43

8126lim 23

23

2 +−
−+−

xx
xxx

x  3.18. 
12167
485lim 23

23

2 +++
+++

− xxx
xxx

x  

3.19. 
( )22

3

1
2
23lim

−−

−−
−

xx
xx

x  3.20. 
1

23lim
3

2 −
−−

x
xx

x  

3.21. 
12
23lim 2

3

1 ++
−−

− xx
xx

x  3.22. 
1

12lim 23

2

1 +−−
+−
xxx

xx
x  

3.23. 
12

1lim 24

4

1 −−
−
xx

x
x  3.24. 

22
23lim 23

2

1 −−+
++

− xxx
xx

x  

3.25. 
22

12lim 23

2

1 −−+
−−
xxx

xx
x  3.26. 

xxx
xx

x 34
32lim 23

2

3 ++
−+

−  

3.27. 
12
12lim 4

3

1 ++
−−

− xx
xx

x  3.28. ( ) ( )
25

3

0
311lim

xx
xx

x +
+−+  

3.29. 
12

1lim 2

2

1 −−
−
xx

x
x  3.30. 

18218
9157lim 23

23

3 +++
+++

− xxx
xxx

x  

Задание 4. Вычислить пределы функций. 

4.1. 
2

321lim4 −
−+

x
x

x  4.2. 
38 2

31lim
x

x
x +

−−
−  

4.3. 
3 21

1
1lim
−

−

x
x

x  4.4. 
9

1213lim 23 −
+−+

x
xx

x  

4.5. 
8

26lim 3

3

2 +
+−

− x
x

x  4.6. 
4
2lim

4

16 −
−

x
x

x  
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4.7. 
2

529lim
38 −

−+
x

x
x  4.8. ( )

x
xxx

x
+−+− 121lim

2

0  

4.9. 2

3 2

0
238lim

xx
xx

x +
−++  4.10. 

3 4

33

0
2

2727lim
xx

xx
x

+

−−+  

4.11. 
xx

x
x 21

1lim
3

1 −+
−  4.12. 

330 11
11lim

xx
xx

x −−+
−−+  

4.13. 
xx

x
x 22

24lim
3

2 −+
−  4.14. 

1
1lim 21 −

−
x

x
x

 

4.15. 
xx

x
x 23

39lim
3

3 −+
−  4.16. 

2
26lim

3

2 +
+−

− x
x

x  

4.17. 
xx

x
x 24

416lim
3

4 −+
−   4.18. 

4
529lim

3 28
−

−+

x
x

x  

4.19. 
xx

x
x 221

214
lim

3

2
1

−+

−
 4.20. 

xx
x

x 231
319

lim
3

3
1

−+

−
 

4.21. 
xx

x
x 241

4116
lim

3

4
1

−+

−
 4.22. 

70
11lim

x
xx

x
−−+  

4.23. 
53 2

33

0
2727lim
xx

xx
x

+

−−+  4.24. 
3 23

3 2

0
238lim

xx
xx

x
+

−−+  

4.25. ( )
3

2

0
1321lim

x
xxx

x
+−+−  4.26. 

2
529lim

38 −
−+

x
x

x  

4.27. 
( )3 2

4

16
4

2lim
−

−

x

x
x  4.28. 

3 3

3

2
8

26lim
+

+−
−

x
x

x  

4.29. 
3 24

16
2lim

−

−

x
x

x  4.30. 
38 2

1610lim
x

xx
x +

−−−
−  

Задание 5. Вычислить пределы функций. 
 

5.1. ( )
x

x
x 4sin

sin1lnlim0
+  5.2. 

1
10cos1lim 20
−

−
xx e

x  

5.3. 
x

xx
x 3sin

53lim
2

0
−  5.4. 

xx
x

x 3cos7cos
2cos1lim0 −

−  

5.5. ( )( )xtg
x

x +π 2
4lim0  5.6. ( )( )212

2lim0 +π xtg
x

x  

5.7. 2

3

0 4
cos1lim
x

x
x

−  5.8. 
22

3arcsinlim0 −+ x
x

x  
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5.9. ( )x

x

x 21ln
12lim0 +

−  5.10. ( )( )102sin
2lim0 +π x

xarctg
x  

5.11. ( )
( )( )7sin

71lnlim0 +π
−
x

x
x  5.12. ( )

20 2arcsin
25coslim
x

tgxx
x

π+  

5.13. ( )
xarctg
x

x 34
21ln9lim0

−  5.14. ( )[ ]21cos
131lim0 +π

+−
x

x
x  

5.15. 
xx

x
x π+20

7sinlim  5.16. 
arctgx

x
x 3

24lim0
−+  

5.17. ( )[ ]
( )x

x
x 21ln

1sin2lim0 +
+π   5.18. 

x
xx

x cos1
cos2coslim0 −

−  

5.19. ( )[ ]2sin
11lim0 +π

−+
x
x

x  5.20. ( )[ ]
1

5sinlim 30 −
π+

xx e
x  

5.21. 
xx

x
x 241

4116
lim

3

4
1

−+

−
 5.22. 

70
11lim

x
xx

x
−−+  

5.23. 
53 2

33

0
2727lim
xx

xx
x

+

−−+  5.24. 
3 23

3 2

0
238lim

xx
xx

x
+

−−+  

5.25. ( )
3

2

0
1321lim

x
xxx

x
+−+−  5.26. 

2
529lim

38 −
−+

x
x

x  

5.27. 
( )3 2

4

16
4

2lim
−

−

x

x
x  5.28. 

3 3

3

2
8

26lim
+

+−
−

x
x

x  

5.29. 
3 24

16
2lim

−

−

x
x

x  5.30. 
38 2

1610lim
x

xx
x +

−−−
−  

 
Расчетно-графическая работа№2 

Задание 1. Найти область определения функции 

1.31 ( )1lg
25)(

3
2

arccos

+
+

−=
x
xxf

x

 

 

1.32 ( )
3 42 816

2lg
4)( ++−−
+

= tt
t

ttf  

 

1.33 
z

zzzf z

3
15

4
arcsin)(

7 2
)6lg( −
+−= −  

 

1.34 ( ) 325 sin7lg2)(
2

xxxf x −+−= −   
 

1.35 
4

4)3lg(5)(
2

43

−
++−= +

z

zzzf z  

 

1.36 32 4716
)2lg(

4)( ++−−
+

= tt
t

ttf  

 

1.37 
)1lg(

25)(
3

2
arccos

+
+

−=
x
xxf

x

 

 

1.38 ttttf
1

8 2 3)2lg(16)( ++−−=  
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1.39 325 sin)7lg(2)(
2

xxtf x −+−= −  
 

1.40 
4

4)3lg(5
2

43

−
++−= +

z

zzz z  

 
1.41 3 42 716

)2lg(
4)( ++−−
+

= tt
t

ttf  

 

1.42 ttttf
4

10 2 3)2lg(16)( ++−−=  
 

1.43 ttttf
4

10 2 3)2lg(16)( ++−−=  
 

1.44 3
2

25 cos)7(log6)(
2

xxtf x −+−= −  
 

1.45 ( ) 325 cos9lg7)(
2

xxxf x −+−= −  
 

1.46 ( )
x

zzf 5arcsin4ln)( 2 +−=  

 
1.47 ( )22ln xyz −=  
 

1.48 342 ++= yxz  
 

1.49 ( )yxz 2arccos +=  
 

1.50 ( )4ln 22 −−= yxz  
 

1.51 ( )229ln yxz −−=  
 

1.52 922 −+= yxz  
 

1.53 22

1
yx

z
+

=  

 

1.54 yxxyz −+= 2  
 

1.55 
4

23
22 ++
−

=
yx

yx
z  

 

1.56 yxz coslnln +=  
 

1.57 224
5

yx
z

−−
=  

 

1.58 
yx

xyz
52

3
−

=  

 
1.59 ( )yxz −= 2ln  
 

1.60 226
2

yx
z

−−
=  

 
 

Задание 2. Найти частные производные 
x
z
∂
∂ , 

y
z
∂
∂ , 

x
u
∂
∂ , 

y
u
∂
∂ , 

z
u
∂
∂  

2.17. 
x
yz arcsin=  ( )3233 xyyxu −+=  

2.18. 
x

yyxz +=  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

z
xyarctgu  

2.19. 
yx

xyz
+

=  arctgxyeyxu z −+= 2ln  



 206

2.20. ( )22ln yxyxz ++=  xyzzyxu 3333 −++=  
2.21. 32423 32 yxxyyxz +−=  

z
yxu +

= sin  

2.22. xxexyz
1

+=  
( )xyzzyxu 3ln 333 −++=  

2.23. ( )
y
xtgyxz 22 +=  zxyxyyzxu 44 22 +++=  

2.24. arctgyxyxz −+= 5ln2  
22 yx

zu
+

−=  

2.25. ( )xyyxz 222 sincossin +=  
z
x

x
z

x
yu −+=  

2.26. 13 24 +−= yxxyz  
y
xzarctgu =  

2.27. 
x

yxz +
= arcsin  

xyzeu −=  

2.28. 42 3 xxyyz −−=  ( )2222ln zyxu −+=  

2.29. 322 ++= yxz  ( )zyxu −+= 33ln  

2.30. ( )yx eez −= ln  
24 yx

zu
+

=  

2.31. 
( )522 yx

yz
−

=  
5 238 zyxu ++=  

2.32. ( )xyx
yz

arcsin3

2

+
=  ( )zyxu −+= 45ln  

2.33. 
3 22 5 yxez +−=  zxyu cos=  

2.34. 
y
xarctgz =  ( ) ( ) yxzzu 34ln2 2 −−+−=  

2.35. ( ) yxyyz sincos −+=  222 zyxu ++=  
2.36. ( )xeyz −−= 2ln  

222

1
zyx

u
−+

=  

2.37. ( )22 yxarcctgz +=  
22 yx

zu
−

=  

2.38. ( )yxctgz 23 −=  
24 yx

zu
+

=  

2.39. ( )xyxz 2cos 3 −=  3 338 zyxu ++=  
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2.40. yxz 32arcsin=  
22

2
yx

xu
+

−=  

2.41. 53 42 xyyxz −=  ( )
z

yxu −
=

sin  

2.42. yarctgxz +=  
222

1
zyx

u
−+

=  

2.43. 423 yyxyxz +−=  ( ) 222ln yxyxu −+=  
2.44. xyz 2arcsin=  3 3227 zyxu ++=  

2.45. 334
6

yx
z

−−
=  ( )zxyarctgu += 2  

2.46. 
yx

yxz
52

4
−

+=  
zy

xu
−

=
2

arcsin  

 
Задание 3. Найти полные дифференциалы указанных функций. 

3.31. 53 42 xyyxz −=  3.32. yarctgxz +=  
3.33. 724 25 yxxyz +=  3.34. ( )22 23ln yxz −=  
3.35. ( )yxz += arcsin  3.36. xyyxz −= 37  
3.37. 4−+= yxez  3.38. 

yx
yxtgz

−
+

=  

3.39. 
x
yctgz =  3.40. 13 24 +−= yxxyz  

3.41. 33222 yxyxz −+=  3.42. 
x

yxz +
= arcsin  

3.43. ( )yxarctgz −=  3.44. xyxz +−= 223  
3.45. ( )yxz += arccos  3.46. xyxz 52 33 +−−=  
3.47. 4237 yyxxz +−=  3.48. xyez −=  
3.49. yxyxz 3sin2 −=  3.50. ( ) 23arcsin xyxyz −=  
3.51. ( ) 222cos xyxz +−=  3.52. 432 35 yxxyz −=  
3.53. ( )yxarctgz −= 2  3.54. xyyxz 222 −+=  
3.55. ( ) 23cos xyxz −+=  3.56. ( )2ln yxyxz −+=  
3.57. 42 3 xxyyz −−=  3.58. ( )3ln 22 +−= xyz  
3.59. ( )yxarctgz −= 4  3.60. 523 22 +−= yxz  

Задание 4. Дана функция z=f(x; y) и точки P1(x1,y1), P2(x2,y2). Найти прибли-
женное значение данной функции в точке P2(x2,y2), исходя из ее точного значе-
ния в точке P1(x1,y1). 
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4.1. 
y
xarctgz =  P1(2; 2) P2(1,92; 2,12) 

4.2. 3 22 12 +−= yxz  P1(6; 3) P2(6,14; 3,16) 

4.3. 225ln yxz −=  P1(1; 2) P2(1,02; 1,85) 

4.4. xxz =  P1(1; 4) P2(1,05; 3,94) 

4.5. 4 22 44 yyxz +−=  P1(2; 4) P2(1,96; 4,16) 

4.6. 22 yxyxz ++=  P1(1; 2) P2(1,02; 1,96) 

4.7. yxxyxz ++−= 23  P1(1; 3) P2(1,06; 2,92) 

4.8. yxyxz 632 −+=  P1(4; 1) P2(3,96; 1,03) 

4.9. 22 32 yxyxz ++=  P1(2; 1) P2(1,96; 1,04) 

4.10. 1222 −+++= yxyxz  P1(2; 4) P2(1,98; 3,91) 

4.11. 22 23 yxyxz +−=  P1(-1; 3) P2(-0,98; 2,97) 

4.12. yxyxz 4522 ++−=  P1(3; 3) P2(3,02; 2,98) 

4.13. xyxyz 532 2 −+=  P1(3; 4) P2(3,04; 3,95) 

4.14. xyxyz 22 2 −+=  P1(1; 2) P2(0,97; 2,03) 

4.15. 3 22 yxz +=  P1(1; 0) P2(1,02; 0,05) 

4.16. 25 yez x +=  P1(0; 2) P2(0,02; 2,03) 

4.17. ( )33ln yxz +=  P1(1; 0) P2(1,02; 0,05) 

4.18. yxz =  P1(1; 4) P2(1,02; 4,05) 
4.19. yexz 8sin 2 +=  P1(π/2; 0) P2(1,55; 0,015) 

4.20. 
x
yarctgz =  P1(1; 1) P2(0,95; 1,02) 

4.21. yxz =  P1(1; 2) P2(1,03; 2,04) 
4.22. ( )32 26ln −−= yxz  P1(3; 1) P2(3,02; 0,96) 

4.23. xyxyz 22 2 −+=  P1(1; 2) P2(0,97; 2,03) 

4.24. xyxyz 532 2 −+=  P1(3; 4) P2(3,04; 3,95) 

4.25. yxyxz 4522 ++−=  P1(3; 3) P2(3,02; 2,98) 

4.26. 22 23 yxyxz +−=  P1(-1; 3) P2(-0,98; 2,97) 

4.27. 22 yxyxz ++=  P1(1; 3) P2(1,06; 2,92) 

4.28. yxxyxz ++−= 23  P1(4; 1) P2(3,96; 1,03) 

4.29. yxyxz 632 −+=  P1(2; 2) P2(1,92; 2,12) 

4.30. yxyxz 3622 ++−=  P1(2; 3) P2(2,02; 2,97) 
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Задание 5. Вычислить значение производной сложной функции u=u(x; y), где 

⎩
⎨
⎧

=
=

).(
),(
tyy
txx

  

 
5.1. yxeu 2−=  tx sin=  3ty =  
5.2. ( )yx eeu −+= ln  2tx =  3ty =  
5.3. xyu =  ( )1ln −= tx  2/tey =  
5.4. 22 +−= xyeu  tx sin=  ty cos=  
5.5. yexu 2=  tx cos=  ty sin=  
5.6. ( )yx eeu += ln  2tx =  3ty =  
5.7. yxu =  tex =  ty ln=  
5.8. xyeu 2−=  tx sin=  3ty =  
5.9. yexu −= 2  tx sin=  ty 2sin=  
5.10. ( )yx eeu += −ln  2tx =  3ty =  
5.11. 12 −−= xyeu  tx cos=  ty sin=  

5.12. 
y
xu arcsin=  tx sin=  ty cos=  

5.13. 
y
xu 2arccos=  tx sin=  ty cos=  

5.14. 
1

2

+
=

y
xu  

tx 21−=  arctgty =  

5.15. 
y
xu =  

tex =  tey 22 −=  

5.16. ( )yx eeu 2ln −− +=  2tx =  3

3
1 ty =  

5.17. 32 ++= yxu  tx ln=  2ty =  

5.18. 
y

xu
2

arcsin=  
tx sin=  ty cos=  

5.19. 
x
yu

2

=  
tx 21−=  arctgty +=1  

5.20. 
y
x

x
yu −=  tx sin=  ty cos=  

5.21. 32 ++= yxu  tx ln=  2ty =  

5.22. 
y

xu
2

arcsin=  tx sin=  ty cos=  
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5.23. 
x
y

y
xu −=  tx 2sin=  ttgy 2=  

5.24. 3++= yxu  tx ln=  2ty =  

5.25. 
x
yu =  

tex =  tey 21−=  

5.26. 
y
xu 2arcsin=  tx sin=  ty cos=  

5.27. ( )yx eeu += 2ln  2tx =  4ty =  
5.28. ( )yxarctgu +=  22 += tx  24 ty −=  
5.29. 322 ++= yxu  tx ln=  3ty =  
5.30. ( )xyarctgu =  3+= tx  tey =  

 
Задание 6. Найти вторые частные производные указанных функций. 
 

6.1. yxyxz sin23 +=  6.2. yyxz cos3 +=  
6.3. 

22 yxez −=  6.4. 
y
xtgz =  

6.5. ( )yxz −= 2sin  6.6. ( )yxz −= arcsin  
6.7. ( )yxarcctgz 3−=  6.8. 

222 yxez +=  
6.9. 

224 yxez +=  6.10. xytgz =  

6.11. yxz 3sin=  6.12. ( )yxz −= 4arccos  

6.13. ( )yxarctgz −= 2  6.14. yxez +=  
6.15. ( )yxz 5arccos −=  6.16. ( )323cos yxz −=  
6.17. ( )42 35ln yxz −=  6.18. ( )43ln −= xyz  
6.19. ( )yxctgz +=  6.20. ( )2cos xyz =  
6.21. ( )yxarctgz +=  6.22. ( )yxz += 2arccos  
6.23. ( )42 23ln yxz −=  6.24. 

x
yctgz =  

6.25. ( )5cos 22 −= yxz  6.26. ( )yxz 2arcsin −=  
6.27. ( )yxarctgz 25 +=  6.28. ( )32 54ln yxz −=  
6.29. ( )yxz += 4arcsin  6.30. xyz sin=  
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Задание 7. Проверить, удовлетворяет ли указанному уравнению данная функ-
ция. 

7.1. 02 2

2
2

2

2

2
2 =

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

y
uy

yx
uxy

x
ux  y

xu =  

7.2. ( )333 yx
y
uy

x
ux −=

∂
∂

+
∂
∂  33ln yx

y
xu −+=  

7.3. 02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
u

x
u  ( )( )22 1ln ++= yxu  

7.4. ( )
x
uxy

yx
uy

∂
∂

+=
∂∂

∂ ln1
2

 
yxu =  

7.5. u
y
uy

x
ux 2=

∂
∂

+
∂
∂  

yx
xyu
+

=  

7.6. 02

2
2

2

2
2 =

∂
∂

+
∂
∂

y
uy

x
ux  

xyeu =  

7.7. 2

2

2

2
2

y
u

x
ua

∂
∂

=
∂
∂  ( )ayxu −= 2sin  

7.8. 02

2
2

2

2
2 =

∂
∂

−
∂
∂

y
uy

x
ux  

x
yyu =  

7.9. 02

2

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
u

y
u

x
u  

222

1
zyx

u
++

=  

7.10. 2

2

2

2
2

y
u

x
ua

∂
∂

=
∂
∂  

( )ayxeu +−= cos  

7.11. 0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
u

y
u

x
u  

))()(( xzzyyxu −−−=

7.12. u
y
uy

x
ux =

∂
∂

+
∂
∂  

x
yxu ln=  

7.13. 0=
∂
∂

−
∂
∂

y
ux

x
uy  ( )22ln yxu +=  

7.14. 022 =+
∂
∂

−
∂
∂ y

y
uxy

x
ux  ( )xy

x
yu arcsin
3

2

+=  

7.15. 022 2

2
2

2

2

2
2 =+

∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂
∂ xy

y
uy

yx
uxy

x
ux  

xyeu =  

7.16. 0
2

=
∂∂

∂
yx

u  xy
yxarctgu

−
+

=
1

 

7.17. 02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
u

x
u  ( )12ln 22 +++= xyxu  
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7.18. 0=+
∂
∂

+
∂
∂ u

y
uy

x
ux  22

32
yx
yxu

+
+

=  

7.19. 1
222

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

z
u

y
u

x
u  

222 zyxu ++=  

7.20. u
y
uy

x
ux 2=

∂
∂

+
∂
∂  ( )

y
xtgyxu 22 +=  

7.21. 09 2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
u

x
u  

( ) ( )yxeu yx 3sin3 += +−  

7.22. 02 2

2
2

2

2

2
2 =

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

y
uy

yx
uxy

x
ux  x

y

xeu =  

7.23. 02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
u

x
u  x

yarctgu =  

7.24. 0=
∂
∂

+
∂
∂

y
uy

x
ux  

y
xarctgu =  

7.25. 
yx

u
x
u

x
u

y
u

∂∂
∂

⋅
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂ 2

2

2

 ( )yexu −+= ln  

7.26. 0=
∂
∂

+
∂
∂

y
uy

x
ux  

yx
xu
+

= arcsin  

7.27. 2

11
y
u

y
u

yx
u

x
=

∂
∂

+
∂
∂  

( )522 yx
yu
−

=  

7.28. 
yx
yx

y
u

x
u

−
+

=
∂
∂

+
∂
∂  

yx
yxu

−
+

=
22

 

7.29. 
u
y

y
u

x
u 2

=
∂
∂

+
∂
∂  

22 yxyu +=  

7.30. 02

2

2

2

=
∂
∂

−
∂
∂

y
u

x
u  

( )22ln yxu −=  

 
Задание 8. 1. Даны функция z=z(x, y), точка A(x0, y0) и вектор l

r
. Найти:  

1) grad z в точке A, 
2) производную в точке A по направлению вектора l

r
. 

 
8.1. 22 yxyxz ++=  A (1, 1) jil

rrr
−= 2  

8.2. 22 32 yxyxz ++=  A (2, 1) jil
rrr

43 −=  
8.3. )35ln( 22 yxz +=  A (1, 1) jil

rrr
23 +=  

8.4. )45ln( 22 yxz +=  A(1, 1) jil
rrr

−= 2  
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8.5. xyxz 65 2 +=  A (2, 1) jil
rrr

2+=  
8.6. ( )2xyarctgz =  A (2, 3) jil

rrr
34 −=  

8.7. 
y

xz
2

arcsin=  
A (1, 2) jil

rrr
125 −=  

8.8. )43ln( 22 yxz +=  A (1, 3) jil
rrr

−= 2  
8.9. 324 23 yxxz +=  A (-1, 2) jil

rrr
34 −=  

8.10. 222 53 xyyxz +=  A (1, 1) jil
rrr

+= 2  
8.11. 22 yxyxz ++=  A (1, 1) jil

rrr
−= 2  

8.12. 22 32 yxyxz ++=  A (2, 1) jil
rrr

43 −=  
8.13. )35ln( 22 yxz +=  A (1, 1) jil

rrr
23 +=  

8.14. )45ln( 22 yxz +=  A(1, 1) jil
rrr

−= 2  
8.15. xyxz 65 2 +=  A (2, 1) jil

rrr
2+=  

8.16. ( )2xyarctgz =  A (2, 3) jil
rrr

34 −=  

8.17. 
y

xz
2

arcsin=  
A (1, 2) jil

rrr
125 −=  

8.18. )43ln( 22 yxz +=  A (1, 3) jil
rrr

−= 2  
8.19. 324 23 yxxz +=  A (-1, 2) jil

rrr
34 −=  

8.20. 222 53 xyyxz +=  A (1, 1) jil
rrr

+= 2  
 
 2. Найти градиент и производную функции z=z(x, y) в заданной точке 
A(x0, y0) в направлении вектора l

r
, составляющего угол α с положительным на-

правлением оси Ox. 

8.21. 32

4
1

3
1 xyxz +=  A (1, -1) 

4
π

=α  

8.22. yxtgxz sin2−+=  
A ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ

3
,

4
 

4
π

=α  

8.23. xyyxz += 23  A (2, 2) 
6
π

=α  

8.24. xyxz 2)cos(2 ++=  
A ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ

6
,

6
 

3
π

=α  

8.25. 1)sin( −+= yxxz  
A ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ

6
,

6
 

4
π

=α  

8.26. )ln( 22 yxz +=  A (3, 4) 
6
π

=α  
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8.27. 43

4
1

3
1 yxz +=  A (1, -2) 

4
π

=α  

8.28. xxtgyz cos+=  
A ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ

4
,

6
 

4
π

=α  

8.29. xyyxz −+= )2ln(  A (1, 1) 
3
π

=α  

8.30. 
22 yxez −=  A (2, 2) 

6
π

=α  

 
Задание 9. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к заданной по-
верхности S в точке M0 (x0, y0, z0). 
 

9.1. 0846: 222 =+−+++ xzzyxS  M0 (2, 1, -1) 

9.2. 024: 222 =++− xyzyxS  M0 (-2, 1, 2) 

9.3. 073: 222 =−+−++ zxyzyxS  M0 (1, 2, 1) 

9.4. 0846: 222 =−++++ xyzyxS  M0 (-1, 1, 2) 

9.5. 01342: 222 =−++−+− yzzyxS  M0 (2, 1, -1) 

9.6. 0446: 222 =++−++ zyzyxS  M0 (2, 1, -1) 

9.7. 04635: 22 =−+−+ yyzzxS  M0 (1, 2, -3) 

9.8. 0: 22 =−−+ yzxzyxS  M0 (0, 2, 2) 

9.9. 0222: 222 =−−+−++ zyzyzyxS  M0 (1, 1, 1) 

9.10. 022: 222 =−+−−+ zxxzzyxS  M0 (1, 1, 1) 

9.11. 022: 22 =−−+−+ zyxxyyxS  M0 (-1, -1, 1) 

9.12. 032: 22 =++−− zyxyyxS  M0 (1, -1, 1) 

9.13. 022: 22 =−−−−− zyxxyyxS  M0 (-1, 1, 1) 

9.14. 01342: 222 =−−++− yxzzyxS  M0 (3, 1, 2) 

9.15. 09344: 22 =−+−+− zxzxyzyS  M0 (1, -2, 1) 

9.16. 023: 22 =+−+−−+ zyxxyyxS  M0 (2, 1, 0) 

9.17. 0322: 222 =−+++− xzxyzyxS  M0 (1, 2, 1) 

9.18. 084: 222 =−++−+ xxzzyxS  M0 (1, 1, 2) 

9.19. 01424: 222 =−+−+− yxzyxS  M0 (3, 1, 4) 

9.20. 0542: 222 =+++−− xzzyxS  M0 (-2, 1, 0) 

9.21. 0113: 22 =−−+−+ xyzxzyxS  M0 (1, 4, -1) 

9.22. 0842: 222 =−−++ xzzyxS  M0 (0, 2, 0) 

9.23. 022: 222 =−−− yzyxS  M0 (-1, -1, 1) 
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9.24. 023: 222 =++−+ zxyzyxS  M0 (1, 0, 1) 

9.25. 06262: 222 =++−+− yxzyxS  M0 (1, -1, 1) 

9.26. 086: 222 =−−+−+ zxyzyxS  M0 (1, 1, 0) 

9.27. 0102432: 22 =+−−+− zyxyxS  M0 (-1, 1, 3) 

9.28. 01534: 22 =−−+−+ zxxyyxS  M0 (-1, 3, 4) 

9.29. 010542: 22 =−−−++ zyxyyxS  M0 (-7, 1, 8) 

9.30. 01332: 22 =+−++− zxxyyxS  M0 (1, -1, 2) 
 
Задание 10. Исследовать на экстремум следующие функции: 
 

10.1. xyyxz 633 −+=  
10.2. 152 2223 ++++= yxxyxz  
10.3. 2244 yxyxz −−−=  
10.4. 206922 +−++−= yxyxyxz  
10.5. xyyxyxz −−−+= 2263  
10.6. 168 33 +−+= xyyxz  
10.7. xyyxz 333 −+=  
10.8. yxxyxz 12153 23 −−+=  
10.9. 568 33 +−+= xyyxz  
10.10. 22 22151 yxyxxz −−−+=  
10.11. xyyxxz −−−+= 2261  
10.12. 201839623 ++−−+= yxxyyxz  
10.13. 5622 33 +−+= xyyxz  
10.14. 10933 33 +−+= xyyxz  
10.15. 122 +−+++= yxyxyxz  
10.16. ( ) 224 yxyxz −−−=  
10.17. ( ) 22 336 yxyxz −−−=  
10.18. yxyxyxz 9622 −−++=  
10.19. ( ) 1022 22 −+−= yxz  
10.20. ( ) 15 22 ++−= yxz  
10.21. xyyxz 333 −+=  
10.22. 22 422 yxxyz −−=  
10.23. 2352 22 +−−= yxxyz  
10.24. ( )yxxyz −−= 12  
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10.25. 922 +−−= yxxyz  
10.26. 10232 22 +−−= yxxyz  
10.27. 168 33 +−+= xyyxz  
10.28. 206922 +−++−= yxyxyxz  
10.29. yxxyyxz ++−+= 22  
10.30. ( ) 22 21 yxz +−=  

 
Задание 11. Найти наибольшее или наименьшее значение функции z=f(x, y) в 
области D, ограниченной заданными линиями: 
 

11.1. xyyxz −+= 3  0,4,: === xyxyD  
11.2. yxxyz 2−−=  0,,3: === yxyxD  
11.3. yxxyxz 8422 +−+=  0,1,0: === xxyD  

11.4. 22 35 yxyxz +−=  1,0,1,0: ==== yxxyD  

11.5. xyxyxz 42 22 −−+=  3,01: ==+− xyxD  

11.6. 82222 +−−+= yxyxz  01,0,0: =−+== yxyxD  

11.7. yxyxz +−= 232  6,0,1,0: ==== yyxxD  

11.8. 2263 yxyxyxz −−−+=  0,1,0: === yxxD  

11.9. 1642 22 −−+−= xxyyxz  03,0,0: =−+== yxyxD  

11.10. 1022 −+= xyxz  4,0: 2 −== xyyD  
11.11. yxxyz −−= 2  4,0,3,0: ==== yyxxD  

11.12. xyxz −= 2

2
1  

22,8: xyyD ==  

11.13. 22233 22 +−−+= yxyxz  01,0,0: =−+== yxyxD  

11.14. 132 22 ++= yxz  
0,

4
99: 2 =−= yxyD  

11.15. 14222 ++−−= xxyyxz  01,0,3: =++=−= yxyxD  

11.16. 133 22 +−−+= yxyxz  01,0,5: =−−== yxyxD  

11.17. xyxyxz 4
2
122 22 −−+=  

0,2,2: === xyxyD  

11.18. xyxyxz 2
2
52 22 −+−=  

2,0,2,0: ==== yyxxD  

11.19. yxxyz 23 −−=  4,0,4,0: ==== yyxxD  
11.20. 22 −+= xyxz  0,44: 2 =−= yxyD  
11.21. ( ) xyyyxyxz −+−−= 42  0,0,6: ==−= xyxyD  

11.22. xyyxz 333 −+=  2,1,2,0: =−=== yyxxD  
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11.23. ( ) 224 yxyxz −−−=  0,42,42: ==−=+ xyxyxD  

11.24. xxyyxz 4222 −+−=  01,0,3: =+−== yxyxD  

11.25. yxyxxyz 44996 22 ++−−= 2,0,1,0: ==== yyxxD  

11.26. yxyxyxz 222 22 +−−+=  02,0,2: =+−== yxyxD  

11.27. 2224 yxz −−=  21,0: xyyD −==  
11.28. 435 22 ++−= yxyxz  1,1,1,2: =−==−= yyxxD  

11.29. 22 42 yxxyxz −++=  02,0,0: =++== yxyxD  

11.30. 22322 yxyxyxz −−=  06,0,0: =−+== yxyxD  
 

 
Методические рекомендации 

Функция. Предел. Непрерывность. 
 

 Пример. {xn} = {(-1)n} или {xn} = -1; 1; -1; 1; … 
                {xn} = {sinπn/2} или {xn} = 1; 0; 1; 0; … 
 Пример. {xn} = n – ограничена снизу  {1, 2, 3, … }. 

 Пример.  Доказать, что предел последовательности lim 0)1(
=

−
n

n

. 

 

Пусть при n > N верно ε<−
−

n

n)1(0 , т.е.  ε<
n
1 . Это верно при 

ε
1

>n , таким образом, если 

за N взять целую часть от 
ε
1 , то утверждение, приведенное выше, выполняется. 

 

 Пример. Показать, что при n→∞ последовательность 3, 
n
12,...,

4
12,

3
12,

2
12 +  имеет 

пределом число 2. 
 
 Итого: {xn}= 2 + 1/n;    1/n = xn – 2 

Очевидно, что существует такое число n, что ε<=−
n

xn
12 , т.е. lim {xn} = 2. 

 Пример. {xn} = 1/n – убывающая и ограниченная 
     {xn} = n – возрастающая и неограниченная. 
 

 Пример. Доказать, что последовательность {xn}=
12 +n

n  монотонная возрастающая. 

 

 Найдем член последовательности {xn+1}= 
32

1
122

1
+
+

=
++

+
n
n

n
n  

Найдем знак разности: {xn}-{xn+1}= =
++

−−−−+
=

+
+

−
+ )32)(12(

12232
32

1
12

22

nn
nnnnn

n
n

n
n  

0
)32)(12(

1
<

++
−

=
nn

, т.к. n∈N, то знаменатель положительный при любом n. 



 218

Таким образом, xn+1 > xn. Последовательность возрастающая, что и следовало доказать. 
 
 
 Пример. Выяснить является возрастающей или убывающей последовательность 

{xn} = n

n
5

. 

 

 Найдем 11 5
1

++
+

= nn
nx .  Найдем разность =

⋅
−+

=−
⋅
+

=−+ nnnnn
nnnnxx

55
51

555
1

1  

n

n
55
41
⋅
−

= , т.к.  n∈N, то 1 – 4n <0, т.е. хn+1 < xn. Последовательность монотонно убывает. 

 
Следует отметить, что монотонные последовательности ограничены по крайней мере с одной 
стороны. 

 Пример. Найти предел 
x

xtg
x 7sin

5lim
0→

 

Так как tg5x ~ 5x и sin7x ~ 7x при х → 0, то, заменив функции эквивалентными бесконечно 
малыми, получим: 

7
5

7
5lim

7sin
5lim

00
==

→→ x
x

x
xtg

xx
 

 

 Пример. Найти предел 
x

x
x cos1
lim

3

0 −→
. 

Так как 1 – cosx = 
2

2

2
2~

2
sin2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ xx  при х→0, то 02lim

2

lim
cos1

lim
02

3

0

3

0
===

− →→→
x

x
x

x
x

xxx
. 

 

 Пример. Найти предел .lim
sin

lim 2020
∞==

→→ x
x

x
tgx

xx
 

 
 Если α и β - бесконечно малые при х→а, причем β - бесконечно малая более высокого 
порядка, чем α, то γ = α + β - бесконечно малая, эквивалентная α. Это можно доказать сле-

дующим равенством 11limlim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

→→ α
β

α
γ

axax
. 

 Тогда говорят, что α - главная часть бесконечно малой функции γ. 
 
 Пример.  Функция х2 +х – бесконечно малая при х→0, х – главная часть этой функ-
ции. Чтобы показать это, запишем α = х2, β = х, тогда 

1)1(limlim,0lim
0

2

0

2

0
=+=

+
=

→→→
x

x
xx

x
x

xxx
. 

 Пример. Найти предел. 

n
m

nx
mx

nx
tgmx

xx
==

→→ 00
lim

sin
lim  

 
Пример. Найти предел. 
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0
2

0
2

00

0

00

0

0

0

cos
1

cos
11

coscos
1lim

)sin(
lim

coscos)(
)sin(

limlim
0000 xxxxxx

xx
xxxx

xx
xx
tgxtgx

xxxxxxxx
=⋅=⋅

−
−

=
−

−
=

−
−

→→→→
 

 Пример. Найти предел. 
 

22
1

)4/(22
)4/sin(lim

4

)4/sin(
2

2

lim
4
cossinlim

4/4/4/
−=

−
−−

=
−

−−
=

−
−

→→→ x
x

x

x

x
xx

xxx π
π

π

π

π πππ
 

 
 Пример. Найти предел. 
 

2
1sinlim

2
)2/cos(lim

22
2/
2/

2
coslim

002/
==

−
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=−
−=
−=

=
− →→→ y

y
y

y
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x
x

yyx

π

πππ
π
π

ππ
 

 
 

 
 Пример. Найти предел. 
 

4
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4433
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4

41lim41lim4lim
1

1
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1
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e
zz
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z

z

y

y

y
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⎠
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⎞
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⎛
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∞→
∞→
−=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

∞→∞→
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+

∞→

+

∞→

+
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 Пример. Найти предел   
128
86lim 2

2

2 +−
+−

→ xx
xx

x
. 

 
 Для нахождения этого предела разложим на множители числитель и знаменатель дан-
ной дроби. 
 

x2 – 6x + 8 = 0;                                    x2 – 8x + 12 = 0; 
D = 36 – 32 = 4;                                 D = 64 – 48 = 16; 

x1 = (6 + 2)/2 = 4;                               x1 = (8 + 4)/2 = 6; 
x2 = (6 – 2)/2 = 2 ;                               x2 = (8 – 4)/2 = 2; 

 

Тогда 
2
1

4
2

6
4lim

)6)(2(
)4)(2(lim

22
==

−
−

=
−−
−−

→→ x
x

xx
xx

xx
 

 
 Пример. Найти предел. 
 

xx
xxxx

x −
+−−++

→ 2

22

0

11lim   домножим числитель и знаменатель дроби на сопряженное вы-

ражение: 
)11)(1(

2lim
)11)(1(

11lim
22022

22

0 xxxxxx
x

xxxxxx
xxxx

xx +−+++−
=

+−+++−

−+−++
→→

=  



 220

= 1
)11(1

2
−=

+⋅−
. 

 
  

Пример. Найти предел. 
 

{ }
6
1

33
23

)3)(3(
)3)(2(lim)3)(2(65

9
65lim

3

2
2

2

3
=

+
−

=
+−
−−

=−−=+−=
−
+−

→→ xx
xxxxxx

x
xx

xx
 

 

 Пример. Найти предел 
23

6116lim 2

23

1 +−
−+−

→ xx
xxx

x
. 

 
 Разложим числитель и знаменатель на множители. 

x2 – 3x + 2 = (x – 1)(x – 2) 
x3 – 6x2 + 11x – 6 = (x – 1)(x – 2)(x – 3), т.к. 

 
 

x3 – 6x2 + 11x – 6    x - 1 
                                                       x3 – x2                      x2 – 5x + 6 
                                                         - 5x2 + 11x 
                                                         - 5x2 + 5x 
                  6x - 6 
        6x - 6       
              0 
 

x2 – 5x + 6 = (x – 2)(x – 3) 

Тогда 2
)2)(1(

)3)(2)(1(lim
1

−=
−−

−−−
→ xx

xxx
x

 

 
 Пример. Найти предел. 

aa
h

hha

h
ha

h

hahha

h
ahaha

hh

hhh

sin)2/1(sin2
)2/(4

)2/(sin2lim)sin(lim2

)1)(coshsin(2lim
)sin(2

2
2cos

2
22sin2

limsin)sin(2)2sin(lim

2

2

00

202020

−=−⋅=
−

⋅+=

=
−+

=
+−

+

=
++−+

→→

→→→

 Пример. Функция f(x) = 
х
1  имеет в точке х0 = 0 точку разрыва 2 – го рода, т.к. 

−∞=+∞=
−→+→

)(lim;)(lim
0000

xfxf
xx

. 
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… Graphics …
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 Пример. f(x) = 

x
xsin  

Функция не определена в точке х = 0, но имеет в ней конечный предел 1)(lim
0

=
→

xf
x

, т.е. в 

точке х = 0 функция имеет точку разрыва 1 – го рода. Это – устранимая точка разрыва, т.к. 
если доопределить функцию: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
=

0,1

0,sin
)(

xпри

xпри
x

x
xf  

 
 
График этой функции: 
 

-20 -10 10 20

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
 
 

 Пример.  f(x) = 
x
x =

⎩
⎨
⎧

<−
>

0,1
0,1

xпри
xпри

 

 
                y 
       
      1 

 
 

      0   x 
 

      -1 
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 Эта функция также обозначается sign(x) – знак х. В точке х = 0 функция не определе-
на. Т.к. левый и правый пределы функции различны, то точка разрыва – 1 – го рода. Если до-
определить  функцию в точке х  = 0, положив f(0) = 1, то функция будет непрерывна справа, 
если положить f(0) = -1, то функция будет непрерывной слева, если положить f(x) равное ка-
кому- либо числу, отличному от 1 или –1, то функция не будет непрерывна ни слева, ни 
справа, но во всех случаях  тем не менее  будет иметь в точке х = 0 разрыв 1 – го рода. В этом 
примере точка разрыва 1 – го рода не является устранимой. 
 Таким образом, для того, чтобы точка разрыва 1 – го рода была устранимой, необхо-
димо, чтобы односторонние пределы справа и слева были конечны и равны, а  функция была 
бы в этой точке не определена. 

 Пример. 
x

y 1sin=  

 
 

- 3 - 2 - 1 1 2 3

- 1

- 0 . 5

0 . 5

1

 
 Функция 

x
y 1sin=  непрерывна на интервале (0, а), но не является на нем равномерно 

непрерывной, т.к. существует такое число ∆>0 такое, что существуют значения х1 и х2 такие, 
что⎪f(x1) – f(x2)⎪>ε, ε - любое число при условии, что х1 и х2 близки к нулю. 
 Пример. Исследовать на непрерывность функцию и определить тип точек разрыва, 
если они есть. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≤≤−+

−<+

=
1,2

11,2
1,4

)( 2

xx
xx

xx
xf  

3)(lim

3)(lim

01

01

=

=

+−→

−−→

xf

xf

x

x                                       
2)(lim

3)(lim

01

01

=

=

+→

−→

xf

xf

x

x  

 
в точке х = -1 функция непрерывна             в точке х = 1 точка разрыва 1 – го рода       
            
      у 
           3 
 
           2 
 
 
   
      -4                       -1      0        1      х 
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Пример. Исследовать на непрерывность функцию и определить тип точек разрыва, 
если они есть. 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<<+

≤

=
1,

10,1
0,cos

)( 2

xx
xx

xx
xf  

1)(lim

1)(lim

00

00

=

=

+→

−→

xf

xf

x

x                                       
1)(lim

2)(lim

01

01

=

=

+→

−→

xf

xf

x

x  

 
в точке х = 0 функция непрерывна             в точке х = 1 точка разрыва 1 – го рода                          
 
                у 
 
      
      2 
       
          1 
 
                                               -π       -π/2         0      1                                   x 
 
 
 
 
 

Комплексные числа. 

 Пример. Даны два комплексных числа iziz 27;
2
71 21 −−=−= . Требуется а) найти 

значение выражения 

4

27
2
71

−

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−

i

i
в алгебраической форме, б) для числа iz 322 −=  найти 

тригонометрическую форму, найти z20, найти корни уравнения .03 =+ zw  
 
 
a) Очевидно, справедливо следующее преобразование: 

 

444

4

72
2716

72
414

414
72

27
2
71

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−−
−

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

− −

−

i
i

i
i

i
i

i

i
 

 
Далее производим деление двух комплексных чисел: 
 

.
53
53

494
1444914

)72)(72(
)72)(27(

72
27 iiii

ii
ii

i
i

−=
−

=
+

+−−−
=

+−
+−−

=
−
−−  



 224

 
Получаем значение заданного выражения: 16(-i)4 = 16i4 =16. 
 
 
б) Число iz 322 −=  представим в виде )sin(cos ϕ+ϕ= irz , где  
 

( ) 0603;4124 −=−==ϕ=+== arctg
a
barctgzr  

Тогда )60sin60(cos4 00 iz −= . 
 
Для нахождения 20z  воспльзуемся формулой Муавра. 
 

=+π⋅−+π⋅=−= ))12023sin()12023(cos(4)1200sin1200(cos4 0020002020 iiz  

.
2
3

2
14)120sin120(cos4 200020

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=−= ii  

 
Если 03 =+ zw , то 3 zw =  
 

.;
3

260sin
3

260cos4
3
2sin

3
2cos

00
333 Zkkikkikrz ∈⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π+−
+

π+−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π+ϕ

+
π+ϕ

=  

 
Дифференциальное исчисление функции 

одной переменной. 
 

 Пример.  Найти производную функции xxxxy 2cos
2
1sincos += . 

 

Сначала преобразуем данную функцию: xxy 2cos
2
12sin

2
1

+=  

.2coscossin2cos2sin
2
1)sin(cos2

2
12cos2

2
12sin

2
1 xxxxxxxxxxxxy =−+=−++=′  

 

 Пример.  Найти производную функции 
12

2 2

+
=

x
exy

x

. 
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)1(
)1(2

)1(
22222

)1(
)2()1)(22(

2

22222222

+
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=

=
+
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=

+
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x
xxxe

x
exexxeexex

x
exxxxexxey

x

xxxxxxxx

 

 

 Пример. Найти производную функции 
x

xxtgy
sin2

ln −=  
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x
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x
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x
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y
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1
sin
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2
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2
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=
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=
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−
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 Пример. Найти производную функции 8

4

1
2

x
xarctgy
−

=  
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 Пример. Найти производную функции xexy x ln

22=  
 

( ) ( )
)ln2ln21(

ln)1(2ln221ln

2

2222

2

2222222

xxxxe

xexxxexexxexxe
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x
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Формула Тейлора. 

 Пример: Вычислить sin28013′15′′. 
 

Для того, чтобы представить заданный угол в радианах, воспользуемся соотношения-
ми: 

 

10 = 
180
π ;                   280

180
28π

= ; 

1′
18060 ⋅

=
π ;              

18060
1331
⋅
π

=′ ; 

1806060
1

⋅⋅
=′′

π ;            
1806060

1551
⋅⋅

=′′
π ; 

 

492544,0
6060

151360606028
1801806060

15
18060
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285131280 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅
+⋅+⋅⋅

=
⋅⋅

+
⋅

+=′′′ ππππ рад 

 
Если при разложении по формуле Тейлора ограничиться тремя первыми членами, получим:   

sinx = 472871,0000242,0019915,0492544,0
1206

53

=+−=+−
xxx . 

Сравнивая полученный результат с точным значением синуса этого угла, 
 

sin 5131280 ′′′ = 0,472869017612759812, 
видим, что даже при ограничении всего тремя членами разложения, точность составила 
0,000002, что более чем достаточно для большинства практических технических задач. 
 



 226

Раскрытие неопределенностей. 
 

Правило Лопиталя. 

 Пример: Найти предел 
ee

xx
xx −
+−

→

ln1lim
2

1
. 

 
Как видно, при попытке непосредственного вычисления предела получается неопре-

деленность вида 
0
0 . Функции, входящие в числитель и знаменатель дроби удовлетворяют 

требованиям теоремы Лопиталя. 

f′(x) = 2x + 
х
1 ;         g′(x) = ex; 

 

eee
x

x
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xf
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)(
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1
=

+
=

+
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′
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→
; 

 

Пример: Найти предел 
1

2lim 3

−

−
∞→

x
x

e

arctgxπ . 
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xf
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−=′ ;        2

3 3)(
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3
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−
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⎢
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x

x
ex

x . 

 
 Если при решении примера после применения правила Лопиталя попытка вычислить 
предел опять приводит к неопределенности, то правило Лопиталя может быть применено 
второй раз, третий и т.д. пока не будет получен результат. Естественно, это возможно только 
в том случае, если вновь полученные функции в свою очередь удовлетворяют требованиям 
теоремы Лопиталя. 

 Пример: Найти предел x

x

x ex
xe
+∞→

2
lim . 
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 Следует отметить, что правило Лопиталя – всего лишь один из способов вычисления 
пределов. Часто в конкретном примере наряду с правилом Лопиталя может быть использо-
ван и какой – либо другой метод (замена переменных, домножение и др.). 
 
 

 Пример:  Найти предел 
xx

xee xx

x sin
2lim

0 −
−− −

→
. 

 
2)( −+=′ −xx eexf ;              xxg cos1)( −=′ ; 

0
0

11
211

cos1
2lim

0
=

−
−+

=
−

−+ −

→ x
ee xx

x
 - опять получилась неопределенность. Применим правило Ло-

питаля еще раз. 
 

xx eexf −−=′′ )( ;             xxg sin)( =′′ ; 

0
0

0
11

sin
lim

0
=

−
=

− −

→ x
ee xx

x
 - применяем правило Лопиталя еще раз. 

 
xx eexf −+=′′′ )( ;               xxg cos)( =′′′ ; 

2
1
2

cos
lim

0
==

+ −

→ x
ee xx

x
; 

 
 Неопределенности вида 00 ;1;0 ∞∞  можно раскрыть с помощью логарифмирова-
ния. Такие неопределенности встречаются при нахождении пределов функций вида 

[ ] )()( xgxfy = , f(x)>0 вблизи точки а при х→а. Для нахождения предела такой функции доста-
точно найти предел функции lny = g(x)lnf(x). 
 
 Пример: Найти предел x

x
x

x
0
0

lim
>
→

. 

 
Здесь y = xx,   lny = xlnx. 

Тогда ;0lim
/1
/1lim

1
lnlimlnlimlnlim

0
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правило
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x
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. Следовательно   

1limlim;0limlnlnlim
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→
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>
→

>
→

x

x
x

x
x

x
x

x
x

xyyy  

 

 Пример: Найти предел xx e
x

2

2

lim
∞→

. 

 
xexgxxf 22)(;2)( =′=′ ;        ;lim 2 ∞

∞
=

∞→ xx e
x -  получили неопределенность. Применяем пра-

вило Лопиталя еще раз. 
xexgxf 24)(;2)( =′=′′ ;           01

2
1lim 2 =

∞
=

∞→ xx e
; 
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Исследование функций с помощью производной. 

 Пример. Найти асимптоты и построить график функции 
x

xxy 122 −+
= . 

 
1) Вертикальные асимптоты: y→+∞    x→0-0:      y→-∞     x→0+0, следовательно, х = 0- вер-
тикальная асимптота. 
 
2) Наклонные асимптоты: 

1121lim12lim 22

2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=

−+
=

∞→∞→ xxx
xxk
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−+
=−=

∞→∞→∞→∞→∞→ xx
x

x
xxxx

x
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xxxxx
 

Таким образом, прямая у = х + 2 является наклонной асимптотой. 
 
 
 
 
Построим график функции: 

-3 -2 -1 1 2 3

-2

2

4

6

 
 
 

 Пример. Найти асимптоты и построить график функции 29
9

x
xy

−
= . 

 
Прямые х = 3 и х = -3 являются вертикальными асимптотами кривой. 
 

Найдем наклонные асимптоты: 0
9

9lim 2 =
−

=
∞→ x

k
x

 

0
19

9

lim
9

9lim

2

2 =
−

=
−

=
∞→∞→

x

x
x
xb

xx
 

y = 0 – горизонтальная асимптота. 
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-7.5 -5 -2.5 2.5 5 7.5
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Пример. Найти асимптоты и построить график функции 
2

322

+
+−

=
x

xxy . 

 
Прямая  х = -2 является вертикальной асимптотой кривой. 
 
Найдем наклонные асимптоты. 
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Итого, прямая у = х – 4 является наклонной асимптотой. 
 

-10 -5 5 10

-20

-15

-10

-5

5

10

15

20

 
 

Пример. Исследовать функцию 
12

3

−
=

x
xy и построить ее график. 

 
Находим область существования функции. Очевидно, что областью определения 
функции является область (-∞; -1) ∪ (-1; 1) ∪ (1; ∞).  
В свою очередь, видно, что прямые  х = 1, х = -1 являются вертикальными асимпто-

тами кривой. 



 230

Областью значений данной функции является интервал (-∞; ∞). 
Точками разрыва функции являются точки  х = 1, х = -1. 
Находим критические точки. 

Найдем производную функции 

22

24

22

424

22

322

)1(
3

)1(
233

)1(
2)1(3

−
−

=
−
−−

=
−

⋅−−
=′

x
xx

x
xxx

x
xxxxy  

 
Критические точки: x = 0; x = - 3 ; x = 3 ;  x = -1;  x = 1. 
 
Найдем вторую производную функции 

=
−

−−−−−
=′′ 42

224223

)1(
)1(4)3()1)(64(

x
xxxxxxxy  

=
−

−−−+−−
= 42

324243
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)44)(3()12)(64(

x
xxxxxxxx  

=
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−++−−+−+−
= 42

355735357

)1(
1212446126484

x
xxxxxxxxxx  

32
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42

22
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24
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35

)1(
)3(2

)1(
)1)(3(2

)1(
)32(2

)1(
642

−
+

=
−

−+
=

−
−+

=
−

−+
=

x
xx

x
xxx

x
xxx

x
xxx . 

 
 Определим выпуклость и вогнутость кривой на промежутках. 
 
-∞ < x < - 3 ,      y′′ < 0,  кривая выпуклая 
- 3  < x < -1,       y′′ < 0,  кривая выпуклая 
-1 < x < 0,            y′′ > 0,  кривая вогнутая 
 0 < x < 1,             y′′ < 0,  кривая выпуклая 
 1 < x < 3 ,         y′′ > 0,   кривая вогнутая 
 3  < x < ∞,        y′′ > 0,   кривая вогнутая 
 

Находим промежутки возрастания и убывания функции. Для этого определяем знаки 
производной функции на промежутках. 
 
-∞ < x < - 3 ,      y′ > 0, функция возрастает 
- 3  < x < -1,       y′ < 0,  функция убывает 
-1 < x < 0,            y′ < 0,  функция убывает 
 0 < x < 1,             y′ < 0,  функция убывает 
 1 < x < 3 ,         y′ < 0,   функция убывает 
 3  < x < ∞,        y′′ > 0,   функция возрастает 
 
 Видно, что точка х = - 3  является точкой максимума, а точка х = 3  является точкой 
минимума. Значения функции в этих точках равны соответственно 3 3 /2 и -3 3 /2.  
 
 Про вертикальные асимптоты было уже сказано выше. Теперь найдем наклонные 
асимптоты. 
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 Итого, уравнение наклонной асимптоты –     y = x. 
 
Построим график функции: 
 

-2 -1 1 2

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

 
 
 Пример: Методами дифференциального исчисления исследовать функцию 

3 31 xy −=  и построить ее график. 
 
1. Областью определения данной функции являются все действительные числа (-∞; ∞). 
2. Функция является функцией общего вида в смысле четности и нечетности. 
3. Точки пересечения с координатными осями: c осью Оу: x = 0; y = 1; 
               с осью Ох: y = 0; x = 1; 
4. Точки разрыва и асимптоты: Вертикальных асимптот нет. 
Наклонные асимптоты: общее уравнение y = kx + b; 

;111lim1lim1lim)(lim 3
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3
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xxxx

xxxxkxxfb
xxx

 

Итого: у = -х – наклонная асимптота. 
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5. Возрастание и убывание функции, точки экстремума. 

( )23/23 3)1(
3
1 xxy −⋅−=′ . Видно, что у′< 0 при любом х ≠ 0, следовательно, функция убывает 

на всей области определения и не имеет экстремумов. В точке х = 0 первая производная 
функции равна нулю, однако в этой точке убывание не сменяется на возрастание, следова-
тельно, в точке х = 0 функция скорее всего имеет перегиб. Для нахождения точек перегиба, 
находим вторую производную функции. 
 

3 53 )1(
2
x
xy

−

−
=′′    y′′ = 0 при х =0 и y′′ = ∞ при х = 1. 

Точки (0,1) и (1,0) являются точками перегиба, т.к. y′′(1-h) < 0; y′′(1+h) >0; y′′(-h) > 0; y′′(h) < 
0 для любого h > 0. 
 
6. Построим график функции. 
 

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

 
 

 Пример: Исследовать функцию 2

3 4
x

xy +
=  и построить ее график. 

 
1. Областью определения функции являются все значения х, кроме х = 0. 
2. Функция является функцией общего вида в смысле четности и нечетности. 
3. Точки пересечения с координатными осями: c осью Ох: y = 0; x = 3 4−  
               с осью Оу: x = 0; y – не существует. 
4. Точка х = 0 является точкой разрыва ∞=

→
y

x 0
lim , следовательно, прямая х = 0 является вер-

тикальной асимптотой. 
Наклонные асимптоты ищем в виде: y = kx + b. 

141lim4lim)(lim 33
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Наклонная асимптота у = х.  
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5. Находим точки экстремума функции. 

3

81
x

y −=′ ;   y′ = 0 при х = 2,  у′ = ∞ при х = 0. 

y′ > 0 при х ∈ (-∞, 0) – функция возрастает,   
y′ < 0 при х ∈ (0, 2) – функция убывает, 
у′ > 0 при х ∈ (2,  ∞) – функция возрастает. 
Таким образом, точка (2, 3) является точкой минимума. 

Для определения характера выпуклости/вогнутости функции находим вторую произ-
водную. 

4

24
x

y =′′  > 0 при любом х ≠ 0, следовательно, функция вогнутая на всей области определения. 

 
6. Построим график функции. 
 

-4 -2 2 4

-4

-2

2

4

6

8

 
 
 
 Пример: Исследовать функцию 3)1( −= xxy  и построить ее график. 
 
2. Областью определения данной функции является промежуток х ∈ (-∞, ∞). 
3. В смысле четности и нечетности функция является функцией общего вида. 
4. Точки пересечения с осями координат: с осью Оу: x = 0, y = 0; 

 с осью Ох: y = 0, x = 0, x = 1. 
5. Асимптоты кривой. 
Вертикальных асимптот нет. 
Попробуем найти наклонные асимптоты в виде y = kx + b. 

∞=
−

==
∞→∞→ x

xx
x
xfk

xx

3)1(lim)(lim  - наклонных асимптот не существует. 

 
6. Находим точки экстремума. 

[ ] [ ] 169433133( 2323423 −+−=
′

−+−=
′

−+−=′ xxxxxxxxxxxy  
Для нахождения критических точек следует решить уравнение   4х3 – 9х2 +6х –1  = 0. 
Для этого разложим данный многочлен третьей степени на множители. 
Подбором можно определить, что одним из корней этого уравнения является число 



 234

х = 1. Тогда: 
                                                     4x3 – 9x2 + 6x – 1   x - 1 
               ⎯   4x3 – 4x2                4x2 – 5x + 1 
                                                           - 5x2 + 6x 
                                                     ⎯    - 5x2 + 5x 
                                                   x - 1 
                                  ⎯    x - 1 
                       0 
 
Тогда можно записать (х – 1)(4х2 – 5х + 1) = 0. Окончательно получаем две критические точ-
ки: x = 1 и x = ¼. 
 
Примечание. Операции деления многочленов можно было избежать, если при нахождении 
производной воспользоваться формулой производной произведения: 

[ ] )14()1()31()1()1(3)1()1( 22233 −−=+−−=−+−=
′

−=′ xxxxxxxxxxy  
 
Найдем вторую производную функции: 12x2 – 18x + 6. Приравнивая к нулю, находим: 
x = 1, x = ½.  
 
Систематизируем полученную информацию в таблице: 
 
 
      (-∞ ; ¼) 1/4       ( ¼ ; ½)  1/2 ( ½  ; 1 )   1   (1 ; ∞) 
f′′(x)             +  +            +   0         -   0        + 
f′(x)            -  0            +   +        +   0        + 
f(x) убывает 

вып.вниз 
min возрастает 

вып.вниз 
пере
гиб 

возрастает 
вып.вверх 

пере
гиб 

возрастает 
вып. вниз 

 
 
6. Построим график функции. 
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-0.4
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0.2

0.4
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Интегральное исчисление. 
 Пример. Найти неопределенный интеграл ∫ xdxx cossin . 
Сделаем замену t = sinx, dt = cosxdt. 

∫ ∫ +=+== .sin
3
2

3
2 2/32/32/1 CxCtdttdtt  

 
 Пример. ∫ + .)1( 2/32 dxxx  

Замена ;
2

;2;12

x
dtdxxdxdtxt ==+=  Получаем: 

;
5

)1(
55

2
2
1

2
1

2

2/522/5
2/52/32/3 CxCtCtdttdtt +

+
=+=+⋅== ∫∫  

 Пример. =⋅+−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−==
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= ∫∫ xdxxxx
xvxdxdu

xdxdvxu
xdxx 2coscos

cos;2
;sin;

sin 2
2

2  

[ ] .cos2sin2cossinsin2cos
sin;

;cos; 22 Cxxxxxxdxxxxx
xvdxdu

xdxdvxu
+++−=−+−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

==
==

= ∫  

Как видно, последовательное применение формулы интегрирования по частям позволяет по-
степенно упростить функцию и привести интеграл к табличному. 
 

 Пример. ∫ ∫ =⋅−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

==
==

= dxexxe
xvxdxdv

dxedueu
xdxe xx
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x 22
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sin2coscos2sin
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Видно, что в результате повторного применения интегрирования по частям функцию не уда-
лось упростить к табличному виду. Однако, последний полученный интеграл ничем не отли-
чается от исходного. Поэтому перенесем его в левую часть равенства. 
 

∫ += )cos2(sincos5 22 xxexdxe xx  

∫ ++= .)cos2(sin
5

cos
2

2 Cxxexdxe
x

x  

 Пример.  
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 Пример. 
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 Пример. 

{ }∫ ∫∫ =+−====== −−− Ctdttxdxdttxxdxxdx
x

x 2/12/32/3
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2cos;sincossin
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 Пример. 
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 Пример. 
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 Пример. 
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 Пример. 
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 Пример. 
{ }
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;2sinsincos2;2sin
2

2222

cos

coscoscoscos
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Ctdtdxexxxedtetxdxe
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 Пример. 
 

.
23

56
3
23486036ln

6
7

23233
23)23ln(

6
7

233
23

233
7

23
247014

6
1

;
6

5
;6;56

23)56(
2484

486036
2484

453
27

2

2
222

222

Cxarctgxx

Cuarctgu
u

du
u

ududu
u

u

ux

dxduxu
dx

x
xdx

xx
xdx

xx
x

+
−

++−=

=+++=
+

+
+

=
+

−+
=

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
=

=−=
=

+−
−

=
+−

−
=

+−
−

∫∫∫

∫ ∫ ∫

 

 
 Вообще говоря, если у трехчлена ax2 + bx + c выражение b2 – 4ac >0, то дробь по оп-
ределению не является элементарной, однако, тем не менее ее можно интегрировать указан-
ным выше способом. 
 
 Пример. 
 

.
10
4ln

7
9406ln

2
5

7
7ln

14
1849ln

2
5

49
18

49
5

49
3155

;3
;;3

49)3(
35

406
35

22
2

2222

C
x
xxxC

u
uu

u
du

u
ududu

u
u

ux
dxduxu

dx
x

xdx
xx

x

+
+
−

−−+=+
+
−

−−=
−

−

−
−

=
−

−−
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−=
=+=

=
−+

−
=

−+
−

∫

∫∫∫ ∫
 

  
 Пример. 
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 Пример:  
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 Пример. 
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Приводя к общему знаменателю и приравнивая соответствующие числители, получаем: 
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Итого: 
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 Пример. 
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Разложим знаменатель полученной дроби на множители. Видно, что при х = 3 знаменатель 
дроби превращается в ноль. Тогда: 
                                               3x3 – 4x2 – 17x + 6          x - 3 
              3x3 – 9x2                          3x2 + 5x - 2  
            5x2 – 17x 
            5x2 – 15x 
                    - 2x + 6 
                     -2x + 6 
                          0 
Таким образом    3x3 – 4x2 – 17x + 6 = (x – 3)(3x2 + 5x – 2) = (x – 3)(x + 2 )(3x – 1). Тогда: 
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оказаться достаточно большой) применяют так называемый метод произвольных значений. 
Суть метода состоит в том, что в полученное выше выражение подставляются поочередно 
несколько (по числу неопределенных коэффициентов) произвольных значений х. Для упро-
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рых знаменатель дроби равен нулю, т.е. в нашем случае – 3, -2, 1/3. Получаем: 
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Окончательно получаем: 
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 Пример. 
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Найдем неопределенные коэффициенты: 
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Тогда значение заданного интеграла: 
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 Пример. 
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 Несомненным достоинством этой подстановки является то, что с ее помощью всегда 
можно преобразовать тригонометрическую функцию в рациональную и вычислить соответ-
ствующий интеграл. К недостаткам можно отнести то, что при преобразовании может полу-
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читься достаточно сложная рациональная функция, интегрирование которой займет много 
времени и сил. 
 Однако при невозможности применить более рациональную замену переменной этот 
метод является единственно результативным. 
 
 Пример. 
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 Пример. 
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 Пример. 
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 Пример. 
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 Пример. 
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 Иногда при интегрировании тригонометрических функций удобно использовать об-
щеизвестные тригонометрические формулы для понижения порядка функций. 
 
 Пример. 
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 Пример. 
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 Иногда применяются некоторые нестандартные приемы. 
 
 Пример. 
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 Пример. 
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 Если в состав иррациональной функции входят корни различных степеней, то в каче-
стве новой переменной рационально взять корень степени, равной наименьшему общему 
кратному степеней корней, входящих в выражение. 
 Проиллюстрируем это на примере. 
 
 Пример. 
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Пример: 
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 Пример: 
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 Пример: 
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 Пример. 
 

∫∫
+−

λ++−++=
+−

+−

52
52)(

52
173

2

22

2

23

xx
dxxxCBxAxdx

xx
xx . 

  Теперь продифференцируем полученное выражение, умножим на cbxax ++2  и сгруппи-
руем коэффициенты при одинаковых степенях х. 
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Итого ∫∫
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 Пример. 
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λ++++++++++=−+− DxCxBxAxCBxAxCxBxAxxxxx 2342234234 36923181264  
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λ+++++++=−+− CxDBxACBxAxxxxx 3)6()92(34181264 234234  
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 Пример. 
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Второй способ решения того же самого примера. 
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С учетом того, что функции arcsin и arccos связаны соотношением 
xx
1arccos

2
1arcsin −

π
= , а 

постоянная интегрирования С – произвольное число, ответы, полученные различными мето-
дами, совпадают. 
 Как видно, при интегрировании иррациональных функций возможно применять раз-
личные рассмотренные выше приемы. Выбор метода интегрирования обуславливается в ос-
новном наибольшим удобством, очевидностью применения того или иного метода, а также 
сложностью вычислений и преобразований. 
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Пример. 
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Вычисление определенного интеграла. 
 Пример. 
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 При замене переменной в определенном интеграле следует помнить о том, что вводи-
мая функция (в рассмотренном примере это функция sin) должна быть непрерывна на отрез-
ке интегрирования. В противном случае формальное применение формулы приводит к аб-
сурду. 
 
 Пример. 
 

π==
ππ

∫
00

xdx , с другой стороны, если применить тригонометрическую подстановку, 
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Т.е. два способа нахождения интеграла дают различные результаты. Это произошло из-за то-
го, что не был учтен тот факт, что введенная переменная tgx имеет на отрезке интегрирова-
ния разрыв (в точке х = π/2). Поэтому в данном случае такая подстановка неприменима. При 
замене переменной в определенном интеграле следует внимательно следить за выполнением 
перечисленных выше условий. 

Несобственные интегралы. 
 Пример. 
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b

b
sinlim)0sin(sinlimsinlimcoslimcos

000
∞→∞→∞→∞→
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Несобственный интеграл расходится. 
 
 
 Пример. 
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Геометрические приложения определенного интеграла. 
 Пример. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями y = x, y = x2, x = 2. 
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 Искомая площадь (заштрихована на рисунке) может быть найдена по формуле: 
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 Пример: Найти длину окружности, заданной уравнением x2 + y2 = r2. 
 
1 способ.  Выразим из уравнения переменную у.   22 xry −=  

Найдем производную 
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Тогда S = 2πr. Получили общеизвестную формулу длины окружности. 
 
2 способ. Если представить заданное уравнение в полярной системе координат, то получим: 

r2cos2ϕ + r2sin2ϕ = r2, т.е. функция ρ = f(ϕ) = r, 0)(
=

ϕ
ϕ

=ρ′
d

df  тогда 

rdrdrS π=ϕ=ϕ+= ∫∫
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 Пример: Найти объем шара радиуса R. 
       y 
 
 
 
                R       y 
 
     -R       0          x       R          x 
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В поперечных сечениях шара получаются окружности переменного радиуса у. В зависимо-
сти от текущей координаты х этот радиус выражается по формуле 22 xR − . 
Тогда функция площадей сечений имеет вид: Q(x) = ( )22 xR −π . 
Получаем объем шара: 
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 Пример: Найти объем произвольной пирамиды с высотой Н и площадью основания S. 
 
 
           Q    S 
 
 
 
          x     H   x 
 
 
 
 При пересечении пирамиды плоскостями, перпендикулярными высоте, в сечении по-
лучаем фигуры, подобные основанию. Коэффициент подобия этих фигур равен отношению 
x/H, где х – расстояние от плоскости сечения до вершины пирамиды. 
 Из геометрии известно, что отношение площадей подобных фигур равно коэффици-
енту подобия в квадрате, т.е. 
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Отсюда получаем функцию площадей сечений: .)( 2
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Находим объем пирамиды: SH
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Функции нескольких переменных 
 Пример. Найти полный дифференциал функции zyxu
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 Пример. Найти полный дифференциал функции .22 yx
yz
−

=  
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 Пример. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности  
yxyxyxz 22 22 +−+−=  

в точке М(1, 1, 1). 
 

222;122 ++−=
∂
∂

−−=
∂
∂ yx

y
zyx

x
z  

;2;1 =
∂
∂

−=
∂
∂

MM y
z

x
z  

 
 Уравнение касательной плоскости: 
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 Уравнение нормали: 
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 Пример. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности  
yxyxyxz 22 22 +−+−=  

в точке М(1, 1, 1). 
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 Уравнение касательной плоскости: 
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 Уравнение нормали: 
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 Пример.  Вычислить приближенно значение 02,1ln04,1 99,1 + , исходя из значения 

функции zxu y ln+=  при x = 1, y = 2, z = 1. 
 
 Из заданного выражения определим ∆x = 1,04 – 1 = 0,04, ∆y = 1,99 – 2 = -0,01, 
∆z = 1,02 – 1 = 0,02. 
 Найдем значение функции u(x, y, z) = 11ln12 =+  
Находим частные производные: 
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Полный дифференциал функции u равен: 
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02,1ln04,1 99,1 + 05,105,01)1,2,1( =+=+≈ duu  

 
 Точное значение этого выражения: 1,049275225687319176. 
 Пример. Найти экстремум функции f(x, y) = xy, если уравнение связи: 

2x + 3y – 5 = 0 
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 Таким образом, функция имеет экстремум в точке ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

6
5;

4
5 . 

 Пример. Вычислить производную функции  z = x2 + y2x в точке А(1, 2) по направле-
нию вектора АВ . В (3, 0). 
 
 Решение.   Прежде всего необходимо определить координаты вектора АВ . 

 
АВ =(3-1; 0-2) = (2; -2) = 2 ji

rr
2− . 

Далее определяем модуль этого вектора: 
 

AB = 228 =  

Находим частные производные функции z в общем виде: 
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Значения этих величин в точке А : ;4;6 =
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∂
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y
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x
z  
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Для нахождения направляющих косинусов вектора АВ  производим следующие пре-

образования: 

S = jiji
AB

AB rrr

22
2

22
2coscos −=β+α=  

За величину S  принимается произвольный вектор, направленный вдоль заданного 
вектора, т.е. определяющего направление дифференцирования.  
Отсюда получаем значения направляющих косинусов вектора АВ : 

cosα = 
2
2 ;           cosβ = -

2
2  

 

Окончательно получаем: 2
2
24

2
26 =⋅−⋅=

∂
∂
s
z  - значение производной заданной функ-

ции по направлению вектора АВ . 
Кратные интегралы. 

 Пример. Вычислить интеграл ∫∫
∆

− dxdyyx )( , если область ∆ ограничена линиями: y = 

0, y = x2, x = 2. 
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= 8,02,34 =−  
 Пример. Вычислить интеграл ∫∫

∆

+ dxdyyx )( 22 , если область ∆ ограничена линиями y 

= x, x = 0, y = 1, y = 2. 
            y 
 
           y = x 
          2 
        ∆ 
          1 
 
           0                                     x 
 
 

5
12
4

12
64

12
4

3
4

3
)()(

2

1

4
2

1

3
2

1 0

2
3

0

22
2

1

22 =−===⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=+=+ ∫∫∫∫∫∫

∆

ydyydyxyxdxyxdydxdyyx
yx
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 Пример.  Вычислить интеграл ∫∫

∆

+− dxdyyxyx )23( 2 , если область интегрирования ∆ 

ограничена линиями х = 0, х = у2, у = 2. 
 

∫∫
∆

+− dxdyyxyx )23( 2 = ∫∫∫ =+−=+−
2

0 0

23

0

2
2

0

22

)()23( dyyxyxxdxyxyxdy
yy

 

=
21

244
467

)(
2

0

4672

0

356 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=+−∫

yyydyyyy  

 
 
 Пример. Вычислить двойной интеграл ∫∫

∆

xdxdyy ln , если область интегрирования ог-

раничена линиями ху=1, у = x , х = 2. 
 

0.5 1 1.5 2 2.5

0.25

0.5

0.75

1

1.25

1.5

1.75

2

 

∫∫∫∫∫∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −===

∆

2

1
2

2

1 /1

2

/1

2

1 2
ln

2
lnln

2
lnln dx

x
xxxdxxyxdyydxxdxdyy

x

x

x

x

 

 

1. ;
4

ln
22

ln
2

2
;1

;;ln
ln

222
2

xxxdxxxx
xvdx

x
du

xdxdvxu
xdxx −=−=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

==
= ∫∫  

     .
4
32ln2

4
112ln2

4
ln

2
ln

2

1

222

1

−=+−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=∫

xxxxdxx  

 

2. +−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−==

==
====

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

==
= −

−−
−∫∫∫∫ t

tt
t

t

te
evdtedv

dtdutu
tdte

x
tdt

x
txdt

dx
x

dt

extx
dx

x
x

;;
;;

;1
;;lnln

22  

 

;1ln
xx

xetedte ttt −−=−−=+ −−−∫  
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;
2
1

2
2ln1

2
1

2
2ln1lnln 2

1

2

1
2 +−=+−−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=∫ xx

xdx
x

x  

 
 

3. .
8
5

4
2ln5

4
5

2
2ln5

2
1

2
1

2
2ln

4
32ln2

2
1ln −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−=∫∫

∆

xdxdyy  

 Пример.  Вычислить интеграл ∫ ∫ ∫
1

0 0 0

2

2x xy

yzdzdydxx  

∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫ ∫ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
===⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1

0 0

4
4

1

0 0

34
1

0 0

222
1

0 0 0

2
2

1

0 0 0

2
22222

42
1

2
1

2
1

2
dxyxdydxyxdydxyyxxdydxzyxyzdzdydxx

xxxx xyx xy

.
104

1
13
1

8
1

8
1

42
1 1

0

13
1

0

12
1

0

84

=⋅=== ∫∫ xdxxdxxx  

Пример.   Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями y2 = 4x + 4; 
x + y – 2 = 0. 
 Построим графики заданных функций: 
 

-2 2 4 6 8

-6

-4

-2

2

4

6

 
 

 Линии пересекаются в двух точках – (0, 2) и (8, -6). Таким образом, область интегри-

рования ограничена по оси Ох графиками кривых от 
4

42 −
=

yx  до х = 2 – у, а по оси Оу – от 

–6 до 2. Тогда искомая площадь равна: 

S = ( ) =+−−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +−−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−−= ∫ ∫∫ ∫ ∫

− −−

−

− −

2

6

2

6

2
22

6

2

4
4

2

6

2

124
4
1

4
448

4
42

2

dyyydyyydyyydxdy
y

y

 

3
121

3
888

4
1612

2
364

3
636248

3
8

4
112

2
4

34
1 2

6

23

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−

⋅
−

⋅
−+−−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−=

−

yyy  

 Пример. Вычислить объем, ограниченный поверхностями: x2 + y2 = 1; 
x + y + z =3 и плоскостью ХОY. 
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 Пределы интегрирования: по оси ОХ: ;1;1 2
2

2
1 xyxy −=−−=  

              по оси ОY: x1 = -1;  x2 = 1; 

∫ ∫
−

−

−−

π=−−=
1

1

1

1

;3)3(
2

x

x

dydxyxV  

Обыкновенные дифференциальные уравнения. 
 Пример.  Найти общее решение дифференциального уравнения 0=+′ yyx . 
 

Общее решение дифференциального уравнения ищется с помощью интегрирования  
левой и правой частей уравнения, которое предварительно преобразовано следующим обра-
зом: 

0=+ y
dx
dyx  

ydxxdy −=  

x
dx

y
dy

−=  

 Теперь интегрируем:                ∫ ∫−= x
dx

y
dy  

0lnln Cxy +−=  

0lnln Cxy =+  

0ln Cxy =  
Cexy C == 0  

                                                                     
x
Cy =  - это общее решение исходного дифференци-

ального уравнения. 
 
 Допустим, заданы некоторые начальные условия: x0 = 1; y0 = 2, тогда имеем 

;2;
1

2 == CС  

 При подстановке полученного значения постоянной в общее решение получаем част-
ное решение при заданных начальных условиях (решение задачи Коши). 

x
y 2
=  

 Пример. Найти общее решение дифференциального уравнения: .0=+′ yy  Найти осо-
бое решение, если оно существует. 

y
dx
dy

−=  

dx
y

dy
−=  

∫ ∫−= dx
y

dy  

Cxy +−=ln  
Cx eey ⋅= −  
xeCy −⋅= 1  
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 Данное дифференциальное уравнение имеет также особое решение у = 0. Это решение 
невозможно получить из общего, однако при подстановке в исходное уравнение получаем 
тождество. Мнение, что решение y = 0  можно получить из общего решения при С1 = 0 оши-
бочно, ведь C1 = eC ≠ 0. 

 Пример. Найти общее решение дифференциального уравнения: 
y
xyy

cos
2−

=′  

 
  

x
dx
dyyy 2cos −=⋅  

xdxydyy 2cos −=  

∫∫ −= xdxydyy 2cos  
 

Интеграл, стоящий в левой части, берется по частям: 
 

yyyydyyy
yvdydu

ydydvyu
ydyy cossinsinsin

sin;
;cos;

cos +=−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

==
==

= ∫∫  

 
Cxyyy +−=+ 2cossin  

0cossin 2 =+++ Cxyyy  
- это  есть общий интеграл исходного дифференциального уравнения, т.к. искомая функ-

ция и не выражена через независимую переменную. В этом и заключается отличие обще-
го (частного) интеграла от общего (частного) решения. 

 
Чтобы проверить правильность полученного ответа продифференцируем его по переменной 
х. 

02sincossin =+′−′+′ xyyyyyyy  

y
xyy

cos
2

−=′  - верно 

 

 Пример. Найти решение дифференциального уравнения y
y
y ln=
′

 при условии у(2) = 

1. 
 

y
dy
ydx ln=  

y
ydydx ln

=  

∫∫ =
y
ydydx ln  

∫=+ )(lnln yydCx  

2
ln 2 yCx =+  

при у(2) = 1 получаем ;2;02;
2

1ln2
2

−=⇒=+⇒=+ CCC  
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Итого: ;ln)2(2 2 yx =−    или 42 −±= xey  - частное решение; 
 

 Проверка: 
422

242

−±
⋅=′ −±

x
ey x  , итого 

 

yx
e

xe
y
y

x

x

ln42
)42(

42

42

=−±=
−±

=
′ −±

−±

 - верно. 

 

 Пример. Решить уравнение .3
2

yy =′  

3
2

y
dx
dy

=  

dxdyy =
− 3

2
 

∫∫ =
− dxdyy 3

2
 

Cxy +=3
1

3  
                                                                3)(27 Cxy += - общий интеграл 

                                                                3)(
27
1 Cxy +=  - общее решение 

 
 Пример. Решить уравнение ).1( 2 +=′ yxy  
 

∫ ∫=+
=

+
;

1
;

1 22 dx
y

dydx
y

dy  

;
2

;
2

22

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=+= CxtgyCxarctgy  

 
 

 Пример. Решить уравнение 0=+
′ ye

x
yy при условии у(1) = 0. 

0=+ yxe
dx
ydy  

;;0 xdxdy
e
ydxxeydy y

y −==+  

;∫∫ −= xdxdy
e
y
y  

Интеграл, стоящий в левой части будем брать по частям. 

);1(
;;
;;

+−=−−=−−−=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−==

==
= −−−

−
− ∫∫ yeeyedyeye

evdydu
dvdyeyu

dyye yyyyy
y

y
y  

 

;
2

)1( 0

2

Cxye y +=+−  

Cxye y +=+− 2)1(2  
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 Если у(1) = 0, то ;1;12;1)10(2 0 =⇒+=⇒+=+ CCCe  
 
 Итого, частный интеграл: 1)1(2 2+=+− xye y . 
 
 
 Пример. Решить уравнение )sin()sin( yxyxy −=++′ . 
 

0)sin()sin( =−−++′ yxyxy  
 

0
2

cos
2

sin2 =
++−−−−

−′
yxyxyxyxy  

0cos)sin(2 =−−′ xyy  
0cossin2 =+′ xyy  

∫ ∫−=−= ;cos2
sin

;cos2
sin

xdx
y

dyxdx
y

dy  

 
Для нахождения интеграла, стоящего в левой части уравнения. Получаем общий интеграл: 

Cxytg +−= sin2
2

ln  

 
 

 Пример. Решить уравнение 02
2

=
′

+−

y
yxe x  

Преобразуем заданное уравнение: 

02
2

=+−

ydx
dyxe x  

02
2

=+−

y
dydxxe x  

C
y

dydxxe x =+ ∫∫ − 2

2  

Cye x =+− − ln
2

 
 Получили общий интеграл данного дифференциального уравнения. Если из этого со-
отношения выразить искомую функцию у, то получим общее решение. 
 
 
 Пример. Решить уравнение )1( 2 +=′ yxy . 
 

)1( 2 += yx
dx
dy  

 

xdx
y

dy
=

+12  

∫ ∫=+
xdx

y
dy

12 ;          Cxarctgy +=
2

2

; 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= Cxtgy

2

2

 

Допустим, заданы некоторые начальные условия х0 и у0. Тогда: 

;
2

;
2

2
0

000

2
0

0
x

arctgyCC
x

arctgy −=⇒+=  

 

Получаем частное решение .
22

2
0

0

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=

x
arctgyxtgy  

 Пример. Решить уравнение ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=′ 1ln

x
y

x
yy . 

 
Введем вспомогательную функцию u. 

uxuyuxy
x
yu +′=′== ;; . 

Отметим, что введенная нами функция u всегда положительна, т.к. в противном слу-

чае теряет смысл исходное дифференциальное уравнение, содержащее 
x
yu lnln = . 

Подставляем в исходное уравнение:  
 

;ln;ln);1(ln uuxuuuuuxuuuuxu =′+=+′+=+′  
 

Разделяем переменные: ∫ ∫== ;
ln

;
ln x

dx
uu

du
x

dx
uu

du  

 
Интегрируя, получаем: ;;ln;lnlnln CxeuCxuCxu ==+=  
 
Переходя от вспомогательной функции обратно к функции у, получаем общее решение: 
 

.Cxxey =  
 Пример. Решить уравнение .0)12()32( =−+++− dxyxdyyx  

Получаем ;
32
12;12)32(

+−
+−−

=+−−=+−
yx
yx

dx
dyyx

dx
dyyx  

 

Находим значение определителя 0514
21
12

≠=+=
−
−−

. 

Решаем систему уравнений ;
5/7
5/1

;
0342

21
;

032
012

⎩
⎨
⎧

=
−=

⎩
⎨
⎧

=++−
−=

⎩
⎨
⎧

=+−
=+−−

y
x

xx
xy

yx
yx

 

 
Применяем подстановку ;5/7;5/1 +=−= vyux  в исходное уравнение: 
 

;0)15/75/22()35/1425/1( =−++−++−−− duvudvvu  
;0)2()2( =++− duvudvvu  

;
1/2

/2
2
2

−
+

=
−
+

=
uv

uv
uv
vu

du
dv  
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Заменяем переменную ;;; tutvutvt
u
v

+′=′==  при подстановке в выражение, записанное 

выше, имеем: 

12
2
−
+

=+′
t

ttut  

 

Разделяем  переменные: ;
12

)1(2
12

22
12

2 22

−
−+

=
−

+−+
=−

−
+

=
t

tt
t

tttt
t

tu
du
dt  

 

∫ ∫ −+
−

−=
−+

−
⋅−= ;

1
)21(

2
1;

1
21

2
1

22 tt
dtt

u
dudt

tt
t

u
du

 

 

1
2 lnln1ln

2
1 Cutt +=−+−  

uCtt 1
2 ln21ln −=−+  

;1;ln1ln 2
22

2
22

u
Ctt

u
Ctt =−+=−+  

Переходим теперь к первоначальной функции у и переменной х. 

;5/1;
15
75

5/1
5/7

+=
+
−

=
+
−

== xu
x
y

x
y

u
vt  

 

;
)15(

25
15
75

15
751 2

2
2

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
+
−

+
x

C
x
y

x
y  

2
22 25)75()15)(75()15( Cyxyx =−−+−++  

2
22 2549702573552511025 Cyyxyxyxx =−+−−−++++  

7149252575252525 2
22 +−+=−++− Cyyxyxx  

;
25
553 2

22 CCyyxyxx =+=−++−  

 
Итого, выражение Cyyxyxx =−++− 22 3  является общим интегралом исходного диффе-
ренциального уравнения. 

 
 

 В случае если в исходном уравнении вида ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

=′
111 cybxa

cbyaxfy  определитель 

,0
11

=
ba
ba

 то переменные могут быть разделены подстановкой 

.tbyax =+  
 
 

 Пример. Решить уравнение .0)133()(2 =−+++ dxyxdyyx  
 

Получаем ;
22

133
22

133;133)(2
yx

yx
yx

yx
dx
dyyx

dx
dyyx

+
−+

−=
+

+−−
=+−−=+  
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Находим значение определителя ;066
22
33

=+−=
−−

 

Применяем подстановку .33 tyx =+  

;1
3
−
′

=
t

dx
dy  

Подставляем это  выражение  в исходное уравнение: 

;932;9962;99)3(2;
2

)1(31
3

+−=′+−=′+−=−′
−

−=−
′

tttttttttt
t

tt  

 

Разделяем переменные: ;
2
3

3
;

93
2 dxdt

t
tdxdt

t
t

−=
−

=
+−

 

∫ ∫−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+ ;

2
3

3
31 dxdt

t
 

12
33ln3 Cxtt +−=−+  

Далее возвращаемся к первоначальной функции у и переменной х. 
;)1(3ln222 2Cxyxyx +−=−+++  

;1ln23ln223 2Cyxyx =−++++  

;1ln223 Cyxyx =−+++  
таким образом, мы получили общий интеграл исходного дифференциального уравнения. 

 Пример.  Решить уравнение .
1

22 xeaxyyx =+′  
 

Сначала приведем данное уравнение к стандартному виду: .1 1

2
xaey

x
y =+′  

Применим полученную выше формулу: ;;1 1

2
xaeQ

x
P ==  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+∫∫= ∫

−
Cdxeaeey

dx
xx

dx
x 22

111

 

( )∫∫ +=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

−
CadxeCdxeaeey xxxx

1111

 

).(
1

Caxey x +=  
 Пример.  Решить уравнение .ln2 xxyyyx =+′  
 

Разделим уравнение на xy2:  .ln11
2 x

yxy
y

=⋅+
′

 

Полагаем .;1
2y

yz
y

z
′

−=′=  

xz
x

zxz
x

z ln1;ln1
−=−′=+′− . 

Полагаем .ln,1 xQ
x

P −=−=  
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( );ln;ln lnln CdxxeezCdxxeez xxx
dx

x
dx

+−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+∫−∫= ∫∫ −−

 

( );)(lnln;ln CxxdxzC
x

dxxxz +−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅−= ∫∫  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= Cxxz

2
ln 2

 

Произведя обратную подстановку, получаем: 

.
2

ln1 2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= Cxx

y
 

 
 

 Пример. Решить уравнение .4 2 yxyyx =−′  
 
Разделим обе части уравнения на .yx  

.41 xy
xdx

dy
y

=−  

Полагаем ;2;
2

1; zyyy
y

zyz ′=′′=′=  

;
2

2;421 x
x
z

dx
dzxz

x
zy

y
=−=−′  

Получили линейное неоднородное дифференциальное уравнение. Рассмотрим соответст-
вующее ему линейное однородное уравнение: 

;2;2;02
x
dx

z
dz

x
z

dx
dz

x
z

dx
dz

===−  

 

∫ ∫ =+=+= ;;lnln2ln;2 2
1 CxzCxzC

x
dx

z
dz  

Полагаем C = C(x) и подставляем полученный результат в линейное неоднородное уравне-
ние, с учетом того, что: 
 

;)()(2 2

dx
xdCxxxC

dx
dz

+=  

;
2

)(2)()(2
2

2 x
x

xCx
dx

xdCxxxC =−+  

;ln
2
1)(;

2
1)(

2CxxC
xdx

xdC
+==  

 

Получаем: ;ln
2
1

2
2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += xCxz  

Применяя обратную подстановку, получаем окончательный ответ: 

;ln
2
1 2

2
4 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += xCxy  

 Пример. Решить уравнение 0)15()103( 22 =−++ dyxdxxyx  
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Проверим условие тотальности: ;10)103(),( 2

x
y

xyx
y

yxM
=

∂
+∂

=
∂

∂  

                                                        .10)15(),( 2

x
x

x
x

yxN
=

∂
−∂

=
∂

∂  

Условие тотальности выполняется, следовательно, исходное дифференциальное уравнение 
является уравнением в полных дифференциалах. 
Определим функцию u. 

);(5)()103()(),( 232 yCyxxyCdxxyxyCdxyxMu ++=++=+= ∫∫  

;15),()(5 22 −==′+=
∂
∂ xyxNyCx

y
u  

1)1()(;1)( CydyyCyC +−=−=−=′ ∫ ; 

Итого, .5 1
23 Cyyxxu +−+=  

Находим общий интеграл исходного дифференциального уравнения: 
;.5 21

23 СCyyxxu =+−+=  
.5 23 Cyyxx =−+  

 
 Пример. Решить уравнение с заданными начальными условиями. 

.0)1(;1 =+=−′ yx
x
yy  

Это линейное неоднородное дифференциальное уравнение первого порядка. 
Решим соответствующее ему однородное уравнение. 

;;;;0
x

dx
y

dy
x
y

dx
dy

x
yy

x
yy ===′=−′  

∫ ∫ +== ;lnlnln; Cxy
x

dx
y

dy  

;Cxy =  
Для неоднородного уравнения общее решение имеет вид: 

;)( xxCy =  
Дифференцируя, получаем: );()( xCxxCy +′=′  
Для нахождения функции С(х) подставляем полученное значение в исходное дифференци-
альное уравнение: 

1)()()( +=−+′ xxCxCxxC  
1)( +=′ xxCx  

;11)(;11)( Cdx
x

xC
x

xC +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+=′ ∫  

;ln)( CxxxC ++=  
 

Итого, общее решение: ).ln( Cxxxy ++=  
 
C учетом начального условия 0)1( =y определяем постоянный коэффициент C. 

.1;1ln10 −=++= CC  
 
Окончательно получаем: .ln2 xxxxy −+=  
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Для проверки подставим полученный результат в исходное дифференциальное уравнение:         

;11ln11ln2 +=+−−−⋅++ xxx
x

xxx   верно 

Ниже показан график интегральной кривой уравнения. 
 

0.5 1 1.5 2

-0.5

0.5

1

1.5

 
  

Пример. Найти общий интеграл уравнения 0)1()1( 22 =−+− dyxydxyx . 
 
Это уравнение с разделяющимися переменными. 

;
11

;0
11 2222 ∫ ∫ −

−=
−

=
−

+
− y

ydy
x
xdx

y
ydy

x
xdx  

;ln1ln1ln 22 Cyx =−+−  
 

Общий интеграл имеет вид: .)1)(1( 22 Cyx =−−  
 
 Пример. Найти решение дифференциального уравнения, удовлетворяющее заданным 
начальным условиям. 

.0)0(;sin)1(cos =+=′ yxyxy  
 
Это уравнение с разделяющимися переменными. 

;
1

;
cos
sin

1
tgxdx

y
dy

x
x

y
y

=
+

=
+
′

 

;lncosln1ln;
1

Cxytgxdx
y
dy

+−=+=
+∫ ∫  

;cos)1(;lncos)1(ln CxyCxy =+=+  

Общее решение имеет вид: .1
cos

−=
x

Cy  

 
Найдем частное решение при заданном начальном условии у(0) = 0. 

.1;1
1

0 =−= CС  

 

Окончательно получаем: .1
cos

1
−=

x
y  
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 Пример.  Решить предыдущий пример другим способом. 
 
 Действительно, уравнение xyxy sin)1(cos +=′  может быть рассмотрено как линей-
ное неоднородное дифференциальное уравнение. 

.sinsincos xxyxy =−′  
 
 Решим соответствующее ему линейное однородное уравнение. 

;;sincos;0sincos tgxdx
y

dyxyxyxyxy ==′=−′  

;cos;lncoslnln;ln CxyCxyCtgxdx
y

dy
=+−=+=∫ ∫  

.
cos x

Cy =  

 

Решение неоднородного уравнения будет иметь вид: .
cos

)(
x

xCy =  

Тогда .
cos

sin)(cos)(
2 x

xxCxxCy +′
=′  

Подставляя в исходное уравнение, получаем: 
 

[ ] ;sin
cos

sin)(
cos

cossin)(cos)(
2 x

x
xxC

x
xxxCxxC

=−
⋅+′

 

;cossin)(;sin);sin
cos

cos)( CxxdxxCxxCx
x

xxC
+−===′=

′
∫  

 

Итого ;
cos

cos
x

Cxy +−
=              ;1

cos
−=

x
Cy  

 

С учетом начального условия у(0) = 0 получаем ;1
cos

1
−=

x
y  

 
 

Как видно результаты, полученные при решении данного дифференциального урав-
нения различными способами, совпадают.  

При решении дифференциальных уравнений бывает возможно выбирать метод реше-
ния, исходя из сложности преобразований. 
 
 

 Пример.  Решить уравнение xxyy 2sin
2
1cos =+′ с начальным условием у(0) = 0. 

 
Это линейное неоднородное уравнение. Решим соответствующее ему однородное уравнение. 

;sinln;cos;0cos 1Cxyxdx
y

dyxyy +−=−==+′  

;; sinsin 1 xCx Ceyeey −− =⋅=  
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 Для линейного неоднородного уравнения общее решение будет иметь вид: 
;)( sin xexCy −=  

Для определения функции С(х) найдем производную функции у и подставим ее в ис-
ходное дифференциальное уравнение.  

;cos)()( sinsin xexCexCy xx −− −′=′  
;cossincos)(cos)()( sinsinsin xxxexCxexCexC xxx =+−′ −−−  

;cossin)(;cossin)( sinsin xxexCxxexC xx =′=′ −  

∫∫ =−=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

==
== xdxexe

xUxdxedV
xdxdUeV

xdxxexС xx
x

x
x cossin

;sin;cos
;cos;

cossin)( sinsin
sin

sin
sin  

.sin sinsin Cexe xx +−=  
 
 Итого ( );sin sinsinsin Cexeey xxx +−= −       ;1sin sin xCexy −+−=  
 
 

Проверим полученное общее решение подстановкой в исходное дифференциальное 
уравнение. 

;cossincoscoscossin)cos(cos sinsin xxxCexxxxCex xx =+−+−+ −−  (верно) 
 
Найдем частное решение при у(0) = 0. 

.1;10sin0 0 =+−= CCe  
 

Окончательно .1sin sin −+= − xexy  
 
 Пример. Найти решение дифференциального уравнения 

dxxyydyxydyxdx 22 53320 −=−  
с начальным условием у(1) = 1. 
 
 Это уравнение может быть преобразовано и представлено как уравнение с разделен-
ными переменными. 

);4(5)1(3;53320 2222 +=+′−′=′− yxxyyxyyyxyyx  

;
1

5
4

3;
1

5
4

3
2222 dx

x
xdy

y
y

x
x

y
yy

+
=

++
=

+
′  

;
1

5
4

3
22∫ ∫ +

=
+

dx
x

xdy
y

y  

1
22 ln)1ln(

2
5)4ln(

2
3 Cxy ++=+  

;)1(4;)1()4( 3 2225232 +⋅=++⋅=+ xCyxCy  

;4)1( 3
5

22 −+= xCy       
  

   ;4)1( 3
5

2 −+= xCy  
 
С учетом начального условия: 
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;
32

125;48125;425;4421;432421 333333
5

=⋅==−=−=−⋅= CCCCСС

.
42

5
3

=C  

 

Окончательно   .4
2

15
3
5

2

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=

xy  

 
 
 Пример. Решить дифференциальное уравнение 1+=+′ xyyx  с начальным условием  
у(1) = 0. 
 
Это линейное неоднородное уравнение. 
Решим соответствующее ему однородное уравнение. 

;lnlnln;;;0 Cxy
x

dx
y

dyy
dx
xdyyyx +−=−=−==+′  

;;
x
CyCxy ==  

 
Решение неоднородного уравнения будет иметь вид: 

;)(
x
xCy =  

Подставим в исходное уравнение: 

;1)(;1)(;1)()()(
2 +=′+=

′
+=+

−′
xxCx

x
xxCx

x
xC

x
xCxxCx  

;
2

)(
2

CxxxC ++=  

 

Общее решение будет иметь вид:   ;1
2 x

Cxy ++=  

 

C учетом начального условия у(1) = 0:   ;
2
3;1

2
10 −=++= CC  

Частное решение:   ;1
2
3

2
+−=

x
xy  

Пример. Найти решение дифференциального уравнения ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′

x
yyyx ln  с начальным 

условием у(1) = е. 
 
Это уравнение может быть приведено к виду уравнения с разделяющимися перемен-

ными с помощью замены переменных. 

Обозначим: ;;;;ln uuuu eeuxyxeye
x
yu

x
y

+′=′===⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

Уравнение принимает вид: 
;1;1; −=′=+′=+′ uuxuuxueeeux uuu  
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Получили уравнение с разделяющимися переменными. 

;
1

;1
x

dx
u
duu

dx
dux =

−
−=  

;1;lnln1ln;
1

CxuCxu
x

dx
u
du

=−+=−=
−∫ ∫  

 

Сделаем обратную замену: ;;1ln;1ln 1+=+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= Cxe

x
yCx

x
y

x
yCx  

 
Общее решение: ;1+= Cxxey  
 
C учетом начального условия у(1) = е:   ;0;1 == + Cee C  
Частное решение: ;exy =  
 
 Второй способ решения. 
 

;lnln

;lnln

;ln

x
x
yy

x
yy

xyyyyx
x
yyyx

−=−′

−=′

=′

 

 Получили линейное неоднородное дифференциальное уравнение. Соответствующее 
однородное: 

( )

;;ln;lnlnlnln

;
ln
ln;

ln
;ln

;0ln

CxeyCxyCxy
x

dx
y
yd

x
dx

yy
dyy

x
yy

y
x
yy

==+=

===′

=−′

∫ ∫  

 
 Решение исходного уравнения ищем в виде: ;)( xxCey =  
Тогда ( );)()()( xCxxCey xxC +′=′  
Подставим полученные результаты в исходное уравнение: 

( ) ;ln)()(
)(

)()(

x
eexCxxCxe

xxC
xxCxxC =+′  

 

;ln)(;ln)(

;ln)()()(

2
2

2

x
xxCxxCx

xxxCxxCxCx

−=′−=′

−=+′
 

;1lnln

;1;

;;ln
ln)( 2

2

2 C
xx

x
x
dx

x
x

x
v

x
dxdu

x
dxdvxu

dx
x

xxC ++=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

−−−=

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−==

==
=−= ∫∫  

;11ln)( +++ === CxCxxxxC xeeey  
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 Получаем общее решение: ;1+= Cxxey  
 
 

 Пример. Решить дифференциальное уравнение 0=−+′
x
yey x

y

 с начальным условием 

у(1)=0. 
 
В этом уравнении также удобно применить замену переменных. 

;ln;ln;ln;
u
uxuyuxyu

x
yue x

y ′
+=′===  

Уравнение принимает вид: ;0;0lnln 2 =+′=−+
′

+ uuxuu
u
uxu  

;;; 22
2 ∫∫ −=−=−=′

x
dx

u
du

x
dx

u
duuux  

;ln1;lnln1 Cx
u

Cx
u

=+=  

Делаем обратную подстановку: );ln(ln;ln Cx
x
yCxe x

y

=−=
−

 

 
Общее решение: );ln(lnCxxy −=  
 
C учетом начального условия у(1) = 0:  ;);ln(ln0 eCC =−=  
 
Частное решение:   );ln(lnexxy −=  
 
 
 Второй способ решения. 

0=−+′
x
yey x

y

 

Замена переменной: ;
x
yu =  ;; uxuyuxy +′=′=  

0=−++′ ueuxu u  
0=+′ uexu  
uex

dx
du

−=  

x
dxdue u =− −  

∫ ∫=− − ;
x

dxdue u  

;ln;lnln CxeCxe uu =+= −−  

);ln(ln);ln(ln CxuCxu −==−  
 
Общее решение: );ln(lnCxxy −=  
 Пример. Решить уравнение 0=−′′′ yy . 
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Составим характеристическое уравнение: ;013 =−k  

;01;1;0)1)(1( 2
1

2 =++==++− kkkkkk  

;
2
3

2
1;

2
3

2
1;341 32 ikikD −−=+−=−=−=  

 

Общее решение имеет вид: .
2
3sin

2
3cos 32

2
1 ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++=

−
xCxCeeCy

x
x  

 
 
 
 Пример. Решить уравнение .022)1( 2 =+′−′′− yyxyx  
 

Это линейное однородное дифференциальное уравнение с переменными коэффициен-
тами второго порядка. Для нахождения общего решения необходимо отыскать какое - либо 
частное решение. 
 Таким частным решением будет являться функция .1 xy =  

;0220;0;1 11 =+−=′′=′ xxyy  
 
Исходное дифференциальное уравнение можно преобразовать: 

.0
1

2
1

2
22 =

−
+′

−
−′′

x
yy

x
xy  

 

Общее решение имеет вид: ;1
2

1
2

21
2 xCdxe

x
xCy

dx
x
x

+∫= ∫ −  

;22

)1ln(

1

2

xCdx
x

exCy
x

+= ∫
−−

 

∫∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
−

++=+
−

= ;
)1(2

1
)1(2

11;
)1( 2122221 dx

xxx
xCxCyxC

xx
dxxCy  

;
1
1ln

2
11

12 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
+

+−+=
x
x

x
xCxCy  

 

Окончательно: ;
1
1ln 432 C

x
xxCxCy +

−
+

+=  

 
  
 
 Пример. Решить уравнение .0=− yy IV  
 
Составим характеристическое уравнение: .014 =−k  

.;;1;1;0)1)(1( 4321
22 ikikkkkk −==−===+−  

 
 Общее решение: .sincos 4321 xCxCeCeCy xx +++= −  
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 Пример. Решить уравнение .044 =+′−′′ yyy  
 
Характеристическое уравнение: .2;044 21

2 ===+− kkkk  
 
Общее решение: .2

2
2

1
xx xeCeCy +=  

 
 
 Пример. Решить уравнение .052 =+′+′′ yyy  
 
Характеристическое уравнение: ;21;16;052 1

2 ikDkk +−=−==++  
            .212 ik −−=  
Общее решение: ).2sin2cos( 21 xCxCey x += −  
 
 
 Пример. Решить уравнение .067 =′+′′−′′′ yyy  
 
Характеристическое уравнение: ;0)67(;067 223 =+−=+− kkkkkk  

;6;1;0 321 === kkk  
 
Общее решение: ;6

321
xx eCeCCy ++=  

  
 
 Пример. Решить уравнение .02 =−′−′′ yyy  
 
Характеристическое уравнение: ;2;1;02 21

2 =−==−− kkkk  
 
Общее решение: .2

21
xx eCeCy += −  

 
 
 Пример. Решить уравнение .09 =′′′− yyV  
 
Характеристическое уравнение: ;0)9(;09 2335 =−=− kkkk  

;3;3;0 54321 −===== kkkkk  
 

Общее решение: ;3
5

3
4

2
321

xx eCeCxCxCCy −++++=  
 
 
 Пример. Решить уравнение .02 =′−′′ yyy  
 

Это уравнение не является линейным, следовательно, приведенный выше метод ре-
шения к нему не применим. 
 Понизим порядок уравнения с помощью подстановки .py =′  

Тогда .p
dy
dpy

dy
dpy =′=′′  
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;;0;0 111
2 Cyppp

dy
dpy ===−  

;lnlnln;;; Cyp
y

dy
p

dp
y

dy
p

dpp
dy
ydp

+==== ∫ ∫  

∫ ∫===′= ;;;; dx
Сy
dydx

Сy
dyCyyCyp  

;;lnln1
3

ln
2

2 CxCCCx eCeeCyCxCy
C

==+=  

 
Окончательно получаем: ;1

CxeCy =  
 
Это выражение будет общим решением исходного дифференциального уравнения. Получен-
ное выше решение у1 = С1 получается из общего решения при С = 0. 
 
 
 Пример. Решить уравнение .03 2 =′+′′ yyy  
 

Производим замену переменной: ;;
dy
dppy

dy
dpypy =′=′′=′  

;;0;03 11
2 Cypp

dy
dpyp ===+  

;
3
1;

3
;3 ∫ ∫−=−=−=

y
dy

p
dp

y
dy

p
dpp

dy
dpy  

;;;lnln
3
1ln 3

1

1
3 −

=′=+−= yCy
y
CpCyp  

;
4
3;; 21

3
4

1
3
1

1
3
1

CxCydxCdyydxCdyy +=== ∫∫  

;43
3
4

CxCy +=  
 

Общее решение: .)( 4
3

43 CxCy +=  
Пример. Решить уравнение .2sin xxyy −=+′′  
 
Правую часть дифференциального уравнения представим в виде суммы двух функций 

f1(x) + f2(x) = x + (-sinx). 
Составим и решим характеристическое уравнение: ;;01 2,1

2 ikk ±==+  
 

1. Для функции f1(x) решение ищем в виде )(1 xQexy xr α= .  
Получаем: ;)(,0,0 BAxxQr +===α  Т.е.    ;1 BAxy +=  

;0;1;
;0; 11

===+
=″=′

BAxBAx
yAy  

 
Итого: ;1 xy =  
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2. Для функции f2(x) решение ищем в виде: )sin)(cos)(( 212 xxQxxQexy xr β+β= α . 
Анализируя функцию f2(x), получаем: ;0;2;0;1)(;0)( 21 ==β=α−== rxPxP  
 
 Таким образом, ;2sin2cos2 xDxCy +=  

;2sin2sin2cos2sin42cos4
;2sin4cos24

;2cos22sin2

2

2

xxDxCxDxC
xDxCy

xDxCy

−=++−−
−−=″
+−=′

 

 
xxDxC 2sin2sin32cos3 −=−−  

 

;
3
1;0 == BA  

 

Итого: ;2sin
3
1

2 xy =  

 

 Т.е. искомое частное решение имеет вид: ;2sin
3
1

21 xxyyy +=+=  

 
Общее решение неоднородного дифференциального уравнения: 

 

;sincos2sin
3
1

21 xCxCxxy +++=  

 
 

 Рассмотрим примеры применения описанных методов. 
 
 Пример. Решить уравнение .32 xeyyy =+′−′′  
Составим характеристическое уравнение для соответствующего линейного однородного 
дифференциального уравнения: 

;1;012 21
2 ==−+− kkkk  

 
 Общее решение однородного уравнения: .21

xx xeCeCy +=  
Теперь найдем частное решение неоднородного уравнения в виде: 

)(xQexy xr α=  
;)(;2;1 CxQr ===α  

.2 xeCxy =  
Воспользуемся методом неопределенных коэффициентов. 

.222;2 22 xxxxxx eCxCxeCxeCeyeCxCxey +++=′′+=′  
Подставляя в исходное уравнение, получаем: 

.32442 222 xxxxxxx eeCxeCxCxeeCxCxeCe =+−−++  

.
2
3;32 == CC  
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Частное решение имеет вид: .
2
3 2 xexy =  

Общее решение линейного неоднородного уравнения: .
2
3 2

21
xxx exxeCeCy ++=  

 Пример. Решить уравнение  .12 −=′−′′′ xyy  
 
Характеристическое уравнение: ;1;1;0;0)1(;0 321

23 −====−=− kkkkkkk  
Общее решение однородного уравнения: .321

xx eCeCCy −++=  
Частное решение неоднородного уравнения: )(xQexy xr α= . 

.)(;1;0 2 CBxAxxQr ++===α  
CxBxAxy ++= 23  

Находим производные и подставляем их в исходное неоднородное уравнение: 
;6;26;23 2 AyBAxyCBxAxy =′′′+=′′++=′  

;1236 22 −=−−− xCBxAxA  
;16;02;13 −=−=−=− CABA  

;1;0;
3
1

−==−= CBA  

Получаем общее решение неоднородного дифференциального уравнения: 

.
3
1 3

321 xxeCeCCy xx −−++= −  

 Пример. Найти общее решение системы уравнений: 

⎩
⎨
⎧

+=′
+=′

yxy
yxx

22
25

 

Составим характеристическое уравнение: 

;042510;04)2)(5(;0
22

25 2 =−+−−=−−−=
−

−
kkkkk

k
k

 

;6;1;067 21
2 ===+− kkkk  

Решим систему уравнений: 

⎩
⎨
⎧

=β−+α
=β+α−

0)(
0)(

2221

1211

kaa
aka

 

Для k1:   
⎩
⎨
⎧

=β+α
=β+α

⎩
⎨
⎧

=β−+α
=β+α−

02
024

0)12(2
02)15(

11

11

11

11  

Полагая 11 =α (принимается любое значение), получаем: .21 −=β  
 

Для k2:   
⎩
⎨
⎧

=β−α
=β+α−

⎩
⎨
⎧

=β−+α
=β+α−

042
021

0)62(2
02)65(

22

22

22

22  

Полагая 22 =α (принимается любое значение), получаем: .12 =β  

Общее решение системы: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=

+=
tt

tt

eCeCy

eCeCx
6

21

6
21

2

2
 

 
  
Этот пример может быть решен другим способом: 
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Продифференцируем первое уравнение: ;25 yxx ′+′=′′  
Подставим в это выражение производную у′ =2x + 2y  из второго уравнения. 
 

;445 yxxx ++′=′′  
 Подставим сюда у, выраженное из первого уравнения: 
 

xxxxx 10245 −′++′=′′  
067 =+′−′′ xxx  

 
1;6 21 == kk  

;6; 66 tttt BeAexBeAex +=′+=  
 

;55652 66 tttt BeAeBeAexxy −−+=−′=  

;
2
12 6tt BeAey +−=  

 Обозначив 21 2
1; CBCA == , получаем  решение системы: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=

+=
tt

tt

eCeCy

eCeCx
6

21

6
21

2

2
 

 
 
 

Пример. Найти решение системы уравнений 

⎩
⎨
⎧

++=′
+=′

xzyz
zyy

 

Эта система дифференциальных уравнений не относится к рассмотренному выше типу, т.к. 
не является однородным (в уравнение входит независимая переменная х). 
 Для решения продифференцируем первое уравнение по х. Получаем: 

.zyy ′+′=′′  
Заменяя значение z’ из второго уравнения получаем: xzyyy +++′=′′ . 
С учетом первого уравнения, получаем: .2 xyy +′=′′  
Решаем полученное дифференциальное уравнение второго порядка. 

.2;0;02;02;2 21
2 ===−=′−′′=′−′′ kkkkyyxyy  

Общее решение однородного уравнения: .2
21

xeCCy +=  
 

Теперь находим частное решение неоднородного дифференциального уравнения по формуле 
;)(;1;0);( BAxxQrxQexy xr +===α= α  

;2;2;2 AyBAxyBxAxy =′′+=′+=  

;
4
1;

4
1;242 −=−==−− BAxBAxA  

Общее решение неоднородного уравнения: 
 

).1(
4
12

21 +−+= xxeCCy x  

Подставив полученное значение в первое уравнение системы, получаем: 

).1(
4
1 22

21 −−++−= xxeCCz x  
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 Пример. Найти решение системы уравнений: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=′
+=′
+=′

zyw
wyz

wzy

3
3  

 
Составим характеристическое уравнение: 

;0
13

3
3

13
1

1
;0

13
13
11

=
−

+
−

−
−

−
−=

−
−

−
k

kk
k

k
k

k
k

 

;3;2;1;067;03333)1( 321
32 =−=−==−−=++++−− kkkkkkkkk  

 
1) k = -1. 

;;0;
03
03

0
γ−=β=α

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=γ+β+α
=γ+β+α
=γ+β+α

 

Если принять γ = 1, то решения в этом случае получаем: 
;;;0 111

xx ewezy −− =−==  
 
2) k2 = -2. 

;;;
023
023

02
γ=βγ−=α

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=γ+β+α
=γ+β+α
=γ+β+α

 

Если принять γ = 1, то получаем: 
;;; 2

2
2

2
2

2
xxx ewezey −−− ==−=  

 
3) k3 = 3. 

;;
3
2;

033
033
03

γ=βγ=α
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=γ−β+α
=γ+β−α
=γ+β+α−

 

Если принять γ = 3, то получаем: 
;3;3;2 3

3
3

3
3

3
xxx ewezey ===  

 
Общее решение имеет вид: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=

++−=

+−=

−−

−−

−

xxx

xxx

xx

eCeCeCw

eCeCeCz

eCeCy

3
3

2
21

3
3

2
21

3
3

2
2

3

3

2

 

 
Ряды. 

 Пример. Определить сходимость ряда ∑
∞

=1 2n
n

n . 
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1
2
1

2

11

2
1

2
2)1(limlim;

2
1;

2 1
1

11 <=
+

=
+

=
+

=
+

== +∞→

+

∞→++
n

n
n

n
n

u
ununu n

n

n
n

n

nnnnn  

Вывод: ряд сходится. 
 
 

 Пример. Определить сходимость ряда ...
!

1...
!2

1
!1

11 +++++
n

 

10
1

1lim
)!1(

!limlim;
)!1(

1;
!

1 1
1 <=

+
=

+
=

+
==

∞→∞→

+

∞→+ nn
n

u
u

n
u

n
u

nn
n

n

nnn  

Вывод: ряд сходится. 

 Пример. Определить сходимость ряда ∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

1
2

2

53
12

n

n

n
n . 

1
3
2

53

12
lim

53
12limlim

2

2

2

2

<=
+

+
=

+
+

=
∞→∞→∞→

n

n
n
nu

nn
n

nn
 

Вывод: ряд сходится. 

 Пример. Определить сходимость ряда ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

11
n

n

n
. 

.111limlim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

∞→∞→ n
u

n
n

nn
 

Т.е. признак Коши не дает ответа на вопрос о сходимости ряда. Проверим выполнение необ-
ходимых условий сходимости. Как было сказано выше, если ряд сходится, то общий член 
ряда стремится к нулю. 

011limlim ≠=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

∞→∞→
e

n
u

n

nnn
, 

таким образом, необходимое условие сходимости не выполняется, значит, ряд расходится. 

 Пример. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

=1
3

cos
n n

nx . 

Так как 1cos ≤nx  всегда, то очевидно, что 33

1cos
nn

nx
≤ . 

При этом известно, что общегармонический ряд ∑
∞

=
α

1

1
n n

 при α=3>1 сходится, то в соответст-

вии с признаком Вейерштрасса исследуемый ряд равномерно сходится и притом в любом 
интервале. 
 

 Пример. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

=1
3

n

n

n
x . 

На отрезке [-1,1] выполняется неравенство 33

1
nn

xn

≤  т.е. по признаку Вейерштрасса на этом 

отрезке исследуемый ряд сходится, а на интервалах (-∝, -1) ∪ (1, ∝) расходится. 

 Пример. Найти область сходимости ряда ...
!

...
!3!2

32

+++++
n
xxxx

n
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Находим радиус сходимости ∞==
−

=
−

==
∞→∞→∞→

−

∞→
n

n
n

n

n
a

a
R

nnn
n

n

n
lim

)!1(
!lim

!
1

)!1(
1

limlim 1 . 

Следовательно, данный ряд сходится прилюбом значении х. Общий член этого ряда стремит-
ся к нулю. 

.0
!

lim =
∞→ n

xn

n
 

Пример. Разложить в ряд функцию 
x−1

1 . 

 Суть метода алгебраического деления состоит в применении общего правила деления 
многочленов: 
 
                                                               1                  1 - x 
                                                               1 – x            1 + x  + x2 + x3 + … 
                                                                     x 
                                                                     x – x2 
                                                                        x2  
                                                                 x2 – x3 
                                                                        x3  
       ………. 
Если применить к той же функции формулу Маклорена 

)(
!

)0(...
!2

)0(
!1

)0()0()(
)(

2 xRx
n

fxfxffxf n
n

n

+++
′′

+
′

+= , 

то получаем: ;1)0(;
)1(

1)( 2 =′
−

=′ f
x

xf  

  ;2)0(;
)1(

2)( 3 =′′
−

=′′ f
x

xf  

  ;!3)0(;
)1(

32)( 4 =′′′
−
⋅

=′′′ f
x

xf  

  ………………………………. 

  ;!)0(;
)1(
!)( )(

1
)( nf

x
nxf n

n
n =

−
= +  

Итого, получаем: ......1)( 2 +++++= nxxxxf  
 
 Рассмотрим способ разложения функции в ряд при помощи интегрирования. 
 
С помощью интегрирования можно разлагать в ряд такую функцию, для которой известно 
или может быть легко найдено разложение в ряд ее производной. 
 Находим дифференциал функции dxxfxdf )()( ′=  и интегрируем его в пределах от 0 
до х. 

;)()(;)()(
0000
∫∫∫ ′=′=
xxxx

dxxfxfdxxfxdf  

;)()0()(
0
∫ ′+=
x

dxxffxf  
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 Пример. Разложить в ряд функцию ).1ln()( xxf +=  
Разложение в ряд этой функции по формуле Маклорена было рассмотрено выше. Теперь ре-
шим эту задачу при помощи интегрирования. 
 

 При 
x

xff
+

=′=
1

1)(,0)0(  получаем по приведенной выше формуле: 

∫ +
=+

x

dx
x

x
0 1

1)1ln(  

Разложение в ряд функции 
x+1

1  может быть легко найдено способом алгебраического деле-

ния аналогично рассмотренному выше примеру. 
 

...)1(...1
1

1 432 +−+−+−+−=
+

nn xxxxx
x

 

Тогда получаем: ∑∑∫∫∑∫
∞

=

+∞

=

∞

= +
−=−=−=

+
=+

0

1

0 00 00 1
)1()1()1(

1
1)1ln(

n

n
n

n

x
nn

x

n

nn
x

n
xxxdx

x
x  

 

Окончательно получим: ...
1

)1(...
432

)1ln(
1432

+
+

−++−+−=+
+

n
xxxxxx

n
n  

 
 
 Пример. Разложить в степенной ряд функцию arctgx . 
Применим разложение в ряд с помощью интегрирования. 

;
1

1)(;0)0(;)( 2x
xffarctgxxf

+
=′==  

∫ +
=

x

dx
x

arctgx
0

21
1  

Подинтегральная функция может быть разложена в ряд методом алгебраического деления: 
                                                           1                   1 + x2 
                                                           1 + x2            1 – x2 + x4- … 
                                                               - x2 
                                                               - x2 – x4 
                                                                         x4 
                                                                         x4 + x6 

                                                                    …………. 
 

...)1(...1
1

1 242
2 +−+−+−=

+
nn xxx

x
 

Тогда ∑∑∫∫∑∫
∞

=

+∞

=

∞

= +
−=−=−=

+
=

0

12

0 0

2

0 0

2

0
2 12

)1()1()1(
1

1
n

n
n

n

x
nn

x

n

nn
x

n
xdxxdxxdx

x
arctgx  

 

Окончательно получаем: ...
12

)1(...
53

1253

+
+

−+−+−=
+

n
xxxxarctgx

n
n  

 Пример. Найти решение уравнения 0=−′′ xyy c начальными условиями y(0)=1, 
y’(0)=0. 
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Решение уравнения будем искать в виде ...2
210 +++= xcxccy  

...432 3
4

2
321 ++++=′ xcxcxccy  

...201262 3
5

2
432 ++++=′′ xcxcxccy  

 
 Подставляем полученные выражения в исходное уравнение: 

0...)(...)201262( 4
3

3
2

2
10

3
5

2
432 =++++−++++ xcxcxcxcxcxcxcc  

0...)30()20()12()6(2 36
4

25
3

14
2

032 =+−+−+−+−+ ccxccxccxccxc  
Отсюда получаем: 02 2 =c  

   

030
020
012

06

36

25

14

03

=−
=−
=−
=−

cc
cc
cc

cc

 

   ……………… 
Получаем, подставив начальные условия в выражения для искомой функции и ее первой 
производной: 

0
1

1

0

=
=

c
c

 

Окончательно получим: ;0;0;
6
1;0;0;1 543210 ====== cccccc  ...;

180
1

6 =c  

 

Итого: ...
1806

1
63

+++=
xxy  

 
 
 Существует и другой метод решения дифференциальных уравнений с помощью ря-
дов. Он носит название метод последовательного дифференцирования.  
 
 Рассмотрим тот же пример. Решение дифференциального уравнения будем искать в 
виде разложения неизвестной функции в ряд Маклорена. 

...
!3

)0(
!2

)0(
!1

)0()0( 32 +
′′′

+
′′

+
′

+= xyxyxyyy  

 
 Если заданные начальные условия  y(0)=1,  y’(0)=0  подставить в исходное диффе-
ренциальное уравнение, получим, что .0)0( =′′y  
 Далее запишем дифференциальное уравнение в виде xyy =′′  и будем последователь-
но дифференцировать его по х. 

..........................................................
;4)0(;3

;0)0(;2
;0)0(;

;1)0()0(;

=+′′′+′′′=

=′′′+′′+′′=

=′′+′+′=

==′′′′+=′′′

VIIVVI

VV

IVIV

yxyyyy
yyxyyy

yyxyyy
yyyxyy

 

 
 После подстановки полученных значений получаем: 
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...
1806

1
63

+++=
xxy  

 Пример. Разложить  в ряд Фурье периодическую функцию 3)( xxf =  с периодом T = 
2π на отрезке [-π;π]. 
 Заданная функция является нечетной, следовательно, коэффициенты Фурье ищем в 
виде: 

,...)2,1(;sin)(2

0

=
π

= ∫
π

nnxdxxfbn  

 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

π
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−==

==
=

π
= ∫∫

πππ

0

2

0

3

2

3

0

3 cos3cos2
;cos;3

;sin;
sin2 nxdxx

nn
nxx

n
nxvdxxdu

nxdxdvxu
nxdxxbn  

 

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+

ππ
−

π
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

==
= ∫

ππ

00

23
2

sin2sin3cos2
;sin;2

;cos;
dx

n
nxx

n
nxx

nn
n

n
nxvxdxdu

nxdxdvxu
 

 

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−==

==
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

ππ
−

π
= ∫

π

;cos;

;sin;
sin6cos2

0
2

3

n
nxvdxdu

nxdxdvxu
nxdxx

nn
n  

 

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−

ππ
−

π
= ∫

ππ

00
2

3 coscos6cos2 dx
n
nx

n
nxx

nn
n  

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
−−=

π
+

ππ
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−
ππ

+
ππ

−
π

=
π

nnn
n

n
n

n
nx

nnn
n n

2

33

2

0
33

3 212)1(cos12cos2sin6cos6cos2  

 
Получаем: 

∑∑
∞

=

∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
−−==

1

2

3
1

3 sin212)1(sin
n

n

n
n nx

nn
nxbx . 

 
 Построим графики заданной функции и ее разложения в ряд Фурье, ограничившись 
первыми четырьмя членами ряда. 
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Операционное исчисление. 
 

 Пример. Найти изображение функции f(t) = sint. 
 

 =−−=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=−=

==
== ∫∫

∞
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∞
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−

−∞
− dttpete

tvdtpedu
tdtdveu

tdtepF ptpt
pt

pt
pt

000

coscos
;cos;

;sin;
sin)(  

 

−−=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−=

==
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∞
−

−

−∞
−∫

00

sin1
;sin;

;cos;
cos1 tpe

tvdtpedu
tdtdveu

tdtep pt
pt

pt
pt  ∫

∞
−

0

2 .sin tdtep pt  

 

1sin)1(
0

2 =+ ∫
∞

− tdtep pt  

;
1

1sin 2
0 p

tdte pt

+
=∫

∞
−          ;

1
1sin 2p

t
+

=
•

•
 

 Пример. Найти изображение функции 
t

tsin . 

Из таблицы изображений получаем: 
1

1sin 2 +
=
•

• p
t .  

По свойству интегрирования изображения получаем: ∫
∞•

•
=

p

dqqF
t
tf )()(  

;
21

1sin
2 arctgparctgqdq

qt
t

pp

−
π

==
+

=
∞∞•

• ∫  

 
 Пример. Найти изображение функции t2sin . 
 

Из тригонометрии известна формула 
2

2cos1sin 2 tt −
= .   

Тогда 
)4(22

1]2[cos
2
1]1[

2
1]2cos1[

2
1sin 2

2

+
−=−=−=

•

• p
p

p
tLLtLt =

)4(
2

)4(2
4

22

22

+
=

+
−+

pppp
pp . 
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 Пример. Решить уравнение .0)0()0(;24 =′==+′′ yyyy  
 
 Изображение искомой функции будем искать в виде: 

)(
)(

pR
pFy

n

=  

.4401)(;2]2[][)( 22 +=+⋅+⋅==== ppppR
p

LfLpF n  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−=
+

=
4

1
2
1

)4(
2

22 p
p

ppp
y  

Находим оригинал, т.е. искомую функцию:   )2cos1(
2
1 xyy −==

•

•
 

 
 Пример. Решить уравнение .1)0(;02 ==−′ yyy  
 

;1;2)(;0]0[][)( 011 ==Ψ−==== − yappRLfLpF nn  

;
2

1
−

=
p

y  

 

;2xeyy ==
•

•
 

 
 Пример. Решить уравнение:  

;0)0(;1)0(;0)0(;06116 =′′=′==−′+′′−′′′ yyyyyyy  
 

;6116)(;0]0[][)( 23 −+−==== ppppRLfLpF n  
.6)()()( 000

2
3002011 pyypypaypyayapn +−=′′+′++′++=Ψ −  

 

Изображение искомой функции 
6116

6
23 −+−
+−

=
ppp

py  

Для нахождения оригинала необходимо разложить полученную дробь на элементар-
ные дроби. Воспользуемся делением многочленов (знаменатель делится без остатка на p – 1): 

p3 – 6p2 + 11p – 6          p - 1 
        p3 – p2          p2 – 5p + 6  
              -5p2 + 11p 
              -5p2 + 5p 
               6p - 6 
               6p - 6 
            0  
 
 В свою очередь )3)(2(652 −−=+− pppp  
Получаем: ).3)(2)(1(6116 23 −−−=−+− pppppp  
 

Тогда: ;
3216116

6
23 −

+
−

+
−

=
−+−

+−
=

p
C

p
B

p
A

ppp
py  

Определим коэффициенты А, В и С. 
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pppCppBppA +−=−−+−−+−− 6)2)(1()3)(1()3)(2(  
pCCpCpBBpBpAApAp +−=+−++−++− 6233465 222  

pCBACBApCBAp +−=+++++−++ 6236)345()(2  
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Тогда ;
3

2
3

2
4

1
2
5

6116
611

23 −

−
+

−
+

−

−
=

−+−
−

=
pppppp

py  

 

;
2
34

2
5 32 xxx eeeyy −+−==

•

•
 

 
  
Приемы операционного исчисления можно также использовать для решения систем диффе-
ренциальных уравнений. 
 
 Пример. Решить систему уравнений: 

;
34
43

⎩
⎨
⎧

−=′
+=′

yxy
yxx

            1)0()0( == yx  

 
 Обозначим )(),( pypx  - изображения искомых функций и решим вспомогательные 
уравнения: 

⎩
⎨
⎧

−=−
+=−

⎩
⎨
⎧
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)(4)(3)0()(

;
][3][4][
][4][3][

pypxypyp
pypxxpxp
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 Решим полученную систему алгебраических уравнений. 

;
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;5
5
15)()( tshtchtypy +==

•

•
 

 
 Если применить к полученным результатам формулы 

;
2

;
2

zzzz eeshzeechz
−− −

=
+

=  

то ответ можно представить в виде: 

;

5
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5
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5
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 Как видно, гиперболические функции в ответе могут быть легко заменены на показа-
тельные. 
 
 Пример. Решить систему уравнений  

⎩
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⎧
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   при x(0) = y(0) = 1 

 
 Составим систему вспомогательных уравнений:  
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 Если обозначить ;
5
3;

5
1

21 =−= CC  то из полученного частного решения системы 

можно записать и общее решение: 
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Тестовые задания 
Тестовые задания по проверке остаточных знаний по дисциплине 

«Математический анализ» для специальности 230102 
20 заданий 

время тестирования – 40 минут 
 

ВАРИАНТ 1 
Инструкция: все задания имеют одну и ту же форму – с выбором одного ответа из четырех предложенных 
1. Областью определения функции  

1
13

2 −

+
=

x
xy  является… 

1) R 
2) (- ∞; - 1)∪(1; ∞) 
3) (- ∞; - 1/3)∪(-1/3; ∞) 
4) (1; ∞) 

2. Числовая последовательность определена на мно-
жестве… 

1) натуральных чисел 
2) целых чисел 
3) рациональных чисел 
4) действительных чисел 

3. Предел 
65

4
2

2

2 +−

−

xx
x

x lim  равен… 
1) – 4   
2) 4 
3) 0 
4) 4/5 

4. Предел xx e
x2

∞lim  равен… 
1) 1 
2) ∞ 
3) 0 
4) 10 

5. Производная функции  

13

2

+
=

x
xy  в точке x0 = 1 равна… 

1) – 0,25 
2) 4,5 
3) 0 
4) 0,25 

6. Дифференциал функции  

1
2

2 +

−
=

x
xy  равен… 

1) 
( )22

2

1

14

+

++−

x

xx
 

2) dx
x

xx
1

14
2

2

+

++−
 

3) 
( )

dx
x

xx
22

2

1

14

+

++−
 

4) dx
x2

1
 

7. Наименьшее значение функции 

3
2

3
1 23 −−= xxxf )(  

на отрезке [- 1;1] равно… 

1) -2 
2) 0 
3) -4/3 
4) -2/3 

8. Закон движения материальной точки имеет вид 
x(t) = 4 + 10t + e7-t,где x(t) - координата точки в мо-
мент времени t. Тогда ускорение точки при t = 7 рав-
на… 

1) 13 
2) 75 
3) 9 
4) 1 

9. Множество первообразных функции  
)sin()( 52 += xxf  имеет вид… 

1) 2cos(2x + 5) + C 
2) 2 cosx + C 

3) Cx ++− )cos( 52
2
1

 

4) Cx ++ )cos( 52
2
1
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10. Определенный интеграл 

∫ −
1

2
1

24 dxx  равен… 
1) 

3
2

 

2) 
3
2

−  

3) 
3

24
 

4) 
3

24
−  

11. Несобственный интеграл  

∫
+∞

−

0

4 dxe x  равен… 

1) 
4
1

−  

2) 
4
1

 

3) расходится 
4) 1 

12. На числовой прямой дана точка x = 5,3. Тогда ее 
«ε-окрестностью» может являться интервал… 

1) (5,3; 5,4) 
2) (4,9; 5,5) 
3) (4,8; 5,8) 
4) (4,9; 5,3) 

13. Модуль комплексного числа z = - 2 + 2i равен… 1) 22  

2) 2  

3) 23  

4) 24  
14. Если z1 = 1 – i, z2 = - 2 + i, то z1· z2 равно… 1) 1 - i 

2) 2 – 3i 
3) – 1 + 3i 
4) 3 – i  

15. Значение функции f(z) = z2 + i в точке z0=1+i рав-
но… 

1) 2 + 3i 
2) 3 + 2i 
3) 3i 
4) 2i 

16. Частная производная функции z = x4siny по пере-
менной y в точке М(1; π) равна… 

1)  4 
2) -1 
3) 1 
4) 0 

17. Дифференциальное уравнение  

0122 =−+′ xyy  является… 

1) линейным неоднородным дифференциальным 
уравнением 
2) однородным дифференциальным уравнением 
3) уравнением Бернулли 
4) дифференциальным уравнение с разделяющимися 
переменными 

18. Дано дифференциальное уравнение 

( ) 23 xky +=′ , тогда функция y = x3 является его 
решением при k равном… 

1) 0 
2) 2 
3) 3 
4) 1 

19. Дано линейное однородное дифференциальное 
уравнение 02 =−′+′′ yyy , тогда его общее реше-
ние имеет вид… 

1) C1e2x + C2e- x 
2) C1e2x + C2e x 
3) C1e - 2x + C2e - x 
4) C1e - 2x + C2e x  

20. Частному решению линейного неоднородного 
дифференциального уравнения 

( )134 2 +=+′−′′ xeyyy x  по виду его правой 
части соответствует функция  

1) y = e 2x (Ax + B) 
2) y = Ae 2x + Be 3x 
3) y = Ax + B 
4) y = Ax2 + Bx 
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ВАРИАНТ 2 
Инструкция: все задания имеют одну и ту же форму – с выбором одного ответа из четырех предложенных 
1. Областью определения функции 

xy 35 −=  является… 
1) (- ∞; 5/3) 
2) (- ∞; 5/3] 
3) R 
4) [5/3; ∞) 

2. График числовой последовательности располо-
жен… 

1) левее оси Oy 
2) в первой координатной четверти 
3) правее оси Oy 
4) ниже оси Ox 

3. Предел 
1

38
1 −

−+
x

x
x lim  равен… 1) 

6
1

 

2) 0 
3) ∞ 

4) 
3
1

 

4. Предел 
x

x
x

coslnlim0  равен… 
1) -1 
2) 1 
3) ∞ 
4) 0 

5. Производная функции  
364 xxy +=  в точке x0 = 8 равна… 

1) – 0,25 
2) 4,5 
3) 0 
4) 0,25 

6. Дифференциал функции 

xxy ln2=  равен… 

1) )ln( 12 +xx  
2) dxxx )ln( 122 +  
3) dx2  
4) dxxx )ln( 12 +  

7. Наименьшее значение функции 

1
3
1 23 −−= xxxf )(  

на отрезке [- 1;1] равно… 

1) -2 
2) 0 
3) -4/3 
4) -1 

8. Закон движения материальной точки имеет вид 
x(t) = 5 + 10t + e3 - t,где x(t) - координата точки в мо-
мент времени t. Тогда скорость точки при t = 3 рав-
на… 

1) 13 
2) 75 
3) 9 
4) 11 
 

9. Множество первообразных функции 
43 += xexf )(  имеет вид… 

1) Ce x ++433  

2) Ce x +− +433  

3) Ce x ++43
3
1

 

4) Ce x +− +43
3
1

 

 
10. Определенный интеграл 

∫
+

5

1
21

dx
x

x
 

1) 13
2
1 ln  

2) 13
2
1 ln−  

3) 13ln  
4) 13ln−  
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11. Несобственный интеграл 

∫
+∞

−

0

2
dxxe x  равен… 

1) 
2
1

−  

2) 
2
1

 

3) расходится 
4) 1 

12. На числовой прямой дана точка x = 5,2. Тогда ее 
«ε-окрестностью» может являться интервал… 

1) (5,2; 5,4) 
2) (4,9; 5,5) 
3) (4,8; 5,2) 
4) (4,9; 5,3) 

13. Модуль комплексного числа z = 2 + 2i равен… 1) 22  

2) 2  

3) 23  

4) 24  
14. Если z1 = 1 – i, z2 = 2 - i, то z1· z2 равно… 1) 1 - i 

2) 1 – 3i 
3) 3 + 3i 
4) 3 – i  

15. Значение функции f(z) = z2 - i в точке z0=1+i рав-
но… 

1) 2 + 3i 
2) 3 + 2i 
3) 3i 
4) i 

16. Частная производная функции z = x4siny по пере-
менной y в точке М(1; π/2) равна… 

1)  4 
2) -1 
3) 1 
4) 0 

17. Дифференциальное уравнение  

02 222 =−+′ уxyy  является… 

1) линейным неоднородным дифференциальным 
уравнением 
2) однородным дифференциальным уравнением 
3) уравнением Бернулли 
4) дифференциальным уравнение с разделяющимися 
переменными 

18. Дано дифференциальное уравнение 2kxy =′ , 
тогда функция y = x3 является его решением при k 
равном… 

1) 0 
2) 2 
3) 3 
4) 1 

19. Дано линейное однородное дифференциальное 
уравнение 02 =−′−′′ yyy , тогда его общее реше-
ние имеет вид… 

1) C1e2x + C2e- x 
2) C1e2x + C2e x 
3) C1e - 2x + C2e - x 
4) C1e - 2x + C2e x  

20. Частному решению линейного неоднородного 
дифференциального уравнения 

134 +=+′−′′ xyyy  по виду его правой части 
соответствует функция  

1) y = e 2x (Ax + B) 
2) y = Ae 2x + Be 3x 
3) y = Ax + B 
4) y = Ax2 + Bx 
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ВАРИАНТ 3 
Инструкция: все задания имеют одну и ту же форму – с выбором одного ответа из четырех предложенных 
1. Областью определения функции 

)ln( 2+= xy  является… 
1) (-2; ∞) 
2) (2; ∞) 
3) [-2; ∞) 
4) R 

2. Формулой общего члена числовой последователь-
ности 2, 5, 10, 17, 26, … является… 

1) (1 + n)2 

2) n2 + 1 
3) n2 - 1 
4) 2n + 1 

3. Предел 
xx

x
x −20lim  равен… 

1) ∞ 
2) 0 
3) – 1  
4) 1 

4. Предел 
tgx

e x

x
1

0
−lim  равен… 

1) 1 
2) 0 
3) ∞ 
4) -1 

5. Производная функции  

xxxy π−+= sin32  в точке x0 = π / 2 равна… 

1) – 0,25 
2) 4,5 
3) 0 
4) 0,25 

6. Дифференциал функции 

( ) tgxxxy ⋅−= 3  равен… 1) dx
x
xxtgxx
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
+⋅− 2

3
13

cos
)(  

2) 
x
xxtgxx 2

3
13

cos
)( −

+⋅−  

3) dx
x

x
⋅

−
2

13
cos

 

4) dx
x

x
⋅

−
2

13
sin

 

7. Наименьшее значение функции 
23

3
1 xxxf −=)(  

на отрезке [- 1;1] равно… 

1) -2 
2) 0 
3) -4/3 
4) -2/3 

8. Закон движения материальной точки имеет вид 
x(t) = 4 + 10t + e7-t,где x(t) - координата точки в мо-
мент времени t. Тогда ускорение точки при t = 7 рав-
на… 

1) 1 
2) 75 
3) 9 
4) 11 

9. Множество первообразных функции 
)cos()( 52 += xxf  имеет вид… 1) Cx ++ )sin( 52

2
1

 

2) Cx ++− )sin( 52
2
1

 

3) Cx ++ )sin( 522  
4) Cx ++− )sin( 522  
 

10. Определенный интеграл 

∫ −

5

2 32x
dx

 равен… 

1) 7
2
1 ln  

2) 7
2
1 ln−  

3) 7ln  
4) 7ln−  
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11. Несобственный интеграл 

∫
+∞

13 xx
dx
ln

 равен… 

1) 13 
2) -13 
3) расходится 
4) 1 

12. На числовой прямой дана точка x = 5. Тогда ее 
«ε-окрестностью» может являться интервал… 

1) (5; 5,4) 
2) (4,9; 5,5) 
3) (4,8; 5) 
4) (4,9; 5,1) 

13. Модуль комплексного числа z = - 4 + 4i равен… 1) 22  

2) 2  

3) 23  

4) 24  
14. Если z1 = 1 + i, z2 = 2 + i, то z1· z2 равно… 1) 1 - i 

2) 2 – 3i 
3) 1 + 3i 
4) 3 – i  

15. Значение функции f(z) = z3 + i в точке z0=1+i рав-
но… 

1) - 2 + 3i 
2) 3 + 2i 
3) 3i 
4) 2i 

16. Частная производная функции z = x3cosy по пе-
ременной y в точке М(-1; π/2) равна… 

1)  4 
2) -1 
3) 1 
4) 0 

17. Дифференциальное уравнение  
012 =−+′ xуy  является… 

1) линейным неоднородным дифференциальным 
уравнением 
2) однородным дифференциальным уравнением 
3) уравнением Бернулли 
4) дифференциальным уравнение с разделяющимися 
переменными 

18. Дано дифференциальное уравнение 

( ) 22 xky +=′ , тогда функция y = x3 является его 
решением при k равном… 

1) 0 
2) 2 
3) 3 
4) 1 

19. Дано линейное однородное дифференциальное 
уравнение 043 =−′+′′ yyy , тогда его общее ре-
шение имеет вид… 

1) C1e4x + C2e- x 
2) C1e4x + C2e x 
3) C1e - 4x + C2e - x 
4) C1e - 4x + C2e x  

20. Частному решению линейного неоднородного 
дифференциального уравнения 

( )165 2 +=+′−′′ xeyyy x  по виду его правой 
части соответствует функция  

1) y = xe 2x (Ax + B) 
2) y = Ae 2x + Be 3x 
3) y = Ax + B 
4) y = Ax2 + Bx 
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ВАРИАНТ 4 
Инструкция: все задания имеют одну и ту же форму – с выбором одного ответа из четырех предложенных 
1. Областью определения функции 

1
4

3

2

+

+
=

x
xy  является… 

1) R 
2) (-∞; 1)∪(1; ∞) 
3) (-∞; - 1)∪(- 1; ∞) 
4) (1; ∞) 

2. Формулой общего члена числовой последователь-
ности -1, 2, - 3, 4, - 5 … является… 

1) (-1)n · n 
2) (-1)n · n2 

3) n 
4) n2 – 1  

3. Предел 
xx

x
x 2

525
20 +

−+lim  равен… 
1) 0 

2) 
20
1

 

3) ∞ 

4) 
2
1

 

4. Предел 
34
12

20

10

1 +−

+−

xx
xx

x lim  равен… 
1) 0,5 
2) – 0,5  
3) 0 
4) ∞ 

5. Производная функции  

)( 541 −⋅= + xey x  в точке x0 = ln2 равна… 

1) 2e(4ln2 + 1) 
2) 2e 
3) 4ln2 – 1  
4) 2e(4ln2 – 1) 

6. Дифференциал функции 
xarctgy =  равен… 1) 

)( xx
dx
+12

 

2) 
)( xx +12

1
 

3) 
)( x

dx
+1

 

4) 
)( xx

dx

+12 3
 

7. Наименьшее значение функции 

2
3
1 23 −−= xxxf )(  

на отрезке [- 1;1] равно… 

1) -2 
2) 0 
3) -4/3 
4) -2/3 

8. Закон движения материальной точки имеет вид 
x(t) = 4 + 10t + e7-t,где x(t) - координата точки в мо-
мент времени t. Тогда скорость точки при t = 7 рав-
на… 

1) 13 
2) 75 
3) 9 
4) 11 

9. Множество первообразных функции 
1032 )()( += xxf  имеет вид… 1) Cx

+
+
22

32 11)(
 

2) Cx
+

+
−

22
32 11)(

 

3) Cx ++ 93210 )(  

4) Cx ++ 93220 )(  
10. Определенный интеграл  

( )∫ +
π

0
22 dxxx sin  равен… 

1) π2 - 1 
2) π2 

3) - π2   
4) π2 + 1 
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11. Несобственный интеграл 

∫
+∞

2e xx
dx
ln

 равен… 

1) e2 

2) - e2 

3) расходится 
4) 1 

12. На числовой прямой дана точка x = 5,1. Тогда ее 
«ε-окрестностью» может являться интервал… 

1) (5,1; 5,4) 
2) (4,9; 5,5) 
3) (4,8; 5,1) 
4) (4,9; 5,3) 

13. Модуль комплексного числа z = - 1 + i равен… 1) 22  

2) 2  

3) 23  

4) 24  
14. Если z1 = 1 – i, z2 = 2 + i, то z1· z2 равно… 1) 1 - i 

2) 2 – 3i 
3) 3 + 3i 
4) 3 – i  

15. Значение функции f(z) = z3 + i в точке z0=1+i рав-
но… 

1) - 2 - 5i 
2) 3 + 2i 
3) 3i 
4) 2i 

16. Частная производная функции z = x4cosy по пе-
ременной y в точке М(1; π/2) равна… 

1)  4 
2) -1 
3) 1 
4) 0 

17. Дифференциальное уравнение  

02 2 =−+′ xyxуy  является… 

1) линейным неоднородным дифференциальным 
уравнением 
2) однородным дифференциальным уравнением 
3) уравнением Бернулли 
4) дифференциальным уравнение с разделяющимися 
переменными 

18. Дано дифференциальное уравнение 

( ) 21 xky +=′ , тогда функция y = x3 является его 
решением при k равном… 

1) 0 
2) 2 
3) 3 
4) 1 

19. Дано линейное однородное дифференциальное 
уравнение 043 =−′−′′ yyy , тогда его общее ре-
шение имеет вид… 

1) C1e4x + C2e- x 
2) C1e4x + C2e x 
3) C1e - 4x + C2e - x 
4) C1e - 4x + C2e x  

20. Частному решению линейного неоднородного 
дифференциального уравнения 

165 +=+′−′′ xyyy  по виду его правой части 
соответствует функция  

1) y = e 2x (Ax + B) 
2) y = Ae 2x + Be 3x 
3) y = Ax + B 
4) y = Ax2 + Bx 
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