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ВВЕДЕНИЕ 

Вопросами интегрального исчисления занимаются с 1696 года. В 

изучение интегралов большой вклад внесли ученые математики и физики. 

Непосредственно, ни одна формула физики не обходится без интегрального и 

дифференциального исчисления. Интеграл помогает успешно решать 

математические задачи и задачи практического характера в разных областях 

науки, техники. Изучение данной темы способствует осознанному 

качественному усвоению материала, развитию правильного представления об 

изучаемом понятии, его огромной значимости в различных областях. Все 

процессы в природе, в которых постоянно меняются какие-то параметры, 

например время, температура, давление, координаты, изучаются и вычисляются 

только с помощью дифференциального и интегрального исчисления. 

Большинство интегралов получены как математические модели каких-

либо естественных процессов в рамках медицины, биологии, химии, 

экономики, и т.д.  

Методические указания «Математический анализ: неопределённый 

интеграл» рекомендованы для самостоятельной работы студентов различных 

направлений подготовки и специальностей при изучении соответствующего 

раздела математики, а также для использования в качестве дополнительного 

материала при организации преподавателем практических занятий. 

Методические указания содержат таблицу неопределённых интегралов, 

краткий теоретический материал, примеры с подробным решением по каждой 

теме, 30 вариантов типовых  задач, которые позволяют формировать 

индивидуальную домашнюю работу студентов по данному разделу, а также 

перечень учебников и пособий, представленных в списке литературы.  

 

 

 

https://profolog.ru/pochemu-u-koshki-ne-prohodit-techka-techka-u-koshki-estestvennyi-process.html
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Тема 1: Непосредственное интегрирование 

Основные свойства неопределенного интеграла: 

1.   )()( xfdxxf 


  

2.   dxxfdxxfd )()(   

3. CxFdxxdF  )()(  

4.   dxxfCdxxfC )()( , где 0 constC  

5. Если )(
1

xf и )(
2

xf имеют первообразную, то справедливо равенство: 

    dxxfdxxfdxxfxf )()()()(
2121

. 

Таблица неопределенных интегралов: 

1)  1,
1

1







 nC
n

x
dxx

n

n   

2)  
 

1,
1

1









 nC
n

ax
dxax

n

n

  3) 
  Cx

x

dx
ln  

4)  


Caxdx
ax

ln
1

 

5)  
 
  







C
n

xa
dxxa

n

n

1

1

 

6)   C
a

a
dxa

x

x

ln
 

7)   Cedxe xx
 

8)   Cxxdx cossin  

9)   Cxxdx sincos  

10)   Cxtgxdx cosln  

11)   Cxctgxdx sinln  

12)   Ctgx
x

dx
2cos

 

13)   Cctgx
x

dx
2sin

 

14)   Cthx
xch

dx
2

 

15)   Ccthx
xsh

dx
2

 

16)  


Cx
x

dx
arcsin

1 2
 

17)  


C
a

x

xa

dx
arcsin

22
 

18)  


Carctgx
x

dx
21

 

19)  


C
a

x
arctg

axa

dx 1
22
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20)  






C

ax

ax

aax

dx
ln

2

1
22

 

21)  






C

ax

ax

axa

dx
ln

2

1
22

 

22)  


Caxx
ax

dx 22

22
ln  

23)  


Cax
ax

xdx 22

22
ln

2

1
 

24)   Cxtgxxdxtg 2
 

25)   Cxctgxxdctg 2
 

26)   C
a

xa
xa

x
dxxa arcsin

22

2

2222  

27)   Caxx
a

ax
x

dxax 22

2

2222 ln
22

 

28) Caxx
a

ax
x

dxax 
22

2

2222 ln
22

 

Основными методами интегрирования являются: непосредственное 

интегрирование, замена переменной (подстановка), интегрирование по частям. 

Непосредственное интегрирование – это интегрирование с 

использованием свойств интеграла и таблицы интегралов. 

Примеры: 

1.         dxdxxdxxdxxxdxx 14414412 242422  

Cx
xx

Cx
xx

dxdxxdxx    
3

4

5

4

3
4

5
444

3535

24
; 

2. 










  



dxxdxx
x

dx
dxxdx

x
xdx

x

x
2

1

2

1

3232
3

2
32

 

CxxxC
xx

 6
3

4

2

1
3

2

3
2

2

1

2

3

; 

3. Cxtgxdx
x

dx
dx

x
xdxtg 








   22

2

cos
1

cos

1
; 

4. 
















   



dxxxdxdx
x

x
xdxdx

x

x

x

x
dx

x

xx
2

3

3

2

3

3

3

3

4

3

34

35
3

5
3535
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C
x

xC
xx









6
5,2

2

1
3

2
5 2

2

1

2

; 

5. 




















 dx

xx

x

xx

x
dx

xx

xx

xx

dx
22

2

22

2

22

22

22 cossin

cos

cossin

sin

cossin

cossin

cossin
 

   







 Cctgxtgxdx

x
dx

x
dx

xx 2222 sin

1

cos

1

sin

1

cos

1
; 

6. 
 

  




















;

11

1
1

1

11

1 222

2

2

2

Carctgxx
x

dx
dxdx

x
dx

x

x
dx

x

x
 

7. 
     














 Carctgx
xx

dx
dxx

x

dx

x

dx
dx

xx

xx

xx

dx 1

111

1
2

2

2222

22

24

Упражнение 1: 

1)  dxx  

2)  dxx5 3  

3) 
x

dx

2
 

4)  5x

dx
 

5) dx
x

xx



5

23 13
 

6)      dxxxx 38  

7)  






 
dx

x

x
2

1
 

8)    dxxxx 41  

9) 
 

dx
x

x



3

3

1
 

10) dx
x

x



cos

2cos1
 

11) dx
xx

x


 sincos

2cos
 

12) dxe
x

x

 









2

1
 

13) dx
x

x

 











2

2
2

1

1
 

14) 
 xx

dx
2sin2cos

 

15) dx
xx

xxxx




cos

cos2sin 3

 

16)  dx
x

2
sin 2  

17) dx
x

xe x


5

 

18)  dx
x

2
cos2  

19) 


dx
e

ee
x

xx 42

 

20) 


dx
x

xx

5

23
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21)  xdxctg 2
 

22) 
 



dx

x

x
3

1
 

23)   dxxx 43  

24) 


dx
xx

x
22 cossin

2cos
 

25) 



dx

x

xx
2

42

1

2
 

26) 
 
 



dx

xx

x
2

2

1

1

Тема 2: Замена переменной в неопределенном интеграле 

Метод замены переменной обычно применяется, когда подынтегральное 

выражение представляет собой независимую переменную, умноженную на 

многочлен от этой переменной, или на тригонометрическую функцию от этой 

переменной или на степенную функцию (в том числе корень) от этой 

переменной. 

   dtttfxdxf    )()(             (1) 

Формула (1) называется формулой замены переменной в неопределённом 

интеграле.  

Примеры: 

1.   










  Cttdtdtt

dtdx

dxdxxdt

xt

xdx cos
5

1
sin

5

1

5

1
sin

5

1

55

5

5sin  

 

Cx  5cos
5

1
; 

2.   CeCedtedte

dtdx

dxdxxdt

xt

dxe xtttx 










 
33

3

1

3

1

3

1

3

1

2

1

33

3

; 
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3.     










  tdtdtt

dtdx

dxdxxdt

xt

dxx sin
3

1

3

1
sin

3

1

343

43

43sin  

  CxCt  43cos
3

1
cos

3

1
; 

4. 
    

















 22

2

2

3

23

2

6

2

13

1

1

3

1

3

1

3
11 t

dt

t

dt

dtdxx

dxxdt

xt

dx
x

x
dx

x

x
 

CarctgxCarctgt  3

3

1

3

1
; 

5. 
 

  CxCttdt

x

dx
dt

xt

dx
x

x






  lnsinsincos

ln
lncos

; 

6.  
 

  












C

x
C

t
dttdtt

dtdx

dxdt

xt

dxx
12

26

62

1

2

1

2

1

2

1

2

26

26

66

555
; 

7.   



 C

x
C

t
dtt

xdxdt

xt
xdxx

3

sin

3cos

sin
cossin

33

22
; 

8. 
   















 1

2

1214454 2222 t

dt

dxdt

xt

x

dx

xx

dx

xx

dx
 

CxarctgCarctgt  )2( ; 

9.   









CtC
t

dttdtt
dx

x
dt

arctgxt

dx
x

arctgx
3

43

4

3

1

3

2

2

3

4

3

3

4
1

1
1

 

Cxarctg  3

4

4

3
; 
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10.   C
x

C
t

tdt
dx

x

x
dt

xt

dxx
x

x














2

)1(ln

2
1

3

)1ln(

1ln
1

3 322

3

2

3

3

3

2

 

11. 















  dt
t

t
dt

t

t
t

dt
t

t
dx

tdtdxete

tete

dxe xx

xx

x

1

11
2

1

2

1

2

,2,1

1,1

1
2

2

2

2

2

2

 

C
e

e
eC

t

t
tdt

t x

x

x 











 

11

11
ln212

1

1
ln22

1

1
12

2
; 

12. 
 

    



















 dtttdt
tt

dt
t

t

dtdx

txtx
dx

x

x 32

3233
3

3133,3

3
 

 
C

xx
C

tt
C

tt
















22

21

32

3

3

1

2

31

2
3

1
. 

При решении примеров, удобно пользоваться таблицей дифференциалов: 

1) )(
2

1 2xdxdx   

2) )(
3

1 32 xddxx   

3) )(
1

1 1


 nn xd

n
dxx  

4) 









x
ddx

x

11
2

 

5) )(2 xd
x

dx
  

6) )(ln xd
x

dx
  

7)  ctgxd
x

dx


2sin
 

8)  tgxd
x

dx


2cos
 

9)  xdxdx cossin   

10)  xdxdx sincos   

11)  arctgxd
x

dx


 21
 

12)  xd
x

dx
arcsin

1 2



 

13)  axax ed
a

dxe
1



Упражнение 2. 

1)    dxx
9

75  

2) 
 


4

32x

dx
 

3) 
3 92 x

dx
 

4)    dxx 16sin  
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5)    dxx52cos  

6) 

2
cos2 x

dx
 

7) 
 dxe x 14

 

8) 
12x

dx
 

9)  


dx
x

x
2

3

1

arcsin
 

10)  


dx
x

xarctg
2

5

1
 

11)   dx
x

x

cos

sin
 

12)    xdxx sincos5
 

13)    dxex xsincos  

14)    dxxx )1cos( 2
 

15)  
 dxex x 52 3

 

16) 


dx
e

e
x

x

1
 

17) 


dx
e

e
x

x

42
 

18) 
xx

dx

ln
 

19)  dx
x

x5 ln
 

20) 


dx
x

x

1sin

cos
2

 

21) 
 241 x

dx
 

22) 
 6

2

1 x

dxx
 

23) dx
e

e
x

x


 24

 

24) dx
x

x





21

1
 

25) 



dx

x

x

9

43
2

 

26) 


dx
x

tgx
2cos

3
 

27) 


dx
x

x
21

arcsin
 

28)   xdx4cos2
 

29)  xdx6sin 2
 

30)   xdx3sin  

31)   xdx5cos  

32)  
xx

dx

ln
 

33)   dxxe x 23

 

 

Тема 3: Интегрирование по частям 

Метод интегрирования по частям используется тогда, когда нужно 

упростить имеющийся неопределенный интеграл или свести его к табличному 

значению. Чаще всего он применяется в случае наличия показательных, 
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логарифмических, прямых и обратных тригонометрических формул и их 

сочетаний в подынтегральном выражении. Основная формула, необходимая для 

использования этого метода, выглядит так: 

               xudxvxvxudxxvxu  

При необходимости эта формула может применяться последовательно 

несколько раз. 

Рассмотрим часто встречающиеся интегралы, которые вычисляются 

методом интегрирования по частям:  

1. Интегралы вида    dxexP kx
,    kxdxxP sin ,    kxdxxP cos , где P(x) – 

многочлен, k =const, берут по частям,  введя замену 











kxdx

kxdx

dxe

dvxPu

kx

sin

cos),( . 

Пример: 



 


xdxxx

xxdxvxdxdv

dxduxu
xdxx sinsin

sincoscos
cos  

Cxxx  cossin ; 

2. Интегралы вида    kxdxxP ln ,   arctgkxdxxP ,   arcctgkxdxxP , 

   kxdxxP arcsin ,    kxdxxP arccos ,  где P(x) – многочлен, k =const, 

берут по частям,  введя замену 

dxxPdv

arcctgkx

arctgkxkx

kxkx

u )(,,arccos

,arcsin,ln










 . 

Пример: 









 


 dx
x

x
arctgx

x

x
xdxvxdxdv

dx
x

duarctgxu

arctgxdxx
2

22

2

2

1

1

22

2

1

1

 

 
 







 dx

x

x
arctgx

x
dx

x

x
arctgx

x
2

22

2

22

1

11

2

1

212

1

2
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  









   Carctgxxarctgx

x
dx

x
dxarctgx

x

2

1

21

1

2

1

2

2

2

2

 

Carctgxxarctgx
x


2

1

2

1

2

2

; 

3. Интегралы вида   bxdxeax cos ,   bxdxeax sin ,  где a и b числа=0, берут по 

частям, введя замену 






bxdx

bxdx
dveu ax

sin

cos
,

,  

приводится после повторного интегрирования к уравнению относительно 

исходного интеграла.  

Пример: 








xxdxvxdxdv

dxedueu

xdxe

xx

x

3sin
3

1
3cos3cos

2

3cos

22

2  














xxdxvxdxdv

dxedueu

dxexx
e

dxexx
e

xx

x

x

x

x

3cos
3

1
3sin3sin

2

3sin
3

2
3sin

3
23sin

3

1
3sin

3
22

2

2

2

2

 





























dxexx
e

x
e

dxexx
e

x
e

dxexx
e

x
e

x

xx

x

xx

x

xx

2

22

2

22

2

22

3cos
9

4
3cos

9

2
3sin

3

3cos
3

2
3cos

33

2
3sin

3

23cos
3

1
3cos

33

2
3sin

3

 

Т.е.   xdxex
e

x
e

xdxe x

xx

x 3cos
9

4
3cos

9

2
3sin

3
3cos 2

22

2

 

Cx
e

x
e

Cx
e

x
e

xdxe

x
e

x
e

xdxe

xxxx

x

xx

x

















3cos
13

2
3sin

13

3
3cos

9

2
3sin

313

9
3cos

3cos
9

2
3sin

3
3cos

9

13

2222

2

22

2
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ЗАМЕЧАНИЕ: иногда интегрирование по частям позволяет получить 

соотношение между неопределенным интегралом, содержащим степень 

некоторой функции, и аналогичным интегралом, но с меньшим показателем 

степени той же функции. Подобные соотношения называются рекуррентными 

формулами.  

Пример: 
 


32 1x

dx
 

Решение: Используя рекуррентную формулу 

 
      













12122 122

32

122

1

1
nnn

x

dx

n

n

x

x

nx

dx
  получаем: 

         

       
Сarctgx

x

x

x

x

x

dx

x

x

x

x

x

dx

x

x

x

x

x

dx

x

x

x

dx














































 

8

3

18

3

14

1

18

3

18

3

14

1

12

1

12

1

4

3

14

1

14

3

14

1

1

2222222

2222222232

 

Упражнение 3: 

1)  xdxxsin  

2)  xdxx ln2
 

3) arctgxdx  

4)  
 dxex x22 1  

5)  xdx2arcsin  

6)  dxex x42
 

7)  xdxx 6cos  

8)  xdxln  

9)   dxxlncos  

10)   dxtgxx )ln(sin  

11)  xdxe x sin3
 

12)   dxxlnsin

Тема 4: Интегрирование рациональных дробей 

Рациональной дробью R(x) называется дробь, числитель и знаменатель 

которой являются многочлены, т.е. 

m

mmm

n

nnn

m

n

bxbxbxb

axaxaxa

xQ

xP










...

...

)(

)(
2

2

1

10

2

2

1

10 . 

Например: дробьаянеправильн
xx

x


 23

2
2

4

; 
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дробьправильная
xx

x






3

1
34

2

. 

Всякую неправильную дробь можно представить в виде суммы 

многочлена (целой части) и правильной дроби. Это достигается путем деления 

числителя на знаменатель по правилу деления многочлена на многочлен. 

Например: 
2

1112
63

2

12
2

2

2

234










xx

x
xx

xx

xxx

 

Интегрирование простейших рациональных дробей 

Простейшими рациональными дробями называют дроби следующего вида: 

1. ax

A

  

2.  
2, 


n

ax

A
n

 

3. qpxx

NMx




2

 

4.  
2,

2





n

qpxx

NMx
n

 

где A, a, M, N, p, q – действительные числа, n – натуральное число, 

qpxx 2  

 не разлагается на линейные множители (т.е. 0
4

2

 q
p

). 

 Простейшие дроби 

1-го и 2-го типов интегрируются по формулам: 

1. 

 
  







CaxA

ax

axd
Adx

ax

A
ln

 

2.  
 
       












C
axn

A

ax

axd
Adx

ax

A
nnn 1

1  

Пример: 
 

 
 

 
 

 
C

x
C

x
xdx

x

xd

x

dx























 4

4

5

55
6

2

4

68
)6(68

6

6
8

6

8

 

3. 



dx

qpxx

NMx
2   сводится к табличным подстановкой

 
22

1 2 p
xqpxxz 


 , приводящей знаменатель  

22

2

22



















p
q

p
xqpxx к виду 

2

222

2
, 










p
qkгдеkz . 
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Пример: Найти 
 
















dzdxzx

xxxz
dx

xx

x

,1

122
2

1

22

1
2

2
 

   

      

    Cxarctgxx

CxarctgxCarctgzz

Carctgzt
z

dz

z

dt

dt
zdz

dtzdz

tz

dz
z

dz
z

z

dz
z

z
dz

zzz

z
dz

zz

z








































 



1222ln
2

1

1211ln
2

1
21ln

2

1

2ln
2

1

1
2

2

1

2

2

1

1

2

1

1

2

22212

2

2121

11

2

22

2

2

22

222

 

4. Простейшие дроби 4-го типа в случае 2n  интегрируются той же 

подстановкой  
22

1 2 p
xqpxxz 


 . Она преобразует интеграл 

 



dx

qpxx

NMx
n2

 к виду  
 




dz

kz

LMz
n22

, где 
4

,
2

2 2

2 p
qk

MpN
L 


 . 

 Первое слагаемое 
    

C
kzn

M
dz

kz

Mz
nn







 12222 1

1

2
интегрируется 

сразу. Второе слагаемое 
 


n

kz

dz
L

22
вычисляется тригонометрической 

подстановкой или по рекуррентной формуле 

     
 

  























  122122222

32
12

1
nnn

kz

dz
n

kz

z

knkz

dz
. Она сводит 

интеграл 
 


n

kz

dz
22

 к интегралу того же типа, но показатель n в знаменателе 

уменьшается на единицу. Повторяя процесс, в конце концов, приводим к 

интегралу  


C
k

z
arctg

kkz

dz 1
22

. 
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Пример: 
































dzdxzx

xxxz
dx

xx

x

,
2

3

2

3

4

13
3

2

1

4

13
3

22
2

2

2

 

      21323232

3

2

3
2

1

5

1

2

1

52

4

13

2

9
3

4

9
3

52

4

13

2

3
3

2

3

2
2

3
2

IIdz
z

dz
z

z
dz

z

z

dz

zzz

z
dz

zz

z













































































  

     222

2

3

3

2

321

12

1

2

1

22

1

1

2




















zt

t
dtt

t

dt

dtzdz

tz
dz

z

z
I  

C=const опускаем, относя ко второму интегралу, который вычислим по 

рекуррентной формуле (полагая 3,12  nk ) получим: 

       

   

 

































2222

222232322

14

15

14

5

14

3

14

1
5

1
5

1

5

z

dz

z

z

z

dz

z

z

z

dz
dz

z
I

  

применим повторно рекуррентную  формулу 

     

   
Carctgz

z

z

z

z

arctgz
z

z

z

z

z

dz

z

z
I





























 

8

15

18

15

14

5

2

1

1

1

24

15

14

5

14

15

14

5

222

22222222

 

Объединяем результаты интегрирования, получим: 

     

 
   




































Carctgz
z

zz
Carctgz

z

zzz

Carctgz
z

z

z

z

z
dx

xx

x

8

15

18

42515

8

15

18

115104

8

15

18

15

14

5

12

1

4

13
3

22

22

3

22

2

222222

2
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Cxarctg

x

xx























































2

3

8

15

1
2

3
8

4
2

3
25

2

3
15

2
2

3

 

Разложение рациональной дроби на простейшие дроби 

Всякую правильную рациональную дробь 
)(

)(

xQ

xP

m

n  можно представить в 

виде суммы конечного числа простейших рациональных дробей первого-

четвертого типов. Для разложения 
)(

)(

xQ

xP

m

n  на простейшие дроби необходимо 

разложить знаменатель )(xQ
m

 на линейные и квадратные множители, для чего 

надо решить уравнение 0)( xQ
m

, т.е. 0...2

2

1

10
 

m

mmm bxbxbxb . 

Предположим, что уравнение решено и найдены его корни. Согласно 

основной теореме алгебры 0)( xQ
m

 имеет ровно m корней, действительных и 

комплексных с учетом их кратности. Тогда многочлен )(xQ
m

 разложим на 

линейные и квадратные множители      slk

m
qpxxxxxQ  2)(  , где 

mslk  2 .  

Теорема: Правильную рациональную дробь  
)(

)(

xQ

xP

m

n , где 

     slk

m
qpxxxxxQ  2)(  , учитывая, ( qpxx 2 ) – не имеет 

действительных корней, можно единственным образом разложить на сумму 

простейших дробей  

       

    qpxx

NxM

qpxx

NxM

qpxx

NxM

x

B

x

B

x

B

x

A

x

A

x

A

xQ

xP

ss

ss

l

ll

k

kk

m

n








































212

22

2

11

1

21

1

21

...

......
)(

)(



(1)

 

где 
sslk

NNNMMMBBBAAA ...,,,,...,,,,...,,,,...,,,
21212121

 –  неопределенные 

коэффициенты, подлежащие определению. Причем, каждому множителю 

 k
x   в разложении (1) соответствует группа и k простейших дробей 1 и 2 
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типов, а каждому множителю  sqpxx 2  группа s простейших дробей 3 и 4 

типов.  

Примеры:  

1) 
      31131

12
22323 












x

F

x

E

x

D

x

C

x

B

x

A

xxx

x
; 

2) 
    112112

43
22

2
















x

NMx

x

B

x

A

xxx

x
; 

3) 
            








 24222242248 22

2

2

2

23

2

xxxx

x

xxxxx

x

xx

x

 

  42222 22














xx

NMx

x

C

x

B

x

A
; 

4) 
     44141

132
2

22

22

11

22

2


















x

NxM

x

NxM

x

A

xx

xx
. 

Для отыскания коэффициентов разложения (1), применяют метод 

неопределенных коэффициентов.   

Метод неопределенных коэффициентов 

Пусть дано разложение правильной рациональной дроби 
)(

)(

xQ

xP

m

n  на 

простейшие дроби с неопределенными коэффициентами. Приведем простейшие 

дроби к общему знаменателю )(xQ
m

 и приравняем многочлен, к многочлену 

)(xP
n

. Для тождества двух многочленов необходимо и достаточно, чтобы 

коэффициенты при одинаковых степенях x этих многочленов были равны. 

Учитывая это, приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях x в 

левой и правой частях полученного тождества. Получим систему m линейных 

алгебраических уравнений для нахождения m неизвестных коэффициентов.  

Пример: разложить рациональную дробь на простейшие дроби 

1) 
 1

1
2 



xx

x
 2) 

xx

xx

4

8164
3

2




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Решение: 1) 
  11

1
22 








x

NMx

x

A

xx

x
, где числа A, M, N необходимо найти. 

Правую часть этого разложения приведем к общему знаменателю. Тогда 

 
   

   11

1

11

1
2

22

2

2

22 


















xx

NxMxAAx

xx

xNMxxA

x

NMx

x

A

xx

x
 

Следовательно, NxMxAAxx  221 . Приравниваем коэффициенты при 

одинаковых степенях: 

1

1

02







Aсвободные

Nx

MAx

          

1

1

1







AM

A

N

      
  1

11

1

111

1

1
222 
















x

x

xx

x

xxx

x
 

2) 
     2222

8164

4

8164

4

8164 2

2

2

3

2





















x

C

x

B

x

A

xxx

xx

xx

xx

xx

xx
 

Правую часть этого разложения приведем к общему знаменателю. Тогда 

     

xx

CxCxBxBxAAx

xx

xCxxBxxA

xx

xx

4

224

4

224

4

8164

3

222

3

2

3

2
















 

Следовательно, CxCxBxBxAAxxx 2248164 2222  . Приравниваем 

коэффициенты при одинаковых степенях:  

84

1622

42







Aсвободные

CBx

CBAx

   

8

2

2







CB

CB

A

      

3

5

2







C

B

A

 

Т.о., 
2

3

2

52

2

3

2

52

4

8164
3

2



















xxxxxxxx

xx
 

Пример: Найти 



dx

xxx

xxx

2

233
23

24

 

Решение: Дробь – неправильная, поэтому выделим целую часть и разложим 

знаменатель на множители:  
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 

  12

2
1

2

2
1

2

2
1

2

233
22323

24





















xxx

x
x

xxx

x
x

xxx

x
x

xxx

xxx

 

Разложим правильную дробь на простейшие:  

  
     

  

  12

22

12

212

1212

2

222

2






















xxx

CxCxBxBxAAxAx

xxx

xCxxBxxxA

x

C

x

B

x

A

xxx

x

 

Приравниваем числители и находим коэффициенты:  

CxCxBxBxAAxAxx 222 222 

 

22

12

02







Aсвободные

CBAx

CBAx

   

22

1

1







CB

CB

A

      

3

1

3

4

2







C

B

A

 

   

Cxxxx
x

x

dx

x

dx
dx

x
dxxdx

dx
xxx

xdx
xxx

xxx
































1ln
3

1
2ln

3

4
ln

213

1

23

41

13

1

23

41
1

2

233

2

23

24

 

Упражнение 4: 

1) 


dx
xx

x

222
 

2) 



dx

xx

x
228

1
 

3) 



dx

xx

x

136

32
2

 

4) 


dx
xx

x

432
 

5) 



dx

xx

x

3

2
2

 

6) 



dx

xx

x

65

4
2

 

7) 



dx

xx

xx

4

42
3

35

 

8) 


dx
xx

x

862

2

 

9) 
  


2

12 xx

dx
 

10) 
 



dx

xx

x
2

1

23
 

11) 
 

12xx

dx
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12) 
  

 521 22 xxx

dx
 13) 

 


dx
xx

x
22 22

Тема 5: Интегрирование тригонометрических функций 

1. Интегралы вида: 

a)       dxxnmxnmnxdxmx coscos
2

1
coscos   

b)       dxxnmxnmnxdxmx coscos
2

1
sinsin  

c)       dxxnmxnmnxdxmx sinsin
2

1
cossin  

Пример: Найти   xdxx 2sin4sin  

Решение:   Cxxdxxxxdxx   6sin
12

1
2sin

4

1
6cos2cos

2

1
2sin4sin  

2. Интегралы вида:   xdxx nm cossin , где m и n целые числа 

a) Одно из чисел m или n – нечетно. Пусть 12  km , n – любое, то  

       xxdxxdxxxxdxx nknknk coscoscos1sincossincossin 2212 , после 

раскрытия скобок получим интегралы от степенной функции. 

Пример:   



 

dtxdx

tx
xdxxxdxx

cos

sin
cossin1sincossin 2232

    

  C
xx

C
tt

dttt  
5

sin

3

sin

53

5353

42  

b) Пусть m, n – четные неотрицательные числа (в частности одно из них  

может быть =0). Заменяя 

2

2cos1
sin,

2

2cos1
cos

2sin
2

1
sincos

22 x
x

x
x

xxx









 понижаем степень 

в подынтегральной функции. 

Пример:     xdxdxxxdxx 2sin
4

1
2cos1

4

1
cossin 2222  
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 

CxxCtx

tdtdx

dtdx

dtdx

tx

xdxdxdxx











 

4sin
32

1

8

1
sin

32

1

8

1

cos
32

1

8

1

4

1

4

4

4cos
8

1

8

1
4cos1

8

1

 

3. Интегралы вида:   dxxxR cos,sin можно свести к интегралу от  

рациональной функции подстановкой: 

22

2

2 1

2
,2,

1

1
cos,

1

2
sin,

2 t

dt
dxarctgtx

t

t
x

t

t
xt

x
tg










 , которая называется 

универсальной подстановкой. Тогда   
















 dt

tt

t

t

t
RdxxxR

22

2

2 1

2

1

1
,

1

2
cos,sin  

Пример: 

 
   

C

x
tg

arctgC
t

arctg
t

dt
dt

tt

t

t

t
t

dt

t

tt
t

dt

t

t
t

dt

t

dt
dxarctgtx

t

t
xt

x
tg

x

dx












































2

2

2

1

22

1

4412

12

1

82
1

2

1

3355
1

2

1

1
35

1

2

1

2
,2

,
1

1
cos,

2

cos35

222

2

2

2

2

2

22

2

2

2

2

2

2

2

 

4. Интегралы вида:    xdxxR cossin можно найти с помощью замены 

dtxdxtx  cos,sin . Тогда      dttRxdxxR )(cossin . 

Аналогично     



 dttR

dtxdx

tx
xdxxR

sin

cos
sincos . 

Пример: 
 
 
















 dtxdx

tx
dx

x

xx
dx

x

xx
dx

x

x

sin

cos

3cos

sincos1

3cos

sinsin

3cos

sin 223

 

Cxx
x

Ctt
t

t

dt
dttdtdt

t
tdt

t

t
dt

t

t


























    

3cosln8cos3
2

cos
3ln83

2

3
83

3

8
3

3

1

3

1

22

22
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5. Интегралы вида:   dxtgxR решаются подстановкой ,, arctgtxttgx   

21 t

dt
dx


 . Тогда     




21 t

dt
tRdxtgxR . 

Пример:   




















Ct

t

dt

t

dt

t

t

t

dt
dx

ttgx

dx
tgx

xtg
1ln

111

1

1
1

1
2

2

2

2

 

Ctgx  1ln . 

Пример: 






















  dt
t

t
tdtdt

t

t
t

t

dt
t

t

dt
dx

ttgx

xdxtg
222

3

2

3

111
1

 

    Cxtg
xtg

Ct
t

 2

2

2

2

1ln
2

1

2
1ln

2

1

2
 

6. Такой же подстановкой берутся интегралы   dxxxR )cos,sin , если xsin  и 

xcos  входят только в четных степенях. 

22

2

2

2

2

1
,,

1

1
cos,

1
sin,

t

dt
dxarctgxx

t
x

t

t
xttgx








 . 

Пример:  

























 22

2

2

22

2

2

2 12

1

1

1

1
1

1

1
,

,
1

1
cos

cos1 t

dt

t

t

t

dt

tt

dt
dxarctgxx

ttgx
t

x

x

dx
 

C
tgx

arctgC
t

arctg
t

dt



 

22

1

22

1

2 2
 

7. Интегралы вида:     xdxtgxtg
x

xtgxdxtg nn 22

2

2 1
cos

1
 

 






























xdxtg
n

xtg

xdxtgtgxxdtgxdxtgdx
x

xtg
dx

x
xtg

n

n

nnn

n

n

2

1

222

2

2

2

2

1

cos
1

cos

1

 

при этом понижается степень. 

Пример:   







 xdxtgdx

x

xtg
dx

x
xtgxdxtgxtgxdxtg 2

2

2

2

2224

cos
1

cos

1
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Cxtgx
xtg

dx
x

xtg









 

3
1

cos

1

3

3

2

3

 

Упражнение 5: 

1) 
 dx

x

x

sin

cos3

 

2) 
 dx

x

x

cos

sin 7

 

3) 


x

dx
4cos  

4) 


 xx

dx
3cossin  

5) 


 xx

dx
33 cossin  

6)  xdxctg 4

 

7) 


xctg

dx
3

 

8)   xdxx 42 cossin
 

9)   xx

dx
22 cos7sin4  

10)  x

dx
3sin  

11)   x

dx
2sin1  

12)   x

dx
2cos1  

13) 
dx

xx

xx


 cossin

cossin 2

 

14) 
 2cos3 x

dx
 

15) 
 xx

dx

cossin23
 

16) dx
ctgx

ctgx





1

1
 

17) 
 xx

dx
3cossin

 

18) 
 xxxx

dx
22 cos5cossin4sin

 

19) 


dx
x

x

3cos

sin 2

 

20) 
 xx

dx

cos7sin48
 

21) 
 x

dx

sin45
 

22) 
 xx

dx

cos4sin3

Тема 6: Интегрирование иррациональных выражений 

1. Интегралы вида:   dxxxxR n mn m ...,,, 2 21 1 , (m1, n1, m2, n2, …  целые 

числа), вычисляются подстановкой stx  , где s  общий знаменатель дробей 

...,
2

2
,

1

1

n

m

n

m
 . При такой замене переменной все отношения ...,

2

2
,

1

1
21

r
n

m
r

n

m
  
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являются целыми числами, т.е. интеграл приводится к рациональной функции 

от переменной t.  

Пример:   





























dtt
tt

t

dttdxtxtx

txxx

txxx

xx

dxx 5

23

3

566

1

2

2

6

1

3

1

3

3

3

6

1

2

1

3
6

6,,

 

Cxxxx
xx

x

Ctttt
tt

t

Ctt
ttttt

t
ttttt

t

t
dt

t

t
























 

1ln6632
2

3

5

6

1ln6632
2

3

5

6

1ln
23456

6

1

1
1

11
6

663

3 26 5

23

45

6

23456

2345

66

 

2. Интегралы вида: dx
dcx

bax

dcx

bax
xR

n

m

n

m

 





































...,,,

2

2

1

1

, (m1, n1, m2, n2, … 

 целые числа). Эти интегралы вычисляются подстановкой 
st

dcx

bax





, где s – 

общий знаменатель дробей ...,
2

2
,

1

1

n

m

n

m
 сводится к рациональной функции от 

переменной t. 

Пример:    
 

  



































224

22

2

2

222

2

2

2

1

4

4

1

1

2
1

1

4
,

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

t

tdt
t

t

t

t

t
x

t

tdt
dx

t

t
x

t
x

x
t

x

x

dx
x

x

x     
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C
x

x
C

t
dtt

t

dt





 



1

112

2
 

Пример: 
   











  2

3

34

24

4 1

4

4,3

3,3

313 tt

dtt

dttdxtx

txtx

xx

dx
 

  13ln341ln4
1

1
14

1
4 44 













  xxCttdt

t
dt

t

t

 

Упражнения 6: 

1) 


 3 xx

dx

 

2)  
 15 xx

dx

 

3)  






3

3

11

1

x

dx

x

x

 

4) 

 41 x

dxx

 

5)  





dx

xx

xx
6 74 5

3

 

6) 



dx

x

x1

 

7)  


 4 31 xx

dx

 

8) 





dx

xx

x

2

1

 

9) 





dx

x

x
3

3

431

43

 

10) 
 

 xx

dx

43
 

11) 
 x

dxx

1
 

12) 





dx

x

x

11

11

 

 

 

 

 

 

РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКАЯ РАБОТА 

ПО ТЕМЕ «НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ» 

НАЙТИ ИНТЕГРАЛЫ 

Вариант 1 
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


dx
x

x
2sin1

2sin
 




dx
x

x3 5ln
 




dx
x

arctgx
21

 


 xx

dx

arcsin1 2
 




dx
x

x

4

3

 

 xdx2arcsin  

   dxex x32 3  





dx

x

x

12

2
 

  
 42 2xx

dx
 

 xdxx 32 cossin  

 dx
x

x
4

4

cos

sin

 

 




dx
x

x
2sin1

2sin

 

 dxee xx 44 sin
 





dx

x

x

1

2

 

 xdxx ln
 

arctgxdx
 




dx
x

x

33  





dx

xx

x

4

1
3

2

 

 







 dxx 

4

3
sin 2

 


 xx

dx

cossin  


xx

dx
2ln  




dx
x

x

7

4
6

5

 

 




dx
x

x
4

3

54  


 tgxx

dx

1cos2  


 642 2 xx

dx

 

 xdxxcos
 

 dx
e

x
x2  





dx

xx

x

2

2
2  


 xx

dx
2  

 xdxx 4cos2cos
 

 xdx4cos
 


 xdxe x 32 2

 

 dxxx 2sin

Вариант 2 




dx
x

x
2sin1

2sin
 




dx
x

earctgx

21
 

 
 x

dx

32sin 2
 

  dxx3 34  


3 54 x

dx
 

   dxx 24cos  




dx
x

x

1

2
2

2

 

 xdxxarctg2  

 xdxx 3sin2  

 
 33 1 xx

dx
 





dx

xx

x

4

1
3

3

 

 xdxx 23 cossin
 


 xx

dx

cos7sin48  

  dxx x2

2
 


 xx

dx
22 arcsin1  
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


dx
x

x

2cos8

2sin

 




dx
x

x
5

4

53  





dx

x

x

1

4

 

 xdxx ln
 

 dxex x2

 

dx
x

x






11

11
3  





dx

xx

x

910

4
2

2

 

 







 dx

x


2
cos2

 

 xdx3cos
 

 dx
x

ectgx

2sin  

 xdxx 2sincos4

 


 1062 xx

dx

 


 dxxe x2

 

 xdx4arcsin
 





dx

xx

x
225

3

 

 
dx

xx

x






1

22

 

 xdxxcos8cos
 


xx

dx
33 cossin

Вариант 3 




dx
e

e
x

x

3 3
 

  dxx3 25  


 241 x

dx
 

 







 dx

x

2
sin21 2  





dx

x

x

1

42

 

 dx
x

x

2

1

5

4
 

 xdxtg2  

 



dx

x

x
241

2arcsincos
 

 





dx

x

xx
2

2

94

3arccos
 





dx

x

x

1

15
2

3

 

  dxxx 55 43
 


 54

4

x

x

e

dxe

 


 dxxe x 24 3

 


 1742 xx

dx

 

   xdxx cos2
 

 xdxarctg5
 

 xdxxcos4sin
 

 xdxx 4cos2

 

 
 xx

dx

15  

  



dx

xx

x

21

4

 

 dx
x

2
cos2

 

 dx
x

x

sin

cos2

 

 dx
x

x
2

2ln

 


 dxxe x5

 





dx

x

x
3 141

14

 

 



dx

xxx

x

45

52
2  


xx

tgxdx
3cossin  

   dxx 1ln
 


5cos

sin
2 x

xdx

 





dx

xx

x

75

23
2  

  
 122 xx

dx

 

 xdxctg 5

 


 x

dx

cos2
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Вариант 4 

 











dx
x

x

x

4

2
12  




dx
x

xarctg
2

4

1
 


 3

2

1 x

dxx
 




dx
x2cos1

sin
 




dx
x

x

4

3

 

  dxx x23  

   xdxx 2cos22  




dx
x

x
41

 


 xxx

dx

23 23
 

 







 dxz

6
4sin


 

  dxex x43

 

 xdxxcossin 6

 

 dx
x

e x

 





dx

x

x

4

1
2

2

 

 xdxln
 

 xdxarctg4
 




dx
x

x1

 





dx

xx

x

2

4
3  

 xdx5cos2

 

 5 3ln xx

dx

 

 
 24sin 2 x

dx

 

 dx
x

x5ln

 


xx

dx
2ln  


 572 xx

dx

 

 xdxx 5cos
 

 xdxx ln2

 


 233 xx

dx

 

  
 42

3

xx

dxx

 

 xdxxcossin 3

 




dx
x

x

cos1

cos

 


 xctg

tgxdx
21  

 xdxx 6sin4sin
 


xtg

dx
3

 

Вариант 5 


 x

dx

23
 




dx
x

x3 5ln
 




dx
x

arctgx
21

 





dx

x

x

3

1
2

4

 





dx

x

x

12

12
 




dx
x

x

43
 

 xdx2arcsin  

 dxex x62
 

  
 42 2xx

dx
 

 xdxx 32 cossin  
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 dx
x

x
4

4

cos

sin

 


 xdxe x 32 2

 

 dxxx 2sin
 




dx
x

x
2sin1

2sin

 





dx

x

x

1

4

 




dx
x

x

33  





dx

xx

x

52

1
2  

 xdxx ln
 

arctgxdx
 





dx

xx

x

4

1
3

2

 

 







 dxx

4

3
sin 2 

 


 xx

dx

cossin  


xx

dx
2ln  




dx
x

x

7

4
6

5

 




dx
x

x
4

3

54  


 15162 xx

dx

 





dx

xx

x

2

2
2  




dx
x

x

4  

 xdxxcos
 

   dxx 15ln
 


 xx

dx
2  

 xdxxcos2sin
 


xctg

dx
4

 

Вариант 6 

 











dx
x

e
e

x

x

2sin
1  

 dxx32  

  dxx5 23  

 dx
x

x
2sin

2sin
 





dx

x

x

1

2
2

4

 

 xdxx 2ln2  


 dxex x2  


 3 xx

dx
 

 
 42xx

dx
 




dx
x

tgx
2cos

1
 

 xdxtg 25

 

 dx
x

xctg
2

3

sin  

  dxx )58sin(
 




dx
x

x
23  




dx
x

x

94

3

 




dx
x

x

6  

 xdxx 3cos
 

   xdxx 6sin1
 


 4 1212 xx

dx

 

  


dx
xx

x

21  

 dx
x

2
cos2

 


x
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