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Максимова, Н.Н. 

Вариационные методы. Учебно-методическое пособие / 

Н.Н. Максимова. – Благовещенск: Изд-во АмГУ, 2020. – 84 с. 

 Учебно-методическое пособие содержит теоретические сведения и 

примеры задач по курсу «Вариационные методы». В первой главе даются 

основные понятия вариационного исчисления, постановка задачи вариа-

ционного исчисления и примеры вариационных задач. Во второй главе 

рассмотрены простейшие задачи вариационного исчисления (задачи с за-

крепленными границами) и методы их решения. В третьей главе пред-

ставлены вариационные задачи с подвижными границами. В четвертой 

главе описаны численные методы решения вариационных задач. Все за-

дачи подкреплены примерами. Учебный материал позволяет получить 

теоретические знания и выработать практические навыки решения задач 

вариационного исчисления. 

Учебно-методическое пособие предназначено для студентов, обу-

чающихся по специальности 24.05.01 – «Проектирование, производство и 

эксплуатация ракет и ракетно-космических комплексов» (в рамках изуче-

ния дисциплины «Вариационные методы»), а также будет полезно для  

студентов, обучающихся по направлениям 01.03.02 – «Прикладная мате-

матика и информатика» (в рамках изучения дисциплины «Методы опти-

мизации») и 03.03.02 – «Физика» (в рамках изучения дисциплины «Диф-

ференциальные и интегральные уравнения, вариационное исчисление»). 

Пособие может быть полезно студентам всех форм и ступеней обучения. 

Для более глубокого изучения методов математического моделирования 

рекомендован весьма обширный список литературы.  
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ВВЕДЕНИЕ 

 

 

Вариационные принципы сыграли важную роль в развитии различных 

областей естествознания. Наиболее ясно это видно на примере механики, как 

классической, так и квантовой, а также термодинамики. Широко известно, что 

задачи механики частиц столь же хорошо можно выразить в вариационной 

форме, как и с помощью уравнений движения Ньютона. Хотя нетрудно заме-

тить соответствие между этими двумя способами описания, ясное понимание 

поведения сложных физических систем нередко легче достигается с помощью 

энергетического подхода (метод Гамильтона), чем при использовании ньюто-

новских уравнений движения. К этому преимуществу вариационных методов 

следует добавить, что они весьма удобны для построения приближенного ре-

шения задачи. Кроме того, вариационные принципы не зависят от выбора сис-

темы координат. Все эти преимущества побуждают исследователей использо-

вать при изучении механики частиц оба способа описания, дополняющих друг 

друга. 

Вариационное описание некоторого физического процесса предполагает, 

что некоторый интеграл принимает стационарное (обычно максимальное или 

минимальное) значение при подходящем выборе неизвестной функции, входя-

щей в подынтегральное выражение. В инженерных исследованиях часто возни-

кает задача определения оптимального режима или оптимальных условий, и то-

гда совершенно естественно математически формулировать эту задачу именно 

в вариационной форме. 

Многие экономические и проектные исследования непосредственно сво-

дятся к вариационным задачам. Вариационное исчисление представляет собой 

также подходящий аппарат для термодинамических расчетов, когда состояние 

системы определяется максимумом или минимумом некоторой термодинами-

ческой функции (например, свободная энергия системы в равновесном состоя-

нии минимальна при постоянных объеме и температуре). 
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Большой интерес к различным экстремальным задачам возник еще с глу-

бокой древности, поскольку с давних пор люди искали «наилучший» среди всех 

возможных способ решения стоящих перед ними задач. Вариационное исчис-

ление – это раздел математики, в котором из неизвестных функций, входящих в 

подынтегральное выражение некоторого интеграла, выбирается такая функция, 

при которой этот интеграл достигает своего максимального или минимального 

значения. Такого рода задачи, которые называют вариационными, встречаются 

на разных стадиях научно-технических исследований. Так, например, Ньютон 

занимался поисками формы поверхности тела вращения, испытывающего наи-

меньшее сопротивление при движении в жидкости. 

Вариационная формулировка большинства физических задач удобна при 

нахождении приближенных решений. Сущность многих из вариационных ме-

тодов состоит в формулировке рассматриваемой задачи математической физи-

ки в вариационной форме как задачи об отыскании функции, реализующей ми-

нимум (или, в общем случае, экстремум) некоторого функционала, и в после-

дующем нахождении приближений к этой функции. 

Пособие состоит из введения, четырех глав и библиографического 

списка. В первой главе даются основные понятия вариационного исчисления, 

постановка задачи вариационного исчисления и примеры вариационных задач. 

Во второй главе рассмотрены простейшие задачи вариационного исчисления 

(задачи с закрепленными границами) и методы их решения. В третьей главе 

представлены вариационные задачи с подвижными границами. В четвертой 

главе описаны численные методы решения вариационных задач. Все задачи 

подкреплены примерами. Окончание примера обозначено символом ■. В конце  

Учебно-методическое пособие предназначено для студентов, обучаю-

щихся по специальности 24.05.01 – «Проектирование, производство и эксплуа-

тация ракет и ракетно-космических комплексов» (в рамках изучения дисципли-

ны «Вариационные методы»), а также будет полезно для студентов, обучаю-

щихся по направлениям 01.03.02 – «Прикладная математика и информатика» (в 

рамках изучения дисциплины «Методы оптимизации») и 03.03.02 – «Физика» 
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(в рамках изучения дисциплины «Дифференциальные и интегральные уравне-

ния, вариационное исчисление»). Пособие может быть полезно студентам всех 

форм и ступеней обучения. Для более глубокого изучения методов вариацион-

ного исчисления рекомендован весьма обширный список литературы.  
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ГЛАВА 1. Основные понятия  

 

 

1.1. Понятие интегрального функционала и определения 

Как известно, переменная величина y является функцией независимой 

переменной x, если каждому значению x соответствует определëнное 

значение y.  

Переменная величина называется функционалом, зависящим от функции 

x(t) и обозначается I[x(t)], если каждой функции x(t) из заданного класса функ-

ций M соответствует определëнное числовое значение I. Аналогично опреде-

ляются и функционалы, зависящие от нескольких функций 

(I[x1(t), x2(t), …, xn(t)]), и функционалы, зависящие от функций нескольких неза-

висимых переменных (I[x(t1, t2, …, tk)]). Совокупность M функций, на которых 

определëн функционал, называется классом допустимых функций.  

Понятие функционала является прямым и естественным обобщением по-

нятия функции и содержит его как частный случай. 

Интегральным функционалом называется интеграл, под знаком которо-

го содержится некоторая функция. Примерами интегральных функционалов 

могут служить следующие выражения:  


T

t

dttxtxtftxI
0

))('),(,()]([ ,  


T

t

n dttxtxtxtftxI
0

))(...,),('),(,()]([ )( , 


T

t
tt dttytxtytxtftytxI

0

))(' ,)(',)(),(,()](),([  и др. 

Подынтегральная функция называется интегрантом. 

Каждой кривой x(t) из заданного класса функций М соответствует вполне 

определенное действительное значение интегрального функционала )]([ txI . 

Пример 1.1. Найти значения функционала 
1

0

)()]([ dttxtxI  на следующих 

кривых, образующих класс M: ttx )(1 , 2
2 )( ttx  , 1)1()( 2

3  ttx  (рис 1.1). 
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x

t

x=x1(t)

1

1

x=x2(t)

x=x3(t)

 

Рисунок 1.1 – Геометрическая иллюстрация к примеру 1.1 

 

Заметим, что все кривые проходят через две точки (0;0), (1,1), те удовле-

творяют граничным условиям х(0)=0, х(1)=1. Найдём значения функционала, 

соответствующие каждой кривой из класса M: 

2

1

2
)]([

1

0

21

0
1 

t
tdttxI , 

3

1

3
)]([

1

0

31

0

2
2 

t
dtttxI , 

 
3

2

3

)1(
1)1()]([

1

0

31

0

2
3 

















  t

t
dtttxI . 

В данном примере функционал имеет простой физический смысл – пло-

щадь под кривой x(t). Каждой кривой из класса M поставлено в соответствие 

число, равное площади. Очевидно, может быть сформулирована задача о нахо-

ждении такой кривой из класса M, площадь под которой была бы минимальна 

(максимальна). ■ x=x
*
(t) 

Функционал )]([ txI  называется непрерывным, если малому приращению 

функции y соответствует малое приращение функционала. 
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Предметом рассмотрения будут пространства C
0
 и C

1
. Пространство 

C
0 Tt ,0  состоит из непрерывных функций x(t), определенных на отрезке  Tt ,0 . 

Норма в этом пространстве вводится следующим образом: 
 

)(max
,0

0

txx
Ttt

 . 

ε-окрестностью нулевого порядка кривой  TtCtx ,)( 0
0*   называется 

совокупность кривых  TtCtx ,)( 0
0 , такая, что 

 
consttxtxxx

Ttt



0,)()(max *

,0

*

0

. (1.1) 

Это означает, что расстояние от кривой )(* tx  до кривых x(t) мало, т.е. 

графики кривых x(t) целиком лежат внутри полосы шириной 2ε, окружающей 

график функции )(* tx  (рис. 1.2). В данном случае можно считать близкими 

кривые, близкие по ординатам. 

x

t

x=x(t)

t0

x0

xT

T

ε

ε

x=x*(t)

 

Рисунок 1.2 – Геометрическая иллюстрация ε-окрестности нулевого порядка 

 

Пространство C
1 Tt ,0  состоит из непрерывных функций x(t), определен-

ных на отрезке  Tt ,0  и имеющих на данном отрезке непрерывную производ-

ную. Норма в этом пространстве вводится следующим образом: 

   
)('max)(max

,,1
00

txtxx
TttTtt 

 . 
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ε-окрестностью первого порядка кривой  TtCtx ,)( 0
1*   называется со-

вокупность кривых  TtCtx ,)( 0
1 , такая, что 

   
constxxxxtxtxxx

TttTtt






0,)()('max)()(max *

,

*

,1

*

00

. (1.2) 

Это означает, что у кривой )(* tx  и кривых x(t) близки не только ордина-

ты, но и значения производных. При этом следует отметить, что кривая, при-

надлежащая ε-окрестности первого порядка, принадлежит и ε-окрестности ну-

левого порядка (рис. 1.3). 

x

t

x=x(t)

t0

x0

xT

T

ε

ε

x=x*(t)

 

Рисунок 1.3 – Геометрическая иллюстрация ε-окрестности первого порядка 

 

Пример 1.2. Найти расстояния 
0

*xx  , 
1

*xx   между кривыми 

2)( ttx   и 3* )( ttx   в пространствах C
0 1,0  и C

1 1,0 .  

Найдём расстояние в пространстве C
0 1,0 : 

 

32

1,00

* max ttxx
t




.  

Из необходимого условия экстремума (равенства нулю первой производ-

ной) получаем:   032 232 


 tttt , откуда 0t  и 
3

2
t . Вторая производная 

  ttt 6232 


  в точке 
3

2
t  отрицательна, поэтому в ней достигается ло-

кальный максимум. На концах промежутка [0, l] функция 
32 tt   обращается в 
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нуль. Следовательно, в точке 
3

2
t  – глобальный максимум и можно подсчи-

тать значение расстояния в этой точке, равное 
27

4

0

32  tt . 

Найдём расстояние в пространстве C
1 1,0 :  

   

2

1,0

32

1,01

* 32maxmax ttttxx
tt




. 

Так как максимум первого слагаемого уже известен, то исследуем второе 

слагаемое Необходимое условие экстремума   ttt 6232 2 


  дает 
3

1
t . Так 

как вторая производная   632 2 


 tt  отрицательна, то в точке 
3

1
t  – ло-

кальный максимум Значения функции 232 tt   на границе равны 0 и 1, а зна-

чение в точке 
3

1
t  равно 

3

1
. Поэтому максимум функции 232 tt   достигается 

в точке x=1 и равен 1. Отсюда 
27

31
1

27

4

1

32  tt . ■ 

 

1.2. Постановка задачи вариационного исчисления 

Задачей вариационного исчисления называется задача нахождения экс-

тремума интегрального функционала )]([ txI .  

Говорят, что функционал )]([ txI , определенный на некотором классе M 

функций, достигает на кривой )(* tx  глобального минимума (максимума), если  

)]([)]([ * txItxI    ( )]([)]([ * txItxI  ) Mtx  )( . 

Понятие локального минимума (максимума) связано с исследованием по-

ведения функционала на близких кривых. 

Говорят, что функционал )]([ txI  достигает на кривой )(* tx  сильного ми-

нимума (максимума), если )]([)]([ * txItxI   ( )]([)]([ * txItxI  ) в ε-окрестности 

нулевого порядка кривой )(* tx . 
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Говорят, что функционал )]([ txI  достигает на кривой )(* tx  слабого ми-

нимума (максимума), если )]([)]([ * txItxI   ( )]([)]([ * txItxI  ) в ε-окрестности 

первого порядка кривой )(* tx . 

Локальные минимумы и максимумы функционала называют его локаль-

ными экстремумами. 

Рассмотрим примеры классических задач вариационного исчисления. 

Пример 1.3. На плоскости (t, x) заданы две точки ),( 00 xt  и ),( TxT . Тре-

буется соединить эти две точки гладкой кривой, имеющей наименьшую длину 

(рис. 1.4). 

x

t

x=x(t)

t0

x0

xT

T

x=x*(t)

 

Рисунок 1.4 – Геометрическая иллюстрация к примеру 1.3 

 

Длина кривой, соединяющей две заданные точки, находится по формуле 

   
T

t

dttxtxI
0

)(1)( 2 . 

Таким образом, решение задачи сводится к определению такой непре-

рывной функции )(* tx , имеющей на отрезке  Tt ,0  непрерывную производную 

и удовлетворяющей заданным граничным условиям 00 )( xtx  , TxTx )( , на ко-

торой интеграл  )(txI  примет минимальное значение. Интеграл зависит от 

функции x(t) и представляет собой функционал Очевидно, решением является 

прямая )(* tx , соединяющая две заданные точки. ■ 
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Пример 1.4. Задача Дидоны – исторически первая задача вариационного 

исчисления. Связана с древней легендой об основании города Карфагена. Ди-

дона – сестра царя финикийского города Тира – переселилась на южное побе-

режье Средиземного моря, где попросила у местного племени участок земли, 

который можно охватить шкурой быка. Местные жители предоставили шкуру, 

которую Дидона разрезала на узкие ремни и связала их. Получившимся кана-

том охватила территорию у побережья. Возникает вопрос о том, как можно за-

хватить максимальную площадь геометрической фигуры при фиксированной 

длине её границы (части границы). 

Задача сводится к нахождению экстремума функционала 


T

t

dttxtxI
0

)()]([  

с граничными условиями 0)( 0 tx  и 0)( Tx  при фиксированном параметре 

(длине) 

ldttx
T

t

 
0

)('1 2 ,  

где )0,( 0t  и (T, 0) – точки закрепления каната. Решением является дуга окруж-

ности, если концы нельзя двигать по побережью, и полуокружность в против-

ном случае (рис. 1.5). 

 

x

tt0 T
 

Рисунок 1.5 – Геометрическая иллюстрация к задаче Дидоны ■ 

 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%B0%D1%80%D0%B8%D0%B0%D1%86%D0%B8%D0%BE%D0%BD%D0%BD%D0%BE%D0%B5_%D0%B8%D1%81%D1%87%D0%B8%D1%81%D0%BB%D0%B5%D0%BD%D0%B8%D0%B5
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%B0%D1%80%D0%B8%D0%B0%D1%86%D0%B8%D0%BE%D0%BD%D0%BD%D0%BE%D0%B5_%D0%B8%D1%81%D1%87%D0%B8%D1%81%D0%BB%D0%B5%D0%BD%D0%B8%D0%B5
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%B0%D1%80%D1%84%D0%B0%D0%B3%D0%B5%D0%BD_(%D0%B3%D0%BE%D1%80%D0%BE%D0%B4)
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%B8%D0%B4%D0%BE%D0%BD%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%B8%D0%B4%D0%BE%D0%BD%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D0%B8%D0%BD%D0%B8%D0%BA%D0%B8%D1%8F
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%B8%D1%80_(%D0%B3%D0%BE%D1%80%D0%BE%D0%B4)
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D1%80%D0%B5%D0%B4%D0%B8%D0%B7%D0%B5%D0%BC%D0%BD%D0%BE%D0%B5_%D0%BC%D0%BE%D1%80%D0%B5
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%AD%D0%BA%D1%81%D1%82%D1%80%D0%B5%D0%BC%D1%83%D0%BC
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D1%83%D0%BD%D0%BA%D1%86%D0%B8%D0%BE%D0%BD%D0%B0%D0%BB
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Пример 1.5 (задача о брахистохроне). Среди всех кривых, соединяющих 

две данные точки плоскости – A(0, 0) и B(x1, y1), найти ту, двигаясь по которой 

под действием силы тяжести, материальная точка M(x, y) попадёт из начальной 

точки в конечную за кратчайшее время. 

Кривая, вдоль которой точка быстрее всего скатывается из начальной 

точки в конечную, называется брахистохроной (рис. 1.6). 

 

y xx1 x2

y1

y2

A

B

M(x, y)

v

 

Рисунок 1.6 – Геометрическая иллюстрация к задаче о брахистохроне  

 

Очевидно, что скорость материальной точки, определяется формулой 

dt

dS
v  , где S – путь, пройденный точкой. Для кривой, записанной в декартовых 

координатах, длина дифференциала дуги, как известно, равна 

dxtydS )('1 2 . Поэтому элементарное время скатывания вычисляется по 

формуле 
v

dxx

v

dS
dt

2'1
 .  

Полагая, что материальная точка движется без трения и сопротивления, 

на основании закона сохранения энергии можно записать mgy
mv


2

2

, где m – 

масса тела, g – ускорение свободного падения, y – ордината. Отсюда следует 

gyv 2 .  
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Поэтому элементарное время скатывания будет равно  

dx
y

y

ggy

dxy

v

dxy
dt

222
'1

2

1

2

'1'1 






 , 

а полное время скатывания выразится интегралом  





2

1
)(

)('1

2

1
)]([

2x

x

dx
xy

xy

g
xyT . 

Таким образом, задача отыскания линии наискорейшего ската сводится к 

вариационной задаче отыскания функции, доставляющей минимум функциона-

лу )]([ xyT  и удовлетворяющей условиям 2211 )(,)( yxyyxy  . 

Известно, что линией наискорейшего ската (брахистохроной) является 

циклоида, определяемая в параметрической форме соотношениями: 














).2cos1(
2

)(

),2sin2(
2

)(

1

1

t
C

ty

tt
C

tx

 

Постоянная C1 определяется из условия прохождения циклоиды через точку 

B(x1, y1), а параметр C1/2 определяет радиус катящегося круга. ■ 

Пример 1.6. Пластинка из прозрачного вещества в форме клина 

 )(0,:),( 10 txtttxtK   ( 0)(  t  при ),[ 10 ttt , 0)( 1 t ) (рис. 1.7) 

имеет показатель преломления )(t . Найти кратчайшую траекторию светового 

луча, исходящего из точки ( 0t , 0) и приходящего на сторону )(tx   клина. 

 

x

tt0 T

)(tx 

t1
 

Рисунок 1.7 – Геометрическая иллюстрация к примеру 1.6 
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Обозначим через x(t) траекторию светового луча. Согласно принципу 

Ферма в этой задаче необходимо найти экстремум функционала 

   
T

t

dttxxtxI
0

)('1)()( 2  на кривых, левый конец которых удовлетворяет ус-

ловию x( 0t ) = 0, а правый – лежит на кривой )(tx  . ■ 

Пример 1.7 (задача о наименьшей площади поверхности вращения). 

Среди всех плоских гладких кривых, соединяющих точки A(x0, y0) и B(x1, y1) 

(считаем, что 00 y  и 01 y ), найти ту, которая при вращении вокруг оси абс-

цисс образует поверхность наименьшей площади (pис. 1.8).  

 

z

x

A(x0, y0)

y

B(x1, y1)

 

Рисунок 1.8 – Геометрическая иллюстрация к задаче о наименьшей площади 

поверхности вращения 

 

Как известно, площадь поверхности вращения вычисляется по формуле 

 
1

0

2'12)]([
x

x

dxyyxyS . 

Таким образом, задача сводится к задаче отыскания функции, достав-

ляющей минимум функционалу )]([ xyS  и удовлетворяющей условиям 

1100 )(,)( yxyyxy  . 
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Решением данной задачи является семейство цепных линий, определяе-

мых уравнением  

C

Cx
chCxy 2)(


 .  

Произвольные постоянные C и C2 находятся из граничных условий. При 

этом в зависимости от положения точек и могут существовать одно, два или не 

существовать ни одного решения. 

Именно форму цепной линии принимает канат (цепь), закреплëнный в 

точках A и B, и свободно провисающий под действием силы тяжести. Поверх-

ность, образованная вращением цепной линии относительно горизонтальной 

оси, называется катеноидом. Форму катеноида принимает мыльная плëнка, 

«натянутая» на два проволочных круга, плоскости которых перпендикулярны 

линии, соединяющей их центры. ■ 

Пример 1.8 (задача о геодезических линиях). Среди всех плоских глад-

ких кривых, лежащих на заданной поверхности 0),,( zyxF  и соединяющих 

точки A(x0, y0, z0) и B(x1, y1, z1) (считаем, что 10 xx  ) данной поверхности, найти 

ту, которая будет иметь наименьшую длину (pис. 1.9).  

Такие линии называются геодезическими. Так, например, для сферы гео-

дезической является часть дуги окружности большого радиуса. 

 

z

y

A

x

B

 

Рисунок 1.9 – Геометрическая иллюстрация к задаче о геодезических линиях 

 

Путь уравнение кривой задается в параметрической форме: 
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.

),(

),(

10 xxx

xzz

xyy

 

В этом случае длина кривой вычисляется по формуле 

 
1

0

)(')('1)](),([ 22
x

x

dxxzxyxzxyL . 

Таким образом, задача сводится к задаче отыскания функций 

)(),( xzzxyy  , доставляющих минимум функционалу )](),([ xzxyL  и удов-

летворяющих условиям 0))(),(,( xzxyxF  (условие принадлежности заданной 

поверхности) и 11001100 )(,)(,)(,)( zxzzxzyxyyxy   (условия прохож-

дения через указанные точки). ■ 

 

1.3. Понятие вариации функционала. Необходимые условия экстре-

мума 

Кривые x(t), на которых сравнивают значения функционала, называют 

допустимыми кривыми или кривыми сравнения. 

Обозначим через )(* tx  допустимую кривую (под допустимостью понима-

ется принадлежность тому или иному функциональному пространству), на ко-

торой функционал достигает экстремума, а через x(t) произвольную допусти-

мую кривую. Разность )()()( * txtxtx   называется вариацией кривой )(* tx . 

Вариация )(tx  есть функция аргумента t и принадлежит тому же функ-

циональному пространству, что и функция x(t). Используя вариацию, можно 

представить любую допустимую кривую x(t) в виде 

)()()( * txtxtx  . (1.3) 

В вариационном исчислении используется другая запись для обозначения 

любой допустимой кривой 

)()()( * txtxtx  , (1.4) 

где )(tx  – вариация функции, α – числовой параметр. 
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Приращением функционала ΔI называется разность 

)]([)]()([)]([)]([ *** txItxtxItxItxII  . (1.5) 

Первой вариацией функционала называют выражение  

.)]()([

)]([)]()([
lim)](),([

0

*

**

0

*
















txtxI
d

d

txItxtxI
txtxII

 (1.6) 

Второй вариацией называют выражение 

0

*

2

2
*22 )]()([)](),([






 txtxI
d

d
txtxII . (1.7) 

Пример 1.9. Определить первую вариацию функционала 

  
1

0

2 )(')(12)]([ dttxttxtxI , где кривые x(t) удовлетворяют граничным услови-

ям 0)0( x , 1)1( x . 

Запишем выражение для первой вариации применительно к данному 

функционалу: 





 0

* )]()([ txtxI
d

d
I  

   



 0

1

0

2** ))'()(())()((12 dttxtxtxtxt
d

d
 

0

1

0

2** )))'(()(())()((12


 













 dttxtxtxtxt

d

d
. 

Согласно формуле дифференцирования интеграла по параметру, нахо-

дим: 

 















 0

1

0

2** )))'(()(())()((12 dttxtxtxtxt
d

d
I  

 












 0

1

0

* ))'()())'(()((2)(12 dttxtxtxtxt  

 












1

0

* ))'()((2)(12 dttxtxtxt . 
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Ко второму слагаемому применим формулу интегрирования по частям: 








 



)())'((

)(2)(2))'()((2
**1

0

*

txVdttxdV

dttxdUtxUdttxtx  

 






1

0

*
1

0

* )()(2)()(2 dttxtxtxtx . 

По определению )()()( * txtxtx  , тогда, в силу того, что )(tx  и )(* tx  

удовлетворяют граничным условиям, получаем 0)1()0(  xx . Тем самым, 

первое слагаемое в последнем выражении обращается в ноль. Тогда 

 


 
 1

0

*
1

0

* )()(2))'()((2 dttxtxdttxtx  и выражение для первой вариации функ-

ционала принимает вид 

 






 


1

0

* )()(212 dttxtxtI . ■ 

Необходимые условия локального экстремума одинаковы для сильного и 

слабого экстремума и определяются теоремой. 

Теорема 1.1 (необходимые условия локального экстремума). 

Если функционал )]([ txI , имеющий вариацию, достигает минимума или 

максимума на кривой )(* tx , где )(* tx  есть внутренняя точка области опреде-

ления функционала, то при )()( * txtx   первая вариация функционала равна ну-

лю: 

0I . (1.8) 

При выводе необходимых условий экстремума для различных постановок 

вариационных задач применяется следующая важная теорема. 

Теорема 1.2 (основная лемма вариационного исчисления). 

Если для каждой непрерывной функции η(t)  

0)()(
0

  dttta
T

t

, (1.9) 

где функция a(t) непрерывная на отрезке интегрирования, то x(t) ≡ 0 на этом 

отрезке. 
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Замечание 1.1. Утверждение основной леммы вариационного исчисления 

и ее доказательство не изменятся, если на функцию η(t) наложить следующие 

ограничения: η(t) имеет непрерывную производную и η(t0) = η(T) = 0. 

Замечание 1.2. Все изложенное в этом разделе без изменения переносит-

ся на функционалы )](),...,([)]([ 1 txtxItxI n , зависящие от вектор-функций 

 Tn txtxtx )(),...,()( 1  одной переменной или зависящие от функций нескольких 

переменных. Для таких функционалов вариация также определяется как глав-

ная линейная часть приращения функционала и доказывается, что на функциях 

(вектор-функциях), на которых реализуется экстремум, вариация равна нулю. 
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ГЛАВА 2. Метод вариаций в задаче с неподвижными границами 

 

 

2.1. Функционалы, зависящие от одной функции. Простейшая вариа-

ционная задача 

Рассмотрим множество M допустимых функций x(t), удовлетворяющих 

условиям: 

а) функции x(t) принадлежат функциональному пространству C
1 Tt ,0 ; 

б) функции x(t) удовлетворяют граничным условиям 

TxTxxtx  )(,)( 00 . (2.1) 

где значения x0, xT заданы, т.е. кривые проходят через две закрепленные гра-

ничные точки. 

Среди допустимых кривых x(t), принадлежащих допустимому множеству 

M, требуется найти кривую x
*
(t), доставляющую экстремум функционалу  


T

t

dttxtxtftxI
0

))('),(,()]([ . (2.2) 

Подынтегральная функция )',,( xxtf  имеет непрерывные частные произ-

водные до второго порядка включительно. Так как на кривые x(t), образующие 

множество M, не наложено дополнительных условий, кроме граничных, то за-

дача поиска экстремума функционала (2.2) при граничных условиях (2.1) назы-

вается задачей поиска безусловного экстремума. Данная задача является про-

стейшей задачей вариационного исчисления. 

Стратегия поиска решения поставленной задачи состоит в определении 

первой вариации функционала и приравнивании ее к нулю согласно теоре-

ме 1.1. 

Обозначим x
*
(t) – кривую, на которой достигается экстремум функциона-

ла. Тогда допустимая кривая определяется по формуле: )()()( * txtxtx  , а 

ее производная )(')(')(' * txtxtx  , где )(ty  – фиксированная вариация 

кривой, ))'(()(' txtx   – производная вариации, α – числовой параметр. Отме-

тим, что ],[C)( 0
1 Tttx  , 0)()( 0  Txtx . Тогда  
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)())(')('),()(,()]()([
0

***  
T

t

dttxtxtxtxtftxtxI , (2.3) 

где φ(α) – функция числового параметра α. 

Используя формулу для вычисления первой вариации, формулу диффе-

ренцирования интеграла по параметру и формулу интегрировании по частям, 

имеем 

 











T

t

dttxtxtxtxtf
d

d

d

d
I

0
0

**

0

))(')('),()(,(
)(

 

 


T

t
x txtxtxtxtxtf

0

)())(')('),()(,(
0

**  

 


dttxtxtxtxtxtf x )('))(')('),()(,(
0

**
'  

  
T

t
xx dttxtxtxtftxtxtxtf

0

)('))('),(,()())('),(,( **
'

**  

  
T

t
x txtxtxtf

0

)())('),(,( **
'  

 









T

t
xx dttxtxtxtf

dt

d
txtxtf

0

)())('),(,())('),(,( **
'

** . 

Первое слагаемое в последнем выражении обращается в ноль. Ко второму 

слагаемому применима основная лемма вариационного исчисления, так как в 

силу наложенных ограничений на кривой x
*
(t) функция 'xx f

dt

d
f   является не-

прерывной, а вариация )(tx  – непрерывно дифференцируемой функцией, 

удовлетворяющей условиям 0)()( 0  Txtx . 

Следовательно, кривая x
*
(t), на которой достигается экстремум, необхо-

димо удовлетворяет уравнению  

0'  xx f
dt

d
f . (2.4) 

Уравнение (2.4) называется уравнением Эйлера. Это уравнение играет 

фундаментальную роль в вариационном исчислении. Если функция x
*
(t) дваж-

ды дифференцируемая, то уравнение (2.4) можно записать в развернутой форме 
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0''' ''''  xfxfff xxxxtxx  (2.5) 

и при 0'' xxf  представляет собой обыкновенное дифференциальное уравнение 

второго порядка. Его решение ),,( 21 CCtxx   зависит от двух произвольных 

постоянных и определяет двухпараметрическое семейство экстремалей. Гра-

ничные условия (2.1) позволяют определить постоянные 21,CC  и, как следст-

вие, кривую x
*
(t), на которой может достигаться экстремум функционала. Толь-

ко на удовлетворяющих граничным условиям экстремалях может реализовы-

ваться экстремум.  

Заметим, что если краевая задача для уравнения Эйлера и разрешима, то 

это еще не означает существования экстремумов у функционала, так как экс-

тремаль – это кривая, на которой может достигаться экстремум функционала. 

Как и при исследовании экстремумов функций, требуется дополнительный ана-

лиз решения, чтобы установить, реализуется ли в действительности экстремум 

функционала и какого характера (максимум или минимум). Для этого надо ис-

пользовать достаточные условия экстремума. Впрочем, в прикладных задачах 

ответ на этот вопрос часто может быть получен, исходя из физических особен-

ностей задачи. 

Пример 2.1. Найти экстремаль функционала   
1

0

22 )(')()]([ dttxtxtxI , 

удовлетворяющую граничным условиям 0)0( x , 1)1( x . 

Запишем уравнение Эйлера для данного функционала. Имеем 

22 ')',,( xxxxtf  , тогда xf x 2 , '2' xf x  , ''2' xf
dt

d
x  . Получаем следующее 

дифференциальное уравнение: 0''22  xx  или 0'' xx . Это однородное 

обыкновенное линейное дифференциальное уравнение второго порядка с по-

стоянными коэффициентами. Для его решения составим характеристическое 

уравнение 012 k  и найдем корни 12,1 k . Тогда общее решение принимает 

вид tt eCeCtx  21)( . 

Определим константы 21, CC  из граничных условий: 
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Откуда находим 
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 . В результате получаем экстре-

маль tt e
e

e
e

e

e
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Пример 2.2. Найти экстремаль функционала   
1

0

2 )(')(12)]([ dttxttxtxI , 

удовлетворяющую граничным условиям 0)0( x , 1)1( x . 

Запишем уравнение Эйлера для данного функционала. Имеем 

2'12)',,( xtxxxtf  , тогда tfx 12 , '2' xf x  , ''2' xf
dt

d
x  . Получаем следую-

щее дифференциальное уравнение: 0''212  xt  или tx 12''  . Это дифференци-

альное уравнение второго порядка, разрешенное относительно старшей произ-

водной. Для его решения проинтегрируем левую и правую часть дважды по пе-

ременной t. Имеем: 1
26' Ctx  , 21

32)( CtCttx  . Определим константы 

21, CC  из граничных условий: 









.12)1(

,0)0(

21

2

CCx

Cx
 

Откуда находим 11 C , 02 C . В результате получаем экстремаль 

tttx  3* 2)( . ■ 

Пример 2.3. Найти экстремаль функционала   



2

3

0

22 )()(')]([ dttxtxtxI , 

удовлетворяющую граничным условиям 1)0( x , 1)2/3( x . 

Запишем уравнение Эйлера для данного функционала. Имеем 

22')',,( xxxxtf  , тогда xf x 2 , '2' xf x  , ''2' xf
dt

d
x  . Получаем следующее 

дифференциальное уравнение: 0''22  xx  или 0'' xx . Это однородное 

обыкновенное линейное дифференциальное уравнение второго порядка с по-
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стоянными коэффициентами. Для его решения составим характеристическое 

уравнение 012 k  и найдем корни ik 2,1 . Тогда общее решение принимает 

вид tCtCtx sincos)( 21  . 

Определим константы 21, CC  из граничных условий: 









.1)2/3(

,1)0(

2

1

Cx

Cx
 

Откуда находим 11 C , 12 C . В результате получаем экстремаль 

tttx sincos)(*  . ■ 

Пример 2.4. Найти экстремаль функционала   
1

0

22 )(2)(')( dtetxtxtx t , 

удовлетворяющую граничным условиям 0)0( x , 0)1( x . 

Запишем уравнение Эйлера для данного функционала. Имеем 

txexxxxtf 2')',,( 22  , тогда t
x exf 22  , '2' xf x  , ''2' xf

dt

d
x  . Получаем 

следующее дифференциальное уравнение: 0''222  xex t  или texx '' . Это 

неоднородное обыкновенное линейное дифференциальное уравнение второго 

порядка с постоянными коэффициентами. Его решение разбиваем на два этапа. 

Для соответствующего однородного уравнения 0'' xx  составим характери-

стическое уравнение 012 k  и найдем корни 12,1 k . Тогда общее решение 

однородного уравнения принимает вид tt eCeCtx  210 )( . 

Далее по виду правой части и характеристических корней (правая часть 

содержит одно из фундаментальных решений) частное решение неоднородного 

находим в виде: t
ч atetx )( . Неизвестный параметр a найдем, подставив )(txч  

в неоднородное уравнение: )()(' tt
ч eteatx  , )2()(' tt

ч eteatx  , откуда 

tttt eateetea  )2( , 

tt eae 2 , 2/1a . 
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Тем самым, суммируя общее решение однородного уравнения и частное 

решение неоднородного уравнения, получим общее решение неоднородного 

уравнения ttt teeCeCtx
2

1
)( 21   . 

Определим константы 21, CC  из граничных условий: 













 .0
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1
)1(
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eeCeCx
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Откуда находим 
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2

1
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e
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2
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e

e
C . В результате получаем 

экстремаль ttt tee
e

e
e
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e
tx
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2

2

2

2
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  . ■ 

 

2.2. Частные случаи интегрируемости уравнения Эйлера 

Уравнение Эйлера интегрируется в квадратурах лишь в исключительных 

случаях. Следует выделить некоторые простейшие случаи интегрируемости 

уравнения Эйлера. 

Случай 1. Функция )',,( xxtf  зависит только от 'x . Тогда уравнение Эй-

лера записывается в виде 0' xf
dt

d
 и допускает понижение прядка: Cf x ' . Это 

уравнение является алгебраическим относительно производной 'x . Все его ре-

шения можно записать в виде 1' Cx  . Тогда экстремалями является семейство 

линейных функций 21)( CtCtx  . 

Пример 2.5. Найти экстремаль функционала   
4

2

32 )(')(' dttxtx , удовле-

творяющую граничным условиям 1)2( x , 3)4( x . 

Поскольку интегрант 32 '')',,( xxxxtf   зависит только от 'x , то сразу 

запишем общее решение уравнения Эйлера: 21)( CtCtx  . Константы 21, CC  

определим из граничных условий: 
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.34)4(

,12)2(

21

21

CCx

CCx
 

Откуда находим 21 C , 52 C . В результате получаем экстремаль 

52)(*  ttx . ■ 

Случай 2. Функция )',,( xxtf  не зависит от x. В этом случае уравнение 

Эйлера также записывается в виде 0' xf
dt

d
 и допускает понижение порядка: 

Cf x ' . Последнее уравнение является обыкновенным дифференциальным 

уравнением первого порядка или алгебраическим уравнением. 

Пример 2.6. Найти экстремаль функционала   
2

0

2 )(')(' dtttxtx , удовле-

творяющую граничным условиям 0)0( x , 2)2( x . 

Поскольку интегрант '')',,( 2 txxxxtf   не зависит от x, то сразу запишем 

уравнение Эйлера в виде 1' Cfx  . Имеем 1'2 Ctx  . Из данного уравнения 

можно выразить производную через переменную и найти общее решение, про-

интегрировав уравнение один раз: 
22

' 1 tC
x  , 2

2
1

42
)( C

ttC
tx  . Определим 

константы 21, CC  из граничных условий: 









.21)3(

,0)0(

21

2

CCx

Cx
 

Откуда находим 31 C , 02 C . В результате получаем экстремаль 

42

3
)(

2
* tt

tx  . ■ 

Случай 3. Функция )',,( xxtf  не зависит от t. Тогда уравнение Эйлера, в 

предположении, что 0'' xxf , сводится к следующему: 

0''' '''  xfxff xxxxx . 
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Умножив его на 'x , получим   0' '  xfxf
dt

d
. Таким образом, и в этом 

случае уравнение Эйлера допускает понижение порядка: Cfxf x  '' . 

Пример 2.7. Найти экстремаль функционала 
1

0

2 )(')( dttxtx , удовлетво-

ряющую граничным условиям 1)0( x , 3 9)1( x . 

Поскольку интегрант 2')',,( xxxxtf   не зависит от t, то сразу запишем 

уравнение Эйлера в виде Cfxf x  '' . Имеем Cxxxxx  '2''2  или 

1
2' CCxx  .  

Найдем общее решение данного уравнения, введя замену p
dt

dx
x ' . 

Данная подстановка в дифференциальное уравнение дает следующее: 1
2 Cxp  , 

откуда 
2
1

p

C
x  . Вычислим дифференциал dp

p

C
dx

3
12

 . Далее 

dp
p

C

p

dx
dt

4

12
 . Отсюда найдем 23

1

3

2
C

p

C
t   и выразим 3

2

1

)(3

2

Ct

C
p


 . По-

скольку 
2
1

p

C
x  , то получим общее решение уравнения Эйлера 

 3 2
21

3

2

1

2
1

3

2

2

1

1
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2
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)(3

2

)( CtC
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Ct
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C
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Определим константы 21, CC  из граничных условий: 
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Разделив возведя оба уравнения в третью степень и второе на первое, по-

лучим 
 

9
1

2
2

2
2 



C

C
. Далее 3

1

2

2 


C

C
, откуда получаем 

4

1
2 C  и 

2

1
2 C . 

Для каждого из этих значений по формуле 
2

2

1
9

4

C
C   находим: при 

4

1
2 C  – 

9

64
1 C , при 

2

1
2 C  – 

9

16
1 C . Тем самым, получаем две экстремали – 

 3 23

2
* 14

4

1

9

64

4

9
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2
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1

9
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 tttx . ■ 

Случай 4. Функция )',,( xxtf  не зависит от 'x . Тем самым получаем 

уравнение 0),( xtf x , которое является алгебраическим относительно неиз-

вестной функции x(t). Решения этого уравнения могут и не удовлетворять по-

ставленным краевым условиям. 

Пример 2.8. Найти экстремаль функционала   
4

1

2 )()( dttxttx , удовлетво-

ряющую граничным условиям 0)1( x , 1)4( x . 

Поскольку интегрант 2)',,( xtxxxtf   не зависит от 'x , то запишем 

уравнение Эйлера в виде 0xf . Имеем 02  xt , откуда находим 
2

t
x  . По-

скольку данная функция не удовлетворяет граничным условиям, то поставлен-

ная задача решение не имеет. 

Следует отметить, что решение будет существовать, если граничные ус-

ловия будут иными, например, 
2

1
)1( x , 2)4( x . ■ 

Случай 5. Функция )',,( xxtf  линейно зависит от 'x , то есть может быть 

представлен в виде '),(),()',,( xxtQxtPxxtf  . Этот случай, включающий в 

себя предыдущий, охватывает те функционалы, интегрант которых удовлетво-

ряет условию 0'' xxf . Такие функционалы называют вырожденными. Урав-

нение Эйлера в этом случае принимает вид 
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0' xQPQ xxt , или 0''  xQPxQQ xxxt ,  

откуда 0 xt PQ . Это уравнение алгебраическое; его решения могут и не 

удовлетворять краевым условиям.  

Если же xt PQ  , то уравнение 0 xt PQ  выполняется для любой функ-

ции x(t). В этом случае подынтегральное выражение представляет собой пол-

ный дифференциал некоторой функции U(t, x): 

,),(),(),(

)),(),(()'),(),((

00

00

 

  

T

t

T

t

T

t

T

t

xtdUdxxtQdtxtP

dt
dt

dx
xtQxtPdtxxtQxtP

 

где функция U(t, x) при выполнении условия xt PQ   может быть найдена из 

системы 









.

,

QU

PU

x

t
 

В этом случае значение интеграла постоянно и не зависит от функ-

ции x(t): constxTUxtUxtUxtdU T

T

t

T

t

 ),(),(),(),( 00
0

0

. Тем самым, при 

xt PQ   вариационная задача не имеет смысла. 

Пример 2.9. Найти экстремаль функционала   
2

0

22 )(')( dttxttx , удовле-

творяющую граничным условиям 0)0( x , 2)2( x . 

Для данного функционала интегрант ')',,( 22 xtxxxtf   линейно зависит 

от 'x . Обозначим 2),( xxtP  , 2),( txtQ   и запишем уравнение 0 xt PQ . 

Имеем 022  xt , откуда находим ttx )(* . Поскольку данная функция удов-

летворяет граничным условиям, тона и будет экстремалью функционала. ■ 

Пример 2.10. Найти экстремаль функционала 

  
 2/

0

32 )(')(22sin)( dttxttxttx , удовлетворяющую граничным условиям 

0)0( x , 1)2/( x . 
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Для данного функционала интегрант '22sin)',,( 32 xtxtxxxtf   линейно 

зависит от 'x . Обозначим txxtP 2sin),( 2 , 32),( txxtQ   и запишем уравнение 

Эйлера: 02sin22 3  txx . Отсюда имеем 0)2sin(2 2  txx . Решением урав-

нения Эйлера могут быть три функции: txx 2sin,0  . Видно, что перво-

му граничному условию удовлетворяют все функции, второму – ни одна из них. 

Тем самым вариационная задача не имеет решение. ■ 

Пример 2.11. Найти экстремаль функционала 

  




2/

6/

2 )('sin)(2cos)( dtttxtxttx , удовлетворяющую граничным условиям 

1)6/( x , 2)2/( x . 

Для данного функционала интегрант 'sin2cos)',,( 2 xtxtxxxtf   лине-

ен относительно 'x . Обозначим txxtP cos),( 2 , txxtQ sin2),(   и вычислим 

txPx cos2 , txQt cos2 . Получили, что xt PQ  , следовательно, вариационная 

задача не имеет смысла, поскольку функционал принимает постоянное значе-

ние для любой функции x(t), удовлетворяющей заданным граничным условиям. 

Вычислим это значение. Для этого необходимо найти функцию U(t, x) из сис-

темы 









.sin2

,cos2

txQU

txPU

x

t  

Из первого уравнения находим: )(sincos 22 xCtxtdtxU  . Подста-

вив данную функцию во второе уравнение системы, получим: 

txxCtxUx sin2)('sin2  . Отсюда 0)(' xC  или CxC )( . Константу C 

можно брать любой, например, равной нулю. Тем самым, txxtU sin),( 2 . 

Подставим данную функцию в интегральный функционал и вычислим его зна-

чение: 
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6/

2
2/

6/

2
2/

6/

2 sinsin)('sin)(2cos)( txtxddtttxtxttx  
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2.3. Достаточные условия экстремума функционала 

Для формулировки достаточных условий экстремума функционала вве-

дем следующие понятия. 

1. Условие Якоби. Назовем выполненным условие Якоби, если уравне-

ние Якоби 

  0)(')( ''' 







 tuf

dt

d
tuf

dt

d
f xxxxxx , 

где ''' ,, xxxxxx fff  – соответствующие производные интегранта, вычисленные 

на экстремали )(* tx , удовлетворяющей уравнению Эйлера и граничным усло-

виям, имеет нетривиальное решение )(tu , которое: 

1) удовлетворяет условию 0)( 0 tu ; 

2) не обращается в нуль ни при каких значениях ],( 0 Ttt . 

2. Условие Лежандра. Условие 0'' xxf  ( 0'' xxf ) называется условием 

Лежандра, а условие 0'' xxf  ( 0'' xxf ) – усиленным условием Лежандра. 

При этом функция )',,( xxtf  предполагается трижды дифференцируемой по 'x . 

Напомним, что уравнение Эйлера является необходимым условием как 

сильного, так и слабого экстремума функционала. Достаточные условия силь-

ного и слабого экстремума различны. 

Теорема 2.1 (достаточные условия слабого минимума (максимума)).  

Если на экстремали )(* tx , удовлетворяющей уравнению Эйлера и гранич-

ным условиям, выполняются: 

1) условие Якоби; 

2) усиленное условие Лежандра: )0(0 ''''  xxxx ff  на экстремали )(* tx ,  

то на )(* tx  достигается слабый минимум (максимум). 

Теорема 2.2 (достаточные условия сильного минимума (максимума)).  
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Если на экстремали )(* tx , удовлетворяющей уравнению Эйлера и гранич-

ным условиям, выполняются: 

1) условие Якоби; 

2) условие Лежандра: )0(0 ''''  xxxx ff  для точек (t, x), близким к точ-

кам на экстремали )(* tx , и для произвольных значений 'x , 

то на )(* tx  достигается сильный минимум (максимум). 

Пример 2.12. Найти экстремум функционала   
2

1

3 )('2)(')]([ dttxtxtxJ , 

на множестве гладких кривых, удовлетворяющих граничным условиям 2)1( x , 

6)2( x . 

Для начала найдем допустимую экстремаль. Запишем уравнение Эйлера 

для данного функционала. Имеем 3'2')',,( xxxxtf  , тогда имеем второй слу-

чай интегрируемости уравнения Эйлера. Общее решение принимает вид 

tCCtx 21)(  . 

Определим константы 21, CC  из граничных условий: 









.62)1(

,2)0(

21

21

CCx

CCx
 

Откуда находим 21 C , 42 C . В результате получаем экстремаль 

24)(*  ttx .  

Для проверки достаточных условий, во-первых, составим уравнение Яко-

би. Для этого найдем 4)('* tx , 0xxf , 0' xxf , 48'12
)()('' ** 

txtxxx xf . Тогда 

уравнение Якоби принимает вид: 

    0)('48)(00  tu
dt

d
tu  или 0)('' tu . 

Его общее решение tCCtu 21)(  . Тогда из условия 0)1( u  получаем 

0)1( 21  CCu  и 12 CC  . Так как нетривиальное решение (при 01 C ) 
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уравнения Якоби 0)1()( 111  tCtCCtu  при ]2,1(t , то условие Якоби 

выполняется. 

Во-вторых, проверим условие Лежандра. Поскольку функция '12'' xf xx   

не сохраняет знак при любых 'x , то вопрос о наличии сильного экстремума ос-

тается открытым. В тоже время, на допустимой экстремали 

048'12
)()('' ** 

txtxxx xf , то на этой экстремали 24)(*  ttx  достигается 

слабый минимум. 

Вычислим минимальное значение функционала на данной экстремали: 

  132424)]([
2

1

3*   dttxJ . ■ 

Пример 2.13. Найти экстремум функционала   
1

0

2 )(')(12)]([ dttxttxtxI , 

удовлетворяющую граничным условиям 0)0( x , 1)1( x . 

Допустимая экстремаль tttx  3* 2)(  была найдена ранее.  

Составим уравнение Якоби. Находим 0xxf , 0' xxf , 

22
)()('' ** 

txtxxxf . Уравнение Якоби принимает вид: 

    0)('2)(00  tu
dt

d
tu  или 0)('' tu . 

Его общее решение tCCtu 21)(  . Тогда из условия 0)0( u  получаем 

0)0( 1 Cu . Так как нетривиальное решение (при 02 C ) уравнения Якоби 

0)( 2  tCtu  при ]1,0(t , то условие Якоби выполняется. 

Далее проверим условие Лежандра. Поскольку функция 02'' xxf  со-

храняет знак при любых 'x , то вопрос на экстремали tttx  3* 2)(  достигается 

сильного минимума. Кроме того, на этой же экстремали достигается и слабый 

минимум.  

Вычислим минимальное значение функционала на данной экстремали: 

      





 

1

0

2424
1

0

223* 11236122416)2(12)]([ dtttttdttttttxJ  
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    5181281212460
1

0

35
1

0

24   tttdttt . ■ 

 

2.4. Функционалы, зависящие от нескольких функции 

Рассмотрим множество M допустимых вектор-функций 

T
n txtxtx ))(...,),(()( 1 , удовлетворяющих условиям: 

а) функции xk(t), k = 1, …, n, принадлежат функциональному пространст-

ву C
1 Tt ,0 ; 

б) функции yk(x), удовлетворяют граничным условиям 

nkxTxxtx kTkkk ...,,2,1,)(,)( 00  , (2.6) 

где значения kTk xx ,0  заданы, т.е. каждая из кривых xk(t) проходит через две за-

крепленные граничные точки. 

Среди допустимых вектор-функций x(t), принадлежащих множеству M, 

требуется найти вектор-функцию T
n txtxtx ))(...,),(()(

**
1

*  , на которой достига-

ет экстремума функционал 


T

t
nnn dttxtxtxtxtftxtxI

0

))(...,),(),(...,),(,()](...,),([ ''
111 . (2.7) 

Подынтегральная функция )...,,,...,,,( ''
11 nn xxxxtf  имеет непрерывные ча-

стные производные до второго порядка включительно по всем переменным. 

Поставленная задача также называется задачей поиска безусловного экстре-

мума. 

Стратегия поиска решения задачи опирается на теорему 1.1 о необходи-

мом условии экстремума функционала: 0I  на экстремали )(* tx . Поскольку 

эта проблема сформулирована для скалярной функции )(tx , применим ее к 

функционалу )](...,),([ 1 txtxI n , варьируя лишь функцию )(txk , а остальные ос-

тавляя неизменными. При этом функционал будет зависеть лишь от одной 

функции )(txk . 

Тогда, аналогично п. 2.1, получаем формулу для первой вариации 
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T

t
kxxk dttxftxfI

k

0

)()( '
' . 

Интегрируя по частям, применяя необходимое условие экстремума и ос-

новную лемму вариационного исчисления, получаем уравнение Эйлера  

0' 
kk xx f

dt

d
f . 

Так как в качестве варьируемой компоненты )(txk  может быть взята лю-

бая из компонент xi(t), i = 1, …, n, то искомая вектор-функция 

T
n txtxtx ))(...,),(()(

**
1

*   должна удовлетворять системе уравнений Эйлера  

nkf
dt

d
f

kk xx ...,,1,0'  . (2.8) 

Заметим, что первая вариация функционала представляется в виде 

  











T

t

n

k
kxx

n

k
k dttxf

dt

d
fII

kk

0

'

11

)( . (2.9) 

Так как вариации nktxk ...,,1),(  , произвольны, то из условия 0I  и 

основной леммы вариационного исчисления следует система (2.8). 

Общее решение этой системы nkCCtxx nkk ...,,1),...,,,( 21  , содержит 

2n произвольных постоянных, которые определяются из 2n граничных усло-

вий (2.6). Полученные решения T
n txtxtx ))(...,),(()(

**
1

*   называются экстре-

малями функционала, и, как и ранее, являются кривыми, удовлетворяющими 

необходимому условию экстремума, т.е. на которых возможен экстремум 

функционала. 

Пример 2.14. Найти экстремали функционала 

 












 2/

0
21

2

2

2

1 )()(2)()( dttxtxtxtx , удовлетворяющие граничным условиям 

0)0()0( 21  xx , 1)2/(1 x , 1)2/(2 x . 

Запишем систему уравнений Эйлера для данного функционала. Имеем 

21

2

2

2

1 2 xxxxf 





 , тогда получим: 
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.0)2(2

,0)2(2

21

12

x
dt

d
x

x
dt

d
x

 

Откуда 

















,022

,022

21

12

xx

xx
 или 


















.0

,0

21

12

xx

xx
 Из первого выразим 


 12 xx , 

продифференцируем два раза 
IV

xx 12 


 и подставим во второе уравнение. По-

лучаем 011 
IV

xx  или 011  xx
IV

. 

Это линейное однородное дифференциальное уравнение четвертого по-

рядка с постоянными коэффициентами. Для его решения составим характери-

стическое уравнение 014 k  и найдем его корни 12,1 k , ik 4,3 . Тогда 

общее решение принимает вид tCtCeCeCtx tt cossin)( 43211   . Диффе-

ренцируя его дважды, находим tCtCeCeCtx tt cossin)( 43212   . Получа-

ем общее решение системы уравнений Эйлера: 















.cossin)(

,cossin)(

43212

43211

tCtCeCeCtx

tCtCeCeCtx

tt

tt

 

Константы найдем из граничных условий: 

























.1)2/(

,1)2/(

,0)0(

,0)0(

3
2/

2
2/

12

3
2/

2
2/

11

4212

4211

CeCeCx

CeCeCx

CCCx

CCCx

 

Вычитая из первого второе уравнение, находим 04 C . Вычитая из 

третьего четвертое, находим 13 C . Тогда 021 CC . Окончательно получаем 

экстремали данного функционала ttxttx sin)(,sin)(
*

2
*

1  . ■ 

Пример 2.15. Найти семейства экстремалей функционала 

 












T

t

t dtetxtxtxtxtx
0

)(2)()(8)()( 121

2

2

2

1 . 
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Запишем систему уравнений Эйлера для данного функционала. Имеем 

texxxxxf 121

2

2

2

1 28 





 , тогда получим: 




















.0)2(8

,0)2(28

21

12

x
dt

d
x

x
dt

d
ex t

 

Откуда получаем  


















.04

,04

21

12

xx

xex t

  

Из первого уравнения выразим  texx 


 12
4

1
, продифференцируем два 

раза  tIV
exx 


12

4

1
 и подставим во второе уравнение. Получаем 

tIV
exx  11 16 . 

Это линейное неоднородное дифференциальное уравнение четвертого 

порядка с постоянными коэффициентами. Для его решения сначала найдем ре-

шение соответствующего однородного уравнения 016 11  xx
IV

. Составим ха-

рактеристическое уравнение 0164 k  и найдем его корни 22,1 k , 

ik 24,3  . Тогда решение однородного уравнения принимает вид  

tCtCeCeCtx tt
o 2cos2sin)( 43

2
2

2
11   .  

По виду правой части и найденным характеристическим корням опреде-

ляем вид решения неоднородного уравнения: t
н Aetx )(1 . Дифференцируем че-

тыре раза tIV
н Aetx )(1  и подставляем в уравнение: ttt eAeAe 16 . Откуда 

находим 
15

1
A  и t

н etx
15

1
)(1  . Тем самым общее решение принимает вид 

ttt etCtCeCeCtx
15

1
2cos2sin)( 43

2
2

2
11   . 

Далее находим  
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 texx 12
4

1
 









  tttt eetCtCeCeC

15

1
2cos42sin444

4

1
43

2
2

2
1  

ttt etCtCeCeC
15

4
2cos2sin 43

2
2

2
1   . 

Окончательно получаем семейства экстремалей заданного функционала: 


















.
15

4
2cos2sin)(

,
15

1
2cos2sin)(

43
2

2
2

12

43
2

2
2

11

ttt

ttt

etCtCeCeCtx

etCtCeCeCtx

 ■ 

 

2.5. Функционалы, зависящие от производных высшего порядка од-

ной функции 

Рассмотрим множество M допустимых функций (кривых) x(t), удовлетво-

ряющих следующим условиям: 

а) функции x(t) определены и m раз непрерывно дифференцируемы на от-

резке  Tt ,0 , т.е.  TtCtx m ,)( 0 ; 

б) функции x(t) удовлетворяют граничным условиям 

   

   
1,-...,1,,)(,)(

1,-...,1,,)(,)( 0000

mixTxxTx

mixtxxtx

i
T

i
T

ii




 (2.10) 

где 0x , 
 ix0 , Tx ,  i

Tx  заданы. 

Среди допустимых кривых x(t), принадлежащих множеству M, требуется 

найти кривую x
*
(t), на которой достигает экстремального значения функционал  


T

t

m dttxtxtxtftxI
0

))(...,),('),(,()]([ )( . (2.11) 

Предполагается, что подынтегральная функция )...,,',,( )(mxxxtf  имеет 

непрерывные частные производные до (m+2)-го порядка включительно. 

Как и ранее, поставленная задача также является задачей поиска безус-

ловного экстремума. 
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Стратегия поиска решения также состоит в нахождении первой вариации 

функционала и приравнивании его к нулю. Пусть  TtCtx m ,)( 0
*   – кривая, на 

которой допускается экстремум функционала )]([ txI . Тогда допустимая кривая 

x(t) и ее производные x
(i)

(t), mi ...,,1 , представляются в виде 

)()()( * txtxxx  , 

)(')(')(' * txtxxx  ,  

… … … … … … … … … ,  

)()()( )()(*)( txtxtx mmm  , 

где )(tx  – фиксированная вариация, удовлетворяющая условиям: 

0)()(...)(')(')()( )1(
0

)1(
00   TxtxTxtxTxtx mm . (2.12) 

Имеем 

  



 0

* )()( txtxI
d

d
I  

 




 0

)()(**

0

))()(...,),()(,(
T

t

mm
dttxtxtxtxtf

d

d
 

 
 

T

t

mm

x txtxtxtxtxtf
0

)())()(...,),()(,( )()(**  

...)('))()(...,),()(,( )()(**
'  txtxtxtxtxtf mm

x  

dttxtxtxtxtxtf mmm

x m

 )())()(...,),()(,(... )()()(**

)( . 

С учетом условий (2.12) интегрируем по частям второе слагаемое один 

раз: 

   
T

t
x

T

t
x

T

tx

T

t
x dttxf

dt

d
dttxf

dt

d
txfdttxf

00
0

0

)()()()(' '' ; 

третье слагаемое – два раза:  
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;)(

)()()(')(''

0

00

0
0

''2

2

''2

2

''''''

 

 







 

T

t
x

T

t
x

T

t
x

T

tx

T

t
x

dttxf
dt

d

dttxf
dt

d
txf

dt

d
txfdttxf

 

и так далее до последнего слагаемого, которое интегрируем по частям m раз: 

...)()()(

0

)(

0

)(

0

)(
)2()1()( 








  

T

t

m

x

T

t

m

x

T

t

m

x
txf

dt

d
txfdttxf mmm  

  
T

t
xm

m
m

T

t
xm

m
m dttxf

dt

d
dttxf

dt

d
mm

0

)(

0

)( )()1()()1(...
)(

)(
)(

)(

)(
)( . 

Получаем выражение для первой вариации функционала: 

0)()1(...
0

)(
)(

)(
)(

''2

2

'  









T

t
xm

m
m

xxx dttxf
dt

d
f

dt

d
f

dt

d
fI m . 

Так как вариация )(tx  может быть выбрана произвольно, а выражение в 

квадратных скобках является непрерывной по x функцией на )(* tx , то по ос-

новной лемме вариационного исчисления имеем 

0)1(... )(
)(

)(
)(

''2

2

'  mxm

m
m

xxx f
dt

d
f

dt

d
f

dt

d
f . (2.13) 

Уравнение (2.13) называется уравнением Эйлера-Пуассона. Оно имеет 

порядок 2m, его общее решение ),...,,,( 221 mCCCtxx   содержит 2m произволь-

ных постоянных, которые могут быть определены из граничных условий (2.10). 

Пример 2.16. Найти экстремали функционала 

  



4/

0

22 )(16)( dttetxtx t , удовлетворяющие граничным условиям 1)0( x , 

0)4/( x , 0)0( x , 2)4/( x . 

Запишем уравнение Эйлера-Пуассона для данного функционала. Имеем 

ttexxf  22 16 , тогда получим: 0)''2()0(32
2

2

 x
dt

d

dt

d
x . Откуда полу-

чаем линейное однородное дифференциальное уравнение с постоянными коэф-

фициентами: 016  xxVI . 
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Для его решения составим характеристическое уравнение 0164 k  и 

найдем его корни 22,1 k , ik 24,3  . Тогда общее решение принимает вид  

tCtCeCeCtx tt 2cos2sin)( 43
2

2
2

1   .  

Дифференцируя его, находим 

tCtCeCeCtx tt 2sin22cos222)( 43
2

2
2

1   .  

Константы найдем из граничных условий: 

























.2222)4/(

,0)4/(

,0222)0(

,1)0(

4
2/

2
2/

1

3
2/

2
2/

1

321

421

CeCeCx

CeCeCx

CCCx

CCCx

 

Решение этой системы имеет вид 0321  CCC , 14 C . Окончательно 

получаем экстремаль данного функционала ttx 2cos)(*  . ■ 

Пример 2.17. Найти экстремали функционала  
1

0

2 )( dttxe t , удовлетво-

ряющие граничным условиям 0)0( x , ex )1( , 0)0( x , ex 3)1(  , 2)0( x , 

ex 7)1(  . 

Запишем уравнение Эйлера-Пуассона для данного функционала. Имеем 

2xef t   , тогда получим: 0)2( 2

3

3

  xe
dt

d t  или 0)(
3

3

 xe
dt

d t . Решить это 

уравнение можно двумя способами.  

Первый способ: непосредственно из самого уравнения находим, что 

32
2

1 CtCtCxe t  , откуда   teCtCtCx 32
2

1

~~~
 . Далее необходимо три 

раза проинтегрировать левую и правую часть полученного уравнения. Причем 

при каждом интегрировании появится необходимость применить формулу ин-

тегрирования по частям трижды. Однако проводить интегрирование нет необ-

ходимости, очевидно, что общее решение будет иметь вид 

  65
2

432
2

1)( CtCtCeCtCtCtx t  .  
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Второй способ: дифференцируем трижды в полученном уравнении 

0)(
3

3

 xe
dt

d t  и получаем дифференциальное уравнение вида  

033   IIItIVtVtVIt xexexexe  или 033  IIIIVVVI xxxx . 

Это линейное неоднородное дифференциальное уравнение шестого по-

рядка с постоянными коэффициентами. Соответствующее характеристическое 

уравнение имеет вид 033 3456  kkkk  или 0)1( 33 kk . Характеристи-

ческие корни: 1,0 6,5,43,2,1  kk . Тогда общее решение также представляется в 

виде   65
2

432
2

1)( CtCtCeCtCtCtx t  . 

Дифференцируя дважды, получим: 

     5432
2

121 22)( CtCeCtCtCeCtCtx tt  

  543221
2

1 2)2( CtCeCCtCCtC t  ; 

     43221
2

1211 2)2(22)( CeCCtCCtCeCCtCtx tt  

  432121
2

1 222)4( CeCCCtCCtC t  . 

Константы найдем из граничных условий: 

 

 

 


























.7237)1(

,3223)1(

,)1(

,2222)0(

,0)0(

,0)0(

4321

54321

654321

4321

532

63

eCeCCCx

eCCeCCCx

eCCCeCCCx

CCCCx

CCCx

CCx

 

Решение этой системы имеет вид 11 C , 065432  CCCCC . 

Окончательно получаем экстремаль данного функционала tettx 2* )(  . ■ 

 

2.6. Функционалы, зависящие от производных высшего порядка не-

скольких функций 

Рассмотрим множество M допустимых вектор-функций 

T
n txtxtx ))(...,),(()( 1 , удовлетворяющих следующим условиям: 
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а) функции xk(t) определены и m раз непрерывно дифференцируемы на 

отрезке  Tt ,0 , т.е.   nkTtCtx m
k ...,,1,,)( 0  ; 

б) функции xk(t) удовлетворяют граничным условиям 

 

  1,-...,1,,...,1,,)(,)(

1,-...,1,,...,1,,)(,)(

)(

00
)(

00

minkxTxxTx

minkxtxxtx

i
kT

i
kkTk

i
k

i
kkk




 (2.14) 

где     1...,1,,...,1,,,,, 00  minkyyyy i
kT

i
kkTk , заданы. 

Среди допустимых вектор-функций x(t), принадлежащих множеству M, 

требуется найти вектор-функцию T
n txtxtx ))(...,),(()( **

1
*  , на которой достигает 

экстремум функционал 


T

t

m
nn

m
dttxtxtxtxtftxI

0

))(...,),(...,),(...,),(,()]([ )()(
11 . (2.15) 

Предполагается, что подынтегральная функция 

)...,,...,,...,,,( )()(
11

m
nn

m
xxxxtf  имеет непрерывные частные производные до 

(m+2)-го порядка включительно по всем переменным. 

Стратегия поиска решения также состоит в нахождении первой вариации 

функционала и приравнивании его к нулю. Рассуждая аналогично п. 2.4, не-

трудно получить, что вектор-функция )(* tx , доставляющая экстремум функ-

ционалу, необходимо удовлетворяет системе уравнений Эйлера-Пуассона: 

nkf
dt

d
f

dt

d
f

dt

d
f m

kkkk xm

m
m

xxx ...,,1,0)1(... )(
)(

)(
)(

''2

2

'  . (2.16) 

Общее уравнение этой системы ),...,,,( 221 mnkk CCCtxx   зависит от 2mn 

произвольных постоянных, которые могут быть определены из граничных ус-

ловий. 

Пример 2.18. Найти экстремали функционала  





 

2

1

2''
2

42'''
1 )()( dttxttx , 

удовлетворяющие граничным условиям 1)1(1 x , 29)2(1 x , 3)1('
1 x , 

76)2('
1 x , 18)1(''1 x , 158)2(''1 x , 0)1(2 x , 4/1)2(2 x , 0)1('

2 x , 4/1)2('
2 x . 
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Запишем систему уравнений Эйлера-Пуассона для данного функционала. 

Имеем 
2''

2
42'''

1 xtxf  , тогда получим:  

















.0)2(

,0)2(

2
4

2

2

13

3

xt
dt

d

x
dt

d

 

Каждое из уравнений решается независимо от другого. Найдем решение 

первого дифференциального уравнения, которое можно переписать в виде 

01 VIx . Тогда получим, что его общее решение имеет вид  

5
6

4
5

3
4

2
3211 )( tCtCtCtCtCCtx  . 

Найдем неизвестные коэффициенты из граничных условий. Для этого 

продифференцируем функцию дважды: 

4
6

3
5

2
4321 5432)( tCtCtCtCCtx  , 

3
6

2
5431 201262)( tCtCtCCtx  . 

Тогда получаем 




























.15816048122)2(

,768032124)2(

,293216842)2(

,18201262)1(

,35432)1(

,1)1(

65431

654321

6543211

65431

654321

6543211

CCCCx

CCCCCx

CCCCCCx

CCCCx

CCCCCx

CCCCCCx

 

Находим решение этой системы: 0,1,1,1 542631  CCCCCC . 

Тогда получаем первую экстремаль 52
1

*
1 )( ttCtx  . 

Найдем решение второго уравнения. Имеем 0)( 2
4

2

2

xt
dt

d
, откуда полу-

чим tCCxt 872
4 26   или 

3

8

4

7
2

26

t

C

t

C
x  . Интегрируем дважды: 
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92

8

3

7
2

2
C

t

C

t

C
x  , 109

8

2

7
2 )( CtC

t

C

t

C
tx  . Найдем неизвестные коэф-

фициенты из граничных условий: 























.
4

1

44
)2(

,
4

1
2

24
)2(

,02)1(

,0)1(

9
87

2

109
87

2

9872

109872

C
CC

x

CC
CC

x

CCCx

CCCCx

 

Находим решение этой системы: 1,0,2,1 10987  CCCC . Тогда 

получаем первую экстремаль 1
21

)(
2

*
2 

tt
tx . ■ 
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ГЛАВА 3. Метод вариаций в задаче с подвижными границами 

 

 

3.1. Функционалы, зависящие от одной функции 

Рассмотрим множество M допустимых функций x(t), удовлетворяющих 

следующим условиям: 

а) функции x(t) непрерывно дифференцируемы, т.е. )()( 1 Ctx , где Δ – 

некоторый конечный отрезок, внутренними точками которого являются точки t0 

и T, которые заранее не заданы; 

б) значения t0, x0 = x(t0) и T, xT = x(T), определяющие концы допустимых 

кривых, удовлетворяют граничным условиям 

0),(,0),( 00  TxTxt . (3.1) 

Среди допустимых кривых x(t), принадлежащих множеству M, требуется 

найти кривую x
*
(t), на которой достигает экстремального значения функционал 


T

t

dttxtxtftxI
0

))('),(,()]([ . (3.2) 

Подынтегральная функция ))('),(,( txtxtf  имеет непрерывные частные 

производные до второго порядка включительно.  

Условия (3.1) определяют подвижные границы (рис. 3.1). Таким образом, 

экстремум в поставленной задаче ищется на классе гладких функций, концы 

которых скользят по двум заданным линиям, описываемым уравнениями 

0),( 00  xt  (для левого конца) и 0),(  TxT  (для правого конца). 

Можно выделить следующие частные случаи общей постановки задачи: 

Случай 1. Концы допустимых кривых скользят по двум заданным верти-

кальным прямым, описываемыми уравнениями Tttt  ,0  (рис. 3.2). 

Случай 2. Концы допустимых кривых скользят по двум заданным кри-

вым, описываемыми уравнениями )(,)( txtx   (рисунок аналогичен 

рис. 3.1). 
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Случай 3. В рамках частного случая 2) можно выделить задачу, в кото-

рой заданные кривые являются прямыми линиями, параллельными оси абсцисс: 

Txxxx  ,0  (рис. 3.3). 

 

x

t

 0),( 00  xt

 0),(  TxT

x*(t)

t0
* T*

 

Рисунок 3.1 – Геометрическая иллюстрация к вариационной задаче с подвиж-

ными границами. Общий случай и случай 2 

x

t

x*(t)

t = t0 t = T

 

Рисунок 3.2 – Геометрическая иллюстрация к вариационной задаче с подвиж-

ными границами. Случай 1 
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x

t

x*(t)

t0
*

T*

x = x0

x = T
 

Рисунок 3.3 – Геометрическая иллюстрация к вариационной задаче с подвиж-

ными границами. Случай 3 

 

В поставленной задаче наряду с поиском кривой x
*
(t) фактически произ-

водится выбор значений **
0 , Tt , то есть ищется тройка  **

0
* ,),( Tttx . При этом 

ε-окрестность первого порядка (ε > 0) образуется тройками  Tttx ,),( 0 , удовле-

творяющими условию 




**
00

)(

* ,,)()(
1

TTtttxtx
C

. 

Функционал в задаче (3.2) точнее записывается в форме 


T

t

dttxtxtfTttxI
0

))('),(,(],),([ 0 . 

Стратегия поиска решения поставленной задачи строится на использова-

нии необходимого условия экстремума функционала: 0I . 

Пусть на тройке  **
0

* ,),( Tttx  функционал ],),([ 0 TttxI  достигает экстре-

мум. Тогда допустимые кривые определяются соотношениями 

)()()( * txtxtx  , )(')(')(' * txtxtx  ,  

где )(tx  – фиксированная вариация кривой, α – числовой параметр, а допус-

тимые значения пределов интегрирования – формулами 

TTTttt  *
0

*
00 , . 



50 

Первая вариация функционала вычисляется по формуле: 

0

**
*

0
*

0

))(')('),()(,(







 



TT

tt

dttxtytxtxtf
d

d
I . 

Применив формулу дифференцирования интеграла, зависящего от пара-

метра, и формулу интегрирования по частям, получим необходимое условие 

экстремума в виде 

.0)(

)(

0'

'

*
0

*

*

*
0

*

*
0



 










tfTftxf

dttxf
dt

d
fI

txTx

T

tx

T

t
xx

 (3.3) 

Из выражения (3.3) видно, что вариация функционала I  состоит из ин-

тегральной части, которая определяется вариацией кривой )(tx  при фиксиро-

ванных значениях **
0 , Tt , и трех слагаемых, зависящих от вариаций Tt  ,0  

концов интервала интегрирования и вариаций )(tx  концов экстремали при 

**
0 , Tttt  . 

Из условия 0I  следуют два равенства: 

1. 0)(

*

*
0

'  









T

t
xx dttxf

dt

d
f , 

то есть экстремаль x
*
(t) в задаче (3.2) должна быть решением уравнения Эйлера 

0'  xx f
dt

d
f . 

2. 0)( 0' *
0

*

*

*
0




tfTftxf
txTx

T

tx . (3.4) 

Заметим, что *
0

)(
tx

tx


  не совпадает с 0x , а *)(
Tx

tx


  не совпадает с 

Tx . На рис. 3.4 геометрически показана связь вариация функции на правом 

конце *)(
Tx

tx


  с вариациями абсциссы и ординаты правого конца. Приняты 

следующие обозначения *)(
Tx

txBD


 , TxFC  , TDE  , TTxEC  )(' * , 

ECFCBD  , то есть TTxxtx TTx



)(')( *

* . Заметим, что приближен-
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ное равенство справедливо с точностью до бесконечно малых величин более 

высокого порядка. Для левого конца геометрическая иллюстрация и формулы 

связи будут аналогичны: 0
*

00 )(')( *
0

ttxxtx
tx




.  

 

x

t

x*(t)

t0
* T*

A

x(t)

B

CD
E

F

t0
*+δt0 T*+δT

δT

δx(T*)

(T*+δT, x*(T*)+δxT)

 

Рисунок 3.4 – Геометрическая иллюстрация связи вариация функции на правом 

конце с вариациями абсциссы и ординаты правого конца 

 

Поэтому равенство (3.4) можно переписать в форме 

 

  .0'

'

0''

''

*
00

*
0

**









tfxfxf

Tfxfxf

txxttxx

TxxTTxx
 (3.5) 

Заметим, что с учетом замены (3.4) на (3.5) вариация функционала и со-

ответствующее необходимое условие экстремума записывается в форме 

 

  .0'

')(

0''

'''

*
00

*
0

**

*

*
0



 













tfxfxf

Tfxfxfdttxf
dt

d
fI

ttxtttx

TtxTTtx

T

t
xx

 (3.6) 

Однако, вариации Tx , T  не связаны с вариациями  0x , 0t . Поэтому 

(3.5) можно переписать в виде 
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.0'

,0'

**

*
00

*
0

''

0''

Tfxfxf

tfxfxf

TtxTTtx

ttxtttx
 (3.7) 

В силу наличия граничных условий вариации Tx  и T , а также 0x  и 0t  

связаны: 

   

   

































.0

,0

)(,)(,

0

)(,

0

)(,

******

*
0

**
0

*
0

**
0

T
TxTTxT

txttxt

x
x

T
t

x
x

t
t

 (3.8) 

Условия (3.7), (3.8) называются условиями трансверсальности.  

Тем самым, окончательно получаем, что если на функции )()( 1* Ctx , 

удовлетворяющей граничным условиям (3.1), достигается слабый экстремум в 

задаче (3.2), то она необходимо удовлетворяет уравнению Эйлера 

0'  xx f
dt

d
f  и условиям трансверсальности (3.7), (3.8). 

Замечание 3.1.1. Если один из концов допустимых кривых закреплен, то 

условие трансверсальности для него не записываются, поскольку в этом случае 

соответствующие вариации равны нулю.  

Замечание 3.1.2. Если рассматривается задача, в которой концы кривых 

скользят по двум заданным вертикальным прямым Tttt  ,0  (случай 1), по-

скольку t0 и T заданы, то вариации 00,0  Tt . Следовательно, условия 

трансверсальности (3.7) имеют вид 
















.0

,0

*

0
*

0

'

'

TTtx

tttx

xf

xf
, 

и в силу произвольности вариаций 
0

, tT xx   получаем условия трансверсаль-

ности 
















.0

,0

*

*
0

'

'

Ttx

ttx

f

f
, (3.9) 
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Условия (3.7) выполняются, так как уравнения прямых можно записать в 

виде 

**
00 )(,)( TtTttt  . 

Замечание 3.1.3. Если концы допустимых кривых скользят по двум за-

данным кривым )(,)( txtx   (случай 2), то условия (3.1) можно записать в 

виде 

0)(),(,0)(),( 0000  TxxTtxxt TT . 

Следовательно, из (3.7) получаем 

01)(',01)(' *
00

*
0  TxTTxtt , 

или TTxttx T  )(',)(' *
0

*
00 . 

Тогда из (3.7) следует 

 

 














.0)''(

,0)''(

*

*
0

'

0'

Tfxf

tfxf

Ttx

ttx
. 

В силу произвольности вариаций Tt  ,0  получаем условия трансвер-

сальности для данного случая: 

 

 














.0)''(

,0)''(

*

*
0

'

'

Ttx

ttx

fxf

fxf
 (3.10) 

Замечание 3.1.4. Если рассматривается случай задания кривых в виде 

consttxx  )(0 , consttxx T  )(  (случай 3), то условия (3.10) упро-

щаются 

 

 














.0'

,0'

*

*
0

'

'

Ttx

ttx

fxf

fxf
 (3.11) 

Замечание 3.1.5. Если условия (3.1) отсутствуют, то вариации 

00 ,,, txTxT   произвольны. Тогда из условия (3.7) следует, что  
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,0'

,0

,0'

,0

*

*

*
0

*
0

'

'

'

'

Txx

Txx

txx

txx

fxf

f

fxf

f

 (3.12) 

Замечание 3.1.6. Если условия (3.1) записаны в форме 

TxTxxtx  )(,)( 00 , то есть рассматривается задача с неподвижными граница-

ми, то, поскольку вариации 000  txTxT , условия трансверсально-

сти (3.7) выполняются, а произвольные постоянные в общем уравнении Эйлера 

определяются граничными условиями. 

Пример 3.1. Найти кривую, на которой функционал 

  
2

1

2 )()()()(2)]([ dttxtxtxtxttxI  может достигать экстремум, если левый 

ее конец фиксирован в точке A(1, 0), а правый лежит на прямой t = 2 (рис. 3.5). 

 

x

t

x*(t)

t=2

A

1 20

1

 

Рисунок 3.5 – Геометрическая иллюстрация к примеру 3.1 

 

Запишем уравнение Эйлера для данного функционала. Имеем 

22),,( xxxxtxxtf  , тогда xtf x  2 , '2' xxf x  , ''2' xxf
dt

d
x  . 
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Получаем следующее дифференциальное уравнение: 0''22  xxxt  или 

tx '' . Интегрируя его дважды, получаем общее решение:  

21

3

6
)( CtC

t
tx  , (3.13) 

представляющее собой двухпараметрическое семейство кубических парабол. 

Далее определим, что дают граничные условия. Левый конец допустимых 

кривых закреплен в точке A(1, 0), следовательно, условие трансверсальности 

для него выписывать не нужно, имеет место условие 0)1( x . Применяя это ус-

ловие к общему решению (3.13), имеем: 0
6

1
)1( 21  CCx . Откуда находим 

12
6

1
CC   и получаем однопараметрическое семейство кубических парабол 

6

1

6
)( 11

3

 CtC
t

tx . (3.14) 

Условия на правом конце соответствуют случаю 1, когда конец допусти-

мой кривой скользит по вертикальной прямой, следовательно, для него условие 

трансверсальности принимают вид 0*' 
Ttxf . Получаем: 































 2

1

2

11

3

)),(()),(('

*

****

2
2

6

1

6
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Tt

TtxTtxx C
t

CtC
t

xxf  

03
6

31

2

4
2

6

1
2

6

8
1111 








 CCCC , 

откуда находим 
18

31
1 C  и окончательно получаем решение 

9

14

18

31

6
)(

3
*  t

t
tx  и 

9

5
)2(**

 xxT . ■ 

Пример 3.2. Среди всех гладких кривых, соединяющих точку O(0, 0) и 

прямую x = –2, найти такую, на которой функционал 

  
T

dttxtxttxI
0

2 )()(2)]([  может достигать экстремум (рис. 3.6). 
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x

t

x1
*(t)

x=-2

O 2-2

x2
*(t)

 

Рисунок 3.6 – Геометрическая иллюстрация к примеру 3.2 

 

Интегрант 22),,( xxtxxtf   не зависит явно от x, тогда уравнение 

Эйлера принимает вид Cf x ' . Тогда получаем 1' 222 Cxtf x  . Откуда 

1Ctx   и 21

2

2
)( CtC

t
tx   – общее решение (двухпараметрическое семей-

ство парабол). Поскольку один из концов допустимых кривых закреплен в точ-

ке O(0, 0), то находим 0)0( 2 Cx . Тогда tC
t

tx 1

2

2
)(  .  

Условия на втором конце соответствуют случаю 3, когда конец допусти-

мой кривой скользит по горизонтальной прямой, следовательно, для него усло-

вие трансверсальности принимают вид   0' *' 
Ttxfxf . Получаем: 

    
)),((

2

)),((

2

)),((' ****** )22(2'
TtxTtxTtxx xxtxxxtfxf  

00)()( 1
*2

1
*2

1 *



CTCTCt

Tt
. 

Кроме того, на втором конце имеет место следующее уравнение 

2)( * Tx . Тогда, подставляя выражение для допустимой кривой, находим 

2
2

)( *
1

2*
*  TC

T
Tx . Окончательно имеем систему для определения пара-

метров *T  и 1C : 
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.2
2

,0

*
1

2*

1
*

TC
T

CT

 

Данная система имеет два решения: 2,2 1
*  CT  и 2,2 1

*  CT . То-

гда окончательно получаем два решения: 

2,2
2

)(
*

1

2
*

1  Tt
t

tx  и 2,2
2

)(
*

2

2
*

2  Tt
t

tx . ■ 

Пример 3.3. Найти кривую, на которой функционал  
T

dttxtxI
0

3 )()]([  

может достигать экстремум, если один ее конец фиксирован в точке O(0, 0), а 

правый скользит по прямой x + 2t = 1 (рис. 3.7). 

Интегрант 3),,( xxxtf   зависит только от x , следовательно, сразу мо-

жем записать общее решение уравнения Эйлера 21)( CtCtx  . Поскольку 

один из концов допустимых кривых закреплен в точке O(0, 0), то находим 

0)0( 2 Cx . Тогда tCtx 1)(  .  

Условия на втором конце соответствуют случаю 2, поскольку уравнение 

прямой можно записать в виде x = 1 – 2t. Для него условие трансверсальности 

принимают вид   0)''( *' 
Ttxfxf , где tt 21)(  . Получаем: 

   

  .062)62

)3)2()''(

2
1

3
1

)),((

23

)),((

23

)),(('

**

****





CCxx

xxxfxf

Ttx

TtxTtxx

 

Кроме того, на втором конце имеет место следующее уравнение 

** 21)( TTx  . Тогда, подставляя выражение для допустимой кривой, находим 

**
1

* 21)( TTCTx  . Окончательно имеем систему для определения парамет-

ров *T  и 1C : 











,21

,062

**
1

2
1

3
1

TTC
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**
1

1
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Рисунок 3.7 – Геометрическая иллюстрация к примеру 3.3 

 

Первое уравнение системы имеет два решения – 01 C  и 31 C . При 

01 C  находим 2/1* T , при 31 C  имеем 1* T . Тогда окончательно по-

лучаем два решения: 

0,2/1,0)( *
1

*
1

*
1  TxTtx  и 3,1,3)( *

1
*

1
*

2  TxTttx . ■ 

Пример 3.4. Найти расстояние между кривыми 2)( 2  ttx  и 1)(  ttx  

(рис. 3.8).  

Данная задача относится к классическим задачам вариационного исчис-

ления и сводится нахождению экстремума функционала  

   
T

t

dttxtxL
0

)('1)( 2 , 

выражающего длину дуги кривой, при условии, что концы допустимых кривых 

скользят по двум заданным кривым. Из рис. 3.8 видно, что краевые условия в 

задаче имеют вид: для левого конца – 2)( 2
00  ttx , для правого конца – 

1)( TTx . 
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Рисунок 3.8 – Геометрическая иллюстрация к примеру 3.4 

 

Поскольку интегрант 2'1),,( xxxtf   зависит только от x , то общее 

решение уравнения Эйлера принимает вид 21)( CtCtx  . 

Краевые условия относятся к случаю 2, тогда условия трансверсальности 

принимают вид: 
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где 2)( 2  tt , 1)(  tt . Найдем для левого конца: 
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откуда 021 *
01  tC . Аналогично для правого конца: 
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откуда 01 1 C . 

С учетом граничных условий 2)(
2*

02
*
01

*
0  tCtCtx  и 

1)( *
2

*
1

*  TCTCTx  окончательно получаем систему для определения 

неизвестных **
021 ,,, TtCC : 
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,01

,021

*
2

*
1

2*
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*
01

1

*
01

TCTC

tCtC

C

tC

 

Из второго уравнения системы находим 11 C , тогда из первого урав-

нения 
2

1

2

1

1

*
0 

C
t . Подставляя найденные значения в третье уравнение, вы-

числим 
4

11
2 *

01

2*
02  tCtC . Тогда четвертое уравнение дает 

8

15* T .  

Окончательно получаем решение 
4

11
)(*  ttx , 

2

1*
0 t , 

8

15* T . Тогда 

расстояние между заданными кривыми будет равно: 

  
8/15

2/1

2
8/15

2/1

2

8

211
)1(1)('1 dtdttxL  (ед.). ■ 

 

3.2. Задача Больца 

Рассмотрим множество M допустимых функций x(t), удовлетворяющих 

следующим условиям: 

а) функции x(t) непрерывно дифференцируемы, т.е. )()( 1 Ctx , где Δ – 

некоторый конечный отрезок, значение 0t  задано, а T не задано и является 

внутренней точкой отрезка Δ; 
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б) левый конец закреплен, т.е. x(t0) = x0, где x0 задано; правый конец  

удовлетворяет граничному условию 

0),(  TxT , (3.15) 

где )(TxxT  , а ),( xt  – заданная непрерывно дифференцируемая функция. 

Среди допустимых кривых x(t), принадлежащих множеству M, требуется 

найти кривую x
*
(t), для которой выполнено условие 












))(,())('),(,()]([
0

)(

* TxTgdttxtxtfextrtxI
T

tMtx
. (3.16) 

Подынтегральная функция ))('),(,( txtxtf  имеет непрерывные частные 

производные до второго порядка включительно по всем переменным, функция 

),( xtg  непрерывно дифференцируема по всем переменным. 

Функционал ))(,())('),(,(
0

TxTgdttxtxtf
T

t

  называется функционалом 

Больца. Кроме интегрального члена он содержит терминальный член 

))(,( TxTg . 

В рассматриваемой задаче для простоты изложения полагается, что левый 

конец допустимых кривых закреплен. В качестве обобщений могут быть рас-

смотрены задачи с подвижным левым концом, удовлетворяющим условию 

0),( 00  xt , а так же функционалы с терминальным членом 

))(,())(,( 00 txtqTxTg   или, в общем случае, ))(,),(,( 00 txtTxTg . 

В рассматриваемой задаче (3.16) фактически ищется пара )),(( ** Ttx , на 

котором функционал достигает экстремум. 

 

Стратегия поиска решения задачи Больца опирается на необходимое ус-

ловие экстремума функционала: 0 I . Так как рассматриваемая задача отли-

чается от изложенной в п. 3.1 только наличием терминального члена и отсутст-

вуем условия 0),( 00  xt , то найдем вклад терминального члена в выражение 

для первой вариации функционала: 
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))(,())(,( ******

. 

Добавим g  к выражению (3.6) для I , учитывая, что 0,0 00  xt , 

поскольку левый конец допустимых кривых закреплен: 
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Из равенства 0I  и произвольности вариации )(xy  получаем, что экс-

тремаль )(* tx  должна удовлетворять: 

а) уравнению Эйлера 

0'  xx f
dt

d
f ; (3.17) 

б) условию трансверсальности 

0'
))(,(

'

))(,(

'
******



























 Tfx

t

g
fx

x

g
f

TxT

xT

TxT

x . (3.18) 

В силу наличия граничного условия (3.15) вариации Tx  и T  связаны: 

   
0

)(,)(, ******










 T

TxTTxT

x
x

T
t

. (3.19) 

Тем самым, окончательно получаем, что если на функции )()( 1* Ctx , 

удовлетворяющей граничным условиям (3.15), достигается слабый экстремум в 

задаче (3.16), то она необходимо удовлетворяет уравнению Эйлера (3.17) и ус-

ловиям трансверсальности (3.18), (3.19). 

 

Замечание 3.2.1. Если T задано, то есть правый конец допустимых кри-

вых скользит по прямой, описываемой уравнением Tt   (случай 1), то, по-

скольку 0T , а Tx  произвольно, условие трансверсальности (3.18) принима-

ет вид 
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0
))(,(

'
***















TxT

x
x

g
f . (3.20) 

Замечание 3.2.2. Если правый конец допустимых кривых скользит по 

кривой с уравнением )(tx   (случай 2), то граничное условие можно записать 

в виде 0)(),(  TxxT TT . Тогда из (3.19) получаем 

01)(' *  TxTT  или TTxT  )(' * . 

Подставляя полученную связь между вариациями в (3.18) и учитывая 

произвольность T , находим 

0)(
))(,( ***



















 

TxT

x
x

g
fx

t

g
f . (3.21) 

Замечание 3.2.3. Если граничное условие (3.15) отсутствует, то вариации 

Tx  и T  произвольны. Поэтому из условия (3.18) следует 

0',0
))(,(

'

))(,(

'
******





























TxT

x

TxT

x fx
t

g
f

x

g
f . (3.22) 

Пример 3.5. Найти кривую, на которой функционал 

)2(10)()]([ 2
2

0

2 xdttxtxI    может достигать экстремум, если один ее конец 

фиксирован в точке A(0, 1). 

Интегрант 2),,( xxxtf   зависит только от x , следовательно, сразу мо-

жем записать общее решение уравнения Эйлера в виде 21)( CtCtx  . По-

скольку один из концов допустимых кривых закреплен в точке A(0, 1), то нахо-

дим 1)0( 2 Cx . Тогда 1)( 1  tCtx .  

Условия на втором конце соответствуют случаю 1, поскольку значение 

T
*
 = 2 задано. В этом случае условие трансверсальности принимают вид 

0
))(,(

'
***















TxT

x
x

g
f , где 210),( xxtg  . Получаем: 
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откуда находим 
21

10

42

20
1 C . Тогда получаем решение 1

21

10
)(  ttx . ■ 

Пример 3.6. Найти кривую, на которой функционал 

)())()(4()]([ 2

0

2 TxdttxtxtxI
T

   может достигать экстремум, если один ее 

конец фиксирован в точке O(0, 0), а второй скользит по прямой x + t = 1. 

Составим уравнение Эйлера для функционала. Имеем 

24),,( xxxxtf  , тогда 4xf , xf x  2 , xf
dt

d
x  2 . Тогда получим  

024  x , откуда 2x , 12 Ctx  , 21
2)( CtCttx  . 

Поскольку один из концов допустимых кривых закреплен в точке O(0, 0), 

то находим 0)0( 2 Cx . Тогда 2
1)( ttCtx  .  

Условия на втором конце соответствуют случаю 2, поскольку уравнение 

прямой можно переписать в виде x = 1 – t . В этом случае условие трансвер-

сальности принимают вид 0)(
))(,( ***
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2),( xxtg  , tt  1)( . Получаем: 
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Далее, на правом конце при *Tt   допустимая кривая и граничная кривая 

пересекаются, т.е. )()( ** TTx  . Таким образом, получаем систему для опре-

деления неизвестных 1C  и *T : 
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TTCTC
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Подставив правую часть второго уравнения в выражение в скобках в пер-

вом уравнении, получим 0)1(22 **
1  TTC , откуда находим 24 *

1  TC . 

Далее, данное выражение подставляем во второе уравнение: 

*2*** 1)24( TTTT  , 013 *2* TT . 

Получаем два значения для *T : при 
6

131* 
T  находим 

3

)213(2
1


C , при 

6

131* 
T  находим 

3

)213(2
1


C . 

Окончательно получаем два решения: 2*
1

3

)213(2
)( tttx 


 , 

6

131*
1


T  и 2*

2
3

)213(2
)( tttx 


 , 

6

131*
2


T . ■ 
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ГЛАВА 4. Прямые методы вариационного исчисления 

 

 

4.1. Конечно-разностный метод Эйлера 

Метод Эйлера является простейшим явным, одношаговым численным 

методом первого порядка точности.  

Для иллюстрации метода, рассмотрим простейшую вариационную задачу 

о нахождении экстремума функционала 


T

t

dttxtxtftxI
0

))('),(,()]([  (4.1) 

при заданных граничных условиях TxTxxtx  )(,)( 00 . 

Основу метода Эйлера для вариационной задачи составляет то, что зна-

чение функционала рассматривается не на произвольных, допустимых в вариа-

ционной задаче кривых, а лишь на ломанных, составленных из заданного числа 

n прямолинейных звеньев с заданными абсциссами вершин 

tnttttt  )1(...,,2, 000 , (4.2) 

где ntTt /)( 0 .

 На ломанных, составленных из заданного числа n прямолинейных звеньев 

с заданными абсциссами вершин, функционал )]([ txI  принимает вид функции 

)...,,,( 121  nxxx  ординат вершин ломанной. Ординаты 121 ...,,, nxxx  выбира-

ются таким образом, чтобы )...,,,( 121  nxxx  достигала экстремума. Отсюда 

следует вывод о том, что ординаты определяются из системы линейных алгеб-

раических уравнений (СЛАУ)  

1,1,0 



ni

xi

. (4.3) 

В результате выше описанного метода, получается ломаная, являющаяся 

приближенным решением вариационной задачи. Чем меньше будет шаг ап-

проксимации t , тем ближе приближенные значения решения ix  будут к точ-

ным значениям )( itx . 
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Пример 4.1. Найти приближенно решение задачи об экстремуме функ-

ционала   
1

0

22 2')]([ dtxexxtxI t  при граничных условиях 0)0( x , 0)1( x . 

Точное решение поставленной задачи было найдено в п. 2.1 (пример 2.4) 

и имеет вид ttt tee
e

e
e

e

e
tx

2

1

)1(2)1(2
)(

2

2

2

2
* 





  .  

Разобьем равномерно отрезок [0, 1] точками )(,1,1 Ttnittt nii   , 

где nnntTt /1/)01(/)( 0  , n – количество элементарных отрезков.  

Обозначим 1,1),(  nitxx ii , – значение решения в узле ti. При этом 

00  nxx .  

Заменим производные приближенно по формуле «правых» разностей 

ni
t

xx
tx ii
i ,0,)( 1 




  . (4.4) 

Интеграл вычислим приближенно по формуле «левых» прямоугольников 
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Продифференцируем данную функцию по переменным )1,1(  nixi  и 

приравняем к нулю. Получим систему следующего вида: 

1,1,02
2

2
2 11 
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, 

или после упрощений 

1,1,2
2

2
42

11 
















  nietx

t
xt
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t
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iii . (4.6) 

Учитывая, что 00  nxx , система (4.6) в развернутом виде принимает 

вид: 
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 (4.7) 

Воспользуемся ППП MATLAB для нахождения решения системы (4.7). 

function eiler 

clc; clear all; 

%входные данные 

t0=0; T=1;      %границы отрезка 

n=100;           %число элементарных отрезков 

dt=(T-t0)/n;    %шаг сетки 

for i=1:(n+1) 

    t(i)=t0+(i-1)*dt; 

end; 

x=zeros(n+1, 1); 

x(1)=0; x(n+1)=0;   %граничные условия 

%задание СЛАУ 

for i=1:(n-1) 

    A(i, i)=4/dt+2*dt; 

    b(i, 1)=-2*dt*exp(t(i+1)); 

end; 

for i=1:(n-2) 

    A(i, i+1)=-2/dt; 

    A(i+1, i)=-2/dt; 

end; 

%приближенное решение 
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x(2:n, 1)=A^-1*b; 

%точное решение 

C=exp(2)/(exp(2)-1)/2; 

x_tochn = -C*exp(t)+C*exp(-t)+t.*exp(t)/2; 

x_tochn=x_tochn'; 

%построение графиков 

figure(1) 

plot(t, x_tochn, 'm.-', t, x, 'b--') 

grid on 

xlabel('t') 

ylabel('x(t)') 

legend('Точное решение','Приближенное решение', 'Location', 

'northoutside','Orientation', 'horizontal') 

  

figure(2) 

plot(t, abs(x_tochn-x), 'g') 

grid on 

xlabel('t') 

ylabel('Dx(t)') 

legend('Абсолютная 

погрешность','Location','northoutside','Orientation','horizontal') 

  

figure(3) 

plot(t(2:n), abs((x(2:n)-x_tochn(2:n))./x(2:n)*100), 'b') 

grid on 

xlabel('t') 

ylabel('dx(t), %') 

legend('Относительная погрешность (во внутренних узлах 

сетки)','Location','northoutside','Orientation','horizontal') 

 

 

В результате расчетов были получены следующие графики решений при 

n = 10 (рис. 4.1), при n = 20 (рис. 4.2) и при n = 50 (рис. 4.3). 

Как видно из построенных графиков, с увеличением числа точек разбие-

ния отрезка, погрешность уменьшается. При n = 50 максимальное значение аб-

солютная погрешность будет равно 6,46·10
–3

 %. ■ 
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а) 

 
б) 

 
в) 

Рисунок 4.1 – Результаты численных расчетов для n = 10 (а – графики точного и 

численного решений, б – абсолютная погрешность, в – относительная погреш-

ность) 
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а) 

 
б) 

 
в) 

Рисунок 4.2 – Результаты численных расчетов для n = 20 (а – графики точного и 

численного решений, б – абсолютная погрешность, в – относительная погреш-

ность) 
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а) 

 
б) 

 
в) 

Рисунок 4.3 – Результаты численных расчетов для n = 50 (а – графики точного и 

численного решений, б – абсолютная погрешность, в – относительная погреш-

ность)  
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4.2. Метод Ритца 

Метод Ритца является прямым приближенным численным методом ре-

шения вариационных задач. Метод был назван в честь Вальтера Ритца, предло-

жившим его в 1909 году. 

Основная суть метода содержится в том, что при поиске экстремума 

функционала I[x(t)] под рассмотрение попадает не все допустимое пространст-

во функции, а лишь разнообразные линейные комбинации допустимых функ-

ций вида:  

 


n

k
kkn ttx

1

)()( , (4.8) 

где  αk – константы,  

 )(tk  – система координатных функций, которая является линейно не-

зависимой и образует полную систему функций в рассматриваемом простран-

стве. 

Функционал I[x(t)] обращается в функцию аргументов α1, α2, …, αn при 

таких допустимых функциях xn(t), что на некоторые координатные функции 

)(tk  имеют особые условия гладкости или удовлетворяют граничным услови-

ям: 

I[xn(t)] = Φ(α1, α2, …, αn). (4.9) 

Значения α1, α2, …, αn определяются из необходимого условия экстремума 

функции Φ(α1, α2, …, αn). Для этого продифференцируем функцию Φ по пере-

менным αk и приравняем производные к нулю: 

),....,2,1(0 ni
k





. (4.10) 

В результате поиска решения системы нелинейных уравнений находим 

значения коэффициентов 
i  и подставляем их в (4.8). Получаем в конечном 

итоге последовательность  )(txn , для которой последовательность функциона-

лов  )]([ txI n  сходится к экстремуму функционала I[x(t)]. 
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Пример 4.2. Найти приближенно решение задачи об экстремуме функ-

ционала   
1

0

22 2')]([ dtxexxtxI t  при граничных условиях 0)0( x , 0)1( x . 

Точное решение имеет вид ttt tee
e

e
e

e

e
tx

2

1

)1(2)1(2
)(

2

2

2

2
* 





  .  

Решение задачи будем искать в виде  


n

k
kkn ttx

1

)()(  

Систему координатных функций выберем таким образом, чтобы каждая 

из функций удовлетворяла граничным условиям, например, 

...,3,2,1,)1()(  kttt k
k  

Кроме того, функции )(tk  являются линейно независимыми и образуют 

в пространстве C
1 Tt ,0  полную систему. 

При k = 1 получаем )()()( 2
1111 ttttx  . Подставляя это выра-

жение в интегральный функционал, получим: 

       

















1

0

2
1

2
2

1

22
11 )(2)()()]([ dtetttttttxI t  

       



 

1

0

2
1

1

0

2222
1 221 dtettdtttt t . 

Вычисляя интегралы, находим: 

)()3(2
30

11
)]([ 11

2
11  etxI . 

Коэффициент α1 находим из условия: 0)3(2
15

11)(
1

1 



e

d

d
. От-

куда )3(
11

30
1  e . Тем самым, получаем первое приближение к решению  

)(
11

)3(30
)()( 2

111 tt
e

ttx 


 . (4.11) 

Положим k = 2 и будем находить второе приближение к рению в виде 

)()()()()( 32
2

2
122112 tttttttx  . Подставляя это выра-

жение в интегральный функционал, получим: 
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Вычисляя интегралы, получаем: 

21
2
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2
121 )83(2)3(2

7

1

30

11
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),(  ee . 

Коэффициенты α1 и α2 находим из условия равенства нулю частных про-

изводных: 
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Последнюю систему перепишем в виде: 
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Решение данной системы имеет вид: 
473

4776017460
1




e
, 

43

29407980
2

e
 . Тогда получаем второе приближение к решению 

)(
43
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)(
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)( 322

2 tt
e
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e
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 . (4.12) 
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Для сравнения полученных решений построим их графики (рис. 4.4) и 

графики абсолютных и относительных погрешностей (рис. 4.5 и 4.6). 

Воспользуемся ППП MATLAB для построения графиков полученных 

решений. 

function ritz 

clc; clear all; 

%входные данные 

t0=0; T=1;      %границы отрезка 

n=100;           %число элементарных отрезков 

dt=(T-t0)/n;    %шаг сетки 

for i=1:(n+1) 

    t(i)=t0+(i-1)*dt; 

end; 

%точное решение 

C=exp(2)/(exp(2)-1)/2; 

x_tochn = -C*exp(t)+C*exp(-t)+t.*exp(t)/2; 

%первое приближение 

x1=30*(exp(1)-3)/11*(t-t.^2); 

%второе приближение 

x2=(17460*exp(1)-47760)/473*(t-t.^2)+(7980-2940*exp(1))/43*(t.^2-

t.^3); 

%построение графиков 

figure(1) 

plot(t, x_tochn, 'k--', t, x1, 'b-', t, x2, 'm.') 

grid on 

xlabel('t') 

ylabel('x(t)') 

legend('Точное решение','Приближенное решение 

x_1(t)','Приближенное решение x_2(t)') 

  

figure(2) 

plot(t, abs(x_tochn-x1), 'r') 

grid on 

xlabel('t') 

ylabel('Dx(t)') 

title('Абсолютная погрешность |x(t)-x_1(t)|') 

  

figure(3) 

plot(t, abs(x_tochn-x2), 'r') 

grid on 

xlabel('t') 

ylabel('Dx(t)') 

title('Абсолютная погрешность |x(t)-x_2(t)|') 

  

figure(4) 

plot(t(2:n), abs((x_tochn(2:n)-x1(2:n))./x_tochn(2:n)*100), 'r') 

grid on 

xlabel('t') 

ylabel('dx(t), %') 

title('Относительная погрешность (во внутренних узлах сетки) для 



77 

x_1(t)') 

  

figure(5) 

plot(t(2:n), abs((x_tochn(2:n)-x2(2:n))./x_tochn(2:n)*100), 'r') 

grid on 

xlabel('t') 

ylabel('dx(t), %') 

title('Относительная погрешность (во внутренних узлах сетки) для 

x_2(t)') 

 

 

 
Рисунок 4.4 – Графики точного и приближенных решений 

 

  
а)       б) 

Рисунок 4.5 – Абсолютная погрешность (а – для первого приближения x1(t),  

б – для второго приближения x2(t)) 
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а)       б) 

Рисунок 4.6 – Относительная погрешность (а – для первого приближения x1(t),  

б – для второго приближения x2(t)) 

 

Из построенных графиков видно, что второе приближение (4.12) в срав-

нении с первым приближением (4.11) дает меньшую погрешность. На интерва-

ле (0.1, 0.9) для первого приближения относительная погрешность достигает 

14%, для второго приближения – около 2%. ■ 

Примечание. В случае если заданы ненулевые граничные условия вида 

00 )( xtx  , TxTx )( , можно сделать следующую замену 

)()( tzbtatx  ,  

где z(t) удовлетворяет нулевым граничным условиям 0)( 0 tz , 0)( Tz , а ко-

эффициенты a и b подбираются так, чтобы выполнялись граничные условия для 

x(t). Получаем: 









.)()(

,)()( 00000

TxbTaTzbTaTx

xbtatzbtatx
 

Откуда находим значения коэффициентов 
0

0

tT

xx
a T




 , 

0

0

tT

xx
b T




  и по-

лучаем выражение для искомой замены )()(
0

0

0

0 tz
tT

xx
t

tT

xx
tx TT 









 . Далее 

найденную функцию подставить в интегральный функционал и выполнить со-

ответствующие преобразования. В результате получаем следующую вариаци-
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онную задачу: найти функцию z(t), на которой функционал  



















 )()]([

0

0

0

0 tz
tT

xx
t

tT

xx
ItzJ TT  

достигает экстремума и которая удовлетворяет граничным условиям 0)( 0 tz , 

0)( Tz . В этом случае в качестве координатных функций можно брать сле-

дующие функции k
k tttTt )()()( 0  или k

k tTttt )()()( 0  . После 

решения задачи и определения z(t) следует вернуться к исходной функции x(t). 
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