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Введение 

В пособии подробно решены задачи для гиперболического типа двумя ме-
тодами: методом характеристик Даламбера и методом разделения переменных 
Фурье. 

Решения задач сопровождаются подробным разъяснением применимых ме-
тодов и понятий. Однако автором не ставилось цели изложения теории. Методы 
решения излагаются для усвоения алгоритма и иллюстрируются решением кон-
кретных задач. Данное пособие содержит не очень большое число задач и пред-
ставляет собой первую часть практического курса, содержащую только гипербо-
лический тип. 

Уравнения в частных производных имеют бесчисленное множество реше-
ний. Чтобы выделить одно, описывающее конкретный процесс, требуется, чтобы 
решение удовлетворяло некоторым дополнительным условиям, которые выте-
кают из постановки физической задачи. Если дополнительные условия задаются 
в начальный момент времени, то их называют начальными. Если искомая функ-
ция или ее производные задаются на границе рассматриваемой области, то до-
полнительные условия называются граничными.  

§1. Задача Коши  
Одной из важных задач в теории распространения волн является задача 

Коши. Постановка задачи: требуется найти решение волнового уравнения, удо-
влетворяющего начальным условиям. Это соответствует физической задаче о 
струне относительно больших размеров.  Для однозначности задания движения 
струны достаточно задать начальные положения и скорости всех точек струны. 

На приведенном ниже примере продемонстрируем следующие этапы: 

1) привести линейное уравнение в частных производных второго порядка с 
переменными коэффициентами к каноническому виду; 

2) проделать дальнейшее упрощения; 

3) найти общее решение исходного уравнения; 

4) используя начальные условия, найти единственное решение поставлен-
ной задачи. 

Задача 1 Требуется найти решение уравнения 

𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥 + 2 sin𝑥𝑥 ∙ 𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥 − cos2 𝑥𝑥 ∙ 𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑈𝑈𝑥𝑥 + (sin𝑥𝑥 + cos𝑥𝑥 + 1)𝑈𝑈𝑥𝑥 = 0.          (1.1) 

удовлетворяющее начальным условиям 

𝑈𝑈(𝑥𝑥,𝑦𝑦)|𝑥𝑥=−cos𝑥𝑥 = 1 + 2 sin𝑥𝑥, 

𝑈𝑈𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)�
𝑥𝑥=−cos𝑥𝑥

= sin𝑥𝑥. (1.2) 
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▼Решение.  

1. Приведем уравнение к каноническому виду. 

а) Для этого запишем дифференциальное уравнение характеристик 

𝑑𝑑𝑦𝑦2 − 2 sin𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑥𝑥 − cos2 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥2 = 0, 

или 

�𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑥𝑥
�
2
− 2 sin𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑥𝑥
− cos2 𝑥𝑥 = 0. 

Это уравнение гиперболического типа, так как для любой точки имеем: 

𝐷𝐷 = 𝑏𝑏2 − 4𝑎𝑎𝑎𝑎 = 4 sin2 𝑥𝑥 + 4 cos2 𝑥𝑥 = 4 > 0, следовательно 

𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑥𝑥 =

−𝑏𝑏 ± √𝐷𝐷
2𝑎𝑎 =

2 sin𝑥𝑥 ± 2
2 = sin 𝑥𝑥 ± 1 

или 

𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑥𝑥 = sin𝑥𝑥 + 1    ;                   

𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑥𝑥 = sin𝑥𝑥 − 1 

Отсюда находим первые интегралы (характеристики): 

𝑦𝑦 = ∫(sin𝑥𝑥 + 1)𝑑𝑑𝑥𝑥 = − cos𝑥𝑥 + 𝑥𝑥 +с 

𝑦𝑦 = − cos𝑥𝑥 − 𝑥𝑥+с 

б) Сделаем замену переменных, чтобы привести уравнение к каноническому 
виду. Новые переменные вводим равенствами: 

�𝜁𝜁 = −𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + cos𝑥𝑥 ,
𝜂𝜂 = 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + cos𝑥𝑥.                                               (1.3) 

Пересчитаем производные входящие в уравнение (1.1) по новым переменным: 

𝑈𝑈𝑥𝑥 = 𝑈𝑈𝜍𝜍(−1 − sin𝑥𝑥) + 𝑈𝑈𝜂𝜂(1 − sin𝑥𝑥) 

𝑈𝑈𝑥𝑥 = 𝑈𝑈𝜍𝜍 + 𝑈𝑈𝜂𝜂 

𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑈𝑈𝜍𝜍𝜍𝜍 + 2𝑈𝑈𝜍𝜍𝜂𝜂 + 𝑈𝑈𝜂𝜂𝜂𝜂 

𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑈𝑈𝜍𝜍𝜍𝜍(1 + sin𝑥𝑥)2 − 𝑈𝑈𝜍𝜍 cos𝑥𝑥 + 𝑈𝑈𝜍𝜍𝜂𝜂(−1− sin 𝑥𝑥)(1− sin 𝑥𝑥) + 

+𝑈𝑈𝜂𝜂𝜂𝜂(1− sin𝑥𝑥)2 − 𝑈𝑈𝜂𝜂 cos𝑥𝑥 + 𝑈𝑈𝜂𝜂𝜍𝜍(1 − sin𝑥𝑥)(−1− sin 𝑥𝑥) = 

= 𝑈𝑈𝜍𝜍𝜍𝜍(1 + 2sin𝑥𝑥 + sin2 𝑥𝑥) − 𝑈𝑈𝜍𝜍 cos𝑥𝑥 − 2𝑈𝑈𝜍𝜍𝜂𝜂(1 − sin2 𝑥𝑥) + 

+𝑈𝑈𝜂𝜂𝜂𝜂(1− 2sin 𝑥𝑥 + sin2 𝑥𝑥) − 𝑈𝑈𝜂𝜂 cos𝑥𝑥 
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𝑈𝑈𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑈𝑈𝜍𝜍𝜍𝜍(−1 − sin 𝑥𝑥) + 𝑈𝑈𝜂𝜂𝜍𝜍(−1 − sin 𝑥𝑥) + 𝑈𝑈𝜂𝜂𝜂𝜂(1 − sin𝑥𝑥) + 𝑈𝑈𝜂𝜂𝜍𝜍(1 − sin𝑥𝑥) = 

= −𝑈𝑈𝜍𝜍𝜍𝜍(1 + sin𝑥𝑥) − 2 sin𝑥𝑥 𝑈𝑈𝜍𝜍𝜂𝜂 + 𝑈𝑈𝜂𝜂𝜂𝜂(1− sin 𝑥𝑥) 

Подставим производные в исходное уравнение (1.1) и проделов простей-
шие преобразования получаем: 

𝑈𝑈𝜍𝜍𝜍𝜍(1 + 2sin 𝑥𝑥 + sin2 𝑥𝑥) − 𝑈𝑈𝜍𝜍 cos𝑥𝑥 − 2𝑈𝑈𝜍𝜍𝜂𝜂(1− sin2 𝑥𝑥) + 

+𝑈𝑈𝜂𝜂𝜂𝜂(1− 2sin 𝑥𝑥 + sin2 𝑥𝑥) − 𝑈𝑈𝜂𝜂 cos𝑥𝑥 − 

−2 sin𝑥𝑥 (1 + sin 𝑥𝑥)𝑈𝑈𝜍𝜍𝜍𝜍 − 4 sin2 𝑥𝑥 𝑈𝑈𝜍𝜍𝜂𝜂 + 2 sin 𝑥𝑥 (1 − sin 𝑥𝑥)𝑈𝑈𝜂𝜂𝜂𝜂 − cos2 𝑥𝑥 𝑈𝑈𝜍𝜍𝜍𝜍 − 

− 2cos2 𝑥𝑥 𝑈𝑈𝜍𝜍𝜂𝜂 − cos2 𝑥𝑥 𝑈𝑈𝜂𝜂𝜂𝜂 − (1 + sin𝑥𝑥)𝑈𝑈𝜍𝜍 + (1 − sin 𝑥𝑥)𝑈𝑈𝜂𝜂 + sin 𝑥𝑥𝑈𝑈𝜍𝜍 + 

+ cos𝑥𝑥𝑈𝑈𝜍𝜍 + 1𝑈𝑈𝜍𝜍 + sin𝑥𝑥𝑈𝑈𝜂𝜂 + cos𝑥𝑥𝑈𝑈𝜂𝜂 + 𝑈𝑈𝜂𝜂 = 0 

𝑈𝑈𝜍𝜍𝜍𝜍(1 + 2sin 𝑥𝑥 + sin2 𝑥𝑥 − 2sin 𝑥𝑥 − 2 sin2 𝑥𝑥 − cos2 𝑥𝑥) + 𝑈𝑈𝜂𝜂𝜂𝜂(1− 2sin 𝑥𝑥 + 

+ sin2 𝑥𝑥 + 2sin 𝑥𝑥 − 2 sin2 𝑥𝑥 − cos2 𝑥𝑥) + 𝑈𝑈𝜍𝜍𝜂𝜂(2 sin2 𝑥𝑥 − 2 − 4 sin2 𝑥𝑥 − 2cos2 𝑥𝑥) − 

−𝑈𝑈𝜍𝜍(1 + sin𝑥𝑥 − 1 − sin𝑥𝑥) + 𝑈𝑈𝜂𝜂(1− sin 𝑥𝑥 + sin 𝑥𝑥 + 1) = 0. 

Нетрудно проверить, что получаем уравнение 

−4𝑈𝑈𝜍𝜍𝜂𝜂 + 2𝑈𝑈𝜂𝜂 = 0 

или в каноническом виде: 

𝑈𝑈𝜍𝜍𝜂𝜂 −
1
2
𝑈𝑈𝜂𝜂 = 0, (1.4) 

ясно, что тип гиперболический. 

2. Проведем дальнейшие упрощение, вводя новую неизвестную функцию по 
формуле: 

𝑈𝑈(𝜍𝜍, 𝜂𝜂) = 𝑒𝑒𝜆𝜆𝜍𝜍+𝜇𝜇𝜂𝜂𝑣𝑣(𝜍𝜍, 𝜂𝜂), (1.5) 

подбираем постоянныеλ  и µ , так, чтобы коэффициент при первой производной 
отсутствовал. Для этого пересчитаем две производные входящие в уравнение 
(1.4) 

𝑈𝑈𝜍𝜍 = 𝜇𝜇𝑒𝑒𝜆𝜆𝜍𝜍+𝜇𝜇𝜂𝜂𝑣𝑣 + 𝑒𝑒𝜆𝜆𝜍𝜍+𝜇𝜇𝜂𝜂𝑣𝑣𝜂𝜂 

𝑈𝑈𝜍𝜍𝜂𝜂 = 𝜇𝜇𝑒𝑒𝜆𝜆𝜍𝜍+𝜇𝜇𝜂𝜂𝑣𝑣 + 𝜇𝜇𝑒𝑒𝜆𝜆𝜍𝜍+𝜇𝜇𝜂𝜂𝑣𝑣𝜂𝜂 + 𝑒𝑒𝜆𝜆𝜍𝜍+𝜇𝜇𝜂𝜂𝑣𝑣𝜂𝜂 + 𝑒𝑒𝜆𝜆𝜍𝜍+𝜇𝜇𝜂𝜂𝑣𝑣𝜂𝜂𝜍𝜍 

подставляя производные в (1.4) и группируя соответствующим образом нахо-
дим λ  и µ : 
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𝑣𝑣𝜍𝜍𝜂𝜂 + 𝜆𝜆𝑣𝑣𝜂𝜂 + 𝜇𝜇𝑣𝑣𝜍𝜍 + 𝜇𝜇𝜆𝜆𝑣𝑣 −
1
2𝜇𝜇𝑣𝑣 −

1
2 𝑣𝑣𝜂𝜂 = 0 

𝑣𝑣𝜍𝜍𝜂𝜂 + 𝑣𝑣𝜂𝜂(𝜆𝜆 −
1
2) + 𝑣𝑣𝜍𝜍𝜇𝜇 + 𝑣𝑣(𝜇𝜇𝜆𝜆 −

1
2𝜇𝜇) = 0 

𝜆𝜆 =
1
2                     𝜇𝜇 = 0 

Следовательно, уравнение (1.4) принимает канонический вид гиперболиче-
ского типа в виде: 𝑣𝑣𝜍𝜍𝜂𝜂 = 0. 

3. Находим общее решение исходного уравнения 𝑣𝑣𝜍𝜍𝜂𝜂 = 0. . Для этого инте-
грируем  полученное уравнение два раза и получаем  общее решение: 

𝑣𝑣(𝜍𝜍, 𝜂𝜂) = 𝑓𝑓1(𝜍𝜍) + 𝑓𝑓2(𝜂𝜂). 

Возвращаясь к первоначальной функции по формуле (1.5), получаем 

𝑈𝑈(𝜍𝜍, 𝜂𝜂) = 𝑒𝑒
1
2𝜍𝜍𝑣𝑣(𝜍𝜍, 𝜂𝜂) = 𝑒𝑒

1
2𝜍𝜍�𝑓𝑓1(𝜍𝜍) + 𝑓𝑓2(𝜂𝜂)� = 𝑓𝑓1� (𝜍𝜍) + 𝑒𝑒

1
2𝜍𝜍𝑓𝑓2(𝜂𝜂). 

Возвращаясь к переменным (x, y) смотрим  (1.3), получаем общее решение 
уравнения (1.1) в виде: 

𝑈𝑈(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑓𝑓1(−𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + cos𝑥𝑥) + 𝑒𝑒
1
2

(−𝑥𝑥+𝑥𝑥+cos𝑥𝑥)𝑓𝑓2(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + cos𝑥𝑥) (1.6) 

4. Используя начальные условия, находим единственное решение постав-
ленной задачи. 

Теперь определим произвольные функции f1 и f2, так, чтобы удовлетворя-
лись условия Коши (1.2). Дифференцируя (1.6) по y получаем 

𝑈𝑈𝑥𝑥(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑓𝑓1
′(−𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + cos𝑥𝑥) +

1
2 𝑒𝑒

1
2(−𝑥𝑥+𝑥𝑥+cos 𝑥𝑥)𝑓𝑓2(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + cos𝑥𝑥) + 

+𝑒𝑒
1
2

(−𝑥𝑥+𝑥𝑥+cos𝑥𝑥)𝑓𝑓2
′(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + cos𝑥𝑥)                                    (1.7) 

Подставляя начальные условия в (1.6) и (1.7) приходим к системе: 

�
1 + 2sin 𝑥𝑥 = 𝑓𝑓1(−𝑥𝑥) + 𝑒𝑒−

1
2𝑥𝑥𝑓𝑓2(𝑥𝑥)                

sin𝑥𝑥 = 𝑓𝑓1
′(−𝑥𝑥) + 1

2
𝑒𝑒−

1
2𝑥𝑥𝑓𝑓2(𝑥𝑥) + 𝑒𝑒−

1
2𝑥𝑥𝑓𝑓2

′(𝑥𝑥)
. (1.8) 

Решая полученную систему найдём функции f1 и f2, 

�
2 cos𝑥𝑥 = −𝑓𝑓1

′(−𝑥𝑥) − 𝑒𝑒−
1
2𝑥𝑥𝑓𝑓2(𝑥𝑥) + 𝑒𝑒−

1
2𝑥𝑥𝑓𝑓2

′(𝑥𝑥)

sin𝑥𝑥 = 𝑓𝑓1
′(−𝑥𝑥) +

1
2 𝑒𝑒

−12𝑥𝑥𝑓𝑓2(𝑥𝑥) + 𝑒𝑒−
1
2𝑥𝑥𝑓𝑓2

′(𝑥𝑥)
+ 
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sin𝑥𝑥 + 2 cos𝑥𝑥 = 2𝑒𝑒−
1
2𝑥𝑥𝑓𝑓2

′(𝑥𝑥) 

𝑓𝑓2
′(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒

1
2𝑥𝑥(

1
2 sin𝑥𝑥 + cos𝑥𝑥) 

Проинтегрируем последнее выражение по x 

𝑓𝑓2(𝑥𝑥) = ∫ 1
2
𝑒𝑒
1
2𝑥𝑥sin𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 + ∫ 𝑒𝑒

1
2𝑥𝑥 cos𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 + С, 

взяв интеграл по частям дважды от каждого слагаемого находим значение 
функции 𝑓𝑓2(𝑥𝑥) 

�
1
2 𝑒𝑒

1
2𝑥𝑥sin𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 = �

𝑢𝑢 = 𝑒𝑒
1
2𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑣𝑣 = sin 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑢𝑢 =
1
2 𝑒𝑒

1
2𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥 𝑣𝑣 = − cos𝑥𝑥

�

= −𝑒𝑒
1
2𝑥𝑥 cos𝑥𝑥 + �

1
2 𝑒𝑒

1
2𝑥𝑥cos𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 = 

= �
𝑢𝑢 = 𝑒𝑒

1
2𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑣𝑣 = cos𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑢𝑢 =
1
2 𝑒𝑒

1
2𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥 𝑣𝑣 = − sin𝑥𝑥

� = −𝑒𝑒
1
2𝑥𝑥 cos𝑥𝑥 +

1
2 𝑒𝑒

1
2𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥 − �

1
4 𝑒𝑒

1
2𝑥𝑥sin𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 

5
4 ∫ 𝑒𝑒

1
2𝑥𝑥sin𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 = 𝑒𝑒

1
2𝑥𝑥(1

2
sin𝑥𝑥 − cos𝑥𝑥), следовательно 

∫ 𝑒𝑒
1
2𝑥𝑥sin𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 = 4

5
𝑒𝑒
1
2𝑥𝑥(1

2
sin𝑥𝑥 − cos𝑥𝑥). 

Аналогично второе слагаемое: 

�𝑒𝑒
1
2𝑥𝑥cos𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 = �

𝑢𝑢 = 𝑒𝑒
1
2𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑣𝑣 = cos𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑢𝑢 =
1
2 𝑒𝑒

1
2𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥 𝑣𝑣 = sin 𝑥𝑥

� = 𝑒𝑒
1
2𝑥𝑥 sin𝑥𝑥 − �

1
2 𝑒𝑒

1
2𝑥𝑥sin𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 = 

= �
𝑢𝑢 = 𝑒𝑒

1
2𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑣𝑣 = sin𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑢𝑢 =
1
2 𝑒𝑒

1
2𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥 𝑣𝑣 = − cos𝑥𝑥

� = 𝑒𝑒
1
2𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥 +

1
2 𝑒𝑒

1
2𝑥𝑥 cos𝑥𝑥 

∫ 𝑒𝑒
1
2𝑥𝑥cos 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥 = 4

5
𝑒𝑒
1
2𝑥𝑥(sin𝑥𝑥 + 1

2
cos𝑥𝑥). 

Таким образом получили: 

𝑓𝑓2(𝑥𝑥) =
2
5 𝑒𝑒

1
2𝑥𝑥 �

1
2 sin 𝑥𝑥 − cos𝑥𝑥� +

4
5 𝑒𝑒

1
2𝑥𝑥 �sin𝑥𝑥 +

1
2 cos𝑥𝑥� = 

= 𝑒𝑒
1
2𝑥𝑥 �

1
5 sin𝑥𝑥 −

2
5 cos𝑥𝑥 +

4
5 sin𝑥𝑥 + +

2
5 cos𝑥𝑥� = 𝑒𝑒

1
2𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥 + 𝐶𝐶. 
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Подставляя в (1.8) находим значение 𝑓𝑓1(−𝑥𝑥): 

𝑓𝑓1(−𝑥𝑥) = 1 + 2 sin 𝑥𝑥 − 𝑒𝑒−
1
2𝑥𝑥𝑓𝑓2(𝑥𝑥) 

𝑓𝑓1(−𝑥𝑥) = 1 + 2 sin 𝑥𝑥 − 𝑒𝑒−
1
2𝑥𝑥𝑒𝑒

1
2𝑥𝑥 sin 𝑥𝑥 − 𝐶𝐶 = 1 + sin𝑥𝑥 − С. 

Подставляя (−𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + cos𝑥𝑥)  и (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + cos𝑥𝑥)  вместо 𝑥𝑥 в выражениях 
𝑓𝑓1(−𝑥𝑥) и  𝑓𝑓2(𝑥𝑥)  , потом в (1.6) получаем решение поставленной задачи Коши 
(1.1), (1.2): 

𝑈𝑈(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 1 − sin(−𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + cos𝑥𝑥) + 𝑒𝑒
1
2

(2𝑥𝑥+2cos𝑥𝑥) sin(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + cos𝑥𝑥)▲ 

§2. Метод разделения переменных или метод Фурье для волнового 
уравнения 

Начнем описание алгоритмов решения смешанных задач для гиперболиче-
ского типа с простейших моделей. Постепенно усложняя постановку задачи бу-
дем модифицировать метод Фурье в зависимости от вида уравнения, граничных 
условий, числа независимых переменных и формы колеблющихся тел. 

2.1 Метод Фурье для случая двух независимых переменных. Однородная 
краевая задача. 

Требуется найти решение смешанной задачи для одномерного волнового 
уравнения: 

2 2
2

2 2

u ua
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
, {0 x l≤ ≤ , 0 t T≤ ≤ }, (2.1) 

удовлетворяющее начальным и граничным условиям соответственно: 

( )

( )

,0
3( ,0) sin sin

2 2
0, 0

( , ) 0

u x x
u x x x
t l l

u t
u l t
x

=

∂ π π = +

 ∂


=
∂
 =
∂

, (2.2) 

где t – время;  

а – скорость распространения волны; 

( ),u x t  –отклонение от положения равновесия точки струны с абсциссой x 
в момент времени t; 

( ),0u x x=  – начальное отклонение струны от положения равновесия; 
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3( ,0) sin sin
2 2

u x x x
t l l

∂ π π
= +

∂
 –скорость струны в начальный момент вре-

мени; 

( )0, 0u t =  – граничное условие первого рода, закрепленный конец; 

( , ) 0u l t
x
∂

=
∂

 – граничное условие второго рода, свободный конец. 

▼ Решение. Будем использовать метод разделения переменных для отыска-

ния нетривиальных решений уравнения [1]. Представим решение в виде: 

( , ) ( ) ( )u x t X x T t= ⋅ . (2.3) 

Подставляя предполагаемую форму решения (2.3) в уравнение (2.1), а затем 

разделяя переменные, приходим к двум обыкновенным дифференциальным 

уравнения с постоянными коэффициентами:  

''( ) ( ) 0,X x X x+ =λ  (2.4) 
2''( ) (t) 0.T t a T+ =λ  (2.5) 

Сначала решаем задачу Штурма- Лиувилля для отыскания собственных зна-

чений и собственных функций X(x). Требуется найти решения однородного диф-

ференциального уравнения второго порядка (2.4), которое в граничных точках 

удовлетворяет условиям 

(0) 0, '( ) 0X = X l = . (2.6) 

Которые получаем с учетом заданных граничных условий:  

(0, ) (0) ( ) 0u t X T t= ⋅ = ; '( , ) '( ) ( )u l t X l T t= ⋅ =0. (2.7) 

Общее решение уравнения (2.4) имеет вид: 1 2( ) cos sinX x = C x +C x, l >0λ λ . 

Используя граничные условия, находим собственные значения 
22

2n
(1+ n)=

l
π λ   

, задача (2.4), (2.6) и нетривиальные решения в виде системы 

собственных функций: 

(1 2 )( ) sin , 1,2,
2n
+ nX x = x n
l

π
= . (2.8) 

Теперь решаем уравнение (2.5), каждому собственному значению nλ  будет 
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соответствовать функция ( )nT t , которую находим из решения уравнения: 
2

" 2(1 2 )T ( ) T (t) 0.
2n n

nt a
l

π + + = 
 

 

Общее решение этого уравнения имеет вид: 

(1 2 ) (1 2 )T ( ) cos sin ,
2 2n n n

n nt A at B at
l l

π + π +
= +  (2.9) 

где nA  и nB  – произвольные постоянные. 

Подставляя найденные решения (2.8) и (2.9) в выражение (2.3), находим 
частные решения исходного уравнения, удовлетворяющие граничным усло-
виям. Беря суперпозицию частных решений находим общее решение постав-
ленной задачи: 

0

(1 2 ) (1 2 ) (1 2 )( ) cos sin sin
2 2 2n n

n

a n a n nu x,t A t B t x
l l l

∞

=

π + π + π + = + ⋅ 
 

∑  (2.10) 

Можно подобрать постоянные интегрирования nmA  и nmB . используя началь-
ные условия. Для этого продифференцируем почленно ряд (2.10) по t: 

0

(1 2 ) (1 2 ) (1 2 ) (1 2 )sin cos sin
2 2 2 2n n

n

u a n a n a n nA t B t x
t l l l l

∞

=

∂ π + π + π + π + = − + ⋅ ∂  
∑  и 

при t = 0 удовлетворим начальным условиям: 

0

(1 2 )sin
2n

n

nx A x
l

∞

=

π +
=∑ . (2.11) 

0

3 (1 2 ) (1 2 )sin sin sin
2 2 2 2n

n

a n nx x B x
l l l l

∞

=

π π π + π +
+ = ⋅∑ . (2.12) 

Сравнивая два ряда Фурье в (2.12) находим: 

0 0
2 20 ; 1

3
l ln B n B

a a
= ⇒ = = ⇒ =

π π
. 

Чтобы из (2.11) найти nmA , разложим левую часть в ряд Фурье  

0

(1 2 )sin
2n

n

nx x
l

∞

=

π +
= α∑ . (2.13) 

Коэффициенты этого разложения находим по формулам Эйлера –Фурье, по-
лучаем 
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0

(1 2 )sin
2 (1 2 ) 2sin

2 (1 2 )2 cos
(1 2 ) 2

l

n

nu x dv xdx
n lx x dx

l nl l du dx v x
n l

π +
= =

π +
α = ⋅ = =

π +
= = −

π +

∫  

2 2

2 2 2 2
0 0

(1 2 ) 4 (1 2 ) 2 4cos sin ( 1)
2 (1 2 ) 2 (1 2 )

l l
nn l n lx x x

l n l l n
 π + π +

= + = − π + π + 
. (2.14) 

Сравнивая два ряда Фурье (2.11) и (2.13) находим nA . 

Подставляя найденные nA  и nB  в(2.10)получаем решение поставленной за-
дачи в виде: 

2 2
0

8 ( 1) (1 2 ) (1 2 ) 2( , ) cos sin sin
(2 1) 2 2 2

n

n

l a n n l au x t t x t
n l l a l

∞

=

 − π + π + π
= ⋅ ⋅ + ⋅ π + π 

∑  

2 3 3sin sin sin .
2 3 2 2

l ax t x
l a l l
π π π

⋅ + ⋅
π

▲ 

2.2 Метод Фурье для случая двух независимых переменных. Неоднородная 
краевая задача. 

Задача 2. Найти решение смешанной задачи для однородного уравнения

xx ttu u= , 
с неоднородными краевыми условиями 𝑢𝑢(0, 𝑡𝑡) = 𝑡𝑡2,𝑢𝑢(𝜋𝜋, 𝑡𝑡) = 𝑡𝑡3, 
с начальными условиями 𝑢𝑢(𝑥𝑥, 0) = sin 𝑥𝑥 ,𝑢𝑢𝑡𝑡(𝑥𝑥, 0) = 0, 0 < 𝑥𝑥 < 𝜋𝜋, 𝑡𝑡 > 0. 

▼ Решение поставленной задачи ищем в виде ( ) ( ) ( ), , ,u x t v x t w x t= + , где 
,( )v x t  новая искомая функция, а ,( )w x t  выберем так, чтобы она удовлетворяла 

граничным условиям  
2 3 2( , ) ( )xw x t t t t

π
= + −   

Следовательно, ( ) ( ) 2 3 2 ), ( ., xtu x t t tx tv
π

+ −= +  

Пересчитаем все производные входящие в уравнение: 
xx xxu v=  

2 (6 2)xx tt
xu v t
π

= + + − . 

Пересчитаем граничные и начальные условия для новой неизвестной функ-
ции: 
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( ) ( ) ( ), , ,v x t u x t w x t= − ; 

( ) ( ) ( ) 2 20, 0, 0, 0v t u t w t t t= − = − = ; 

( ) ( ) ( ) 3 2 3 2, , , 0v t u t w t t t t tπ π π= − = − − − = ; 

( ) ( ) ( ),0 ,0 ,0 sinv x u x w x x= − = ; 

( ),0 sinv x x=  

( ) ( ) ( ), , ,t t tv x t u x t w x t= −  

( ) ( ) ( ),0 ,0 ,0 0t t tv x u x w x= − = . 

Тогда для функции ,( )v x t получим: 

(6 2) 2xx tt
xu v t
π

= + − +  

(0, ) ( , ) 0v t v tπ= =  

( ),0 sinv x x=  

( ),0 0tv x =  
Записывая решение в виде 

( ) ( )  ( ), , ,v x t w x t w x t= + , для определения w и w  будем иметь задачи: 

а) xx ttw w= ; 
(0, ) ( , ) 0w t w tπ= = ; 

( ),0 sinw x x= , 

( ),0 0tw x = . 

б)  (6 2) 2xx tt
xw w t
π

= + − + ; 

 (0, ) ( , ) 0w t w tπ= = ; 
w( ,0) 0, w ( ,0) 0.tx x= =  
Задачу а) решаем методом разделения переменных. Полагая ( , ) X( )T( )w x t x t= , 
получим X ( )T( ) X( )T ( ) : X( )T( )x t x t x t′′ ′′= , отсюда 
X ( ) T ( )
X( ) T( )

x t
x t

λ
′′ ′′

= = − .  

Таким образом получаем два обыкновенных дифференциальных уравнения 
второго порядка: 
X ( ) X( ) 0x xλ′′ + =  
T ( ) T( ) 0x xλ′′ + =  

Решаем задачу Штурма-Лиувилля 
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X ( ) X( ) 0x xλ′′ + = , 
X(0) X( ) 0π= =  

2 0k λ+ =  

1,2k i λ= ± .  
Общее решение запишем в виде 

1 2X( ) cos sinx C x C xλ λ= + . 
Потребуем, чтобы функция удовлетворяла граничным условиям 

X(0) X( ) 0π= = , получаем С1=0, а 2 0C ≠ иначе получим тривиальное решение 

20 sinC λπ= , где 2 0C ≠ , следовательно 

sin 0λπ = , а значит kλπ π= , 2
k kλ =  (k=1,2,3,…) 

Получили собственные значения и им отвечают собственные функции 
X ( ) sink x kx= . 

Для определения T(t) решаем уравнение T ( ) T( ) 0x xλ′′ + = , его общее ре-
шение имеет вид T cos sink k kA kt B kt= + . 

Таким образом общее решение задачи а) имеет вид 

1
( , ) ( cos sin )sink k

k
w x t A kt B kt kx

∞

=

= +∑ . 

Произвольные постоянные ,k кA В найдем из начальных условий: 

1
sin sink

k
x A kx

∞

=

=∑ ,  

отсюда 1 1, 0, 2,3,kA A k= = =  

1
( ,0) sin 0, 0, 1,2,t k k

k
w x B k kx B k

∞

=

= = = =∑  ( ),0 0.tw x⇒ =  

Решение задачи а) имеет вид: 
( , t) cos sinw x t x= . 

Решение задачи б) ищем в виде  


1

( , ) ( )sink
k

w x t T t kx
∞

=

=∑ . 

Предварительно неоднородную часть уравнения разложим в ряд Фурье по 
собственным функциям однородной краевой задачи: 

1
(6 2) 2 sink

k

x t kxα
π

∞

=

− + =∑ , где 
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0

2 [
6 2 1

(6 2) 2 sin
(6 2) 2]sin

cos
k t

k

xu t dv kxdxx t kxdx
du dx v kx

π

π
π

πα
π

=
−

= − + =
− + = =

= = −
∫  

0
2 1 2[ 0] 2(6 2) 2] cos | 6 2 2)( 1)k

k k
x t kx tπ

π π π
 = − − = − + = 
 

− + − + −  

( ) 142 (3 ( 1) 1)2 6 ( 1) kk t
k

t
k ππ

+= + = − +− − . 

Подставляя в уравнение задачи б) 
1

( , ) ( )sink
k

w x t T t kx
∞

=

=∑ и правую часть 

разложенную в ряд Фурье: 
2 1

1 1 1

4( ) sin ( )sin (3 ( 1) 1)sink
k k

k k k
T t k kx T t kx t

k
kx

π

∞ ∞ ∞
+

= = =

′′− = + − +∑ ∑ ∑ . Собирая слага-

емые под одним знаком суммы можем задачу для ( )kT t записать в виде: 

2 1( ) ( ) 4 (3 ( 1) 1)k k
kT t k T t t

kπ
+′′ + = − − + . 

Сначала решим однородное уравнение, решение которого имеет вид: 

3 3

4( ) cos sin 12( 1)
k k k

k
T t D kt C kt t

kk ππ
= + +

− − . 

а решение неоднородного ищем в виде  ( )kT t At + B= . Подставляя в неодно-
родное уравнение, находим коэффициенты А и В: 

2 1( ) 4 (3 ( 1) 1)kk At + B t
kπ

+= − − + . 

Отсюда: 

3

12( 1)k
A

kπ
= −

−
; 3

4B
kπ

= − . 

Таким образом, получаем общее решение задачи б): 


3 3

1

4( , ) ( cos sin )12( 1)
k k

k

k
w x t D kt C kt t

kk ππ

∞

=

= + +
− −∑ . 

Используя начальные условия w( ,0) 0, w ( ,0) 0,tx x= =  находим 

3 3
1

4 40 ( )sink k
k

D kx D
k kπ π

∞

=

= ⇒ =−∑ , 

3 4
1

0 ( )sin12( 1) 12( 1)
k k

k

k k
C k kx C

k kπ π

∞

=

= + ⇒ = −
− −∑ . 

Решение исходной смешанной запишем в виде 
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2 3 2
3

1

4 1 3( 1)u( , ) ( ) sin cos [cos sin 3( 1) 1]sin
k

k

k

xx t t t t x t kt kt t kx
kπ π π

∞

=

−
= + − + + − + − −∑ . ▲ 

2.3 Метод разделения переменных в случае трех независимых перемен-
ных. 

Задача 3. Пренебрегая реакцией окружающей среды, определить попереч-
ные колебания однородной прямоугольной мембраны 0 ,  0x s y p≤ ≤ ≤ ≤  часть 
границы ,   0x s y p= ≤ < и ,   0y p y s= ≤ <  свободна, а остальная часть закреплена 
жестко. Найти поперечные колебания мембраны, вызванные начальным откло-
нением Axy . 

Решаем задачу: найти решение уравнения 

{ }
2 2 2

2
2 2 2 , 0 ,0u u ua x s y p

t x y
 ∂ ∂ ∂

= + ≤ ≤ ≤ ≤ ∂ ∂ ∂ 
 (3.1) 

удовлетворяющее начальным и граничным условиям: 

( )
( )
( ) ( )
( ) ( )

, ,0

, ,0 0

0, , , , 0

,0, , , 0

 t

x

y

u x y Axy

u x y

u y t u s y t

u x t u x p t

=

=






= =

= =


  (3.2) 

▼Решение ищем в виде: 

( , , ) ( , ) ( )u x y t v x y T t= ⋅  (3.3) 

Подставляя (3.3) в уравнение (3.1), и разделяя переменные, получаем: 
2

2

1 ''T v const
a T v

∆
= = −λ = . 

Раскрывая пропорцию получаем для функции T(t):  
2"( ) ( ) 0T t a T t+ =λ  (3.4) 

и задачу на собственные значения:  

2

Г

0,  ( , ) Ω
0.

v v x y
v
∆ + λ = ∈
 =

 (3.5) 

Полагая ( , ) ( ) ( ) 0v x y X x Y y= ⋅ =  и проведя еще раз разделение переменных 
в задаче (3.5), получаем две задачи Штурма-Лиувилля: 
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"( ) ( ) 0;
(0) '( ) 0,

X x vX x
X X s =

+ =
 =

            и               
"( ) ( ) 0;
(0) '( ) 0.

Y y Y y
Y Y p =

+ µ =
 =

 (3.6) 

где v  и µ  – собственные значения; v + µ = λ . 

Решая краевые задачи (3.6), находим собственные значения и собственные 

функции: 

( )sin ;

( )sin .

n

m

1+ 2nX (x)= x
2s

1+ 2mY (y)= y
2p

π

 π


 

Собственные значения  

, , , 1,2...
22

n m
(1+ 2n) (1+ 2m)= n m

2s 2p
 π π λ + =       (3.7) 

каждому из которых соответствует собственная функция: 

,
( ) ( )sin sinn m
1+ 2n 1+ 2mV = x y
2s 2p

π π
⋅  (3.8) 

Находим частные решения уравнения (3.4)  

T cos sin ,nm nm nmA at B at= λ + λ  (3.9) 

обозначим 

2

,
( ) ( )

2

2

nm n m
a 1+ 2n 1+ 2ma =

s p
 π  ω = λ +   

   
. 

Применяя метод суперпозиции, запишем решение краевой задачи (3.1) – 
(3.2) с учетом (3.7) – (3.9) в виде двойного ряда Фурье:  

( )
1 1

(1 2 ) (1 2 )( , , ) sin sin sin
2 2nm nm nm nm

n m

n mu x y t A cos t B t x y
s p

∞ ∞

= =

π + π +
= ω + ω ⋅ ⋅∑ ∑ . 

Потребуем, чтобы решение удовлетворяло начальным условиям: 

1 1

(1 2 ) (1 2 )sin sin
2 2nm

n n

n mAxy A x y
s p

∞ ∞

= =

π + π +
= ⋅ ⋅∑∑ . 

1 1

(1 2 ) (1 2 )0 sin sin
2 2nm nm

n n

n mB x y
s p

∞ ∞

= =

π + π +
= ω ⋅ ⋅∑∑ . 

Откуда, 0.nmB =  
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Разложим функцию Axy в ряд Фурье и найдем коэффициенты разложения 

по формуле:  

nmA =
0 0 0

4 (1 2 ) (1 2 ) 4 (1 2 )sin sin sin
2 2 2

ps s

nm
n m A nAxy x y dxdy x xdx

sp s p sp s
π + π + π +

α = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅∫ ∫ ∫  

0

(1 2 )sin
(1 2 ) 2sin

2 (1 2 )2 cos
(1 2 ) 2

p
nx u dv x

m sy y dy
s np du dx v x

n s

π +
= =

π +
⋅ ⋅ = =

π +
= = −

π +

∫  

2

2 2 4 2 2
0 0

4 2 (1 2 ) 4 (1 2 ) 64 ( 1)cos sin .
(1 2 ) 2 (1 2 ) 2 (1 2 ) (1 2 )

s s n mA xs n s n spAx x
sp n s n s n m

+ − π + π + −
= + = 

π + π + π + + 
 

Таким образом, колебание мембраны будет описываться функцией: 
2 2

4 2 2 2 2
1 1

64 ( 1) (1 2 ) (1 2 )( , , ) cos
(1 2 ) (1 2 ) 4 4

n m

n m

spA n mu x y t a t
n m s p

+∞ ∞

= =

 − + +
= ⋅ π + ⋅ ⋅  π + +  
∑ ∑  

(1 2 ) (1 2 )sin sin
2 2

n mx y
s p

π + π +
⋅ ⋅ .▲ 

Задача 4. Пренебрегая реакцией окружающей среды, определить попереч-
ные колебания однородной прямоугольной мембраны 0 ,0x s y p≤ ≤ ≤ ≤  с жестко 
закрепленным краем для случая, когда в начальный момент мембрана получает 
поперечный сосредоточенный импульс I в точке ( )0 0,х y , 0 00 , 0x s y p< < < < , а 
начальное положение – покой. 

Решение. Найдем функцию, удовлетворяющую двумерному волновому 
уравнению и начально-граничным условиям: 

{ }
2 2 2

2
2 2 2 , 0 , 0 , 0u u ua x s y p t

t x y
 ∂ ∂ ∂

= + < < < < > ∂ ∂ ∂ 
 (4.1) 

( ) ( )
( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )0 0

0, , , , 0,

,0, , , 0,

, ,0 0,

, ,0 .t

u y t u s y t

u x t u x p t

u x y
Iu x y x x y y

= =

ρ



=




=

=

= δ − −




δ

 (4.2) 

▼Решение задачи (4.1) – (4.2) ищем методом разделения переменных, 
представим решение в виде: 
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( , , ) ( , ) ( )u x y t v x y T t= ⋅ . (4.3) 

Подставляя решение (4.3) в уравнение (4.1), получаем: 

2
2

1 ''T v const
a T v

∆
= = −λ = .  

Отсюда следует уравнение для функции T(t):  
2"( ) (t) 0T t a T+ =λ  (4.5) 

и задача на собственные значения:  

2

Г

0,( , ) Ω
0.

v v x y
v
∆ + λ = ∈
 =

 (4.6) 

Полагая ( , ) ( ) ( )v x y X x Y y= ⋅  и проведя еще раз разделение переменных, по-
лучаем две анологичные задачи Штурма-Лиувилля: 

'' ( ) ( ) 0
(0) ( ) 0

X x X x
X X s =

 + δ =


=
 и 

'' ( ) ( ) 0
(0) ( ) 0

Y y Y y
Y Y p =
 + µ =


=
 (4.7) 

где δ  и µ  – собственные значения, v + µ = λ . 

Для задач (4.7) собственные функции имеют вид:  

sin ;

sin .

n

m

nX (x)= x
s
mY (y)= y
p

π

 π


.  

Задача на собственные значения (4.6) имеет в качестве собственных чисел: 

, , , 1,2...
22

n m
n m= n m
s p

 π π λ + =     
.  

каждому из которых соответствует собственная функция: 

( ), , sin sinn m
n mv x y = x y
s p
π π

⋅   

Решая уравнение (4.5), находим частные решения этого уравнения в виде: 

( )T cos sin ,nm nm nm nm nmt A t B t= ω + ω   
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где 
2

,

2

nm n m
n ma = a
s p

  ω = λ π +   
   

. 

Окончательно общее решение краевой задачи (4.1)- (4.2)представим в виде 
суперпозиции частных решений, т.е. в виде двойного ряда Фурье:  

( )
1 1

( , , ) cos sin sin sinnm nm nm nm
n m

n mu x y t A t B t x y
s p

∞ ∞

= =

π π
= ω + ω ⋅ ⋅∑ ∑ .  

Коэффициенты nmA  и nmB  найдем, выполняя начальные условия: 

1 1
0 sin sinnm

n n

n mA x y
s p

∞ ∞

= =

π π
= ⋅ ⋅∑∑ .  

Откуда, 0nmA = . 

( ) ( )0 0
, 1

sin sinnm nm
n m

I n mx x y y B x y
s p

∞

=

π π
δ − δ − = ⋅ω ⋅ ⋅

ρ ∑ . 

Это равенство следует рассматривать как разложение в двойной тригоно-

метрический ряд Фурье.  

( ) ( )0 0 sin sinnm
I n mx x y y x y

s p
π π

δ − δ − = α ⋅ ⋅
ρ

. 

Поэтому для коэффициента nmB  получаем  

( ) ( )0 0
0 0

4 4sin sin sin sin
ps

nm
I n m I n mx x y y x y dxdy x y

sp s p s p s p
π π π π

α = δ − δ − ⋅ ⋅ = ⋅
ρ ρ∫ ∫ . 

2

4 sin sinnm
nm 2

nm

I n mB x y
s pn ms pa

s p

α π π
= = ⋅ ⋅
ω   ρ π +      

. 

Итак, окончательное решение краевой задачи: 

20 0

, 1

sin sin
4( , , ) sin sin

2

2 2 2 2
n m

n mx y
I n m ns pu x y t a t x

a s p sn p m s

∞

=

π π⋅    π  = ⋅ + π ⋅ ⋅    ρ π  +   
∑  

sin m y
p
π

⋅ , где ρ  – поверхностная плотность массы мембраны. ▲ 



20 
 

Задача 5. Пренебрегая реакцией окружающей среды, определить попереч-
ные колебания однородной прямоугольной мембраны 0 ,0x s y p≤ ≤ ≤ ≤  с 
жестко закрепленным краем для случая, когда колебания вызваны непрерывно 
распределенной по мембране поперечной силой с плотностью 

( ) 2, , tf x y t e xsin y
p

− π
= . 

Составим математическую модель вынужденных колебаний прямоугольной 
мембраны: 

требуется найти решение волнового уравнения, удовлетворяющее гранич-
ным и начальным условиям: 

{ }
2 2 2

2
2 2 2

2 , 0 , 0 , 0tu u ua e xsin y x s y p t
t x y p

− ∂ ∂ ∂
= + + < < < < > ∂ ∂ ∂ 

π  (5.1) 

( ) ( )
( ) ( )
( )
( )

0, , , , 0

,0, , , 0

, ,0 0

, ,0 0

 

t

u y t u s y t

u x t u x p t

u x y

u x y

= =




= =

=

=




 (5.2) 

▼ Решение задачи (5.1) – (5.2) ищем методом разделения переменных в 
виде: 

( , , ) ( , ) ( )u x y t v x y T t= ⋅ . (5.2) 

Подставляя решение (5.2) в исходное уравнение (5.1), получаем: 

2
2

1 ''T v const
a T v

∆
= = −λ = .  

Отсюда получаем уравнение для функции T(t) 
2"( ) (t) 0T t a T+ =λ  (5.3) 

и задачу на собственные значения:  

2

Г

0,( , ) Ω
0.

v v x y
v
∆ + λ = ∈
 =

 (5.4) 

Полагая ( , ) ( ) ( )v x y X x Y y= ⋅  и проведя еще раз разделение переменных, 
получаем две идентичные задачи Штурма-Лиувилля: 

'' ( ) ( ) 0
(0) ( ) 0

X x X x
X X s =

 + δ =


=  и 

'' ( ) ( ) 0
(0) ( ) 0

Y y Y y
Y Y p =
 + µ =


=  (5.5) 
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где δ  и µ  – собственные значения, связанные с λ  соотношением δ + µ = λ . 
Для задач (5.5) собственные функции имеют вид:  

sin ;

sin .

n

m

nX (x)= x
s

mY (y)= y
p

π

 π


.  

Задача на собственные значения имеет в качестве собственных чисел: 

, , , 1,2...
22

n m
n m= n m
s p

 π π λ + =     
  

( ) ( ),
, 1

, , sin sinn m
n m

n mu x y t = T t x y
s p

∞

=

π π
⋅∑ .  

Подставив в уравнение (5.1), получаем: 

( ) ( )
2

' ' 2
, ,

, 1 , 1
sin sin sin sinn m n m

n m n m

n m n n mT t x y a T t x y
s p s s p

∞ ∞

= =

π π π π π ⋅ = − ⋅ + 
 

∑ ∑  

2
1 2sin sin sintm n mx y e x y

p s p p
−

 π π π π
+ ⋅ +  ρ  

. 

Разлагаем x в ряд Фурье по собственной функции sin n x
s
π : 

1
sinn

n

nx = xdx
s

∞

=

π
α∑ ,  

где 
0

sin
2 sin

cos

s

n

nu x dv x dx
n s= x x dx

s ns du dx v x
n s

π
= =

π
α = =

πρ
= = −

π

∫  

1
0

2 2 2cos ( 1) ( 1)s n ns n x s s
s n s n n

+π − = − − = − π π π 
. 

( ) ( )
22

' ' 2 1
, ,

1

1 2 2( 1) sint n
n m n m

n

n mT t a T t e s y
s p n p

∞
− +

=

  π π π + + = −     ρ π     
∑  
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( ) ( )' ' 2 2 2
,2 ,2 0n n nT t a T t+ ω π = , 1,2k a i= ± ωπ , где 

2

2 2

4
n

n=
s p

ω + . 

( ), 2 , 2 ,2 , 2T cos sin T t
n n n n n nt A a t B a t C e−= ω π + ω π ⇒ = . 

2 2 2 12 ( 1)t t t n
n

sC e C a e e
n

− − − ++ ω π = −
ρ π

. 

1
2 2 2 1

2 2 2

2 2 ( 1)1 ( 1)
1

n
n

n
n

s sC a C
n n a

+
+ − + ω π = − ⇒ =  ρ π  πρ + ω π 

. 

Итак, окончательное решение краевой задачи: 

, 1

2 1( , , ) sin cos sin sint
n n

n m n

nu x y t y C e a t a t x
p a s

∞
−

=

 π π
= − ω π + ω π ω π 

∑ . ▲ 

2.4 Примеры решения начально-краевых задач для колебания круглой мем-
браны. 

Задача 6. Задачи с использованием специальных функций. 
Методом разделения переменных с использованием цилиндрических функ-

ций решить задачу для волнового уравнения. 
В круге 0 r R≤ ≤ решить задачу относительно функции ( , ) :u u r t=  

2 1 , 0 , 0,tt
u uu a r r R t

r r r
∂ ∂ = ≤ < > ∂ ∂ 

 

при граничном условии: (0, )u t < ∞ , ( , ) 0,   0u R t t= >  
и начальных условиях: ( ,0) ( ), ( ,0) ( )tu r r u r rϕ ψ= = , 0 r R≤ ≤ . 
▼Распишем уравнение 

2 2
2

2

1  .tt
u u a u uu a r r

r r r r r r
 ∂ ∂ ∂ ∂ = = +  ∂ ∂ ∂ ∂   

 

Решение ищем в виде ( , ) ( ) ( )u r t T t W r= ⋅ , тогда начальные и граничные 
условия примут вид: W( ) 0 и (0) ( ),  (0) ( ).R T r T rϕ ψ′= = =  

Подставляем ( , ) ( ) ( )u r t T t W r= ⋅  в исходное уравнение и получим: 

( )
2

''( ) ( ) ( ) '( ) ''( )aT t W r T t W r rW r
r

⋅ = +  

Разделим это равенство на )()(2 rWtTa : 
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2
2

1 '( ) '' ( )'' ( )
( ) ( )

W r W rT t r
a T t W r

+
= = −λ . 

Отсюда имеем два уравнения: 

2 2'' ( ) ( ) 0 ,T t a T tλ+ =  

21''( ) ' 0W r W W
r

λ+ + = . Это уравнение Бесселя нулевого порядка, которое 

имеет решение ( ) ( )0W r J r= λ . Учитывая граничные условия ( ) 0W R = , получим 

( )0 0J Rλ = . Отсюда 0( ) ,n n
n n n n

rR W r J
R R
µ µ λ = µ ⇒ λ = ⇒ =  

 
 где nµ – корни урав-

нения Бесселя. 
Теперь решаем дифференциальное однородное уравнение 2-го порядка с по-

стоянными коэффициентами 2 2'' ( ) ( ) 0T t a T tλ+ = . Его решение 

( ) cos sinn n
n n n

a aT t A t B t
R R
µ µ

= +  

В результате получаем решение заданного уравнения 

∑ 





 µ







 µ

+
µ

=
∞

=0
0sincos),(

n

nn
n

n
n R

rJt
R

aBt
R

aAtru , 

в котором осталось определить неизвестные коэффициенты nA и nB , удовле-
творяющие начальным условиям (0) ( ),  (0) ( ).T r T rϕ ψ′= =  

Для этого разложим функции ( ) и ( )r rϕ ψ  по функциям Бесселя: 

0
1

( ) ,n
n

n

rr a J
R
µϕ

∞

=

 =  
 

∑ где 02 2
1 0

2  ( )
( )

R
n

n
n

ra r r J dr
R J R

µϕ
µ

 =  
 ∫ ; 

0
1

( ) ,n
n

n

rr b J
R
µψ

∞

=

 =  
 

∑  где 02 2
1 0

2  ( )
( )

R
n

n
n

rb r r J dr
R J R

µϕ
µ

 =  
 ∫ . 

Отсюда следует, что n nA a=  и .n
n n n n

n

a RB b B b
R a
µ

µ
= ⇒ =  

В итоге имеем решение 

∑ 





 µ







 µ

+
µ

=
∞

=0
0sincos),(

n

nn
n

n
n R

rJt
R

aBt
R

aAtru , 

где  

02 2
1 0

2  ( ) ,
( )

R
n

n
n

rA r r J dr
R J R

µϕ
µ

 =  
 ∫  
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02
1 0

2  ( ) ,
( )

R
n

n
n n

rB r r J dr
aR J R

µϕ
µ µ

 =  
 ∫  

nµ – положительные корни уравнения Бесселя 0 ( ) 0nJ µ = . ▲ 

Задача 7. Определить поперечные колебания однородной круглой мем-

браны радиуса R , вызванные начальной скоростью 
, 0

2( )
0,

2

RU r
f r

R r R

 ≤ ≤= 
 < <


, если 

край мембраны закреплен жестко. 

▼Решение. Поскольку заданное тело(мембрана) имеет форму круга, то вы-
берем полярную систему координат с началом координат в центре круга. Поста-
новка задачи. требуется найти решение уравнения: 

∞<><≤







∂
∂

+
∂
∂

= ),0(,0,0,
2

22

tutRr
r
ur

r
u

r
autt  (7.1) 

при граничном условии: 

0),( =tRu , (7.2) 

начальные условия имеют вид: 

)()0,(,0)0,( rfruru t == . (7.3) 

Краевые условия однородны и уравнение однородно, поэтому применяем 
метод разделения переменных:  

)()(),( rWtTtru = . 
Тогда граничные и начальные условия примут вид: 

0)( =RW , )()0(',0)0( rfTT == .  

Подставляя )()(),( rWtTtru =  в исходное уравнение (7.1) и разделяя пере-
менные получим: 

2
2 )(

)('')('1
)(
)(''

λ−=






 +
=

rW
rWrrW

rtTa
tT .  

Получили систему обыкновенных дифференциальных уравнений: 





=λ++

=λ+

.0)()(')(''
,0)()(''

2

22

rWrrWrWr
tTatT
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Решение первого уравнения не представляет сложностей и уже рассматри-
валось выше : 

t
R

aBt
R

aAtT n
n

n
nn

µ
+

µ
= sincos)( , 

а второе уравнение, является уравнением Бесселя его решение с учетом гранич-
ных условий будет выглядеть следующим образом: 







 µ=

R
rJrW n

n 0)( .  

Таким образом решение уравнения (7.1) запишем в виде суперпозиции част-

ных решений )(rWn  и )(tTn : 0
1

( , ) cos sinn n n
n n

n

a a ru r t A t B t J
R R R

∞

=

   = + ⋅   
   

∑ µ µ µ . 

Из начальных условий находим произвольные постоянные nA  и nB . Ис-
пользуем начальные условия и выражение для начальной скорости ( )f r : 

∑ =





 µ=

∞

=1
0 0)0,(

n

n
n R

rJAru , откуда находим 0=nA . 

0
1

( , 0) ( ).n n
t n

n

a ru r B J f r
R R

∞

=

 = = 
 

∑µ µ  

Чтобы найти значение nB , разложим )(rf  в ряд по цилиндрическим функ-
циям Бесселя , то есть в ряд Фурье – Бесселя: 

∑ 





 µ=

∞

=1
0)(

n

n
n R

rJbrf ,  

где ∫ ∫ =





 µ

µ
=






 µ

µ
=

R R
n

n

n

n
n dr

R
rJr

JR
Udr

R
rJrfr

JR
b

0

2/

0
02

1
202

1
2 )(

2)(
)(

2  

=∫⋅
µ
⋅

µ
=

µ
=

µ
==

µ
=

µ
dttJtR

JR
UdtRdrtRrt

R
r n

nnnn

n
2/

0
02

2

2
1

2 )(
)(

2/,,/   

 = 2/
012

1
2 )(

)(
2 ntJt
J

U

nn

µ⋅
µµ

=
/2

12 2
1 0

2
( )

R
n n

n n

U r rJ
J R R

 ⋅ ⋅  
 

µ µ
µ µ

= 

1 12 2
1 1

2
( ) 2 2 ( ) 2

n n

n n n n

U R UJ J
J R J

   = ⋅ ⋅ = ⋅   
   
µ µ

µ µ µ µ
. 



26 
 

Следовательно, 0 0
1 1

n n n
n n

n n

a r rB J b J
R R R

∞ ∞

= =

   =   
   

∑ ∑µ µ µ ,  

где 





 µ⋅

µµ
=

2)( 12
1

n

nn
n J

J
Ub . Откуда находим: 

)(
2

2)( 2
1

2

1

12
1 nn

n

n

nnn
n

n
n Ja

JUR
J

J
U

a
Rb

a
RB

µµ







 µ

=





 µ⋅

µµ
⋅

µ
=

µ
= .  

Отсюда следует, что решение исходной задачи (7.1)-(7.3) имеет вид: 

∑ 





 µ⋅






 µ⋅

µµ







 µ

=
∞

=1
02

1
2

1
sin

)(
2),(

n

nn

nn

n

R
rJt

R
a

J

J

a
RUtru , 

где nµ  – положительные корни уравнения Бесселя 0)(0 =µnJ . ▲ 

Задача 8. Однородная круглая мембрана с жестко закрепленным краем со-
вершает поперечные колебания, вызванные начальным отклонением 
( ) ( )2 2f r A R r= − . Найти поперечные колебания мембраны. 

Постановка задачи: 

найти решение уравнения:  

∞<><≤







∂
∂

+
∂
∂

= ),0(,0,0,
2

22

tutRr
r
ur

r
u

r
autt  (8.1) 

при граничном условии: 

0),( =tRu  (8.2) 

и начальных условиях: 

( )2 2( ,0) , ( ,0) 0tu r A R r u r= − = . (8.3) 

▼Решение ищем методом Фурье в виде произведения двух функций ( )T t  
и ( )W r : 

( , ) ( ) ( )u r t T t W r= ⋅   

Тогда граничные и начальные условия примут вид: 

0)( =RW , )()0(',0)0( rfTT ==   

Подставляем )()(),( rWtTtru =  в исходное уравнение (7.1): 
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2 1''( ) ( ) ( ) ' ( ) '' ( )T t W r a T t W r W r
r

 ⋅ = + 
 

.  

Разделим это равенство на )()(2 rWtTa  и получим: 

2
2

1 ' ( ) ''( )'' ( )
( ) ( )

W r W rT t r
a T t W r

+
= = −λ .  

Откуда получаем систему уравнений
2

2

"( ) ( ) 0 ,
1"( ) W' 0 .

T t a T t

W r W
r

 + =



+ + =
λ

 

Решение этих уравнений имеют вид: 

( ) ( )0W r J r= λ , ( )0 0nJ rλ =  – решение уравнения Бесселя для заданных 

граничных условий. 

( ) 0W R = . Обозначим n nRλ = µ  – корни уравнения Бесселя. 

n
n R

µ
λ = . 






 µ=

R
rJrW n

n 0)(   

Решим уравнение для функции ( )nT t : t
R

aBt
R

aAtT n
n

n
nn

µ
+

µ
= sincos)( . 

Таким образом решение исходного уравнения (8.1) с учетом граничных 

условий запишем в виде суперпозиции двух решений )(rWn и )(tTn :

0
0

( , ) cos sinn n n
n n

n

a a ru r t A t B t J
R R R

∞

=

   = + ⋅   
   

∑ µ µ µ . 

Чтобы найти постоянные интегрирования коэффициенты nA  и nB , исполь-

зуем начальные условия (8.3):  

( )2 2
0

0
cos0 n

n
n

rA R r A J
R
µ∞

=

 − =  
 

∑ . 

Разложим левую часть  в ряд Фурье-Бесселя: 



28 
 

( )2 2
0

1
0n

n
n

rA R r J
R

∞

=

 − = = 
 

∑ µα , где 

( ) ( )2 2 2 3
0 02 2 2 2

1 10 0

2 2
( ) ( )

R R
n n

n
n n

r A rr A R r J dr rR r J dr
R J R R J R

   = − = −   
   ∫ ∫
µ µα

µ µ
. 

( ) ( )
4

2 2
0 0 02

0 0 0

n n

n
R

nn

n n n

n

r Rr
Rr R Rd RR rJ dr R J J d

RdR dr

µ µ

µ τ
= τ =

µµ τ τ  = = ⋅ τ = τ ⋅ τ τ =  τ µ µ µ  =
µ

∫ ∫ ∫

( ) ( )
4 4

1 12 n n n
n n

R RJ J= µ µ = µ
µ µ

. 

( )
3

3 3
0 03

0 0

n

n
R

nn

n n

n

r Rtt r
Rr R Rr J dr t J t dt

RdtR dr

µ

µ
= =

µ µ
= = ⋅  µ µ  =

µ

∫ ∫ . 

Применим формулу: 

( ) ( ) ( ) ( )3 2 3
0 0 1

0

2 4
x

r J r dr x J x x x J x= + −∫ , 

согласно которой ( ) ( ) ( )
4

3 2 3
0 0 14 0

0

2 4
n

R
n

n

r Rr J dr t J t t t J t
R

µ µ  = ⋅ + −   µ 
∫ ={учитывая 

( )0 0nJ =µ }= ( ) ( )
4 4

3 2
1 14 34 4n n n n n

n n

R RJ J   ⋅ µ − µ µ = ⋅ µ − µ   µ µ
. 

Тогда ( ) ( ) ( )
4 4

2
1 132 2

1

2 4n n n n
n nn

A R RJ J
R J

 
 α = ⋅ µ − ⋅ µ − µ =  µ µµ  

 

( ) ( ) ( )
4 2

132 2 3
1 1

2 4 8
n

nn n n

A R ARJ
R J J

= ⋅ µ =
µµ µ µ

. 

Таким образом, найдены коэффициенты
( )
2

3
1

8
n

n n

R AA
J

=
µ µ

, 0.nB =  
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Решение исходной задачи (8.1)-(8.3) имеет вид: 

( )
2

03
0 1

1( , ) 8 cos n n

n n n

a ru r t AR t J
R RJ
µ µ

µ µ

∞

=

   = ⋅ ⋅   
   

∑ , 

где nµ  – положительные корни уравнения Бесселя 0 ( ) 0J =µ . ▲ 

Задача 9. Однородная круглая мембрана совершает поперечные колеба-
ния, вызванные постоянной начальной скоростью U точек мембраны.  

Необходимо найти решение уравнения 

∞<><≤







∂
∂

+
∂
∂

= ),0(,0,0,
2

22

tutRr
r
ur

r
u

r
autt  (9.1) 

при граничном условии: 

0),( =tRu  (9.2) 

и начальных условиях: 

( ,0) 0, ( ,0)tu r u r U= = . (9.3) 

▼ Решение ищем в виде: ( , ) ( ) ( )u r t T t W r= ⋅ . 

Подставляем ( , ) ( ) ( )u r t T t W r= ⋅  в исходное уравнение (9.1): 

2 1''( ) ( ) ( ) '( ) ''( )T t W r a T t W r W r
r

 ⋅ = + 
 

.  

Разделим это равенство на )()(2 rWtTa  и получим: 

2
2

1 '( ) '' ( )'' ( )
( ) ( )

W r W rT t r
a T t W r

+
= = −λ .  

Получили обыкновенные дифференциальные уравнения  
2'' ( ) ( ) 0 ,T t a T t+ =

 

21''( ) R' 0W r R
r

+ + =λ .  

( ) ( )0W r J r= λ  – решение уравнения Бесселя. 
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( ) ( )0 0W R J R= λ = . Обозначим n nRλ = µ ⇒ 0( )n n
n n

rW r J
R R
µ µ λ = ⇒ =  

 
. 

Решение уравнения для функции ( )nT t : t
R

aBt
R

aAtT n
n

n
nn

µ
+

µ
= sincos)( . 

Решение исходного уравнения (9.1) запишем в виде суперпозиции двух ре-

шений )(rWn  и )(tTn : ∑ 





 µ







 µ

+
µ

=
∞

=0
0sincos),(

n

nn
n

n
n R

rJt
R

aBt
R

aAtru . 

Для того чтобы найти коэффициенты nA  и nB , используем начальные усло-

вия (9.3):  

0 0
0

 0 cos 0 0n
n n

n

rA J r A
R
µ∞

=

 = ⇒ = 
 

∑  

Разложим U в ряд Фурье-Бесселя: 

0
1

0n
n

n

rU B aJ
R

∞

=

 = = 
 

∑ µλ .  

0
1

0n
n

n

rU J
R

∞

=

 = = 
 

∑ µα , 

где 02 2
1 0

2
( )

n
R

nn
n

n

n

r Rr
RrrU J dr

RdrR J R dr

= =
 = = = 
  =

∫

µ ττ
µµα

µ
µ

 

= ( )02 2
1 0

2
( )

n

n n n

U R RdrJ
R J ∫

µ τ τ
µ µ µ 1 12 2

1 1 1

2 2( )
( ) ( )n

n n n

U UJ
J J

= ⋅ ⋅ =µ µ
µ µ µ µ

. 

Следовательно, 2
1 1 1

2 2 2
( ) ( ) ( )n

n n n n n n n

U U R U RB
J a J a J a

= = =
µ µ λ µ µ µ µ µ

. 

Таким образом, решение исходной задачи имеет вид: 

( ) 02
1 1

2 1( , ) n n

n n n

U R a ru r t Sin t J
a R RJ

∞

=

   = ⋅ ⋅   
   

∑ µ µ
µ µ

, 

где nµ  – положительные корни уравнения Бесселя 0)(0 =µnJ . ▲ 
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