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ВВЕДЕНИЕ 

Многие реально существующие объекты и явления не позволяют описать 

их с помощью функций одной независимой переменной, чем обоснованно 

введение в курс математики понятия функции нескольких независимых 

переменных. 

Понятие функции нескольких переменных является одним из основных 

понятий математического анализа. Все основные определения, такие как 

область определения, область значения, промежутки монотонности, понятия 

предела и непрерывности функции нескольких переменных аналогичны 

соответствующим понятиям для функции одной независимой переменной. 

Однако при работе с функциями нескольких переменных следует учитывать 

некоторые особенности таких функций.    

Данное учебно-методическое пособие предназначено для организации 

самостоятельной работы студентов. Оно содержит достаточное количество 

разобранных практических заданий, решение которых поможет разобраться в 

материале. А также необходимое количество заданий для отработки навыков 

работы с функциями нескольких переменных. Учебно-методическое пособие не 

перегружено теоретическими сведениями, но содержит перечень теоретических 

вопросов, которые позволят студентам осознанно работать на лекции и 

своевременно подготовиться к зачету или коллоквиуму по теме «Функции 

нескольких переменных». 
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Теоретические вопросы 

 

1. Сформулируете определение функции нескольких переменных. 

Приведете примеры. 

2. Перечислите способы задания функции нескольких переменных. 

3. Дайте понятие линий и поверхностей уровня функции нескольких 

переменных. 

4. Сформулируйте определение предела функции нескольких 

переменных. 

5. Дайте понятие непрерывности функции нескольких переменных. 

6. Дайте определение частного и полного приращения функции 

нескольких переменных. 

7. Дайте определение частных производных функций нескольких 

переменных. Укажите их обозначения и правила нахождения. Приведите 

примеры. 

8. Изложите геометрический смысл частных производных для 

функции двух переменных. 

9. Дайте понятие частных производных высших порядков. Покажите 

их обозначения. 

10. Дайте определение полного дифференциала функции нескольких 

переменных. Запишите формулу для вычисления полного дифференциала. 

11. Изложите метод применения полного дифференциала к 

приближенным вычислениям.  

12. Дайте определения касательной плоскости и нормали к 

поверхности. Запишите их уравнения. 

13. Сформулируйте теорему существования неявных функций. 

14. Запишите формулы нахождения частных производных функций, 

заданной неявно. 

15. Выведите формулу производной по направлению 

16. Дайте понятие скалярного поля. Приведите примеры. 
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17.  Дайте определение градиента скалярного поля. В чем состоит связь 

производной по направлению и градиента. 

18. Дайте понятие экстремума функции нескольких переменных.  

19. Сформулируйте  необходимое условие существование экстремума 

функции нескольких переменных. 

20. Запишите достаточное условие экстремума функции двух 

переменных. 

21. Изложите метод (способ) отыскания наибольшего и наименьшего 

значений функции нескольких переменных заданной в ограниченной  области. 

22. Дайте понятие условного экстремума. 

23.  Изложите метод множителей Лагранжа. 
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Образец выполнения расчетно-графической работы 

Пример 1. Найти область определения функции 22 4936 yxZ  , 

изобразить ее на чертеже.  

Решение. В условии задачи задана функция двух независимых 

переменных x и y. Найти ее область определения, значит определить все 

возможные значения переменных x и y, при которых выражение 

22 4936 yxZ   имеет смысл.  

Выражение 22 4936 yx   содержит квадратный корень который имеет 

смысл в случае когда подкоренное выражение неотрицательно, то есть 

выполняется неравенство: 04936 22  yx . Найдем решение данного 

неравенства. 

Так как неравенство  04936 22  yx  содержит две переменные x и y, то 

решение его найдем графически. Для этого построим границу решения 

данного неравенства, определяемую уравнением 04936 22  yx . Преобразуем 

уравнение к виду, удобному для построения линии: 

04936 22  yx  

 36:3649 22  yx  

1
36

4

36

9 22








yx

 

1
94

22


yx

 

В результате преобразования получаем уравнение эллипса с центром в 

точке (0,0) и полуосями a=2 и b=3. Изобразим полученный эллипс на чертеже 

(рис.1). 
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Рис.1. График уравнения 1
94

22


yx

 

Эллипс разделил координатную плоскость xOy на две части: 

внутреннюю, заключенную внутри эллипса и внешнюю по отношению к 

эллипсу часть. Решением неравенства 04936 22  yx  является только одна из 

этих частей. Для того чтобы определить какая часть плоскости удовлетворяет 

решению неравенства достаточно выбрать произвольную точку в одной из 

частей и подставить ее координаты в неравенство. Если координаты точки 

удовлетворяют неравенству, то следует выбирать именно ту часть плоскости, 

которой принадлежит выбранная точка. 

Возьмем точку внутри эллипса с координатами (1; 1) и подставим в 

неравенство 04936 22  yx . Получим     0141936
22
 , 04936  , 023  - 

неравенство верно, а, следовательно, решением неравенства является 

внутренняя часть эллипса (рис.2). 

 

Рис.2. Решение неравенства 04936 22  yx  
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Область определения функции совпадает с решением неравенства, 

значит искомой областью определения функции 22 4936 yxZ   является 

внутренняя часть эллипса, изображенного на рисунке 2. 

Пример 2. Найти уравнения и построить линии уровня следующей 

функции ухZ 2  

Решение. Линии уровня строятся только для функций двух независимых 

переменных и представляют собой семейство линий для каждой из которых 

значение Z принимает строго определенное постоянное значение. Линии 

уровня позволяют предварительно изучить сложный характер поверхности, 

являющейся графиком функции ухZ 2 . Там где линии уровня 

располагаются часто поверхность обычно более крутая и, наоборот, чем 

поверхность более пологая, тем реже линии уровня. 

Для нахождения линий уровня необходимо задать зависимой 

переменной Z фиксированное постоянное значение C=const и в полученном 

уравнении выразить одну независимую переменную x или y через другую. 

Зададим Z=C, получим ухС 2 . Выразим переменную y через х, 

имеем хСу  2 , х
С

у
2

1

2
  - уравнения линий уровня. 

Для построения графиков данных уравнений будем придавать различные 

значения постоянной С и изображать графики функций в системе координат 

хОу. 

Пусть С=0, тогда ху
2

1
  - графиком являются два луча с центром в 

точке (0, 0) и расположенные выше оси ох. Подберем точки для построения 

графика, которые расположим в таблице:  

х -2 0 2 

у 1 0 1 

График функции ху
2

1
  представлен на рис.3. 
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Рис. 3. Линии уровня функции ухZ 2 при С=0 

При С=2 1
2

1
 ху  - график функции поднимется вдоль оси оу на 1 

единицу относительно графика функции ху
2

1
  (рис. 4). 

 

Рис. 4. Линии уровня функции ухZ 2 при С=2 

При С= –2 1
2

1
 ху  - график функции сдвигается вниз вдоль оси оу на 1 

единицу относительно графика функции ху
2

1
  (рис. 5). 
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Рис. 5. Линии уровня функции ухZ 2 при С= –2 

Итак, можно заметить, что придавая различные значения постоянной С 

внешний вид графика функции не меняется, он лишь перемещается вдоль оси 

оу на 
2

С
 единиц вверх при 0С  и вниз при 0С . Значит линии уровня можно 

представить как семейство лучей представленных на рис.6. 

 

 Рис. 6. Линии уровня функции ухZ 2  

 

Пример 3. Найти частные производные первого порядка функции 

22 yx

yx
z
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Решение: представленная функция 
22 yx

yx
z




  является функцией двух 

независимых переменных. Вследствие чего имеем право находить две 

производные первого порядка от этой функции, по каждой из независимых 

переменных х или у. 

Правила дифференцирования для функций двух независимых 

переменных аналогичны соответствующим правилам дифференцирования для 

функции одной независимой переменной. Но при нахождении производной 

следует помнить, что одна из независимых переменных (по которой 

проводится дифференцирование) является изменяемой, тогда как другую 

необходимо при этом считать постоянной фиксированной величиной. 

Итак, определим производную по переменной х от функции 
22 yx

yx
z




 , 

переменную у при этом фиксируем. 

Заданная функция представляет из себя частное, поэтому воспользуемся 

правилом для нахождения производной частного: 
2v

vuvu

v

и 












, и формулой 

дифференцирования степенной функции:   uunu nn 
 1 , получаем 

    
 222

2222

yx

yxyxyxyx
z x









 , 

       
22

22
2

1
2222

2

1

yx

yxyxyxyxyx

z x


















, 

       

22

2

1
2222 02

2

1
01

yx

xyxyxyx

z x
















, 

 

22

22

22

2

2

yx

yx

x
yxyx

z x




















 , 
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 2
3

22

222

yx

xyxyx
z x




 , 

 

  2222 yxyx

yxy
z x




 , 

 

    22 yxyxyx

yxy
z x




 ,  

  22 yxyx

y
z x




 . 

Аналогично определяем производную первого порядка от функции 

22 yx

yx
z




  по переменной у (зафиксировав при этом переменную х): 

    
 222

2222

yx

yxyxyxyx
z y









 , 

       
22

'22
2

1
2222

2

1

yx

yxyxyxyxyx

z

yyy

y
















, 

       

22

2

1
2222 20

2

1
10

yx

yyxyxyx

z y
















, 

 

22

22

22

2

2

yx

yx

y
yxyx

z y






















 , 

 2
3

22

222

yx

xyxyx
z y




 , 

  2222

222

yxyx

xyyx
z y




 . 

Ответ: производные первого порядка от функции 
22 yx

yx
z




  по 

переменной х равна 
  22 yxyx

y
z x




 , по переменной у равна 

  2222

222

yxyx

xyyx
z y




 . 
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Пример 4. Найти все частные производные второго порядка функции 

322 )(3 yхz   

Решение: функция 322 )(3 yхz   является функцией двух независимых 

переменных. Для нее можно отыскать две производные первого порядка (по 

каждой из независимых переменных). Каждая производная первого порядка 

также является функцией двух независимых переменных, а значит, от каждой 

из двух производных первого порядка можно найти еще по две производных, 

которые и будут являться производными второго порядка от исходной 

функции. 

Найдем производную первого порядка от функции 322 )(3 yхz   по 

переменной х: 

     222222322 18233)(3 yхxxyхyхzx 


 . 

Аналогично определяем производную первого порядка от функции 

322 )(3 yхz   по переменной у: 

     222222322 18233)(3 yхyyyхyхz y 


 . 

Теперь от производной  22218 yхxzx   найдем две производные:  

по переменной х: 

         






222222222 181818 yхxyхxyхxzxx , 

    xyхxyхzxx 221818 22222   

  2222 518 yxyхzxx  , 

по переменной у: 

         






222222222 181818 yхxyхxyхxzxy , 

    yyхxyхzxy 22180 22222  , 

 2272 yхxyzxy  . 

Таким же образом найдем две производные от производной функции 

первого порядка по переменной у,  22218 yхyz y  , получаем: 
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по переменной х: 

         






222222222 181818 yхyyхyyхyz yx , 

    xyхyyхz yx 22180 22222  , 

 2272 yхxyz yx  , 

по переменной у:  

         






222222222 181818 yхyyхyyхyz yy , 

    yyхyyхz yy 221818 22222  , 

  2222 518 yхyхz yy  . 

Ответ: частные производные второго порядка от функции 322 )(3 yхz   

имеют вид:   2222 518 yxyхzxx  ,   2222 518 yхyхz yy  , 

 2272 yхxyzz xyyx  . 

Пример 5. Найти
zyx

u



3
 . yzyxzxyu 3232 4  

Решение: функция yzyxzxyu 3232 4  является функцией трех 

независимых переменных х, у и z.  

Найти 
zyx

u



3
 это значит найти производную третьего порядка от 

функции u. Причем, сначала ее необходимо продифференцировать по 

переменной х, затем по переменной у и после этого по переменной z. 

Определим производную функции yzyxzxyu 3232 4  по переменной х, 

при этом переменные у и z считаем фиксированными. 

222 3 yxzy
x

u
ux 




 . 

Полученный результат дифференцируем по переменной у: 

yxyz
yx

u
uxy

2
2

62 



 . 

Для полученной второй производной находим производную по 

переменной z: 
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y
zyx

u
uxyz 2

3





  

Ответ: y
zyx

u
2

3





. 

Пример 6. Показать, что функция )23(sin3 yхz  удовлетворяет 

уравнению 032  yx zz . 

Решение: для того чтобы показать справедливость уравнения 032  yx zz  

необходимо подставить в него заданную функцию )23(sin3 yхz   и провести 

алгебраические преобразования. Вычислим частные производные первого 

порядка от функции )23(sin3 yхz   по переменным х и у используя правило 

вычисления производной сложной функции. 

По переменной х: 

  3)23cos()23(sin3)23(sin 23 


 yxyхyхzx  

)23cos()23(sin9 2 yxyхzx  . 

По переменной у: 

  2)23cos()23(sin3)23(sin 23 


 yxyхyхz y  

)23cos()23(sin6 2 yxyхzx  . 

Подставим найденные частные производные первого порядка в 

уравнение 032  yx zz : 

)23cos()23(sin63)23cos()23(sin9232 22 yxyхyxyхzz yx  , 

)23cos()23(sin18)23cos()23(sin1832 22 yxyхyxyхzz yx  , 

032  yx zz , что и требовалось показать. 

Пример 7. Найти частные производные первого порядка функции

063 232  xyzyx , заданных неявно. 

Решение: для нахождения частных производных первого порядка от 

функции z, заданной неявно, следует продифференцировать левую и правую 

части уравнения по каждой из переменных х и у. После этого нужно с 

помощью алгебраических преобразований выразить xz  и yz . 
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По переменной х:  

  063 232 


 xxyzyx , 

        063 232 











xxxx xyzyx , 

062302  yzzx x  

Выразим из последнего выражения xz , получим: 

z

xy

z

xy
z x

3

3

6

26 



 . 

Аналогично определяем производную первого порядка по переменной у: 

  063 232 


 yxyzyx , 

        063 232 











yyyy xyzyx , 

062330 2  xzzy y  

Выразим из последнего выражения yz , получим: 

z

xy

z

xy
z y

2

2

6

63 22 



 . 

Пример 8. Найти полный дифференциал функции 

а) 
3

32 arccos
y

x
ez yx   ; б) 

yxz

yx
u

23

2
2 


 . 

Решение. 

а) Так как функция 
3

32 arccos
y

x
ez yx    зависит от двух переменных, то 

полный дифференциал будем искать по формуле: dy
y

z
dx

x

z
dz 









 .  

Найдем сначала частные производные данной функции. 

























 

263

32

3

6

2

32

3

32 1
arccos2

1

1

1
arccos2

xyy

x
e

y

y

x
e

y

x
e

x

z yxyxyx ; 




























 

263

32

4

6

2

32

3

32 3
arccos3

3

1

1
arccos3

xyy

x

y

x
e

y

x

y

x
e

y

x
e

x

z yxyxyx . 
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Подставив полученные значения частных производных в формулу, 

получим искомый полный дифференциал: 

dy
xyy

x

y

x
edx

xyy

x
edz yxyx 

































 

263

32

263

32 3
arccos3

1
arccos2 . 

б) Функция 
yxz

yx
u

23

2
2 


  зависит от трех переменных. Формулы для 

дифференциала примет вид: dz
z

u
dy

y

u
dx

x

u
du 














 . Аналогично случаю (а) 

найдем частные производные. 

22

2

22

22

)23(

34

)23(

3)2()23(2

yxz

yzy

yxz

zyxyxz

x

u














; 

22

2

22

2

)23(

43

)23(

2)2()23(

yxz

xxz

yxz

yxyxz

y

u














; 

22

2

22 )23(

126

)23(

6)2(

yxz

xzxyz

yxz

xzyx

z

u














. 

Искомый полный дифференциал функции 
yxz

yx
u

23

2
2 


 :  

dz
yxz

xzxyz
dy

yxz

xxz
dx

yxz

yzy
du 
















22

2

22

2

22

2

)23(

126

)23(

43

)23(

34
. 

Пример 9. Найти приближенное значение выражения 
97,1

02,0



arctg
. 

Решение. Приближенное значение функции ),( yxfz   в точке 

),( 00 yyxxM   можно найти по формуле: 

yyxfxyxfyxfyyxxf yx  ),(),(),(),( 00000000 .  

Введем функцию 
y

arctgx
z  . Требуется найти приближенное значение 

этой функции в точке )97,1;02,0(  . В качестве точки ),( 00 yx  подберем точку 

близкую к данной точке, в которой вычислить значение функции удобно. 

Возьмем )2;0(  : 0
2

0
),( 00 



arctg

yxf . Найдем частные производные введенной 

функции и вычислим из значения в «удобной» точке )2;0(  . 
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21

11

xyx

z







; 

2y

arctgx

y

z





; 

5,0
01

1

2

1

2

2
0














y
xx

z
; 

 
0

2

0
2

2
0












arctg

y

z

y
x

. 

Приращения аргументов: 02,0002,0 x , 03,0)2(97,1 y . 

Подставив все вычисленные значения  формулу, получим:  

01,003,0002,05,00
97,1

02,0




arctg
. 

Пример 10. Найти локальные экстремумы функции хуухz 62 33  . 

Решение. 

Воспользуемся необходимым условием экстремума функции двух 

переменных. Искать точки экстремума будем среди точек, в которых частные 

производные равны нулю или не существуют.  

Найдем частные производные: ух
x

z
63 2 




, ху

y

z
66 2 




. Составим 

систему уравнений: 








.066

,063
2

2

ху

ух
 Выразим из второго уравнения 2ух   и 

подставим в первое уравнение: 063 4  уу ; 0)2(3 3 уу , 01 у , 3
2 2у . Тогда 

01 х , 3
2 4х .  

Итак, мы получили две стационарные точки )0,0(1М  и )2,4( 33
2М . 

Проверим, имеет ли данная функция экстремум в какой-нибудь из них. Для 

этого воспользуемся достаточным условием экстремума функции двух 

переменных. А именно проверим выполнимость следующих условий: 

1) если 0

2

22

2

2

2



















MM

MM

y

z

yx

z

yx

z

x

z

 и 0
2

2






M
x

z
, то в критической точке М  функция 

двух переменных имеет минимум; 
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2) если 0

2

22

2

2

2



















MM

MM

y

z

yx

z

yx

z

x

z

 и 0
2

2






M
x

z
, то в критической точке М  функция 

двух переменных имеет максимум; 

3) если 0

2

22

2

2

2



















MM

MM

y

z

yx

z

yx

z

x

z

, то в критической точке М  функция двух 

переменных не имеет экстремума; 

4) если 0

2

22

2

2

2



















MM

MM

y

z

yx

z

yx

z

x

z

, то в окрестности критической точки М  

необходимо оценить знак приращения функции двух переменных. В 

частности, если приращение отрицательно точка М  является точкой 

максимума, если положительно – точкой минимума, если меняет знак, то 

экстремума в точке М  функция не имеет. 

Найдем частные производные второго порядка:  

х
x

z
6

2

2





; 6

2






уx

z
; у

у

z
12

2

2





; 

0

1

2

2






M
x

z
; 6

1

2






M
уx

z
; 0

1

2

2






M
у

z
; 

3

2

2

46

2






M
x

z
; 6

2

2






M
уx

z
, 3

2

2

212

2






M
у

z
. 

Вычислим определитель для каждой из точек. 

)0,0(1М : 036
06
60




 , следовательно, в точке )0,0(1М  экстремума нет 

)2,4( 33
2М : 0108

2126

646
3

3




 , 0463
2

2

2






M
x

z
, следовательно, в точке 

)2,4( 33
2М  функция хуухz 62 33   имеет локальный минимум. При этом 

    41244246224 33
3

3
3

3
min z . 
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Пример 11. Найти наименьшее и наибольшее значение функции 

5463 22  уухухz  в области, ограниченной линиями: 1х , 1у , 2 ху . 

Решение.  

Область ограничена прямыми: 1х  – прямая параллельная оси 

ординат, 1у  – прямая параллельная оси абсцисс, 2 ху  – прямая 

параллельная биссектрисе углов первой и третьей четверти и смещенная 

относительно биссектрисы на две единицы вниз. 

Изобразим область в декартовой системе координат (рис. 7). Точки 

пересечения прямых обозначим )3,1( А , )1,1(В , )1,3(С . 

Найдем критические точки функции 5463 22  уухухz , 

принадлежащие области. 

Частные производные функции: ух
x

z
66 




, 426 




ух

y

z
. Составим 

систему уравнений: 








,0426

,066

ух

ух
 








,426

,

хх

ух
 







.5,0
,5,0

у
х  Решением системы 

является точка )5,0;5,0(М  – критическая точка функции, принадлежащая 

рассматриваемой области. 

Рис. 7. - Область в декартовой системе координат 

Далее найдем критические точки функции, принадлежащие границам 

области. 
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Рассмотрим границу АВ . Уравнение этой границы 1х , при этом 

 1,3у . Подставим значение 1х  в функцию 5463 22  уухухz , 

получим функцию     541613 22
 уууz  или 810 2  ууz  одной 

переменной. Найдем критические точки последней функции, принадлежащие 

отрезку  1,3у . уz 210 , 0210  у ,  1,35 у . То есть критических точек, 

принадлежащих границе АВ , кроме самих точек А  и В , у функции нет. 

Рассмотри границу АС . Ее уравнение 2 ху , при этом  3,1х . 

Подставим значение 2 ху  в функцию 5463 22  уухухz , получим 

функцию       5242263
22  хххххz , 

584441263 222  ххххххz  или 7204 2  ххz . 208  хz , 

0208  х , 5,2х  3,1 , 5,025,2 у  Таким образом, на границе АС  области 

есть критическая точка )5,0;5,2(Е . 

Уравнение границы ВС : 1у ,  3,1х . Рассуждая аналогично первым 

двум случаям, имеем: 5141163 22  ххz , 863 2  ххz , 66  хz , 066 х , 

1х  3,1 . )1;1(К  – критическая точка функции 5463 22  уухухz , 

принадлежащая границе ВС  области. 

Найдем значения функции 5463 22  уухухz  во всех найденных 

критических точках ( М , Е , К ) и в точках А , В  и С : 

         31534331613)(
22

Аz ; 

    17514111613)( 22
Вz ; 

17514113633)( 22 Сz ; 

    655,045,05,05,065,03)(
22

Мz ; 

    1855,045,05,05,265,23)(
22

Еz ; 

5514111613)( 22 Кz . 

Итак, наибольшее значение функция 5463 22  уухухz  в 

рассматриваемой области достигает в точке Е , а наименьшее – в точке А . А 

именно 18max z , 31min z . 
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Пример 12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией 

435 322  ухухz  в точке )2;1(0 Р . 

Решение.  

Градиент функции двух переменных определяется как вектор 






















00

;
PP y

z

x

z
gradz .  

2310 ух
x

z





, 236 уху

y

z





, тогда   223110 2

0






Рx

z
, 

  023216 2

0






Р
y

z
. Искомый градиент:   0;2gradz . 

Пример 13. Найти производную функции  22 34ln ухz   по направлению 

вектора 


 jiа 512 в точке )1;1(А . 

Решение.  

Производную по направлению можно вычислить по формуле:  

 coscos 















AA y

z

x

z

a

z
, где 

22
cos

ух

хх

аа

а

а

а





  и 

22
cos

ух

уу

аа

а

а

а





  – 

направляющие косинусы вектора, задающего направление 

дифференцирования.  

22 34

8

ух

х

x

z







, 

22 34

6

ух

у

y

z







, 

 
  7

8

1314

18
22











Аx

z
, 

  7

6

1314

16
22











А
у

z
; 

  13

12

512

12
cos

22



 , 

  13

5

512

5
cos

22





 . 

Подставив в приведенную формулу получим: 
91

126

13

5

7

6

13

12

7

8
















a

z
. Так 

как значение производной отрицательно, то функция  22 34ln ухz   в точке 

)1;1(А  в направлении вектора 


 jiа 512  убывает. 

Пример 14. Написать уравнение касательной плоскости и уравнения 

нормали к поверхности 033 22  zух , проходящих через точку )4;3;1(0М . 

Решение.  
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Если точка 0М  принадлежит поверхности   0,, zухF , то уравнение 

касательной плоскости имеет вид          0000000  zzMFyyMFxxMF zyx , 

а уравнение нормали – 
     0

0

0

0

0

0

MF

zz

MF

yy

MF

xx

zуx













. 

  6166
0

0 
Мx хMF ,   6322

0
0 

Му уMF ,   33
0

0 
Мz MF . 

Тогда уравнение касательной плоскости:       0433616  zyx  или 

0622  zух , а уравнения нормали: 
3

4

6

3

6

1









 zyx
 или 

1

4

2

3

2

1









 zyx
. 
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Варианты расчетно-графической работы 

 

Вариант 1 

1. Найти область определения функции 
94

1
22 yx

z  , изобразить ее 

на чертеже.  

2. Найти уравнения и построить линии уровня функции ухz  . 

3. Найти частные производные первого порядка функции 
22 yx

yx
z


 . 

4. Найти все частные производные второго порядка функции 

322 )(
3

1
yхz  . 

5. Найти 
zyx

u



3
. yzyxzxyu 3232 4 . 

6. Показать, что функция )43(sin2 yхz  удовлетворяет уравнению 

034  yх zz . 

7. Найти частные производные первого порядка функции

06222  xzyx , заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции 
2yx

yx
z


 . 

9. Найти приближенное значение выражения  29sin47tg . 

10. Найти локальные экстремумы функции 6424 22  yyyхz . 

11.  Найти наименьшее и наибольшее значение функции

yxyхxyz 44996 22   в замкнутой области, при 2,0,1,0  yyxx . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией 

6233  хyyхz  в точке )2;1(0P . 

13.  Найти производную функции хyхz 65 2   в точке )1;2(А  по 

направлению вектора jia

2 . 

14.  Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности 072 32  zyх , проходящей через точку )1;1;2(0M .  
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Вариант 2 

 

1. Найти область определения функции 
x

x
z

1
arcsin


 , изобразить ее на 

чертеже.  

2. Найти уравнения и построить линии уровня функции 22 уxz   

3. Найти частные производные первого порядка функции xyexz  . 

4. Найти все частные производные второго порядка функции 

)ln( 22 yxxz  . 

5. Найти 
zyx

u



3
. xyxzyxu 32422   

6. Показать, что функция xyez   удовлетворяет уравнению 

zzzyzx xyyх 22  . 

7. Найти частные производные первого порядка функции 3Axyz  , 

заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции 














33

11
ln

yx
z . 

9. Найти приближенное значение выражения 3,02)97,1( е . 

10. Найти локальные экстремумы функции yxyxyxz 3222  . 

11.  Найти наименьшее и наибольшее значение функции 22  xyхz  в 

замкнутой области при 0,0,3  xyxy . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией 








y

xz
1

ln  в 

точке )4;1(0P . 

13.  Найти производную функции )35ln( yxz   в точке )2;2(А  по 

направлению вектора jia

32  . 

14.  Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности 032 22  zyxyх , проходящей через точку )12;2;1(0M . 
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Вариант 3 

 

1. Найти область определения функции )ln( yxz  , изобразить ее на 

чертеже.  

2. Найти уравнения и построить линии уровня функции. 2)( уxz  . 

3. Найти частные производные первого порядка функции xyz  . 

4. Найти все частные производные второго порядка функции 

xy

yx
arctgz






1
. 

5. Найти 
zyx

u



3
. 242 xyezyеu yх   

6. Показать, что функция )32(cos2 yхz   удовлетворяет уравнению 

023  yx zz . 

7. Найти частные производные первого порядка функции eyx  , 

заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции 
x

z

y

z

x

y
u  . 

9. Найти приближенное значение выражения 11)97,1()02,3( 22  . 

10. Найти локальные экстремумы функции xyxyхz 42 22  . 

11.  Найти наименьшее и наибольшее значение функции

yyxyxz 45,022 22   в замкнутой области при 0,2,2  xyxy . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией 

yхyхz 4222   в точке )2;3(0P . 

13.  Найти производную функции )( 2хyarctgz   в точке )1;2(А  по 

направлению вектора jia

43  . 

14.  Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности 0222  zyх , проходящей через точку )0;2;2(0M . 
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Вариант 4 

 

1. Найти область определения функции yxz  , изобразить ее на 

чертеже.   

2. Найти уравнения и построить линии уровня функции 
x

y
z  . 

3. Найти частные производные первого порядка функции )ln( 22 yxz  . 

4. Найти все частные производные второго порядка функции 

)sin( byaxz  . 

5. Найти 
zyx

u



3
. 

3422 zeyxu  . 

6. Показать, что функция 22 3yxz  удовлетворяет уравнению 

03  yx zxzy . 

7. Найти частные производные первого порядка функции

xyyx  2)2cos(2 , заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции xyexz  . 

9. Найти приближенное значение выражения 
4 22 3)01,3()98,1(

5


. 

10. Найти локальные экстремумы функции 4183 22  yxyхz . 

11.  Найти наименьшее и наибольшее значение функции

22 42 yхxyxz   в замкнутой области при 02,0,0  yxyx . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией 22 yхz   в 

точке )4;3(0P  

13.  Найти производную функции 222 32 yхyхz   в точке )2;1( А  по 

направлению вектора jia

86  . 

14.  Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности 422  zyzх , проходящей через точку )1;0;2(0 M .  
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Вариант 5 

 

1. Найти область определения функции 
yxyx

z






11

, изобразить 

ее на чертеже.  

2. Найти уравнения и построить линии уровня функции. 
22 2

1

yx
z


 . 

3. Найти частные производные первого порядка функции yxz  . 

4. Найти все частные производные второго порядка функции 
yexez  . 

5. Найти 
zyx

u



3
. yzхеu

2

 . 

6. Показать, что функция )ln( 22 yхz   удовлетворяет уравнению 

0
2





yx

zz yх
. 

7. Найти частные производные первого порядка функции

02222  xzzyx , заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции 
tx

tx
u

2

2




 . 

9. Найти приближенное значение выражения  199,002,1ln 43  . 

10. Найти локальные экстремумы функции  2yxez e

x

 . 

11.  Найти наименьшее и наибольшее значение функции 22 35 yxyxz   в 

замкнутой области при 1,1,1,1  yyxx . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией 

133 233  хyxyхz  в точке )2;1(0P . 

13.  Найти производную функции 
y

х
z

2

arcsin  в точке )2;1(А  по 

направлению вектора jia

512  . 

14. Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности 1
941

222


zyх

, проходящей через точку )3;2;1(0M .  
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Вариант 6 

 

1. Найти область определения функции 
4

arcsin
22 yx

z


 , изобразить ее 

на чертеже.   

2. Найти уравнения и построить линии уровня функции xуz  . 

3. Найти частные производные первого порядка функции 

332 )75(  yyxz . 

4. Найти все частные производные второго порядка функции 
yx

yx
z




 . 

5. Найти 
zyx

u



3
. 32ln zxyu  . 

6. Показать, что функция 3 222 xyz  удовлетворяет уравнению 

02  yx zxzy . 

7. Найти частные производные первого порядка функции

zyxzyx 32)32sin(2  , заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции )arcsin( xtu  . 

9. Найти приближенное значение выражения 11)98,1()01,3( 22  . 

10. Найти локальные экстремумы функции 10232 22  yxxyz . 

11.  Найти наименьшее и наибольшее значение функции хyxz  25,0  в 

замкнутой области при 8,2 2  yxy . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией )2ln( yxz   в 

точке )2;1(0P . 

13.  Найти производную функции  22 53ln yхz   в точке )3;2(А  по 

направлению вектора jia

34  . 

14.  Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности 32 222  zyх , проходящей через точку )0;1;1(0M .  
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Вариант 7 

 

1. Найти область определения функции )32ln( yxz  , изобразить ее на 

чертеже.   

2. Найти уравнения и построить линии уровня функции 22 yxz  . 

3. Найти частные производные первого порядка функции 
x

y
tgz ln . 

4. Найти все частные производные второго порядка функции 
2xyez  . 

5. Найти 
zyx

u



3
. yxexu

243 . 

6. Показать, что функция )23(sin2 yxz  удовлетворяет уравнению 

032  yх zz . 

7. Найти частные производные первого порядка функции

44224 23 Ayyxx  , заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции )ln( yxz  . 

9. Найти приближенное значение выражения     802,293,2
32
 . 

10. Найти локальные экстремумы функции 168 33  xyyxz . 

11.  Найти наименьшее и наибольшее значение функции xyyxz  3  в 

замкнутой области при 0,4,  xyxy . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией )3ln( 32 yхz   

в точке )1;1(0P . 

13.  Найти производную функции 22 432 yхyхz   в точке )2;2( А  по 

направлению вектора jia

3 . 

14.  Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности 
22 22  хz , проходящей через точку )3;1;1(0M . 
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Вариант 8 

 

1. Найти область определения функции 24 yxz  , изобразить ее на 

чертеже.  

2. Найти уравнения и построить линии уровня функции уxz  . 

3. Найти частные производные первого порядка функции y

x

ez


 . 

4. Найти все частные производные второго порядка функции 
y

x
z sin . 

5. Найти 
zyx

u



3
. zxyu 2 . 

6. Показать, что функция 
y

x
arctgz  удовлетворяет уравнению 0 yx zyzx . 

7. Найти частные производные первого порядка функции

052364 22  yxyx , заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции 
x

y
xz sin . 

9. Найти приближенное значение выражения    3 33
1194,102,2  . 

10. Найти локальные экстремумы функции yxxyхz 8422  . 

11. Найти наименьшее и наибольшее значение функции yхxyz 23   в 

замкнутой области при 4,0,4,0  yyxx . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией  22yхarctgz   в 

точке )1;1(0 P . 

13. Найти производную функции 
2y

x
arctgz   в точке )1;3(А  по 

направлению вектора jia


 . 

14. Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности 0322  zyх , проходящей через точку )1;2;1(0M . 
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Вариант 9 

 

1. Найти область определения функции )9ln( 22 yxz  , изобразить ее 

на чертеже.   

2. Найти уравнения и построить линии уровня функции уxz  . 

3. Найти частные производные первого порядка функции )ln( yxxyz   

4. Найти все частные производные второго порядка функции 

)ln( yexz  . 

5. Найти 
zyx

u



3
. xzzyxyu 34 sin  . 

6. Показать, что функция )32(2 yхtgz  удовлетворяет уравнению 

024  yх zz . 

7. Найти частные производные первого порядка функции

72483 22  yxyx , заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции 
2t

x

eU  . 

9. Найти приближенное значение выражения    3 22
204,398,3  . 

10. Найти локальные экстремумы функции 221 yxz  . 

11. Найти наименьшее и наибольшее значение функции yхxyxz  32  

в замкнутой области при 3,0,2,0  yyxx . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией 

)45ln( 22 yxz   в точке )1;1(0P . 

13. Найти производную функции  222ln yхz   в точке )3;3( А  по 

направлению вектора jia

2 . 

14. Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности 364 22  zyх , проходящей через точку )4;1;4(0M . 
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Вариант 10 

 

1. Найти область определения функции 
3

2
arcsin

yx
z


 , изобразить ее на 

чертеже.   

2. Найти уравнения и построить линии уровня функции xyz 22  . 

3. Найти частные производные первого порядка функции 
y

x
arctgz  . 

4. Найти все частные производные второго порядка функции 

)sin( ayxz  . 

5. Найти 
zyx

u



3
. )ln(3 yzyxu  . 

6. Показать, что функция 
522 )( yx

y
z


 удовлетворяет уравнению 

2

11

y

x
z

y
z

x
yx  . 

7. Найти частные производные первого порядка функции

082632 22  yxyx , заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции 
3yxU  . 

9. Найти приближенное значение выражения  31cos44sin . 

10. Найти локальные экстремумы функции  22 32
22

yxez yx   . 

11.  Найти наименьшее и наибольшее значение функции yхxyz 2  в 

замкнутой области при 0,8,  yxxy . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией хyarctgz   в 

точке 








2

1
;20P . 

13. Найти производную функции 224 82 yххz   в точке )1;2( А  по 

направлению вектора jia

43  . 

14. Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности 
43

2 22 yх
z  , проходящей через точку )3;2;3(0M .  
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Вариант 11 

 

1. Найти область определения функции yxxyz  ln , изобразить ее 

на чертеже.   

2. Найти уравнения и построить линии уровня функции xуz  . 

3. Найти частные производные первого порядка функции 

)ln( 22 yxxz  . 

4. Найти все частные производные второго порядка функции 

)ln( 22 yxz  . 

5. Найти 
zyx

u



3
. 232 2cos zyyzyxu  . 

6. Показать, что функция 
x

y
xz ln  удовлетворяет уравнению 

zzyzx yx  . 

7. Найти частные производные первого порядка функции

1ln  yxzz , заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции 323 2yxyxz  . 

9. Найти приближенное значение выражения 
  4)01,2(98,3

2
32


. 

10. Найти локальные экстремумы функции 132 22  yxyхz . 

11.  Найти наименьшее и наибольшее значение функции

xyxyхz 42 22   в замкнутой области при 3,0,1  xyxy . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией 
2

3

y

х
z   в точке 

)4;3(0P . 

13. Найти производную функции 22 yхyхz   в точке )1;1(А  по 

направлению вектора jia


 2 . 

14. Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности 21222  zyх , проходящей через точку )1;4;2(0M .  
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Вариант 12 

 

1. Найти область определения функции 922  yxz , изобразить ее на 

чертеже.   

2. Найти уравнения и построить линии уровня следующей функции 

xyxz  2 . 

3. Найти частные производные первого порядка функции )lnln( yxz  . 

4. Найти все частные производные второго порядка функции 

)12ln( 22  xyxz . 

5. Найти 
zyx

u



3
. yzxu ln3 . 

6. Показать, что функция 
y

x
tgyхz )( 22   удовлетворяет уравнению 

zzyzx yx 2 . 

7. Найти частные производные первого порядка функции

026222  yxyyx , заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции 22 yxyxz  . 

9. Найти приближенное значение выражения    4 23
2094,204,3  . 

10. Найти локальные экстремумы функции 22 )1(  yхz . 

11.  Найти наименьшее и наибольшее значение функции

xyxyхz 25,22 22   в замкнутой области при 2,0,2,0  yyxx . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией 
y

x
z arcsin  в 

точке )5;3(0P . 

13. Найти производную функции 22 32 yхyхz   в точке )1;2(А  по 

направлению вектора jia

43  . 

14. Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности 1
914

222


zyх

, проходящей через точку 














2

3
;

2

2
;10M .  
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Вариант 13 

 

1. Найти область определения функции 1
94

22


yx

z , изобразить ее на 

чертеже.   

2. Найти уравнения и построить линии уровня следующей функции 

)1( 2  xyz . 

3. Найти частные производные первого порядка функции x

y

z 3 . 

4. Найти все частные производные второго порядка функции 

y

x
z arccos . 

5. Найти 
zyx

u



3
. yxezu 42 2  . 

6. Показать, что функция 
22

32

yx

yx
z




 удовлетворяет уравнению 

zzyzx yx  . 

7. Найти частные производные первого порядка функции

03232 333  yxyzzyx , заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции xy

x

eez  . 

9. Найти приближенное значение выражения   02,3
04,1 . 

10. Найти локальные экстремумы функции yxyxyхz 2223  . 

11.  Найти наименьшее и наибольшее значение функции 1022  хyxz  в 

замкнутой области при 0,0,4  xyxy . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией 

22 yxyxyхz   в точке )2;1(0P . 

13. Найти производную функции  22 35ln yхz   в точке )1;1(А  по 

направлению вектора jia

23  . 

14. Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности 01246222  zyzyх , проходящей через точку )4;3;33(0 M .  



37 
 

Вариант 14 

 

1. Найти область определения функции 11 22  yxz , изобразить 

ее на чертеже.  

2. Найти уравнения и построить линии уровня функции xyz  . 

3. Найти частные производные первого порядка функции 
y

x
tgz

2

 . 

4. Найти все частные производные второго порядка функции 
2x

y
ctgz  . 

5. Найти 
zyx

u



3
. )2sin( 22 zxyu  . 

6. Показать, что функция 
yx

yx
z






22

 удовлетворяет уравнению 

yx

yx
zz yx






)(2
. 

7. Найти частные производные первого порядка функции

08822 222  zxzzyx , заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции )2sin(ln txz  . 

9. Найти приближенное значение выражения  62cos44sin . 

10. Найти локальные экстремумы функции 206922  yxyxyхz . 

11.  Найти наименьшее и наибольшее значение функции

xyxyхz 42 22   в замкнутой области при 2,0,  xyxy . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией

xyyхz 33   в точке )4;3(0P . 

13. Найти производную функции хyхz 65 2   в точке )1;2(А  по 

направлению вектора jia

2 . 

14. Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности 225 yхz  , проходящей через точку )14;3;1(0M . 
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Вариант 15 

 

1. Найти область определения функции 1 yxz , изобразить ее на 

чертеже.  

2. Найти уравнения и построить линии уровня функции. xуxz 222  . 

3. Найти частные производные первого порядка функции 
y

x
z

2cos
 . 

4. Найти все частные производные второго порядка функции yxz  . 

5. Найти 
zyx

u



3
. 223 zyxu  . 

6. Показать, что функция 33ln yx
y

x
z   удовлетворяет уравнению 

)(3 33 yxzyzx yx  . 

7. Найти частные производные первого порядка функции

x

y
arctgyx  22ln , заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции yxyxU 222 sinsin)(sin  . 

9. Найти приближенное значение выражения     201,303,4
22
 . 

10. Найти локальные экстремумы функции 22233 22  yxyхz . 

11.  Найти наименьшее и наибольшее значение функции

yxyхxyz 44996 22   в замкнутой области при 0,0,1,0  yyxy . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией 

 22 45ln yxz   в точке )1;1(0P . 

13. Найти производную функции  2хyarctgz   в точке )3;2(А  по 

направлению вектора jia

34  . 

14.  Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности 42 43 yхz  , проходящей через точку )8;1;2(0M .  
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Вариант 16 

 

1. Найти область определения функции 
yx

x
z


 arccos , изобразить ее на 

чертеже.   

2. Найти уравнения и построить линии уровня функции. yyxz 422  . 

3. Найти частные производные первого порядка функции 
y

x
xyz  . 

4. Найти все частные производные второго порядка функции 
x

y
z

2cos
 . 

5. Найти 
zyx

u



3
. )42sin(2 yxzu  . 

6. Показать, что функция yez y

x

ln удовлетворяет уравнению 

0 yx zyzx . 

7. Найти частные производные первого порядка функции

5242 222  zxzyx , заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции yez y

x

ln . 

9. Найти приближенное значение выражения  4429cos tg . 

10. Найти локальные экстремумы функции xyyхz 333  . 

11.  Найти наименьшее и наибольшее значение функции yxyхz  2  в 

замкнутой области при 0,0,2  yxxy . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией yехz   в точке 

)0;2(0P . 

13. Найти производную функции 
y

х
z

2

arcsin  в точке )2;1(А  по 

направлению вектора jia


125  . 

14. Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности 022  zyх , проходящей через точку )3;2;1(0 M .  
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Вариант 17 

 

1. Найти область определения функции 
x

y
z arcsin , изобразить ее на 

чертеже.  

2. Найти уравнения и построить линии уровня функции. 224 уxz  . 

3. Найти частные производные первого порядка функции 

)2sin( yxxz  . 

4. Найти все частные производные второго порядка функции 

)32(cos2 yxz  . 

5. Найти 
zyx

u



3
. yzyxu 322  . 

6. Показать, что функция 
x

y
z  удовлетворяет уравнению 0 yx zyzx  

7. Найти частные производные первого порядка функции

0coscoscos  xzzyyx , заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции 








24

sin2
y

ez
x


. 

9. Найти приближенное значение выражения  5 23 101,2)97,2(  . 

10. Найти локальные экстремумы функции 
862

22 xyyxхy
z  . 

11.  Найти наименьшее и наибольшее значение функции

xyхyxz 45,022 22   в замкнутой области при 0,2,2  xyxy . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией 

222 2хyyхz   в точке )4;3(0P . 

13. Найти производную функции  22 43ln yхz   в точке )3;1(А  по 

направлению вектора jia


 2 . 

14. Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности 33322  xyyxyх , проходящей через точку )1;1;1(0M .  
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Вариант 18 

 

1. Найти область определения функции 49 2222  yxyxz , 

изобразить ее на чертеже.  

2. Найти уравнения и построить линии уровня функции. 
22

1

yx
z


 . 

3. Найти частные производные первого порядка функции 
y

x
z arccos . 

4. Найти все частные производные второго порядка функции xyz ln . 

5. Найти 
zyx

u



3
. xeyxu 222 )(  . 

6. Показать, что функция xyеz   удовлетворяет уравнению 

022  yyxx zyzx . 

7. Найти частные производные первого порядка функции

0lnln  xyxy , заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции 
y

x

x

y
z  . 

9. Найти приближенное значение выражения     404,295,0
22
 . 

10. Найти локальные экстремумы функции )12(23 yxyхz  , 0,0  yх . 

11. Найти наименьшее и наибольшее значение функции 435 22  yxyхz  

в замкнутой области при 1,1,1,1  yyxx . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией 22 3xyхz   в 

точке )3;1(0P . 

13. Найти производную 224 23 yххz   в точке )2;1(А  по направлению 

вектора  jia

34  . 

14. Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности 02222  yzzух , проходящей через точку )1;2;1(0M .  
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Вариант 19 

 

1. Найти область определения функции xyxz  22 , изобразить ее 

на чертеже.  

2. Найти уравнения и построить линии уровня функции xyz 42  . 

3. Найти частные производные первого порядка функции xy
ez  . 

4. Найти все частные производные второго порядка функции 

)arcsin(xyz  . 

5. Найти 
zyx

u



3
. 3323 xyxzyu  . 

6. Показать, что функция )12ln( 22  yyxz  удовлетворяет 

уравнению 0 yyxx zz . 

7. Найти частные производные первого порядка функции

0sin 22  zxexy y , заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции txS ln . 

9. Найти приближенное значение выражения  29sin46tg . 

10. Найти локальные экстремумы функции 532 33  xyyхz . 

11.  Найти наименьшее и наибольшее значение функции

22 42 yxxyхzZ   в замкнутой области при 2,0,2,0  yyyx . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией 

22 32 yxyхz  , в точке )1;2(0P . 

13. Найти производную 222 53 xyyхz   в точке )1;2(А  по направлению 

вектора jia

2 . 

14. Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности xzyх 2222  , проходящей через точку )3;3;2(0 M . 
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Вариант 20 

 

1. Найти область определения функции 
2

arcsin
y

x
z  , изобразить ее на 

чертеже. 

2. Найти уравнения и построить линии уровня функции. 2)( yxz  . 

3. Найти частные производные первого порядка функции xyez sin . 

4. Найти все частные производные второго порядка функции 

x

y
arctgz  . 

5. Найти 
zyx

u



3
. 

22zyxeu  . 

6. Показать, что функция )(sin2 axyz  удовлетворяет уравнению 

02  xxyy zza . 

7. Найти частные производные первого порядка функции

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
, заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции 
32

arcsin
y

yx
z


 . 

9. Найти приближенное значение выражения  4644sin tg . 

10. Найти локальные экстремумы функции xyyxz 33 23  . 

11. Найти наименьшее и наибольшее значение функции

1422  xxyхz  в замкнутой области при 3,0,1  xyxyx . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией 

343 yхyхz   в точке )2;1(0P . 

13.  Найти производную  22 45ln yхz   в точке )1;1(А  по направлению 

вектора jia


 2 . 

14.  Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности  222 5 zyх , проходящей через точку )9;0;4(0M .  
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Вариант 21 

 

1. Найти область определения функции )ln( yxz  , изобразить ее на 

чертеже.  

2. Найти уравнения и построить линии уровня функции. ухz 2 . 

3. Найти частные производные первого порядка функции 
2yxz  . 

4. Найти все частные производные второго порядка функции 
x

y
z cos . 

5. Найти 
zyx

u



3
. )4ln(2 yxxzu  . 

6. Показать, что функция 
x

y
yz  удовлетворяет уравнению 

022  yyxx zyzx . 

7. Найти частные производные первого порядка функции

0)ln(1  xyxy eexy , заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции 
x

y
arctgz  . 

9. Найти приближенное значение выражения     996,104,2
33
 . 

10. Найти локальные экстремумы функции 22)(4 yxyxz  . 

11.  Найти наименьшее и наибольшее значение функции

27922  xyyхz  в замкнутой области при 3,0,3,0  yyxx . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией 

хyyхz 333   в точке )1;2(0P . 

13. Найти производную хyхz  2  в точке )2;1(А  по направлению 

вектора jia

43  . 

14. Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности 224 yхz  , проходящей через точку )6;3;1(0 M . 

  



45 
 

Вариант 22 

 

1. Найти область определения функции 41 22  xyz , изобразить 

ее на чертеже.  

2. Найти уравнения и построить линии уровня функции xyz 3 . 

3. Найти частные производные первого порядка функции 3

2 )log1( xyz  . 

4. Найти все частные производные второго порядка функции x

y

exz  . 

5. Найти 
zyx

u



3
. 

2xyzeu  . 

6. Показать, что функция 
y

x
arctgz  удовлетворяет уравнению  

0 yyxx zz . 

7. Найти частные производные первого порядка функции

0 xyyx zxy , заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции 
x

y
tgz ln . 

9. Найти приближенное значение выражения 
    105,195,1

2

33


. 

10. Найти локальные экстремумы функции yxyxyхz  22 . 

11. Найти наименьшее и наибольшее значение функции 12 22  yхz  в 

замкнутой области при 0,0,3  xyyx . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией 
22

4

yx

x
z


  в 

точке )1;1(0 P . 

13. Найти производную функции  22 2ln yхz   в точке )2;2(А  по 

направлению вектора jia


 . 

14. Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности 26 22  yzx , проходящей через точку )3;1;1(0M .  
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Вариант 23 

 

1. Найти область определения функции 2239 yxz  , изобразить ее 

на чертеже.  

2. Найти уравнения и построить линии уровня функции уxz 3 . 

3. Найти частные производные первого порядка функции yxarctgz  . 

4. Найти все частные производные второго порядка функции xyexz  . 

5. Найти 
zyx

u



3
. 3cos yxzu  . 

6. Показать, что функция 
x

yx
z

)sin( 
 удовлетворяет уравнению 

0
2

2
22 






















y

z
x

x

z
x

x
. 

7. Найти частные производные первого порядка функции 

yyyx cos2cossin  , заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции x

y

ez
sin

 . 

9. Найти приближенное значение выражения     202,303,4
22
 . 

10. Найти локальные экстремумы функции 22)(4 yxyxz  . 

11. Найти наименьшее и наибольшее значение функции

2223 yxyхz   в замкнутой области при 0,1,  yxxy . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией 221 yxz   

в точке )4;3(0P . 

13. Найти производную 22 32 yхyхz   в точке )2;1(А  по 

направлению вектора jia

43  . 

14. Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности 4322  yzх , проходящей через точку )1;2;3(0M . 
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Вариант 24 

 

1. Найти область определения функции 
224

1

yx
z


 , изобразить ее 

на чертеже.   

2. Найти уравнения и построить линии уровня функции 22 4уxz  . 

3. Найти частные производные первого порядка функции  yxz sin . 

4. Найти все частные производные второго порядка функции 

y

x
arctgz  . 

5. Найти 
zyx

u



3
. zxeyxu 332  . 

6. Показать, что функция y

x

ez   удовлетворяет уравнению 

0
2

2
22 





















y

z
y

x

z
x

x
. 

7. Найти частные производные первого порядка функции

2222 2 axyzzyx  , заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции )2sin(ln 2 yxz  . 

9. Найти приближенное значение выражения  4628sin tg . 

10. Найти локальные экстремумы функции 122  yxyxyхz . 

11.  Найти наименьшее и наибольшее значение функции

yxyхz  22 3  в замкнутой области при 1,1,1  yxyx . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией 

22 34 yxхz   в точке )2;1(0P . 

13. Найти производную 
y

x
arctgz

2

  в точке )2;1(А  по направлению 

вектора jia

23  . 

14. Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности 1622  xyz , проходящей через точку )5;2;5(0 M .  
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Вариант 25 

 

1. Найти область определения функции )24ln( 22 yxz  , изобразить ее 

на чертеже.   

2. Найти уравнения и построить линии уровня функции. 22 yxz  . 

3. Найти частные производные первого порядка функции 3 2yxz  . 

4. Найти все частные производные второго порядка функции 
y

x
tgz

2

 . 

5. Найти 
zyx

u



3
. )ln( 322 zxyu  . 

6. Показать, что функция y

x

e
y

z 4

2

2

1 




 удовлетворяет уравнению 

y

z

x

z









2

2

. 

7. Найти частные производные первого порядка функции xyx 2 , 

заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции y

x

y

x

eez  . 

9. Найти приближенное значение выражения  31cos59sin . 

10. Найти локальные экстремумы функции )12(23 yxyхz  . 

11. Найти наименьшее и наибольшее значение функции

435 22  yxyxz  в замкнутой области при 1,1,1  yxyx . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией 

xyxyхz 4423 22   в точке )2;1(0P . 

13. Найти производную 22 2 yхyхz   в точке )1;2(А  по направлению 

вектора jia

34  . 

14. Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности 539 222  xzy , проходящей через точку )1;1;1(0M . 
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Вариант 26 

 

1. Найти область определения функции 24 yxz  , изобразить ее на 

чертеже.   

2. Найти уравнения и построить линии уровня функции уxz 3 . 

3. Найти частные производные первого порядка функции xyz ln . 

4. Найти все частные производные второго порядка функции 

)sin( yxxz  . 

5. Найти 
zyx

u



3
. xezyu 232 4 . 

6. Показать, что функция )43(sin2 yхz  удовлетворяет уравнению 

034  yx zz . 

7. Найти частные производные первого порядка функции

06222  xzyx , заданной неявно. 

8. Найти полный дифференциал функции 
2yx

yx
z


 . 

9. Найти приближенное значение выражения     403,298,0
22
 . 

10. Найти локальные экстремумы функции 6424 22  yyyхz . 

11. Найти наименьшее и наибольшее значение функции

yxyхz  22 4  в замкнутой области при 0,0,3  yxyx . 

12. Найти градиент скалярного поля, заданного функцией 

8233  хyyхz , в точке )2;1(0P . 

13. Найти производную хyхz 65 2   в точке )1;2(А  по направлению 

вектора jia

2 . 

14. Написать уравнение касательной плоскости и уравнения нормали к 

поверхности 072 32  zyх , проходящей через точку )1;1;2(0M . 
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