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Глава I. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО
ИНТЕГРАЛА

§1. Площадь плоской фигуры

Вначале в строгом изложении рассмотрим
задачу об определении площади криволинейной
трапеции ABCD (рис.1). Эта фигура ограничена
сверху кривой DC, являющейся графиком функ-
ции )(xfy = , где f(x) - положительная и непре-
рывная на отрезке [a,b] функция, снизу – отрез-
ком AB оси Ox, а с боков –двумя ординатами AD
и BC (каждая из которых может свестись к точке).

Разобьем отрезок [a,b] на n частей точками:
a = nii xxxxxx <<<<<<< + ...... 1210 = b .

Обозначим через mi и Mi соответственно наименьшее и наибольшее значения
функции )(xf  на i-м отрезке [xi,xi+1] (i=0,1,…,n-1) и составим суммы Дарбу

∑
−

=

∆=
1

0

n

i
ii xms ,    ∑

−

=

∆=
1

0

n

i
ii xMS .

Они представляют собой площади ступенчатых фигур, составленных соответст-
венно из входящих и выходящих прямоугольников (см. рис. 1). Поэтому s<P<S.
Но при стремлении к нулю }{max ii

x∆=θλ  обе суммы имеют своим пределом ин-

теграл ∫
b

a

dxxf )( , следовательно, искомая площадь равна

∫=
b

a

dxxfP )( . (1)

                Если криволинейная трапеция CDEF
ограничена и снизу, и сверху графиками функ-
ции (рис.2), уравнения которых )(11 xfy =  и

)(22 xfy =    ( bxa ≤≤ ), то, рассматривая ее как
разность двух фигур ABEF и ABCD, выразим
площадь названной трапеции в виде:

( )∫ −=
b

a

dxxfxfP )()( 12 . (2)

                Пусть теперь дан сектор AOB (рис.3),
ограниченный кривой AB, заданной уравнением

)(θρρ =   )( βθα ≤≤ , и двумя радиус-векторами
OA и OB (каждый из которых может свестись к
точке). Пусть )(θρρ =  непрерывная функция на

Рис. 1.

Рис. 2.

Рис. 3.
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отрезке [α,β]. Разобьем отрезок [α,β] точками
βθθθθθα =<<<<<<= + nii ...... 110

и проведем соответствующие этим углам радиусы-векторы. Обозначим через µi и
Mi наименьшее и наибольшее значения функции ρ(θ) на каждом из элементарных
отрезков [θi, θi+1] (i=0,1,…,n-1), круговые секторы, описанные этими радиусами,
будут соответственно входящими и выходящими для фигуры (P).

Составим отдельно из входящих и выходящих секторов две фигуры, пло-
щади которых

∑
−

=

∆=
1

0

2

2
1 n

i
ii θµσ  и ∑

−

=

∆=∑
1

0

2

2
1 n

i
iiM θ .

Эти суммы будут суммами Дарбу для интеграла

∫
β

α

θθρ d)(
2
1 2 , при стремлении к нулю }{max ii

θλθ ∆= обе суммы имеют пределом

этот интеграл, а следовательно, площадь сектора

∫=
β

α

θθρ dP )(
2
1 2 . (3)

Формула (1) может быть использована и в том случае, когда кривая, огра-
ничивающая криволинейную трапецию, задана параметрически, т.е. уравнениями

)(tx ϕ= , )(ty ψ=    ( t0 ≤ t ≤ T ).
Произведя замену переменной в интеграле (1), получим (в предположении,

что ax =  при t=t0 и bx =  при t=T)

∫∫ ⋅==
T

t

T

t
t dtttdtyxP

00

)()( // ϕψ .

Если, например, при вычислении площади эллипса исходить из его параметриче-
ского представления tax cos⋅= , tby sin⋅=  и учесть, что x  возрастает от - a  до a ,
когда t убывает от π до нуля, то найдем

∫∫ ==−⋅⋅=
π

π

ππ
0

2
0

sin2)sin(sin2 abtdtabdttatbP .

Мы вычислили площадь верхней половины эллипса и удвоили ее.

§2. Выражение длины дуги интегралом

Рассмотрим на плоскости кривую AB, заданную параметрическими
уравнениями

)(tx ϕ=  , )(ty ψ=   ( t0 ≤ t ≤ T ),

где функции ϕ и ψ непрерывны на [t0,T] и на этом отрезке имеют непрерывные
производные ϕ/ и ψ/. Докажем, что кривая спрямляема при этих условиях и длина
дуги выражается формулой
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∫∫ ′+′=′+′=
T

t

T

t
tt dtttdtyxL

00

2222 )]([)]([ ψϕ . (4)

Будем исходить из разбиения отрезка [ ]Tt ,0 точками
Ttttttt nii =<<<<<<< + ...... 1210  на части длины iii ttt −=∆ +1 . Этим значениям

t отвечают вершины ломаной BAAA ...21 , вписанной в дугу AB .
Положим ii xt =)(ϕ , ii yt =)(ψ , ),...,1,0( ni = , iii xxx −=∆ +1 , iii yyy −=∆ +1 .

Длина гоi − звена 1+ii AA ломаной равна 22
1 iiii yxAA ∆+∆=+ . Применяя теорему

Лагранжа к приращениям ix∆ и iy∆ , получим
( ) ( ) ( ) iiiiii ttttx ∆′=−∆+=∆ τϕϕϕ ,
( ) ( ) ( ) iiiiii tttty ∆′=−∆+=∆ *τψψψ ,

где iτ , *
iτ находятся между it и ii tt ∆+ .

Имеем теперь ( )( ) ( )( ) iiiii tAA ∆′+′=+
2*2

1 τψτϕ ,
тогда периметр всей ломаной

( )( ) ( )( )∑
−

=

∆′+′=
1

0

2*2
n

i
iii tP τψτϕ .

Если во втором слагаемом заменить *
iτ  на iτ , то преобразованное

выражение         ( )( ) ( )( )∑
−

=

∆′+′=
1

0

22
n

i
iii tτψτϕσ

представляет собой интегральную сумму как раз для интеграла (4). При
стремлении к нулю }{max ii

t∆=θλ  эта сумма будет иметь своим пределом

упомянутый интеграл. Чтобы показать, что к тому же пределу стремится и
периметр p ломаной, достаточно обнаружить, что разность σ−P
стремится к нулю. Для этого проведем оценку для этой разности

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) i

n

i
iiii tP ∆′+′−′+′≤− ∑

−

=

1

0

2*222 τψτϕτψτϕσ .

          Элементарное неравенство bbbaba −≤+−+ 1
222

1
2 , если его применить

к каждому слагаемому в отдельности, даст нам ( ) ( )∑
−

=

∆′−′≤−
1

0

*
a

i
iii tP τψτψσ .

Ввиду непрерывности функции )(tψ ′ , по любому 0>ε найдется 0>δ , что
( ) ( ) ετψτψ <′−′ *  при δ<− tt* . Если взять δ<∆ it , то δττ <− ii

* , тогда

( ) ( ) ετψτψ <′−′ ii
*  и ( )0

1

0

tTtP
n

i
i −=∆≤− ∑

−

=

εεσ .

Это и доказывает наше утверждение .
Если кривая задана явным уравнением )(xfy =   )( bxa ≤≤ , то, принимая

x  за параметр, из формулы (4) как частный случай

получаем ∫ ′+=
b

a

dxxfL )(1 2 . (5)

В случае полярного задания кривой )(θρρ =   )( βθα ≤≤ также приводим к
параметрическому с помощью обычных формул перехода

Рис. 4.
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( ) θθρθρ coscos =⋅=x  , ( ) θθρθρ sinsin =⋅=y ,
где роль параметра играет θ.
Для этого случая θρθρθθ sincos −′=′x ,

θρθρθθ cossin +′=′y ,
так что ( ) ( )θρθρθθ

2222 ′+=′+′ yx  и

( ) ( )∫ ′+=
β

α

θθρθρ dL 22 . (6)

§3. Выражение объема интегралом

Начнем с того, что прямой цилиндр высоты H, основанием которого
служит квадрируемая плоская фигура (P), имеет объем, равный произведению
площади основания на высоту: V=PH.

Возьмем многоугольники (An) и (Bn), соответственно содержащиеся в (P)
и содержащие в себе (P), так, чтобы их площади An и Bn стремились к P. Если на
этих многоугольниках построить прямые призмы (Xn) и (Yn) высоты H, то их
объемы  Xn=AnH, Yn=BnH  будут стремиться к общему пределу V=PH, который и
будет объемом нашего цилиндра.

Рассмотрим теперь некоторое тело (V), содержащееся между плоскостями
ax =  и bx = , и станем рассекать его плоскостями, перпендикулярными к оси Oх

(рис.5).

Допустим, что все эти сечения квадрируемы, и пусть площадь сечения,
отвечающего абсциссе x , – обозначим ее через P(x) – будет непрерывной
функцией от x (для  bxa ≤≤ ).

Если спроектировать без искажения два подобных сечения на какую-либо
плоскость, перпендикулярную оси Ох, то они могут либо содержаться одно в
другом, либо частично налегать одно на другое, или лежать одно вне другого
(рис. 6).

Рис. 5.

Рис. 6.
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Мы остановимся на том случае, когда два различных сечения, будучи
спроектированы на плоскость, перпендикулярную к оси О x , оказываются всегда
содержащимися одно в другом.

В этом предположении можно утверждать, что тело имеет объем,
который выражается формулой

( )∫=
b

a

dxxPV . (7)

Для доказательства разобьем отрезок [ ]ba,  на оси Ох точками
bxxxxxa nii =<<<<<<≤ + ...... 110  на части и разложим плоскостями ixx = ,

проведенными через точки деления, всё тело на слои. Рассмотрим i-й слой,
содержащийся между плоскостями ixx = и 1+= ixx  )1,...,1,0( −= ni . На отрезке
[ ]1, +ii xx  функция P(x) имеет наибольшее значение iM  и наименьшее значение

im . Если все сечения, отвечающие различным значениям x в этом отрезке
[ ]1, +ii xx , поместить на одну плоскость, например, ixx = , то все они будут
содержаться в наибольшем, имеющем площадь iM , и содержать в себе
наименьшее, с площадью im .

Если на наибольшем сечении с площадью iM  и наименьшем с площадью

im  построить прямые цилиндры с высотой iii xxx −=∆ +1 , то больший из них
будет содержать в себе рассматриваемый слой нашего тела, а меньший будет
содержаться в этом слое. На основании сделанного замечания объемы этих
цилиндров будут соответственно равны ii xM ∆  и ii xm ∆ .

Из выходящих цилиндров составится тело (T), а из входящих – тело (V),
объемы которых равны соответственно

∑
−

=

∆
1

0

n

i
ii xM  и  ∑

−

=

∆
1

0

n

i
ii xm

При { }ii
x∆= maxθλ , стремящемуся к нулю, эти суммы имеют общий предел,

равный ∫
b

a

dxxP )( , таков же будет и объем тела.

Важный частный случай, когда выполняется
предположение о взаимном расположении сечений,
представляют тела вращения. Если на плоскости хOу
задана непрерывная кривая AB уравнением )(xfy =
( )bxa ≤≤ , причем 0)( >xf , то, вращая трапецию
aABb вокруг оси Oх, получим тело вращения, которое
подходит под рассматриваемый случай, так как
сечения его проектируются на перпендикулярную к
оси Oх плоскость в виде концентрических
окружностей.

Здесь ( )22 )()( xfyxP ππ == , так что             ∫=
b

a

dxxfV )(2π . (8)

Если криволинейная трапеция ограничена и снизу, и сверху кривыми, заданными
уравнениями )(11 xfy =  и )(22 xfy = , то

( ) ( ) ( )( )∫∫ −=−=
b

a

b

a

dxxfxfdxyyV 2
1

2
2

2
2

2
1 )()(ππ , (9)

Рис. 7.
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хотя предположение о сечениях здесь может и не выполняться.
Доказанный результат легко распространяется на все такие тела, которые

получаются путем сложения или вычитания из тел, удовлетворяющих
упомянутому предположению.

В общем случае можно утверждать лишь следующее: если тело (V)
имеет объем, то он выражается формулой (7):

∫=
b

a

dxxPV )( .

§4. Схема применения определенного интеграла

Прежде чем перейти к применениям определенного интеграла в других
областях (механики, физики, техники и пр.), полезно уяснить себе тот путь, по
которому в прикладных вопросах обычно приходят к определенному интегралу.

Предположим, что требуется определить некоторую постоянную
величину Q, связанную с отрезком [ ]ba, . При этом пусть каждому частичному

отрезку [ ]βα , , содержащемуся в [ ]ba, , отвечает некоторая часть величины Q
так, что разложение отрезка [ ]ba,  на частичные отрезки влечет за собой
разложение на соответствующие части и величины Q.

Точнее говоря, речь идет о некоторой “функции от промежутка”
( )],[ βαQ , обладающей свойством аддитивности, т.е., если отрезок [ ]βα ,

состоит из частичных отрезков [ ]γα , , [ ]βγ , , то ( ) ( ) ( )],[],[],[ βγγαβα QQQ += .
Задача же состоит в вычислении ее значения, отвечающего всему отрезку [ ]ba, .

Для примера возьмем на плоскости кривую AB, заданную уравнением
)(xfy =  ( )bxa ≤≤   (рис.8).

Тогда: 1) площадь P криволинейной
трапеции AA/B/B,
2) длина L кривой AB,
3) объем V тела, полученного от
вращения этой трапеции вокруг оси
OX, – все три являются величинами
указанного типа.
Рассмотрим “элемент” Q∆  величины
Q, отвечающий элементарному отрезку
[ ]xxx ∆+, . Исходя из условий задачи,
стараются найти для Q∆
приближенное выражение вида xxq ∆)( ,
линейное относительно x∆ , – так,Рис. 8.

0 x

y
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чтобы оно разнилось от Q∆  на бесконечно малую порядка высшего, чем x∆ .
Другими словами, из бесконечно малого (при 0→∆x ) “элемента” Q∆
выделяют его главную часть – дифференциал.

Ясно, что относительная погрешность приближенного равенства
dQxxqQ =∆≈∆ )(  будет стремиться к нулю вместе с x∆ , погрешность от такой

замены будет бесконечно малой высшего порядка, чем x∆ .
После этого можно утверждать, что искомая величина Q точно

выражается интегралом

∫=
b

a

dxxqQ )( . (9)

Для пояснения этого разделим отрезок [ ]ba,  точками 121 ,...,, −nxxx  на

элементарные отрезки ],[],...,,[],...,,[],,[ 11211 bxxxxxxa nii −+ .

Так как каждому отрезку ],[ 1+ii xx  отвечает элементарная часть нашей

величины, приближенно равная ii xxq ∆)(  , то вся искомая величина Q

приближенно выражается суммой ∑
−

=

∆
1

0

)(
n

i
ii xxq .

Степень точности полученного значения будет тем выше, чем мельче частичные
промежутки, так что Q, очевидно, будет пределом упомянутой суммы, т.е.

действительно выразится определенным интегралом ∫
b

a

dxxq )( .

Это в полной мере относится ко всем трем рассмотренным примерам
вычисления площади, длины дуги кривой, объема тела. Таким образом, все дело
сводится к установлению равенства dxxqdQ )(=  и переходу к интегралу, что и
приводит к формуле (9).

В качестве первого примера применения изложенной схемы рассмотрим
в следующем параграфе вопрос о вычислении площади поверхности вращения.

§5. Площадь поверхности вращения

Пусть имеем на плоскости xОy (в верхней полуплоскости) кривую AB,

заданную параметрическими уравнениями )(tx ϕ= , )(ty ψ=   ( )Ttt ≤≤0 ,

где ϕ и ψ – функции от параметра,
непрерывные  вместе со своими
производными. В качестве параметра введем
длину дуги S, отсчитываемую от точки A(t0), и
перейдем к представлению )(sx ϕ= , )(sy ψ=
( )Ls ≤≤0 , где L– длина всей кривой AB.

Рис. 9.
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Задача состоит в определении площади Q поверхности, полученной от
вращения кривой AB вокруг оси Оx. Если выделить элемент ds кривой, то его
приближенно можно принять за прямолинейный и вычислить соответствующий
ему элемент площади dQ как площадь усеченного конуса с образующей ds и
радиусами основания y и y+dy. Тогда

dSdyyydQ
2

)(2 ++= π .

Произведение dydS двух бесконечно малых надлежит отбросить. Мы придем к

линейной относительно ds формуле. ydsdQ π2= . Откуда ∫=
s

ydSQ
0

2π ,     (10)

где под у понимаем функцию )(sψ .
Если вернуться к общему параметрическому заданию кривой )(tx ϕ= ,

)(ty ψ=   ( )Ttt ≤≤0 , то, произведя в предшествующем интеграле замену

переменной, преобразуем его к виду ( ) ( )∫ ′+′=
T

t

dttttQ
0

22 )()()(2 ψϕψπ .      (10а)

В частности, если кривая задана явным уравнением )(xfy =  )( bxa ≤≤ , то в

роли параметра оказывается x, будем иметь ( )∫ ′+=
b

a

dxxfxfQ 2)(1)(2π .  (10б)
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Глава II. ВЫЧИСЛЕНИЕ МЕХАНИЧЕСКИХ И ФИЗИЧЕСКИХ ВЕЛИЧИН

§1. Нахождение статических моментов и центра тяжести кривой

Как известно, статический момент материальной точки массы m
относительно некоторой оси равен произведению массы m на расстояние d точки
до оси. Для системы n материальных точек с массами m1, m2, … , mn, лежащих в
одной плоскости с осью, соответственно на расстояниях d1, d2, … ,dn от оси L,
статический момент выразится суммой

∑
=

=
n

i
iiL dmM

1

.

При этом расстояния точек, лежащих по одну сторону от оси, берутся со знаком
плюс, а по другую сторону – со знаком минус.

Если же массы не сосредоточены в отдельных точках, но расположены
сплошным образом, заполняя линию или плоскую фигуру, то для выражения
статического момента вместо суммы потребуется интеграл. Остановимся на
определении статического момента Mx относительно оси Ох масс, расположенных
вдоль некоторой плоской кривой AB (рис.9). Предположим, что линейная
плотность )(sρρ =  )0( Ss ≤≤ . Выделим некий элемент ds кривой, масса
которого приближенно выражается числом dss)(ρ . Приняв элемент ds кривой на
расстоянии у от оси, получим его статический момент, равный

dssydM x )(ρ= .
Принимая за независимую переменную s, отсчитываемую от точки А, получим

∫=
S

x dssyM
0

)(ρ . (11)

Аналогично выражается статический момент относительно оси Oу

∫=
S

y dssxM
0

)(ρ . (12)

Легко понять, что масса элементарной части dssdm )(ρ= , а следовательно,

масса кривой выражается интегралом  ∫=
s

dssm
0

)(ρ . (13)

Статические моменты Мх и Му кривой позволяют установить положение ее центра
тяжести ),( cc yxC , обладающего тем свойством, что если в нем сосредоточить всю
“массу” кривой АВ, то статический момент этой массы относительно любой оси
равен моменту всей кривой относительно этой оси.

Следовательно, ∫==
S

yc dssxMmx
0

)(ρ ,

∫==
S

xc dssyMmy
0

)(ρ ,
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откуда

∫

∫
= S

S

c

dss

dssx
x

0

0

)(

)(

ρ

ρ
  , 

∫

∫
= S

S

c

dss

dssy
y

0

0

)(

)(

ρ

ρ
. (14)

В частности, если кривая однородная, т.е. const=ρ ,

то
L

xds
x

S

c

∫
= 0 , 

L

yds
y

S

c

∫
= 0  , (15)

где L– длина дуги АВ.
Из формулы (15) для ординаты ус центра тяжести получаем замечательное

геометрическое следствие. В самом деле, ∫=⋅
S

c ydSLy
0

 , откуда

∫=⋅
S

c ydSLy
0

22 ππ . (16)

В правой части равенства (16) имеем площадь Q поверхности, полученной
от вращения кривой АВ вокруг оси Oх, в левой части cyπ2 – длина окружности,
описанной центром тяжести при этом вращении. Таким образом, приходим к
утверждению, называемому первой теоремой Гульдина:
площадь поверхности, полученной от вращения кривой около некоторой не
пересекающей ее оси, равна длине дуги этой кривой, умноженной на длину
окружности, описанной центром тяжести кривой.

§2. Нахождение статических моментов и центра тяжести плоской фигуры

Рассмотрим плоскую фигуру АА/В/В (рис.10), ограниченную сверху
кривой АВ, которая задана явным уравнением

)(xfy =  )( bxa ≤≤ . Предположим, что
поверхностная плотность постоянна, т.е. фигура
однородна. Можно для определенности считать

1=ρ , тогда масса любой части фигуры
измеряется ее площадью.

Для вычисления статических моментов Мх, Му этой фигуры выделим как
обычно элемент нашей фигуры в виде бесконечно узкой вертикальной полоски
шириной dx (рис. 10). Приняв эту полоску приближенно за прямоугольник, мы
видим, что масса ее будет ydx. Предположив, что масса всей полоски
сосредоточена в ее центре тяжести (т.е. в центре прямоугольника), и учитывая,

что  до оси Ох расстояние равно yd x 2
1= , а до оси Оу – xd y = , находим

Рис. 10.
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dxydM x
2

2
1= , xydxdM y = , а следовательно,

∫=
b

a
x dxyM 2

2
1  ,  ∫=

b

a
y xydxM . (17)

По этим статическим моментам легко определить координаты центра тяжести

фигуры     ∫==⋅
b

a
yc xydxMxS  ; ∫==⋅

b

a
xc dxyMyS 2

2
1  ,

откуда  
S

xydx
x

b

a
c

∫
=  ,  

S

dxy
y

b

a
c

∫
=

2

2
1

, (18)

где  S – площадь фигуры АА/В/В.
Из формулы (18) для ординаты центра тяжести получаем второе важное

геометрическое следствие.

∫=⋅
b

a
c dxySy 22 ππ . (19)

Правая часть равенства (19) выражает объем V тела, полученного от вращения
плоской фигуры АА/В/В вокруг оси Ох, левая часть выражает произведение
площади этой фигуры S на cyπ2 – длину окружности, описанной центром
тяжести фигуры.

Отсюда получаем вторую теорему Гульдина:
объем тела вращения плоской фигуры около не пересекающей ее оси равен
произведению площади этой фигуры на длину окружности, описанной
центром тяжести фигуры.

V=S⋅⋅⋅⋅2ππππ yc .

§3. Механическая работа

Пусть точка М движется по прямой (этим случаем мы ограничиваемся
для простоты), причем на перемещении s на нее вдоль той же прямой действует
постоянная сила F. Из механики известно, что тогда работа этой силы A=Fs.

Если величина силы непрерывно меняется от точки к точке, то для
выражения работы силы снова приходится прибегнуть к интегралу.

Пусть путь s, проходимый точкой, будет независимой переменной.

Рис. 11.
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Предположим, что начальному положению точки М соответствует значение
s=s0, а конечному Т – значение s=S. (рис.11). Каждому значению s в промежутке
[s0,S] отвечает определенное положение движущейся точки К, а также
определенное значение величины F, которую можно рассматривать как
функцию от s. Взяв точку К в каком-нибудь ее положении, определяемом
значением S пути, найдем теперь приближенное выражение для элемента
работы, соответствующего приращению ds пути, от s до s+ds, при котором
точка К  перейдет в точку К/ (см. рис. 11). В положении К на точку действует
сила F(s), поскольку изменение этой величины при переходе точки К в К/ при
малом ds также мало, этим изменением можно пренебречь.

Считая величину силы F(s) приближенно постоянной, найдем для
элемента работы на перемещении ds выражение dssFdA )(= .

Тогда вся работа ∫=
S

s

dssFA
0

)( . (20)

§4. Давление

Давление, производимое жидкостью с удельным весом γ на одну сторону
погруженной в нее вертикальной пластинки, если расстояние х точек пластинки
до уровня жидкости изменяется от a до b (рис.12), определяется по формуле 

∫ ⋅=
b

a

xydxP γ , (21)

где у – длина горизонтального сечения
пластинки ( ))(xfy = . Так как на
элементарную пластинку шириной dx давит
слой жидкости, находящийся над этой
пластинкой, т.е. ydxxdP ⋅⋅=γ , где ydx –
площадь пластинки,
x⋅ydx – объем жидкости, а xydx⋅γ  – вес
жидкости, который и оказывает давление.

Следовательно, всё давление P получаем по формуле (21).

Рис. 12.
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Глава III. РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

§1. Геометрические задачи

Задача 1. Вычислить площадь фигуры, лежащей в первой четверти внут-
ри круга 222 3ayx =+  и ограниченной параболами ayx 22 =  и axy 22 =  ( 0>a ).

Решение. Найдем абсциссу точки А
пересечения параболы axy 22 =  с окружно-

стью 222 3ayx =+ .
Исключив y  из системы уравнений

   
,2

,3
2

222

axy
ayx

=

=+

получим 032 22 =−− aaxx , откуда находим единственный положительный ко-
рень axA = . Аналогично находим абсциссу точки D  пересечения окружности

222 3ayx =+  и параболы ayx 22 = ; 2axD = .
Таким образом, интересующая нас площадь равна

( )∫ −=
2

0
12 )()(

a

dxxyxyS ,

где 
a
xxy
2

)(
2

1 =  , 




−
=

222 3
2)(
xa

axxy
при
при

 
.2

,0
axa
ax

≤<
≤≤

По свойству аддитивности интеграла

=





−−+





−= ∫∫

2 2
22

0

2

2
3

2
2

a

a

a

dx
a
xxadx

a
xaxS

=





−+−+





−=

a

aa

a
x

a
xaxax

a
xxa

332
22

0

3
2
3

63
arcsin

2
33

263
22

222
22

2

3
1arcsin

2
3

3
2

6
1

3
2

3
1arcsin

3
2arcsin

2
3

63
22 aaaaaa 





+=+−





−+−= .

Здесь мы пользовались известной формулой тригонометрии

( )22 11arcsinarcsinarcsin αββαβα −−−=−    ( )0>αβ  для преобразования

3
1arcsin

3
21

3
1

3
11

3
2arcsin

3
1arcsin

3
2arcsin =





−⋅−−⋅=−  .

Рис.13.
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Задача 2. Вычислить площадь петли кривой 22 )1( −= xxy .
Решение. Область определения неявной функции y есть полуотрезок

[ )+∞;0 . Так как в уравнение кривой у входит во второй степени, то кривая
симметрична относительно оси Ох . Положительная ветвь )(1 xy  задается
уравнением





−
−=−⋅==

),1(
),1(1)(1 xx

xxxxxyy
.1

,10
>

≤≤
x

x

Общие точки симметричных ветвей )(1 xy  и )()( 12 xyxy −=  должны лежать на

оси Ох. Но 01)(1 =−⋅= xxxy  лишь при 01 =x  и 12 =x .

Следовательно, петля  кривой образована кривыми )1( xxy −=  и

)1( xxy −−= , 10 ≤≤ x  (рис. 14).
Поэтому площадь петли равна

15
82)1(2

1

0

2
3

2
11

0

=





−=−= ∫∫ dxxxdxxxS .

Задача 3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривой tax sin= ,
tby 2sin= .

Решение. Для построения кривой учтем, что она симметрична
относительно осей координат.
Действительно, если заменить t на π–t , то
переменная x не меняется, а y  изменяет
только свой знак; следовательно, кривая
симметрична относительно оси Ох. При
замене же t на π+t переменная y не
меняется, а x изменяет только знак. Это
значит, что кривая симметрична
относительно оси Оу.

Далее, так как функции tax sin= , tby 2sin=  имеют общий период 2π, то
достаточно ограничиться изменением параметра: π20 ≤≤ t .

Из уравнения кривой легко заключить, что правая петля соответствует
изменению параметра от нуля до π , поэтому достаточно вычислить ее площадь
и удвоить результат.

abtabtdttabtdtatbdtxyS
3
8

3
cos4sincos4cos2sin22

0

2

0

2

00

=−==⋅=′⋅= ∫∫∫
ππππ

 .

Рис. 14.

Рис. 15.
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Задача 4. Найти площадь фигуры, лежащей вне круга a=ρ  и
ограниченной кривой ϕρ 3cos2a= .

Решение. Так как функция ϕρ 3cos2a=  имеет период π
3
2=T , то при

изменении ϕ от -π до π  радиус-вектор
описывает три лепестка кривой. При этом
допустимыми для ϕ являются те значения, при
которых 03cos ≥ϕ , откуда

32
6

32
6

ππϕππ kk +≤≤+−    ( ),...2,1,0 ±±=k .

Следовательно, один из лепестков описывается

при изменении ϕ от 
6
π−  до 

6
π .

Остальные два лепестка получаются при изменении ϕ от 
2
π  до π

6
5  и от π

6
7  до

π
2
3  соответственно (рис. 16).

Ясно, что искомая площадь равна утроенной площади SMLNM .
Найдем полярные координаты точек пересечения M и N. Для этого

решим уравнение aa =ϕ3cos2 , т.е. 
2
13cos =ϕ . Между 

6
π−  и 

6
π  находятся

только корни 
9
π−  и 

9
π  . Таким образом,

( ) 





+=−⋅=−= ∫∫ −− 2

3
32

33cos4
2
1333 29

9

29

9

22 πϕϕϕ
π

π

π

π adadaSSS OMNOOMLNOMLNM .

Задача 5. Найти длину цепной линии 





+=

−
a
x

a
x

eeay
2

 между точками с

абсциссами x=0 и x=x  )0( >x .

Решение. Применяем формулу для вычисления длины дуги кривой,

заданной в явном виде. ( )∫ ′+=
b

a

dxxfL 2)(1 .

Находим 





−=





−=′

−−
a
x

a
x

a
x

a
x

eee
a

e
a

axf
2
111

2
)( .

Рис. 16.
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( ) 





+=++=





+−+=′+

−
−

−
a
x

a
xa

x
a
x

a
x

a
x

eeeeeexf
2
1

4
22

4
11)(1

22
22

2 .

Тогда 





+=





⋅−⋅=+=

−−
−

∫ a
x

a
xx

a
x

a
xx a

x
a
x

eeaeaeadxeeL
22

1
2 00

.

Задача 6. Найти длину одной арки циклоиды.

),cos1(
),sin(
tay
ttax

−=
−=

    π20 ≤≤ t  ,   0>a .

Решение. Применим формулу для вычисления длины дуги кривой,
заданной параметрическими уравнениями

dtttL ∫ ′+′=
β

α

ψϕ )()( 22 .

Учитывая, что  ( ) ( ) =+−=′+′ 2222 sin)cos1()()( tatatt ψϕ

  ( ) ( )
2

sin4cos22sincoscos21 222222 tatattta =−=++−=  ,

получим 
2

sin2
2

sin2
2

sin4)()( 2222 tatatatt ===′+′ ψϕ ,

так как для [ ]π2,0∈t ; [ ]π,0
2

∈t  и 
2

sin
2

sin tt = .

Следовательно, atadttaL 8
2

cos4
2

sin2
0

22

0

=−== ∫
ππ

.

Задача 7. Найти длину дуги кардиоиды, заданной уравнением
( )θρ cos12 −= a .
Решение. Воспользуемся формулой (6)

∫ ′+=
β

α

θθρθρ dL )()( 22 ,

θθρ sin2)( a=′ ,

( ) ( )
2

sin16cos224sin4cos14)()( 222222222 θθθθθρθρ aaaa =−=+−=′+  .

2
sin4)()( 22 θθθρθρ ad =′+ ,

следовательно, aadaL 16
2

cos24
2

sin4
0

22

0

=




 −== ∫

ππ θθθ  .
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Задача 8. Найти объем клина, отсекаемого от прямого кругового
цилиндра плоскостью, проходящей через диаметр основания под углом α к нему.

Решение.
Такое тело называется цилиндрическим
отрезком. Пусть цилиндр, о котором идет речь,
определяется уравнением 222 Ryx =+ . Найдем
площадь сечения, перпендикулярного к оси Ох.
Сечение – прямоугольный треугольник. Возьмем
на оси Ох точку с абсциссой х, Rx < . Площадь

сечения будет функцией от х:

NPMNxS ⋅=
2
1)( , где MN – ордината точки N окружности 222 Ryx =+ , а

следовательно, 22 xRMN −= , αα tgxRtgNPMN ⋅−=⋅= 22 .

22

2
1)( xRxS += ⋅ ( )2222

2
xRtgtgxR −=⋅− αα .

Переменная х изменяется от –R до R, поэтому по формуле (7) получаем

( ) 3
3

222

3
2

322
RtgxxRtgdxxRtgV

R

RR

R

⋅=





−=−=

−−
∫

ααα ,

       т.е.:  3

3
2 RtgV ⋅= α  куб.ед.

Задача 9. Найти объем и боковую поверхность параболоида,
образованного вращением параболы pxy 22 =  вокруг оси Ох и ограниченного
плоскостью х=Н.

Решение. Объем тела вычислим по формуле (8):

2

0

2

00

2

2
22 pHxppxdxdxyV

HHH

ππππ =⋅=== ∫∫ (куб.ед.)

Боковая поверхность определится по формуле (10б). Найдем сначала 21 y′+ ,

входящий в эту формулу. Так как pxy 22 = , то pxy 2= , 
x
pp

px
y

2
2

22
1 =⋅=′ ,

а 
x
py

2
11 2 +=′+ . Следовательно,

=+=+⋅= ∫∫
HH

dxppxdx
x
ppxS

0

2

0

22
2

122 ππ



















−





 +=





 +=

2
3

2
3

0

2
3

223
24

23
24 ppH

ppx
p H ππ

 (кв.ед.).

Рис. 17.
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Задача 10. Найти объем и поверхность тела, образованного вращением
вокруг оси Ох одной арки циклоиды ( )ttax sin−= , )cos1( tay −=  )20( π≤≤ t .

Решение. =−⋅−== ∫∫
ππ

ππ
2

0

22
2

0

2 )cos1()cos1( dttatadxyV

        ( ) 32
2

0

323 5coscos3cos31 adtttta ππ
π

=−+−⋅= ∫  (куб.ед.)

=+−−=′+′= ∫∫
ππ

ππ
2

0

222
2

0

22 sin)cos1()cos1(2)()(2 dttttadttytxyS

=⋅=−⋅⋅= ∫∫
ππ

ππ
2

0

32
2

0

22

2
sin8cos22

2
sin22 dttadttta

=
















−⋅−=




 −





 −⋅= ∫

0

23

2
2

0

22

3
2

cos

2
cos16

2
cos2

2
cos18

π
π

ππ

t
tatdta

22

3
64

3
2

3
216 aa ⋅=





 −−⋅−= ππ  (кв.ед.) .

§2. Физические  задачи

Задача 1. Вычислить работу, необходимую для выкачивания воды из
котла, имеющего форму полушара радиуса R.

Решение. Так как сила, которую надо прикладывать к каждой частице при
ее поднятии, равна весу частицы, то работа по
поднятию одной частицы равна произведению
массы частицы на глубину ее погружения.
Рассмотрим слой воды шириной dx, находящийся
на глубине х от поверхности воды.
Элементарная работа по поднятию этого слоя
выразится xdxydA ⋅⋅⋅= 2πγ , где

1=γ – плотность воды: 222 xRy −= ;

dxy 2⋅π – объем элементарного слоя: dxy 2⋅⋅πγ – масса слоя.
Так как х меняется от 0 до R, то вся работа

44242
)(

444

0

422

0

22 RRRxxRxdxxRA
RR ππππ =





−=





−=−= ∫  (ед.раб.).

Задача 2. Какую работу надо затратить, чтобы остановить железный шар
радиусом R, вращающийся с угловой скоростью ω вокруг своего диаметра?

Рис. 18.



Амурский Государственный Университет        21

Решение. Работа в данном случае равна кинетической энергии шара 





2

2mV .

Для подсчета энергии разобьём шар на концентрические полые цилиндры толщиной
dх и радиуса х. Скорость точек такого цилиндра равна ω х. Дифференциал объема

dxxRxdV 224 −⋅= π , дифференциал массы dVdm γ= , где γ – плотность железа;

дифференциал кинетической энергии dxxRxdK 22322 −= πγω . Отсюда

553
42

22223

0

2232 RmRRdxxRxK
R ωωπγπγω ⋅=⋅=−= ∫ .

Задача 3. Электрический заряд Е, сосредоточенный в начале координат, от-
талкивает заряд е из точки (а,0) в точку (b,0). Определить работу А силы отталкива-
ния F.

Решение. Дифференциал работы силы на перемещении dx равен

dx
x
eEFdxdA 2== .

Отсюда 




 −== ∫ ba

eE
x
dxeEA

b

a

11
2 . При ∞→b работа А стремится к величине a

eE .

Задача 4. Найти величину давления воды на вертикальную плотину, имею-
щую форму трапеции с верхним основанием, равным 70м, нижним основанием –
50м и высотой в 20м.

Решение. Дифференциал площади dS заштрихованной (рис.19) области, при-
ближенно равен dxMN ⋅ . Учитывая подобие треуголь-

ников OML и OAE, находим 
20

20
20

xML −= , отсюда ML =

20 – x, MN = 20 –х + 50 =70–х. Таким образом,
dxxdS )70( −= , а дифференциал силы давления воды

равен dxxxxdSdP )70( −== , где х изменяется от 0

до 20. Следовательно, 
3
111333)70(

20

0

=−= ∫ dxxxP .

Задача 5. Найти декартовы координаты центра тяжести дуги кардиоиды
)cos1( ϕρ += a , от 0=ϕ до πϕ = .

Решение. Запишем уравнение кардиоиды в параметрической форме:
ϕϕϕρ cos)cos1(cos +== ax ,
ϕϕϕρ sin)cos1(sin +== ay ,               )0( πϕ ≤≤ .

Т.к. длина кардиоиды равна a8 , а ϕϕϕϕϕ dadyxdL
2

cos222 =′+′=  , то

Рис. 19.
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=+== ∫∫
π

ϕϕϕϕ
0 2

cos2)cos1(sin
4
1

4
1 daa

a
ydL

a
y

L
c

aada
5
4

2
cos

5
4

2
sin

2
cos2

0

5

0

4 =−=⋅= ∫
ππ ϕϕϕϕ .

==+== ∫∫∫
ππ

ϕϕϕϕϕϕϕ
0

3

0 2
coscos

2
cos2)cos1(cos

4
1

4
1 dadaa

a
xdL

a
x

L
c

( ) =−===




 −= ∫∫

2

0

35

0

35 coscos22
22

cos
2

cos2

π
π ϕϕϕϕ dtttatda

( ) ( )( ) =+−−=−= ∫∫
2

0

222

0

24 )(sinsin1sin122coscoscos22

π
π

tdttatdttta

( ) =+−+−= ∫
2

0

242 )(sinsin1sin2sin422

π

tdttta

aattta
5
4

5
2112sin

5
2

3
sin3sin2

0

25
3

=




 +−=





+−=

π

.

Задача 6. Найти координаты центра тяжести фигуры, ограниченной прямой

xy
π
2=  и синусоидой xy sin=  при 0≥x .

Решение.

Прямая xy
π
2=  и синусоида xy sin=

пересекаются в точках (0;0),  




 1;

2
π .

Площадь фигуры, ограниченной этими линиями,

равна             
4

42sin
2

0

π
π

π

−=




 −= ∫ dxxxS .

Отсюда ( ) ( ) π
π

π
π

ππππ
π

π

π

312
12

434
42sin

4
4

4
4

2sin
222

0

2

2

0

−
−=

−
−

−
=





 −

−
=−






 −

= ∫
∫

dxxxx
dxxxx

xc .

( )π
π

ππππ

π
π

−
=





−−

−
=





 −⋅

−
= ∫ 463

4
4
2sin

2
1

4
24sin

2
1

4
4

0

2

2

32

0

2
2

2 xxxdxxxyc .

Рис.20.
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Задача 7. Найти площадь поверхности и объемы колец (торов), образо-

ванных вращением круга ( ) ( ) 222 rbyax ≤−+−  вокруг осей Ох и Оу ( )rbra ≥≥ , .

Решение. Если вращать круг вокруг оси Ох, то центр тяжести круга нахо-
дится от оси вращения на расстоянии b, а поэтому площадь поверхности найдем
по первой теореме Гульдина:

brbrSx
2422 πππ =⋅= ,

объем – по второй теореме Гульдина:
222 22 brbrVx πππ == .

Если вращение производить вокруг оси Оу, то расстояние центра тяжести
круга до оси Оу будет равно a . Тогда

ararS y
2422 πππ =⋅=  , 

222 22 ararVy πππ == .

Задача 8. Пользуясь теоремой Гульдина, найти объем тела, полученного
при вращении прямоугольника вокруг оси, проходящей через его вершину пер-
пендикулярно диагонали, если длина прямоугольника равна 8, а ширина 6.

Решение. Так как центр тяжести прямоугольника лежит на пересечении
диагоналей, то его расстояние до оси равно половине диагонали, т.е. при ширине
прямоугольника, равной 6, и длине, равной 8, половина диагонали равна 5.

Тогда объем тела ππ 4808652 =⋅⋅⋅=V .

Задача 9. Найти массу стержня длины 100см, если линейная плотность

стержня меняется по закону ( )215,020 xx +=σ  г/см, где х – расстояние от одного

из концов стержня.

Решение. Масса элементарной части стержня равна dxdm σ= . Тогда
масса всего стержня

( ) ( ) 150100000005,010000005,01015,020
0

100
32

100

0

2
100

0

=⋅+=+=+== ∫∫ xxdxxxdxm δ (кг).

Задача 10. Цилиндрический резервуар с высотой 6 м и диаметром основа-
ния 4 м наполнен водой. За какое время вода вытечет из него через круглое от-

верстие радиуса м
12
1 , сделанное в дне резервуара?

Решение. Скорость истечения жидкости по закону Бернулли выражается

формулой gxV 2σ= , причем для воды 6,0≈σ .
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Пусть через t сек после истечения воды уровень
оставшейся воды в резервуаре был равен x м, а за
время dt сек понизился на dx м. Вычислим объем
воды, вытекающей за этот бесконечно малый
промежуток времени dt , двумя способами.

Во-первых, этот объем dW равен объему
цилиндрического слоя высотой dx и радиусом
основания r (r=2м). Таким образом, dxrdW 2⋅=π .

Во-вторых, этот объем равен объему цилиндра, основанием которого

служит отверстие в дне резервуара м
12
1=ρ , а высота равна Vdt, где

V – скорость истечения воды, т.е.
dtgxVdtdW 26,0 22 πρπρ == .

Приравнивая полученные выражения, получим

dxrdtgx 22 26,0 ππρ = .

Отсюда dx
gx

rdt
26,0 2

2

ρ
= , где [ ]6;0∈x .

Интегрируя это равенство, получим время истечения воды

2

2

0

6

2

26

0
2

2

3
102

26,026,0 ρρρ
r

g
x

g
r

x
dx

g
rt ⋅=⋅=⋅= ∫ .

Используя данные задачи: r=2 м, м
12
1=ρ , 2.8,9 сек

мп =  , получаем

минсекt 7,17.1062 =≈ .

§3. Задачи  начал  анализа

Задача 1. С какой силой вода давит на вертикальный прямоугольный
шлюз с основанием 18 м и высотой 6 м?

Решение. Сила, с которой вода давит на каждую точку, находящуюся на
высоте х от поверхности воды прямоугольного вертикального шлюза, равна
весу столба воды, находящегося над этим уровнем.

Выделим элементарную площадь
шириной dх у шлюза на высоте х от
поверхности.

Величина давления жидкости на
горизонтальную площадку зависит от глубины
ее погружения х, т.е. от расстояния площадки
до поверхности жидкости : SxP ⋅= δ , где

Рис. 21.

Рис. 22.
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δ – удельный вес жидкости; S – площадь заштрихованной полоски (рис. 22). Си-
ла давления воды будет некоторой функцией P(х). Найдем дифференциал dP
этой функции. Допустим ввиду малости dх, что все точки заштрихованной по-
лоски находятся на глубине х. Тогда приближенная величина давления воды на
эту полоску будет равна весу столба воды, имеющего основанием эту полоску, а
высоту, равную глубине х. Следовательно, xdxxdxdp 1818 =⋅= δ  (удельный вес
воды  31 см

г=δ ).

Согласно условию задачи глубина х изменяется на отрезке [0;6], поэтому
искомое давление на весь шлюз найдем, интегрируя dp в пределах от 0 до 6, т.е.

108918
0

6
2

6

0

=== ∫ xxdxP (т) = 108000⋅9,81(н) = 1059480 (н) ≈ 1,06 (мн)

( н (ньютон) – единица силы (веса), 1н ≈ 0,102кг ; 1кг ≈ 9,81н ).

Задача 2. Вычислить, с какой силой вода давит на вертикальную плотину,
имеющую форму трапеции, верхнее основание которой равно 70 м, нижнее 50 м,
а высота 20 м .

Решение. Допуская, что заштрихованная полоска шириной dх располо-
жена на глубине х в горизонтальной
плоскости и что она является прямо-
угольником со сторонами dх и у, най-
дем приближенно силу давления воды
на эту полоску.

xydxdP = , где [ ]20;0∈x .

Тогда ∫=
20

0

xydxP .

Для вычисления интеграла выразим переменную у через х. Проведем ABCE , из

подобия треугольников DCE и MCN имеем:

x
h

MN
DE = , где DE=70 – 50=20; MN=70 – у, h = 20.

Следовательно,

xy
20

70
20 =
−

, откуда 70 – у= х, т.е. у = 70 – х.

Дифференциал силы dxxxxdSdP )70( −== .

=





−=−=−= ∫∫

0

203
2

20

0

2
20

0 3
35)70()70( xxdxxxdxxxP

3
50000

3
800014000 =−= (т) = 490,5 (мн).

Рис. 23.
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Задача 3. Вычислить работу, которую необходимо затратить, чтобы
выкачать воду из резервуара, имеющего форму конуса, обращенного вершиной
вниз. Высота конуса h, радиус основания R.

Решение. Работа А, затрачиваемая на поднятие некоторого тела, зависит
от высоты х его подъема и веса тела Р.  А=Рх. Допустим, что работа,

затраченная на выкачивание слоя воды
толщиной x, есть некоторая функция )(xA ,
найдем дифференциал этой функции. При
увеличении x на величину dx  объем слоя воды
увеличится на dxrV 2⋅≈∆ π , а его вес

dxrp 2⋅=∆ πδ . Следовательно, затраченная

работа увеличится на dAxdxrA =⋅≈∆ 2πδ , где

[ ]hx ,0∈ . Искомая работа ∫ ⋅=
h

xdxrA
0

2πδ .

Найдем r из подобия треугольников AOC и AQN

xh
h

r
R

−
=  ; 

h
xhRr )( −=  .

Тогда   ( )∫ ∫ =+−=−=
h h

dxxhxxh
h
Rxdx

h
xhRA

0 0

322
2

2

2

22

2)( πδπδ

2
2

44
4

2

2

0

4
3

2
2

2

2

124
1

3
2

243
2

2
hRhhh

h
Rxhxxh

h
R h ππδπδ =





+−=





+−=  (ед.раб.) .

Задача 4. Вычислить работу, которую необходимо затратить, чтобы
поднять тело массы m с поверхности Земли на высоту h (радиус Земли
R=6400км). С помощью полученного результата определить вторую
космическую скорость (скорость, при которой вертикально поднимающееся
тело может подняться на любую высоту).

Решение. На ракету, имеющую массу m, по закону всемирного тяготения

действует сила 2x
mMGF = , где G – гравитационная постоянная; M – масса

Земли; m – масса ракеты; [ ]hRRx +∈ , ,

202 8,9 с
мg

R
CM ≈=  – ускорение свободного

падения.
Полагая, что работа, совершаемая

двигателем ракеты при подъеме ее на высоту x,
есть некоторая функция A(x), и допуская, что при
дальнейшем подъеме на бесконечно малую
высоту dx  сила F остается неизменной, найдем
приближенную величину приращения работы

    Рис. 25.

R

h

Рис. 24.



Амурский Государственный Университет 27

dAdx
x

mMGdxxFxA ==≈∆ 2)()(  .

Работа 
)(

11)( 2 hRR
GmMh

hRR
GmM

x
GmM

x
dxGmMdxxFA

R

hRhR

R

hR

R +
=







+
−=−===

+++

∫∫ .

В то же время работа равна изменению кинетической энергии ракеты

 
2

2

12
mVWWWA =−=∆= .

Чтобы рассчитать вторую космическую скорость, которую надо сооб-
щить ракете у поверхности Земли для преодоления земного притяжения, нужно
положить +∞=h .

Тогда 
R

GmM
hRR

GmMhA
h

=
+

=
∞→ )(

lim , а следовательно, 
2

2mV
R

GmM = .

Так как 02 g
R

GM = , то )/(102,11)/(104,68,922 36
0 смсмRgV ⋅≈⋅⋅⋅== .

Ответ. Вторая космическая скорость V≈11,2⋅103 (м/с).

Задача 5. Вычислить работу, которую надо затратить, чтобы растянуть
пружину, находящуюся в положении равновесия, на 10 см. Известно, что при
растяжении пружины на 1 см сила натяжения равна 5 н.

Решение. Упругая сила, с которой действует пружина на тело, подчиня-
ется закону Гука, согласно которому F=kx, где k –
коэффициент пропорциональности, а х – удлинение
пружины. Из условия находим k.

Так как при растяжении на 1см=0,01м сила
натяжения равна 5н, то 5н=k⋅0,01м. Следовательно,

м
нk 500= , F(x)=500x, [ ]1,0;0∈x .

Работа вычисляется по формуле:

∫=
b

a

dxxFA )( , т.е. )(5,2)(5,201,0250250500
0

1,01,0

0

2 джнмxxdxA ==⋅=== ∫ .

Задача 6. Вычислить работу, которую надо затратить, чтобы выкачать
воду из резервуара, имеющего форму усеченного конуса высотой H, если ради-
ус нижнего основания r, а верхнего R, R>r.

Рис. 26.
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Решение. Будем считать, что элементарный слой воды, находящийся на
глубине x , имеет форму прямого кругового
цилиндра высотой dx  с радиусом основания

yrp += . Из подобия ∆ABC и ∆DBE имеем

xH
y

H
rR

−
=

−
  ;  

H
xHrRy ))(( −−= .

Следовательно,

x
H
rR

R
H

xHrR
rp

−
+=

−−
+=

))((
.

Тогда объем элементарного слоя будет равен

dxx
H
rRxrR

H
RRdxx

H
rRRdV 















 −+−+=





 −+= 2

2
2

2

)(2ππ .

Элементарная работа, совершаемая для поднятия этого слоя на высоту x , равна

( ) dxx
H
rRRgxdA

2






 −+= πρ , где ρ=1 – плотность воды;  g – гравитационная

постоянная. Следовательно,

∫∫ =














 −+−+=





 −+=

HH

dxx
H
rRx

H
rRxRgdxx

H
rRRxgA

0

3
2

22

0

2 )(2πρπρ

=














 −+⋅−+=

0

42322

43
)(2

2

Hx
H
rRx

H
rRxRgπρ

=





−+−+=





⋅−+⋅−+= 2

2
2

4

2

2322

)(
4
1)(

3
2

24
)(

3
)(2

2
rRrRRHgH

H
rRH

H
rRHRg πρπρ







+−−+=

223
2

3
2

4
3 2

22 rRrrRRHgπρ  (ед.раб.).

Задача 7. Вычислить работу, которую необходимо затратить, чтобы
выкачать воду из вертикально стоящей цистерны, радиус основания которой
равен R, а высота H.

Решение. Объем элементарного слоя воды
dxRdV 2π= , элементарная работа, совершаемая для

поднятия этого слоя воды на высоту x , равна
dxRgxdA 2πρ= , [ ]Hx ;0∈ . Следовательно,

∫ ===
H H HRgxRgxdxRgA
0

22

0

2
22

22
πρπρπρ (дж.).

Рис. 27.

Рис. 28.
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Задача 8. Вычислить кинетическую энергию однородного диска массы m и
радиуса r, вращающегося с угловой скоростью ω вокруг оси, проходящей через его
центр перпендикулярно к его плоскости.

Решение. Полная кинетическая энергия 
22

22

.
ωJmVEкин += . Для вращатель-

ного движения V=0 , следовательно, 
2

2ωJEкин = , где

J – момент инерции. Выделим элементарное кольцо
ширины dx, его элементарный момент инерции

dxxxxdxmrddJ 322 22)( ⋅=⋅⋅⋅== ππν . Тогда эле-
ментарная кинетическая энергия

dxxdEк
3

2

2
2

⋅⋅= πνω , а следовательно,

=⋅⋅==⋅=⋅⋅= ∫ 2244
2

2

22
24

2

0

4
2

0

3
2 RRRxdxxE

RR

к
ωνπωπνπνωπνω

222

222 ωω ⋅=⋅= JmR  ; где 2Rm νπ=  , JmR =
2

2

 – момент инерции диска.

Ответ. 
2

2ω⋅= JEкин  .

Задача 9. Найти силу давления воды на вертикальную треугольную пла-
стинку с основанием a и высотой h, погруженную в жидкость.

Решение. Рассмотрим горизонтальную по-
лоску, находящуюся на глубине x  и имеющую
ширину dx . Приближенно можно считать эту по-
лоску прямоугольником, площадь которого

dxMNdS ⋅=  . Из подобия треугольников ABC и

MBN имеем 
a
MN

h
x = , откуда 

h
axMN =  и

dx
h
axdS = .  Сила давления воды на эту полоску

приближенно равна dx
h
axxdSdP

2

== , [ ]hx ,0∈ .

Тогда сила давления на всю пластинку ABC равна 
33

2

0

3

0

2 ah
h
axdxx

h
aP

hh

=== ∫  .

Ответ. 
3

2ahP =  .

Примечание . Задачи настоящего параграфа взяты из школьного учебника:
Виленкин Н.Я. и др. Алгебра и математический анализ для 10 класса. М.: Просвеще-
ние. 1995.

       Рис. 29.

0 x x+dx

y

x

Рис. 30.

y

x
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§4. Расчетные задания

Задание 1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями,
заданными:  а) в явном виде; б) параметрически; в) в полярных координатах.

№
п/п а) б) в)

1.1. .3,12 =++= yxxy




=
=

,sin
,cos

3

3

tay
tax

 π20 ≤≤ t . ϕρ 4cos22 a= .

1.2.
,122 += xy
01=−− yx . 




−=
−=

),cos1(
),sin(
tay
ttax

π20 ≤≤ t ,

0=y .

,

3
cos 





 −

=
πϕ

ρ a
.0
,0

=
=

y
x

1.3. .,2 322 xyxy =−=








−=

−=

).6(
8

),6(
3
2

tty

ttx ϕρ cos32 a= ,
ϕρ sin2a= .

1.4.
xxyxy 2sin, +== ,

π≤≤ x0 . 



+=
+=

),cos1(sin
),cos1(cos

ttay
ttax

π20 ≤≤ t .

ϕρ cos2 −= ,
ϕρ cos= .

1.5.
,1,2 −== xxy

0,2 == yx . 





−=

=

.
3

,
2

2

tty

tx ϕρ cosa= ,
ϕϕρ sincos aa += .

1.6. .2, 2xxyxy −=−=




=
=

.sin
,cos

3 tay
tax

)2(cos2 += θρ a .

1.7.
,0,sin == yxy

π≤≤ x0 . 



=
=

.sin
,cos

tby
tax

ϕρ 2sina= .

1.8. .0,4 2 =−= yxxy




−=
−=

,cos
,sin

tbay
tbatx

   
.0

,20
=
≤≤

y
t π

ϕρ 3sina= .

1.9. 1,, === − xeyey xx . 



−=
+=

,sin12cos5
,sin5cos12

tty
ttx

π20 ≤≤ t .

ϕρ cosa= ,
ϕρ sina= .

1.10. xyxy 2ln,ln == . 



−=
+=

),cos(sin
),sin(cos

tttay
tttax

π20 ≤≤ t .
ϕρ 2sin4= .

1.11. pyxpxy 2,2 22 == .




−=
−=

).2sinsin2(
),2coscos2(

ttay
ttax

θρ 2cos22 = .
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1.12
082622 =+−++ yxyx ,

1062 ++= xxy . 



=
=

,sin2
,cos28

3

3

ty
tx 4≥x . ,

2
sin 2 θρ =

2
0 πθ ≤≤ .

1.13
0,63;4 2 =−== yxxyx ,

40 ≤≤ x . 



=
=

,sin24
,cos2
ty
tx  4≥y . θρ 3sina= .

1.14 0,932 2 =−+= yxxy .




=
=

,sin2
,cos24

3

3

ty
tx 2≥x . ,cos2 θρ =  1≥ρ .

1.15 0,562 =++= yxxy . 



−=
−=

),cos1(4
),sin(4
ty
ttx

π80 ≤≤ x ,  6≥y .

ϕρ a= ,
ϕρ cosa= .

1.16
6116 23 −+−= xxxy ,

             0=y . 



=
=

,sin4
,cos6

ty
tx

  32≥y .
),cos1( ϕρ −= a

πϕ ≤≤0 .

1.17 xyxy −=+= 4,)2( 2 . 



−=
−=

),cos1(4
),sin(4
ty
ttx

 6≥y ,  π20 ≤≤ x .
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ϕρ sin2a= .

1.18 .0,5,1,2 ==== yxxaxy



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,sin3
,cos32

3

3
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312≥x .
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1.19 .4,3 =+= yxxy




=
=

,sin2
,cos6

ty
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  3≥y .
a=ρ ,

ϕρ sina= .

1.20 





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−
a
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a
x

eeay
2
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      .0, == yax


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+=
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= 
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),sin(2
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

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,sin2
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3

3

ty
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3
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2

2 === yxyxy . 


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
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


−=
+=

,sin4cos5
,sin5cos4

tty
ttx

          π60 ≤≤ t .

ϕρ sin= ,

,
4

cos2 




 −= πϕρ

πϕ
4
30 ≤≤ .
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Задача 2. Найти длину дуги кривой, заданной уравнением:
     а) в явном виде; б) параметрически; в) в полярных координатах.

№
п/п a) б) в)

2.1 





+=
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a
x
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
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Задание 3. Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси
Оx фигуры, ограниченной линиями:

3.1. 2
1

2
1

2
1

ayx =+  , 0=x  , 0=y .

3.2. xy sin=  , 1=y  , 0=x .

3.3. 225,0 2 += xy , 01485 =+− yx .

3.4. 2xy =  ,  28 yx = .

3.5. 222 )()( Raxby =−+−    )( aR < .

3.6. 22)( xxy =−  ,  1=x  .

3.7. 




=
=

.sin
,cos

3

3

tay
tax

3.8. 




−=
−=

).cos1(
),sin(
tay
ttax

  π20 ≤≤ t .

3.9. 0,4,1,4 ==== yxxxy .

3.10.  22 xxy −=  , 0=y .

3.11. 422 =− yx  , 2±=y .

3.12. xy sin=  , xy
π
2=  .

3.13.  





+=

−
a
x

a
x

eeay
2

  ,  cx −=  ,  cx =   )0( >c .

3.14.  122 =+ yx  ,  xy
2
32 = .

3.15. 3xy =  , 1=x  , 2=x .

3.16. ϕρ 2cosa= .

3.17. 
16

64
2 +

=
x

y  , yx 82 = .

3.18.  xy =2  , yx =2 .

3.19. xexy =  , 1=x  , 0=y .

3.20. 2

4
1 xy =  , 3

8
1 xy =  .

3.21. 32 )1( −= xy  , 2=x .

3.22.  042 =−+ xy  , 0=x .

3.23. 22 xy =  , 0322 =−+ yx .

3.24. ( ) ( )222222 yxayx −=+ .

3.25. xey =  , 0=x  , 2=x .
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Задание 4. Вычислить площадь поверхности, образованной вращением
вокруг оси Ох дуги кривой, заданной уравнением:

4.1. 3
2

3
2

3
2

ayx =+ .

4.2. 2xy =  ,  2yx =  .

4.3. xy += 42  ,  2=x .

4.4. 
a
xchaeeay a

x
a
x

⋅=





+=

−

2
.

4.5. 4228 xxy −= .

4.6. ( ) 222 rbyx =−+   ( )br <<0 .

4.7. ϕρ 2cosa= .

4.8. 
3

3xy =  ,  2,2 =−= xx .

4.9. xy sin=  ,  π≤≤ x0 .

4.10.  ayx 42 =  ,  axa 3232 ≤≤− .

4.11.  tex t sin= , tey t cos= ,  
2

0 π≤≤ t .

4.12. 




−=
−=

).2sinsin2(
),2cos(cos
ttay
ttax

4.13. 
a
xy

2
cos ⋅= π  , axa ≤≤− .

4.14.  yyx ln
2
1

4
1 2 −=  ,  ey ≤≤1 .

4.15.  
3

3tx =  , 
2

4
2ty −=   между точками пересечения с осями координат.

4.16. tgxy =  ,  
2

0 π<≤≤ ax .

4.17. 
x

y 1=  , ax ≤≤1 .

4.18. )sin( ttax −=  , )cos1( tay −=  , π20 ≤≤ t .

4.19. xey −=  ,  ∞<≤ x0  .

4.20. 2axy =  ,  bx ≤≤0 .

4.21. xy 2sin=  , 
2

0 π≤≤ x  .

4.22.  12

2

2

2

=+
b
y

a
x .

4.23.  tax 3cos=  ,  tay 3sin= .

4.24.  xy 22 =  между точками пересечения с прямой 32 =x .

4.25. 422 =+ yx  ,  11 ≤≤− x  .
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Задание 5. Найти координаты центра тяжести дуги кривой, заданной
уравнениями:
5.1. 222 ayx =+  , расположенной над осью Ох.

5.2. ( )xx eey −−=
2
1  ,  ax ≤≤0  .

5.3. )sin( ttax −=  , )cos1( tay −=  ,  π20 ≤≤ t .

5.4. 3
2

3
2

3
2

ayx =+  в первом координатном углу.
5.5. )cos1( ϕρ += a  ,  πϕ ≤≤0  .

5.6. tax cos=  , tby sin=  , 
2

0 π≤≤ t  .

5.7. yyx ln
2
1

4
1 2 −=  ,  21 ≤≤ y  .

5.8. ϕρ ae=  ,  πϕπ ≤≤
2

.

5.9. 222 ayx =+  , расположенной в I четверти.

5.10.  





−=

−
a
x

a
x

eeay
2

 , axa ≤≤− .

5.11. )sin(2 ttx −=  ,  )cos1(2 ty −=  , π≤≤ t0 .

5.12.  3
2

3
2

3
2

ayx =+  ,  расположенной над осью Оx.
5.13.  )cos1( ϕρ += a  , πϕ ≤≤0  .
5.14.  ϕρ aae=  , πϕ ≤≤0 .

5.15.  taytax 33 sin,cos ==  , 
2

0 π≤≤ t , если kxx =)(ρ .

5.16. )cos1(),sin( tayttax −=−=  , 
2

0 π≤≤ t  .

5.17.  xxy ln
2
1

4
1 2 −=  , 21 ≤≤ x .

5.18.  222 Ryx =+   ,  
22
RxR ≤≤−  .

5.19.  12

2

2

2

=+
b
y

a
x  ,  π≤≤ t0  .

5.20.  
a
xchay ⋅=  ,  ax ≤≤0  .

5.21.  ttx sin−=  , ty cos1−=  , 
2

0 π≤≤ t .

5.22.  ϕρ cos1+=  , 
2

0 πϕ ≤≤ .

5.23.  ϕρ e=  , 
2

0 πϕ ≤≤ .

5.24.  3
2

3
2

3
2

ayx =+  .
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         Задание 6. Найти координаты центра тяжести фигуры, ограниченной линиями:

6.1. 




=
=

tby
tax

sin
cos

 ,  0;0 == yx .

6.2. xyyxx cos;0,
2

;0 ==== π .

6.3. 22 xxy −=  , 0=y

6.4. xyyxx sin,0,
2

,0 ==== π .

6.5. 2
1

2
1

2
1

ayx =+  ,  0;0 == yx .

6.6. 2xay =  , 2yax =   )0( >a

6.7. 01642 =−+ yx   ,  0=y  .

6.8. xy
π
2=  ,  xy sin=  ,  )0( ≥x  .

6.9. 44 22 =+ yx  ,  422 =+ yx   в I четверти.

6.10.  




−=
−=

),cos1(
),sin(
tay
ttax

   0=y   ,  π20 ≤≤ t  .

6.11.  )cos1( ϕρ += a   и полярной осью.

6.12.  ϕρ a=  ,  0=ϕ  , πϕ = .

6.13.  12

2

2

2

=+
b
y

a
x  , 0,0 == yx  , в I четверти.

6.14.  baxy +−= 2   ,  0=y .  ( )0;0 >> ba .

6.15.  xy cos=  ,  0=y   ,  
22
ππ ≤≤− x .

6.16.  32 xay =  , ax =   )0( >a .

6.17.  pxy 22 =  ,  pyx 22 = .

6.18.  xy cos=  , 
2
1=y  , 

22
ππ ≤≤− x .

6.19.  12

2

2

2

=+
b
y

a
x  ,  222 ayx =+  ,  0=x  .

6.20.  yx 202 =  ,  xy 202 =  .

6.21.  432 xaxy −=  .

6.22.  ϕρ 3cosa=   )0( >a .

6.23.  xy sin=  ,  0=y  ,  π≤≤ x0  .

6.24.  ayx =+  ,  0,0 == yx  .

6.25.  )sin( ttax −=  , )cos1( tay −=  , 0=y  , π=x  .
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Задание 7. Вычислить силу давления.

7.1.  Найти силу давления, испытываемую каждой из половин полукруга радиу-
са r, погруженного в жидкость так, что диаметр совпадает с поверхностью
жидкости. Удельный вес жидкости γ.

7.2.  Вычислить силу давления воды на пластинку, имеющую форму равнобед-
ренного треугольника с основанием b и высотой h, погруженную верти-
кально в воду так, что вершина треугольника лежит на поверхности воды,
а основание параллельно ей.

7.3.  Вертикальная плотина имеет форму равнобочной трапеции. Вычислить си-
лу давления воды на нее, если верхнее основание плотины равно a, ниж-
нее –    b )( ba > , высота h.

7.4.  Прямоугольный сосуд наполнен водой и маслом в равных по объему час-
тях, причем масло вдвое легче воды. Показать, что сила давления смеси на
боковую стенку уменьшится на одну пятую, если воду заменить маслом.

7.5.  Определить давление воды на вертикальный прямоугольный шлюз с осно-
ванием 18 м и высотой 6 м.

7.6.  Найти, на какой глубине cx =  надо разделить шлюз, имеющий форму пря-
моугольника с основанием 18 м и высотой 6 м, горизонтальной прямой,
чтобы сила давления воды на верхнюю и нижнюю части шлюза была оди-
наковой.

7.7.  Найти силу давления воды на поверхность шара диаметром 4 м, если его
центр находится на глубине 3 м от поверхности воды.

7.8.  Вычислить силу давления на прямоугольник, вертикально погруженный в
воду, если известно, что основание его равно 5 м, высота 4 м, верхнее ос-
нование параллельно поверхности воды и находится на глубине 5 м.

7.9.  Пластинка, имеющая форму эллипса с осями 2a и 2b )( ba > , наполовину

погружена вертикально в воду так, что малая ось лежит на поверхности
воды. Вычислить силу давления жидкости на пластинку.

7.10. Прямоугольная пластинка со сторонами a и b )( ba >  погружена в воду под

углом α к поверхности воды. Вычислить силу давления на пластинку, если
большая сторона ее параллельна поверхности и лежит на глубине h.

7.11. Конец трубы, погруженный горизонтально в воду, закрыт заслонкой. Оп-
ределить силу давления на заслонку, если ее диаметр равен 60 см, а центр
находится на глубине 15 м под водой.

7.12. Вычислить силу давления воды на треугольник, высота которого h, осно-
вание b, если он погружен в воду так, что основание его лежит на поверх-
ности воды, а высота направлена вертикально вниз.
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7.13. Вычислить силу давления жидкости, имеющей плотность d, на вертикаль-
но погруженный в нее эллипс с осями 2a и 2b, центр которого погружен в
жидкость на уровень h ( )bh ≥ .

7.14. Верхний край шлюза, имеющего форму квадрата со стороной 8 м, лежит на
поверхности воды. Определить силу давления на каждую из частей шлюза,
образуемой делением квадрата одной из его диагоналей.

7.15. Вычислить силу давления жидкости с плотностью γ на боковые стенки
кругового цилиндра, высота которого равна h, радиус основания r и жид-
кость полностью заполняет цилиндр.

7.16. Вычислить силу давления воды на вертикальный параболический сегмент,
основание которого равно 4 м и расположено оно на поверхности воды, а
вершина находится на глубине 4 м.

7.17. Водопроводная труба имеет диаметр 6 см, один конец её соединен с баком,
в котором уровень воды на 100 см выше верхнего края трубы, а другой за-
крыт заслонкой. Найти полное давление на заслонку.

7.18. Найти силу давления воды на пластинку, вертикально помещенную в воду
и имеющую форму круга диаметра 6 м, если его центр находится на глу-
бине 10 м от поверхности воды.

7.19. Найти силу давления бензина, находящегося в цилиндрическом баке высо-
той h=3,5 м и радиусом основания r=1,5 м, на его стенки, если ρ=900 кг/м3.

7.20. Найти силу давления на пластинку, имеющую форму равнобочной трапе-
ции с основаниями a и b и высотой h, погруженную вертикально в жид-
кость на глубину с.

7.21. Найти силу давления бензина, находящегося в цилиндрическом баке высо-
той h=4 м и радиусом основания r=2 м на стенки бака на каждом метре
глубины  (ρ=900 кг/м3).

7.22. В жидкость с плотностью ρ погружена круглая пластинка диаметром d,
касающаяся поверхности жидкости. Найти силу давления на пластинку.

7.23. Найти силу давления воды на пластинку, имеющую форму ромба, диаго-
нали которого равны 6 см и 8 см; если вершина ее лежит на поверхности
воды, а большая диагональ перпендикулярна поверхности.

7.24. Найти силу давления воды на пластинку, имеющую форму полукруга ра-
диусом R с отсеченным круговым сегментом высоты h, помещенную в во-
ду так, что диаметр лежит на поверхности воды.

7.25. Найти силу давления жидкости удельного веса γ на прямоугольную пла-
стинку, наклоненную к поверхности жидкости под углом α, верхнее осно-
вание длиной a расположено на поверхности воды, ширина пластинки
равна b.
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Задание 8. Вычислить работу.

8.1.  Вычислить работу, которую необходимо затратить, чтобы выкачать воду из
резервуара, имеющего форму конуса, обращенного вершиной вниз. Высо-
та конуса Н, радиус основания R.

8.2.  Вычислить работу, которую необходимо затратить, чтобы выкачать воду из
котла, имеющего форму параболоида вращения, с радиусом основания R и
высотой Н.

8.3.  Вычислить работу, которую необходимо затратить, чтобы тело массы m
поднять с поверхности Земли, радиус которой равен R, на высоту h.

8.4.  Шар лежит на дне бассейна глубиной Н. Вычислить работу, которую необ-
ходимо затратить, чтобы извлечь шар из воды, если его радиус R, а плот-
ность δ.

8.5.  Куб с ребром, равным a, удельным весом δ, погружен в воду так, что его
верхнее основание находится на поверхности воды. Определить работу,
необходимую для извлечения куба из воды.

8.6.  Вычислить работу, необходимую для выкачивания воды из цилиндриче-
ской цистерны, радиус основания которой 2 м, а глубина 5 м.

8.7.  Котел, имеющий форму полушара радиуса r, наполнен водой. Какую рабо-
ту надо затратить, чтобы выкачать воду из этого котла?

8.8.  Подъемным краном при помощи каната, прикрепленного к вершине, из во-
ды поднимается камень конической формы, r=1м, h=3м, плотность
δ=2,5г/см3. Какую работу затратит подъемный кран на полное извлечение
камня из воды, если вершина конуса находилась на поверхности воды?

8.9.  Вычислить работу, необходимую для выкачивания масла с удельным весом
δ=0,9 из горизонтального цилиндра длиной 6 м и радиусом основания 2 м.

8.10. Прямоугольный резервуар высотой 10 м и площадью горизонтального се-
чения 6 м2 наполнен водой до высоты 5 м. Определить работу, необходи-
мую для выкачивания воды из резервуара.

8.11. Прямой круговой конус с вертикальной осью погружен в воду так, что его
вершина находится на поверхности воды. Определить работу, необходи-
мую для извлечения конуса из воды, если его высота 10 дм, диаметр осно-
вания 20 дм, удельный вес 3.

8.12. Деревянная прямоугольная балка плавает в воде. Вычислить работу по из-
влечению балки из воды, если ее размеры: a=6 м, b=0,3 м, с=0,2 м, удель-
ный вес δ=0,8.

8.13. Зная, что растяжение пружины пропорционально растягивающей силе,
найти работу, затрачиваемую при растяжении пружины на 4 см, если для
удлинения ее на 1 см требуется сила 3 кг.
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8.14. Какую работу надо затратить, чтобы выкачать верхнюю половину верти-
кального цилиндрического резервуара, заполненного водой, имеющего
высоту Н и радиус основания R ?

8.15. Какую работу надо затратить, чтобы выкачать нижнюю половину горизон-
тального цилиндрического резервуара, имеющего длину, равную Н , и ра-
диус основания R ?

8.16. Какую работу нужно затратить, чтобы тело массы m поднять с поверхно-
сти Земли на высоту Н ? Чему равна эта работа, если тело должно быть
удалено на бесконечность?

8.17. Какую работу надо затратить, чтобы остановить железный шар радиусом
R, вращающийся с угловой скоростью ω  вокруг своего диаметра, если ра-
бота равна кинетической энергии шара?

8.18. Деревянный поплавок цилиндрической формы, площадь основания кото-
рого S, а высота Н, плавает на поверхности воды. Какую работу нужно за-
тратить, чтобы вытащить поплавок на поверхность?

8.19. Цилиндр высотой Н и радиусом основания R, наполненный газом под ат-
мосферным давлением p0, закрыт поршнем. Вычислить работу на изотер-
мическое сжатие газа при перемещении поршня на расстояние h внутрь
цилиндра (зависимость между давлением p и объемом V выражается фор-
мулой  constcVp ==⋅ ).

8.20. Прямой параллелепипед с квадратным основанием, имеющем площадь a2,
и высотой Н погружен в воду так, что его верхнее основание находится на
поверхности воды. Определить работу по извлечению тела из воды, если
удельный вес его δ  (δ>1).

8.21. Тело движется по закону x=Ct3, где x– длина пути, проходимого за время t,
C=const. Сопротивление среды пропорционально квадрату скорости, при-
чем коэффициент пропорциональности равен k. Вычислить работу, произ-
водимую сопротивлением среды при передвижении тела от точки 0=x до
точки x = a.

8.22. Вычислить работу, которую необходимо затратить, чтобы выкачать воду
из резервуара, имеющего форму конуса, обращенного вершиной вверх.
Высота конуса Н, радиус основания R.

8.23. Вычислить работу, которую необходимо затратить для выкачивания воды
из котла, имеющего форму половины параболоида вращения, радиус ос-
нования которого R, а высота H.

8.24. Вычислить работу, которую необходимо затратить для выкачивания воды
из резервуара, имеющего форму половины полусферы радиуса R.

8.25. Вычислить работу, которую необходимо затратить, чтобы растянуть пру-
жину на 16 см, если сила в 1 кг растягивает ее на 1 см.
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