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РЕФЕРАТ 

 

 

Магистерская диссертация содержит 55 с., 4 рисунка, 27 источников. 

 

 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ, НЕЛИНЕЙНЫЕ МОДЕЛИ, ВОЛНОВЫЕ 

ПРОЦЕССЫ, УРАВНЕНИЕ КОРТЕВЕГА-ДЕ ФРИЗА, УРАВНЕНИЕ БУС-

СИНЕСКА, МОДИФИЦИРОВАННОЕ УРАВНЕНИЕ КОРТЕВЕГА-ДЕ ФРИЗА, 

УРАВНЕНИЯ КЛЕЙНА-ГОРДОНА, УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА, БИЛИНЕЙ-

НЫЙ ОПЕРАТОР ХИРОТЫ, АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ 

 

 

Целью магистерской диссертации является отыскание точных решений ма-

тематических моделей нелинейных волновых процессов солитонного типа. 

Солитоны описывают решения нелинейных уравнений гидродинамики, 

физики плазмы, магнетизма, квантовой теории поля, биофизики и др. Все это по-

казывает, что теория нелинейных волновых процессов, является актуальной. 

Новизна данной работы заключается в следующем: 

– разработан специальный подход к решению модифицированного уравне-

ния Кортевега-де Фриза в виде бегущей волны со стационарным профилем; 

– методом медленно меняющегося профиля, получено уравнение Корте-

вега-де Фриза из уравнения Буссинеска; 

– построены солитонные решения нелинейного уравнения Шредингера. 

Научная и практическая значимость магистерской диссертации состоит в 

том, что ее можно использовать в учебном процессе АмГУ по дисциплинам: «Ли-

нейные и нелинейные модели математической физики (специальные главы)», 

«Линейные и нелинейные уравнения физики». Кроме этого, полученные резуль-

таты могут послужить основой для написания других выпускных квалификаци-

онных работ, использующих нелинейные математические модели, теорию соли-

тонов. 

Результаты проделанной работы были апробированы на 3 конференциях. 

Опубликованы две научные статьи в журнале «Вестник АмГУ».  
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ВВЕДЕНИЕ 

 

 

Нелинейные волновые процессы различной физической природы имеют 

большое значение для развития науки и техники. При помощи таких уравнений 

можно описать процессы в гидродинамике, в физике твердого тела, в физике 

плазмы и т.д. Исследование закономерностей распространения волн различной 

физической природы является актуальной задачей, т.к. волновые процессы явля-

ются эффективным средством передачи энергии и информации [8]. 

В линейных математических моделях, которые являются приближениями 

при описании различных процессов, существуют общие аналитические методы 

решений уравнений в частных производных [16, 17, 18]. Для нелинейных моде-

лей общих методов решения задач до начала 1970-х годов было невелико. В 

настоящее время ситуация изменилась. Некоторые нелинейные задачи удается 

решить точными аналитическими методами при помощи различных замен и пре-

образований переменных, причем их число постоянно возрастает [6, 12, 15]. 

Данная работа посвящена изучению нелинейных волн в диспергирующих 

средах, где основное внимание уделено уединенным волнам, или солитонам.  

Солитоны играют важную роль в современной науке. Область приложения 

солитонов: гидродинамика, физика плазмы, магнетизм, квантовая теория поля, 

биофизика и т.д. Впервые наблюдал уединенную волну британский ученый и ин-

женер-кораблестроитель Джон Скотт Расселл на одном из каналов в 1834 г. [12, 

10, 15]. 

Подтверждение результатов Расселла получили в 1870-е годы в работах 

Буссинеска и Рэлея, которые независимо нашли решение для профиля свободной 

поверхности на воде в виде квадрата гиперболического секанса. Буссинеск полу-

чил уравнение, носящее его имя. Оно описывает распространение волн, как в 

прямом, так и во встречном направлении. А в 1895 г. Д.И. Кортевег и его ученик 

Г. де Фриз вывели уравнение одноволнового приближения [6, 8, 10, 15]. 

Уравнения Буссинеска и Кортевега-де Фриза играют в теории нелинейных 

волн особую роль. 
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Нелинейные волновые процессы различной физической природы имеют 

большое значение в задачах квантовой теории поля, биофизики. Устойчивость 

солитонов по отношению к изменению формы позволила использовать нелиней-

ные эффекты для подавления дисперсии волн и получения коротких солитонных 

импульсов в оптических линиях связи. Расчеты показали, что это позволяет уве-

личить скорость передачи информации по линиям оптической связи на несколько 

порядков. Решения в виде уединенных волн были обнаружены и для нелинейного 

уравнения Шредингера. Это уравнение описывает распространение модулиро-

ванных волн в кристаллах и оптических волокнах, ленгмюровских волн в плазме, 

тепловых волн в твердых телах и другие процессы [6, 8, 15]. 

Математические объекты исследования – это точные аналитические реше-

ния нелинейных волновых процессов в виде солитонов. 

Целью работы является отыскание точных решений математических моде-

лей нелинейных волновых процессов солитонного типа. 

Задачи исследования: 

1. Рассмотреть наиболее популярные нелинейные дифференциальные 

уравнения: уравнение Кортевега-де Фриза, модифицированное уравнение Корте-

вега-де Фриза, нелинейное волновое уравнение Буссинеска, нелинейное уравне-

ние Шредингера, уравнение Клейна-Гордона. 

2. Рассмотреть и изучить имеющиеся аналитические методы решения этих 

уравнений. 

3. Преобразовать нелинейное волновое уравнение Буссинеска в уравнение 

Кортевега-де Фриза. 

4. Построить солитонные решения для модифицированного уравнения 

Кортевега-де Фриза и нелинейного уравнения Шредингера. 

Методы исследования – точные аналитические методы решения интегри-

руемых уравнений. В магистерской диссертации рассматривается метод отыска-

ния решения в переменных бегущей волны и метод Хироты для нахождения со-

литонных решений. 

Новизна данной работы заключается в следующем: 
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- разработан специальный подход к решению модифицированного уравне-

ния Кортевега-де Фриза в виде бегущей волны со стационарным профилем; 

- методом медленно меняющегося профиля, получено уравнение Корте-

вега-де Фриза из уравнения Буссинеска; 

- построены солитонные решения нелинейного уравнения Шредингера. 

Научная и практическая значимость магистерской диссертации состоит в 

том, что ее можно использовать в учебном процессе АмГУ по дисциплинам: «Ли-

нейные и нелинейные модели математической физики (специальные главы)», 

«Линейные и нелинейные уравнения физики». Кроме этого, полученные резуль-

таты могут послужить основой для написания других выпускных квалификаци-

онных работ, использующих нелинейные математические модели, теорию соли-

тонов. 

Результаты проделанной работы были апробированы на 3 конференциях. 

Опубликованы две научные статьи в журнале «Вестник АмГУ». 

В данной научно-исследовательской работе в первом разделе получено ана-

литическое решение уравнения Кортевега-де Фриза в виде уединенной волны и 

в виде двух бегущих волн. Аналитически решено модифицированное уравнение 

Кортевега-де Фриза. Эти уравнения решены двумя точными аналитическими ме-

тодами. 

Проводится преобразование нелинейного уравнения Буссинеска в частных 

производных четвертого порядка в уравнение Кортевега-де Фриза. Для этого был 

использован метод медленно меняющегося профиля и преобразование проведено 

двумя эквивалентными заменами переменных. 

Во второй главе диссертации использован метод Хироты для нахождения 

солитонных решений нелинейных волновых уравнений. Этот метод назван в 

честь японского физика R.Hirota, предложившего его в 1971году в работе [9]. 

Этот метод подробно демонстрируется на примере уравнения Кортевега-де 

Фриза и для построения солитонных решений модифицированного уравнения 

Кортевега-де Фриза. Применен метод Хироты и для нелинейного уравнения 
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Шредингера для построения одно и двухсолитонных решений. Проделаны по-

дробные выкладки для отыскания точного решения этого уравнения. В заключе-

нии этого раздела, разработан специальный подход для точного метода решения 

уравнения Клейна-Гордона. 
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1 МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ НЕЛИНЕЙНЫХ ВОЛНОВЫХ ПРО-

ЦЕССОВ 

 

 

1.1 Аналитический метод решения нелинейного волнового уравнения 

Кортевега-де Фриза в виде бегущей волны 

Впервые уравнение Кортевега-де Фриза (КдФ) было получено Жозефом 

Буссинеском (Boussinesg J.) в 1877 г., но подробный анализ был проведён уже 

голландским ученым Кортевегом (D.J. Korteweg) и его учеником де Фризом 

(de Vries G.) в 1895 г. при описании распространения длинных волн на воде в 

прямоугольном канале со свободной поверхностью. В такой гидродинамической 

модели u – смещение поверхности жидкости от равновесного уровня [2, 6, 13, 26]. 

В настоящее время уравнение КдФ стало универсальным уравнением ма-

тематической физики при моделировании волновых процессов различной физи-

ческой природы с учетом дисперсии и слабой нелинейности. 

Рассмотрим волновое уравнение Кортевега-де Фриза с учетом дисперсии и 

нелинейности: 

0 xxxxt uuuu  , (1.1) 

решение, которого, будем искать в виде бегущей волны. 

Сделаем подстановку Коула-Хопфа: 

   Fln
x

txu
2

2

12,



  . (1.2) 

Пересчитаем все производные, входящие в уравнение (1.1): 

 Fln
txt

u









2

3

12 , 

 Fln
xx

u
3

3

12








 , 

 Fln
xx

u
5

5

3

3

12








 . 

Подставляя в (1.1), получаем:  

        012121212
5

5

3

3

2

2

2

3




















 Fln

x
Fln

x
Fln

x
Fln

tx
 . 

Нетрудно заметить, что это уравнение можно представить в виде, удобном 
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для интегрирования: 

      06
4

4
2

2

22



















































Fln

xx
Fln

xx
Fln

txx
 . 

Интегрируя по x, получаем 

       tCFln
x

Fln
x

Fln
tx























4

4
2

2

22

6  ,  (1.3) 

где   tC  – произвольная функция. 

Предположим сначала, что   0tC  [5]. 

Пересчитаем все производные, входящие в уравнение (1.3): 

 
tx

F

Fx

F

t

F

Fx

F

Ft
Fln

tx 


































 2

2

2 111
; 

 
2

22

22

2 111

x

F

Fx

F

Fx

F

Fx
Fln

x 




































; 

 
3

3

2

2

2

3

32

22

23

3 13211

x

F

Fx

F

x

F

Fx

F

Fx

F

Fx

F

Fx
Fln

x 





























































; 

  












































3

3

2

2

2

3

34

4 132

x

F

Fx

F

x

F

Fx

F

Fx
Fln

x
  

4

4

3

3

2

2

2

2

22

22

3

4

4

143126

x

F

Fx

F

x

F

Fx

F

Fx

F

x

F

Fx

F

F 






















































 . 

Подставляя найденные производные в (1.3), получаем уравнение: 









































































2

2

2

22

22

3

4

4

2

2

121
6

11

x

F

Fx

F

x

F

Fx

F

Ftx

F

Fx

F

t

F

F
  

0
143126

4

4

3

3

2

2

2

2

22

22

3

4

4









































































x

F

Fx

F

x

F

Fx

F

Fx

F

x

F

Fx

F

F
 . 

Проделав простейшие преобразования, запишем это уравнение в виде: 

033
4

4

3

3

3

3
2

2

22




















































x

F
F

x

F

x

F

x

F

x

F

x

F

x

F

t

F

tx

F
F  . 

Для функции F(x,t) получаем уравнение в частных производных четвертого 

порядка: 
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03
3

3
2

2

2

3

3

3

3

















































































x

F

x

F

x

F

x

F

t

F

x

F

x

F

t

F

x
F   (1.4) 

Допустим, что 

0
3

3











x

F

t

F
 ; 0

3

3
2

2

2























x

F

x

F

x

F
; 

второе уравнение соответствует: 

2

2

2 3

2 3

0.

F F

x x

F F

x x

 

 


 

 

  

Обозначим: 

   , ,t

F
x t y x

x





  

где  t – параметр, тогда 

0
t t

t t

y y

y y




 
. 

Это значит, что ty   и ty  функционально зависимы. 

Следовательно, t ty Cy  , где C – функция от t. 

Решим это уравнение и получим: 

  Cx

t eC
~

tx
x

F
y 




 , , 

где  C и С не зависят от x. 

Интегрируя второй раз, получаем:  

       tCetxF
tCxtC

3
21, 

 . (1.5) 

Допустим, что  

      tstCtCtC  3

213 ,,1  . 

Подставим в (1.5), находим:  

    fetxF tsx   11,
3

, (1.6) 
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где   ef ,     tsxtx  3,  . 

Таким образом, функция (1.6) является решением уравнения (1.4). 

Вычисляя производные, 

    f
x

F
fe

x

F tsx 2

2

2

,
3

  







  , 

и подставляя в (1.2), находим решение уравнения КдФ: 

      

 

















































































2

22
2

2

2
2

2

2

22

22

22

2

2
3

1

2
3

1

12

1
1211

12,















ee

e

e

f

f

fff
Fx

F

Fx

F

F
txu

 

 









 









 

2
3

2
3

3
2222 tsx

chch





 , 

или 

2 ,
x s vt

u Ach   
  

 
 (1.7) 

где  
23A  – амплитуда волны; 

2   – скорость волны; 

/2  – параметр, характеризующий эффективный размер области воз-

мущения. 

Это решение уравнения (1) называют уединенной волной, или солитоном. 

Вообще говоря, солитоном называется нелинейная уединенная волна, которая со-

храняет свою форму и скорость при движении и при столкновении с любыми 

другими уединенными волнами. Единственным результатом взаимодействия со-

литонов может быть некоторый сдвиг фаз [6, 10, 11, 21, 23]. 

1.2 Метод решения преобразованного уравнения Кортевега-де Фриза 

Теория нелинейных волновых процессов, рассматривающая взаимодей-

ствие волн различной природы, является актуальным направлением математиче-
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ской физики. При помощи таких процессов происходит передача энергии и ин-

формации. 

Преобразуем уравнение Кортевега-де Фриза, 

0
3

3
















x

u

x

u
u

t

u
 , 

путем масштабных преобразований независимых переменных к модифицирован-

ному виду. Для этого произведем замену переменных: 

tx






66

1
,

6

1
 , 

получаем 

 6

1








 u

x

u
; 

 6

1

6

1
3

3

3

3








 u

x

u
; 

 66

1








 u

t

u
, 

и уравнение (1.1) принимает вид  

06
3

3

















uu

u
u

. (1.8) 

Будем искать решение уравнения (1.8) в виде бегущей волны со стационар-

ным профилем. Запишем его в виде 

06
3

3
















x

u

x

u
u

t

u
. (1.9) 

Произведем замену переменного tx    и преобразуем уравнение (1.8) 

в уравнение 

06
3

3





d

ud

d

du
u

d

du
. 

В результате интегрирования этого уравнения получим 

a
d

ud
uu 

2

2
23


 , consta  . 

Умножая на 
du

d
 и интегрируя полученное соотношение, находим: 

2

2 3 1
, = const.

2 2

v du
u u au b b

d

 
     

 
 (1.10) 

Сначала предположим в (1.10), что a = b = 0, тогда 
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232 vuu
d

du



, 

)2(

1

)2(

1

2 uvuuvudu

d








, 

откуда, интегрируя, находим 

.u
v

arcth
v

u
v

u
v

ln
vvuv

vuv
ln

vuvu

du
















































2
1

2

2
11

2
11

2

2

21

2

1



  (1.11) 

Разрешая (1.11) относительно  u   и возвращаясь к x и t, запишем решение 

уравнения (1.9) 

 

 

2 2

2

1 th th
2 2 2 2 2

ch .
2 2

v v v v v
u x vt

v v
x vt

    
             

    

 
  

 

  (1.12) 

Решение (1.12) уравнения (1.9) представляет уединенную волну, или соли-

тон. Профиль уединенной волны изображен на рисунке 1.1. 

 

 

Рисунок 1.1 – Профиль уединенной волны (солитон) 

 

Таким образом, проведено преобразование стандартного уравнения Корте-
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вега-де Фриза к виду (1.9) и получено его решение в виде бегущей волны со ста-

ционарным профилем. Такое решения нелинейных уравнений устойчиво по от-

ношению к изменению формы и используется во многих задачах гидродинамики, 

квантовой теории поля, физики плазмы и твердого тела. 

1.3 Решение уравнения Кортевега-де Фриза в виде взаимодействие 

двух солитонов 

Найдем более сложное решение уравнения КдФ. Рассмотрим взаимодей-

ствие двух солитонов. Воспользуемся методом возмущений в теории взаимодей-

ствия [6, 12, 8, 15]. Для этого представим функцию 𝐹 в виде разложения в ряд 

( )

1

1 k k

k

F F




     (1.13) 

по параметру ε, который после преобразования можно положить равным единице. 

Подставим (1.13) в (1.4), получаем: 

( ) 3 ( )
( )

3
1 1

( ) ( ) 3 ( )

3
1 1

1
k k

k k k

k k

k k k
k k

k k

F F
F

x t x

F F F

t x t x

 

 

 

 

     
       

      

    
       

    

 

 

  

2
2 ( ) ( ) 3 ( )

2 3
1 1 1

3 0
k k k

k k k

k k k

F F F

x x x

  

  

     
          
      

   . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ε к нулю, получаем си-

стему уравнений: 

(1) 3 (1)

3
0

F F

x t x

   
  

   
;  (1.14) 

(2) 3 (2) (1) 3 (1)
(1)

3 3

2
(1) (1) 3 (1) 2 (1) (1) 3 (1)

3 2 3
3 0.

F F F F
F

x t x x t x

F F F F F F

t t x x x x

        
      

        

         
                    

  (1.15) 

и т.д. 

Пусть 
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 
21

1 ffF  , 

где  
3( )

, 1,2i i ix s t
f e i

   
   т.е. сумма двух экспонент, порождающих солитон. 

Вычисляем производные, входящие в уравнение (1.14): 

.,

,,

2
3
21

3
13

)1(3

2
2
21

2
12

)1(2

2211

)1(

2
3
21

3
1

)1(

ff
x

F
ff

x

F

ff
x

F
ff

t

F





















  

Аналогично для уравнения (1.15): 

      
 

2
(2) 3 (2) 2 (1) (1) 3 (1)

3 2 3

2
2 2 3

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2

2

1 2 1 2 1 2

3

3 3

3

F F F F F

x t x x x x

f f f f f f

f f

         
                    

           

   

  (1.16) 

Решение уравнения (1.16) будем искать в виде (2)

1 2F Bf f , где B – некото-

рая постоянная, которую надо найти.  

Дифференцируя, находим: 

.)(3

;)(

;)(;)(

;)()(

21
2

21213

)2(3)2(

21
3

213

)2(3

21
2

212

)2(2

2121

)2(

21
3
2

3
12

3
2121

3
2

)2(

ffB
x

F

t

F

x

ffB
x

F

ffB
x

F
ffB

x

F

ffBffffB
t

F

















































  (1.17) 

Сравнивая (1.16) и (1.17), получаем: 

 

 

2

1 2

2

1 2

.B
 


 

 

Допустим, ( ) ( ) (1) 2 (2)0, 3, т.е. 1 .k kF k F F F         

Подставляя F в (1.4), получаем: 
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  




























3

)2(3)2(
2)2(2)1(1

x

F

t

F

x
FF  


















































3

)2(3)2(
2

)2(
2

)1(

x

F

t

F

x

F

x

F
 

;03
3

)2(3
2

3

)1(3)2(
2

)1(
2

2

)2(2
2

2

)1(2
























































































x

F

x

F

x

F

x

F

x

F

x

F
 
























0

3

)1(3
2

)1(

x

F

t

F
. 

После вычисления коэффициентов заметим, что при ε3: 

      

  

(2) 3 (2) (1) (2) 3 (2)
(1)

3 3

2 (1) 2 (2) (1) 3 (2) (2) 3 (1)

2 2 3 3

2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2

2

1 1

3 2

3

3

3 2

F F F F F
F

x t x x t x

F F F F F F

x x x x x x

f f B f f f f

B f f

f

        
      

        

       
         

       

          

       

            
   

2 32

2 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

3 3

1 2 1 2 1 1 2 2 0.

f B f f f f B f f

B f f f f

            

       

  

При ε4: 

  

(2) 3 (2) (2) (2) 3 (2)
(2)

3 3

2
2 (2) (2) 3 (2)

3 3

(2)
(2)

1 2 1 2 1 2

3

0.

F F F F F
F

x t x x t x

F F F

x x x

F
F B f f

x x

        
      

        

    
          

  
         

  

  

Когда 5k   ,  коэффициенты содержат множители    43 , FF   и т.д., поэтому 

все равны 0. Таким образом, мы доказали, что ряд (1.13) содержит только функ-

ции (1)F  и (2).F  Следовательно, остаются только уравнения (1.14) и (1.15). 

Поэтому функция 
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, 

где  , ; 

ε – любое число, действительно является решением уравнения (1.4). 

Подставляя F в преобразование Коула-Хопфа (1.2), получаем точное реше-

ние уравнения КдФ. 

Таким образом, подробно изложен аналитический метод нахождения реше-

ния нелинейного волнового уравнения в виде взаимодействие двух солитонов.  

1.4 Преобразование нелинейного волнового уравнения Буссинеска к 

уравнению Кортевега-де Фриза 

Уравнение Буссинеска является двухволновой версией уравнения КдФ, до-

пускающей распространение волн, как в прямом, так и во встречном направле-

ниях [15]. 

Постановка задачи: пользуясь методом медленно меняющегося профиля, 

получить уравнение Кортевега-де Фриза из уравнения Буссинеска. 

Первый способ. Запишем уравнение Буссинеска в виде: 

  

Метод медленно меняющегося профиля. Сделаем замену переменных: 

,     .x t t      Так как безразмерный масштаб медленного времени принадле-

жит промежутку  1, , то операторы производных в этих переменных  ,   при-

нимают вид 

/ /x    ,        .
t

  
 

  
 

Подставляя их в уравнение для F(t, x), получаем следующее уравнение для 

функции  , ,F t f
 
     

 
: 

 
22 4

0

4

3
,

4 6

f f k f
O

    
    

    
 

(1) 2 (2)1F F F    

   3 3
1 1 1 2 2 2(1)

1 2

x s t x s t
F f f e e

       
   

 

 

2

(2) 1 2

1 22

1 2

F f f
 


 

2 22 2 4

0

2 2 2 2

1
0.

2 3

F F F F k F

t x t x t x t

          
         

           
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вводя замену переменных 
f
 


 и    0O   , получим: 

3

0

3

3
0,

2 6

k   
   

  
 

а это и есть уравнение Кортевега-де Фриза. 

1.5 Второй способ преобразования уравнения Буссинеска 

Пользуясь методом медленно меняющегося профиля, получить уравнение 

Кортевега-де Фриза из уравнения Буссинеска. Запишем это уравнение в виде: 

  02  xxxxxxxxtt uuuucu  .  (1.18) 

Сделаем замену  тогда операторы имеют вид 

. 

Пересчитаем все производные, входящие в уравнение (1.18) 

     



  ruqurruquqruqu

t
utt  

 urqruuq 22 2  . 

     2 2 4, , .xx x xxxxx
u p u uu u pu p uu u p u

x
   


    


  

Подставим все эти выражения в исходное уравнение, получаем: 

    02 422222    upuupurqruupcq  .   (1.19) 

Полагаем, что 42222

6

1
2,0 ppqrpcq  , отсюда: 

 . 

Поэтому уравнение (1.19) примет вид: 

  0
3666

4

16
2

  
uuuu

c
u ,  

т. е.: 

  (1.20) 

, ,px qt rt    

,q r p
t x

    
   

    

6 6 1 6
, ,

2
p q cp c r

c
    

  

  2

1
6 ,

4
u uu u u

c
   
  
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где  с – скорость света, очень большая константа, поэтому 1
4

1
2


c
. 

Уравнение (1.20) с учетом малости правой части перепишется в виде  

  (1.21) 

Интегрируя (1.21) по ξ и полагая, что константа интегрирования равна 0, 

получаем уравнением Кортевега-де Фриза. 

. 

Таким образом, в данном подразделе подробно изложены методы, позволя-

ющие при помощи введения нового пространственного и временного масштабов 

устанавливать связь между уравнениями, имеющими свойства, аналогичные 

уравнению Кортевега-де Фриза [25]. 

1.6 Точный метод решения модифицированного уравнения Кортевега-

де Фриза 

02  xxxxt uuuu . 

Произведём замену переменного ctx  , получим: 

0
3

3
2 










d

ud

d

du
u

d

du
c . 

Используя подобный метод, получаем: 

bauuu
c

d

du
 2

6

1

2
)( 422


. 

И дальше, предположим 0 ba , отсюда 
26

6

ucudu

d





. 













 
 




u

ucc

cucu

du 2

2

66
ln

6

1
6

6

6
 

))((6
2

6
1

62 1 ctxcchc
ee

c
e

ec
u

ccc

c







 





. 

График этого решения приведен на рисунке 1.2. 

 

  6 0.u uu u  
  

6 0u uu u    
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Рисунок 1.2 – Решение модифицированного уравнения Кортевега-де Фриза 

 

1.7 Точный метод решения уравнения Клейна-Гордона 

Найдём решение в виде кинков нелинейного уравнения Клейна-Гордона с 

кубической нелинейностью: 

2 2 3

0tt xxu c u u u   , (1.22) 

которое, как и уравнения Кортевега-де Фриза и нелинейное уравнение Шредин-

гера, широко используется в физике [12, 15]. 

Используя переменные бегущей волны: 

x vt   , 

тогда 

,t t

du du
u v

d d
   

 

2 2
2

2 2
 ,  .tt xx

d u d u
u v u

d d
 

 
 

Подставляя в уравнение (2.20), приходим к уравнению 

2
2 3

02 2 2

1
( )

d u
u u

d v c
  

 
. (2.21) 

Пусть 

1
2 22

2 2 2 2

1
1 ,

v

c c v c



  
    

 
 

подставим это в уравнение (2.21) и, умножая на 
du

d
, получаем 
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 
2 2

3 2

02 2
.

du d u du
u u

d d c d


   

  
 

Проинтегрируем по ξ: 

2 2
4 2 2

02

1 1 1

2 4 2

du
u u C

d c

    
      

   
. 

Пусть 

2 4

0

2
,

2
C

c

 



 

с учетом этого получаем: 

 
22 2 4 2 2 2

2
4 2 2 2 2 20 0

02 2 2
2 .

2 2 2

du
u u u u a

d c c c

           
            

       
 

Отсюда находим: 

 2 2

2

du
u a

d c

 
  


, 

или 

2 2
.

2

du
d

u ac

 
  


 

Проинтегрируем последнее соотношение, находим решение уравнения 

Клейна-Гордона: 

2 2

0

1
ln ,

22

u
du u a

u a a u ac

  
   

   

или 

02 2

2 2 .

a

c c
a u

e e
a u

   
   

 


 

Допустим что u a , окончательно получаем 

0

0

2

2
0

2

2

1
.

2
1

c

c

e
u a a th

c
e

 
 

 
 

   
      

 


 

Это решение часто называют кинком, если в формуле берется положитель-

ный знак, а при выборе отрицательного знака, решение становится антикинком. 
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Кинк и антикинк являются примерами топологических солитонов, поскольку 

производная от решения имеет форму уединенной волны [12, 15]. 
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2 ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ ВОЛНОВЫХ УРАВНЕНИЙ ОПЕ-

РАТОРНЫМ МЕТОДОМ  

 

 

2.1 Теория билинейного оператора Хироты 

В начале 70-х гг. ХХ в. японским математиком Р. Хиротой (R. Hirota) был 

разработан прямой метод отыскания солитонных решений. Алгоритм этого ме-

тода состоит в том, что подбирается замена зависимой переменной, которая при-

водит исходное уравнение к так называемой билинейной форме. Затем ищется в 

виде формального ряда теории возмущений решение уравнения, записанного в 

билинейной форме. Для точно решаемых уравнений эти ряды обрываются. Затем 

делается предположение о виде солитонного решения уравнения и находится 

формула для солитонного решения [12, 15, 20, 22, 24]. 

Сначала введем оператор Хироты 
xD̂  , действующий на упорядоченную 

пару функций ( ), ( )f x g x  [20, 24]: 

gfD̂x 
    

0
lim .x x

f x g x
f g fg



    
  


  

Аналогично можно ввести оператор 
tD̂  и операторы более высокого по-

рядка, например: 

gfD̂D̂ tx  =
    2

, 0

, ,
lim ,xt t x x t xt

f x t g x t
f g f g f g fg

 

        
   


  

    
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx fggfgfgfgf

xgxf
limgfD̂ 







464

4

4

0

4






 

и т.д. 

Вообще, пусть P(x, y) – полином двух переменных, тогда можно определить 

оператор *P̂  = ,P
x t

  
 
  

 , действующий на одинарную (дифференцируемую) 

функцию, и оператор  tx D̂,D̂PP̂  , действующий на упорядоченную пару функ-

ций f(x) и g(x) в соответствии с выражением 

gfP̂      
, 0
lim , , , .P f x t g x t
 

  
         

  
  



 

25 

Заметим,  tx D̂,D̂PP̂   – билинейный оператор, а *P̂ = ,P
x t

  
 
  

– обычный 

оператор, оба формируются на основе многочлена P(x, y). 

Определим  

  22112211
ˆˆˆ gfPgfPgfgfP  . 

Можно доказать, что билинейный оператор имеет следующие свойства: 

1)     gfP̂gfP̂gfP̂   ; 

2)   gfP̂gfP̂gffP̂  2121 . 

Эти два свойства указывают на то, что P̂   действительно имеет билиней-

ность. 

3) fP̂fP̂ *1 ; 

4) gfD̂D̂ n

t

m

x  =         
,

, ,
m n

x x t t
x x t t

f x t g x t 
  

        ; 

5)   fgD̂D̂gfD̂D̂ n

t

m

x

nmn

t

m

x 


1 . 

Более того, если m+n – четное число, то 

fgD̂D̂gfD̂D̂ n

t

m

x

n

t

m

x  , 

если m + n – нечетное, то 

0 ffD̂D̂ n

t

m

x . 

Это объясняет то, что билинейный оператор обычно не подчиняется ком-

мутативному и ассоциативному законам. 

6)    xkknxkxkn

x ekkeeD̂ 2121

21


 , 

в частности,  

0 kxkxn

x eeD̂ . 

7)   2121

2121 ,
  

 ekkPeeP̂ , 

где  i i ik x t   . 

8)   tkxtkx* ekPeP̂     , . 

Доказательства свойств 1) и 2). 
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Для любого полинома P(x, y), очевидно *P̂ = ,P
x t

  
 
  

 является линейным 

оператором. 

Отсюда, 

      























txgtxfPlimgfP̂

,
,,,

0
 

     gfP̂txgtxfPlim
,

























,,,

0
; 

   gffP̂ 21
 

       




















txgtxftxfPlim

,
,,,, 21

0
 

    




















txgtxfPlim

,
,,, 1

0
 

     gfP̂gfP̂txgtxfPlim
,



















212

0
,,, 


. 

Свойство 3) очевидно: 

   fP̂f
tx

PtxfPlimfP̂ *

,



































,1,,1

0



. 

Докажем свойство 4). 

Для любого произведения функций 

     , , , , , , ,F x x t t f x t g x t                 

        

           

, , , ,

, , 1 , ,

x

x x

f x t g x t f x t g x t

f x t g x t f x t g x t


                      



                          

  

Это значит, что оператор 



 совпадает с оператором  x x   , когда дей-

ствует на произведение функций  

   , , ,f x t g x t           

так как 

      , ,x x f x t g x t
              
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тоже является суммой произведений функций. 

Ещё раз действуем оператором 



: 

           
2

2

2
, , , ,x xf x t g x t f x t g x t


                        


 

и так далее, можем заметить, что: 

– действие оператора 
m

m




 эквивалентно действию 

m

x x   ;  

– действие оператора 
n

n




эквивалентно действию  

n

t t   ;  

–действие оператора 
m n

m n

 

 
эквивалентно     .

m n

x x t t       

Отсюда 

gfD̂D̂ n

t

m

x  =     
, 0
lim , ,

m n

m n
P f x t g x t

 

 
         

 
  

        
, 0 ,

lim , ,
m n

x x t t
x x t t

f x t g x t 
    

                  

        
,

, ,
m n

x x t t
x x t t

f x t g x t 
  

         . 

Переходим к свойству 5) . 

         


tt
xx

n

tt

m

xx

n

t

m

x txgtxfgfD̂D̂ ,,  

=        
,

, ,
m n

x x t t
x x t t

g x t f x t 
  

           

(поменяем и , иx х t t ). 

            
,

1 1 , ,
m nm n

x x t t
x x t t

g x t f x t 
  

                 

  fgD̂D̂ n

t

m

x

nm



1 ,  

что и требовалось доказать. 

Из свойства 6) очевидно, что 

     xkkn

tt
xx

xkxkn

xx

xkxkn

x ekkeeeeD̂ 212121

21




  . 



 

28 

Покажем свойство 7). 

Если P(x,y) – моном, то есть  , m nP x y x y , то 

      









tt
xx

txktxkn

tt

m

xx

txktxkn

t

m

x eeeeD̂D̂eeP̂ 2211221121   

      212211

21212121 ,
  eekkPeekk

txktxknm


 , 

и 7) выполняется. Так как полином является суммой мономов, то для любого по-

линома 7) тоже выполняется. 

8) Если P(x,y) моном, то есть  , m nP x y x y , то 

  tkxtkxnmtkx

n

n

m

m
tkx* ekPeke

tx
eP̂    








 , . 

Аналогично свойство 8) можно распространить на случай произвольных 

полиномов. 

Будем использовать билинейный оператор и его свойства для решения 

уравнения Кортевега-де Фриза и уравнения Шредингера, которое имеет важное 

значение в квантовой физике. 

2.2 Одно и двухсолитонные решения уравнения Кортевега-де Фриза 

Метод Хироты применим для всех точно решаемых уравнений. Проиллю-

стрируем этот метод на уравнениях, рассмотренных в первой главе. Начнем с 

уравнения Кортевега-де Фриза. 

Вернемся к задаче, рассмотренной в первой главе пункт 1.1, где уравнение 

Кортевега-де Фриза 

0t x xxxu uu u   ,  

было приведено путем замены Коула-Хопфа 

   Fln
x

txu
2

2

12,



   

к виду: 

2
2 2 3 3 4

2 3 3 4
3 3 0.

F F F F F F F F F
F F

x t t x x x x x x x

         
         

          
 

Будем искать решение полученного уравнения операторным методом Хи-

роты. Для этого умножим на 2 и проделав несложные преобразования, получаем 
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такой вид: 

0)464(22 2 
xxxxxxxxxxxxxxxxxxtxxt

FFFFFFFFFFFFF .  

Хирота назвал это уравнение билинейной формой уравнения Кортевега-де 

Фриза. 

Используя оператор Хироты, последнее уравнение перепишем в виде:  

  04  FFP̂FFD̂D̂D̂ xtx



 , (2.1) 

где    4,  P x y xy x  . 

По-прежнему будем искать решение в виде формального разложения: 

     1 2 32 31F F F F        . 

Подставляя это разложение в (2.1) и группируя члены с одинаковыми сте-

пенями  , получаем: 

                321322111 22221  FFFFFFP̂FFP̂  

 
                  213311221 22 FFP̂FP̂FFP̂FP̂FP̂ ***   

Отсюда получим уравнения: 

    01

4

4
1 





















 F

xxt
FP̂*  , (2.2) 

     1122 FFP̂FP̂*  , (2.3) 

     213 FFP̂FP̂*  . (2.4) 

Из уравнений (2.2)-(2.4) можно найти решение уравнения Кортевега-де 

Фриза в виде солитонов. 

Будем искать односолитонное решение, допустим  

 1 t kxF e e    . 

Подставляя последнее выражение в (2.2) и используя свойства оператора 

Хироты, получаем: 

   
4

1 4

4
0.t kxF k k e

t x x

    
     

   
 

Отсюда 
  313  и  kx k tk F e e     . 

Учитывая, что       00,011  PFFP̂  , из уравнений (2.3) и (2.4) следует, 
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что функции 
   2 3

0,  0F F  ... и т.д. Следовательно, уравнения (2.2)-(2.4) – бу-

дут верны. 

Поэтому 

     tkkxtkkx eeFF
33

111 1
, 

где  ln    является решением уравнения (2.1). 

Теперь будем искать двухсолитонное решение уравнения (2.1). Допустим, что  

  211 
eeF  , 

где  3

i i ikx k t    и 
  1 2
2

F Ae 
 . 

Уравнение (2.3) в этом случае запишется в виде 

   
 22211121 2,2 3

2

3

121

 eeP̂eeP̂eeP̂ekkkkAP  

  1 23 3

1 2 1 2  2 ,P k k k k e      . 

Отсюда находим, что 

 
 

    

    

43 3 3 3

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

43 3 3 3
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

,

,

P k k k k k k k k k k
A

P k k k k k k k k k k

       
    

       
 

 

 

2

1 2

2

1 2

.
k k

k k





 

Учитывая основные соотношения оператора Хироты 

        212211212121  
 eeP̂eeP̂AeeeP̂AFFP̂  

    1 2 2 12 23 3

2 2 1 1, , 0A P k k e P k k e   
     ,  

из (2.4) следует, что
 3

0F  . 

Отсюда 

1 2 1 21F e e Ae       . 

Подставляя найденное выражение для F   в подстановку Коула-Хопфа, 

находим двухсолитонное решение уравнения (1.1). 

Это решение описывает процесс распространения и взаимодействия двух 

солитонов уравнения Кортевега-де Фриза. На рисунке 2.1 иллюстрируется про-

цесс взаимодействия двух солитонов уравнения КдФ. 
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Рисунок 2.1 – Взаимодействия двух солитонов уравнения КдФ 

 
1 2 1 21F e e A e        ; 

 

 

2

1 2

2

1 2

k k
A

k k





;  3 , 1 2i i ik x k t i ,    ;  
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   Fln
x

txu
2

2

12,



  . 

Такое построение можно продолжить и построить трехсолитонное решение 

и для любого целого n. 

2.3 Решения операторным методом модифицированного уравнения 

Кортевега-де Фриза 

При помощи метода Хироты можно исследовать многие другие уравнения. 

В частности, модифицированное уравнение КдФ 

26 0t x xxxu u u u   . (2.5) 

Сделаем замену ,
g

u
f

 пересчитаем все производные, входящие в уравне-

ние (2.5): 

2

t t
t

t

g f gfg
u

f f

 
  
 

,  
2

,x x
x

x

g g f gf
u

f f

  
  
 

 

      2

4

2xx x x x x xx x x x

xx

g f g f g f gf f g f gf ff
u

f

     
   

2 2

3

2 2xx xx x x xf g fgf ff g gf

f

  
 , 

 2

2 4

63 3
.

x x x xx xxxx xx x x xx xxx
xxx

f g ff gff gfg f g f g f gf
u

f f

   
   

Подставляя в (2.5), получаем: 

2

2 2 2 2

3 3
6t t x x xxx xx x x xx xxxg f gf g g f gf g f g f g f gf

f f f f

    
     

 2

4

6
0

x x x xx xf g ff gff gf

f

 
  . 

Проделав простейшие преобразования 

 2 3 3t t xxx xx x x xx xxxf g f gf g f g f g f gf       

  2 26 0x x xx xg f gf g ff f     , 

приводим уравнение (2.5) к системе билинейных уравнений 
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2 2 0;   3 3 0xx x t t xxx xx x x xx xxxg ff f g f gf g f g f g f gf         , 

или, вводя оператор Хироты, 

ffD̂fffg xxxx  222

2

1
 (2.6) 

и 

  03  fgP̂fgD̂D̂ xt



, (2.7) 

где    3,P x y y x  . 

Представим функции g  и f  в виде 

   1 3 3g g g     

   2 42 41 ,f f f       

получаем 

                
2

1 3 1 3 1 1 32 3 3 2 42g g g g g g g g              , 

 

...,ffD̂ff

...))f(f(fD̂ffD̂

)()(

x

)(

xx

)(

xx

)()()(

xx








 



2224422

42242222

2

1

221
2

1

2

1





 

 ...))fgfgg()fgg(g(P̂fgP̂ )()()()()()()()()( 54123532131 

 
    ...fgP̂fgP̂gP̂fgP̂gP̂gP̂ )()()()()(*)()()(*)(*  41235521331   . 

Сравнивая коэффициенты при 2 3 4,  ,   ,  ,      получаем: 

0111  )(

xxx

)(

t

)(* gggP̂  

  )2(2)1(
xxfg   (2.8) 

)()()(* fgP̂gP̂ 213   (2.9) 

)()(

x

)(

xx

)()( ffD̂fgg 222431

2

1
2   (2.10) 

)()()()()(* fgP̂fgP̂gP̂ 41235   (2.11) 

...... 

По аналогии с прошлой задачей, начнём с односолитонного решения. 
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Пусть 

 1 t kxg Be Be     , 

и 

031    e)k(Ae),k(APgP̂ )(* . 

Отсюда следует 3   k  . 

И пусть
 2 2f e  , подставим в (2.8), получаем: 

 
22 2 22 ,B e k e   

отсюда следует, что 

  31
2 2 kx k tB kg ke   . 

Учитывая это, находим 

022 3221   e)kk(kPe)ke(P̂fgP̂ )()( . 

Поэтому можно допустить 
 3

0g  , используя (2.8) и получить односоли-

тонное решение  

3 22 2 ,   1kx k tg ke ke f e       

2
2

1

g e k
u k

f e ch




  

 
. 

Аналогично, полагая  

  1 2
1

1 2 ,  g C e C e    

где  3  ,  1,2i i ik x k t i    , можно после некоторых вычислений получить двух-

солитонное решение: 

   1 2 1 2

2
1 2 22 2

1 2 1 22g C e C e C C e      . 

Полагая 

  1 2 1 2
2 2 2 ,f e e De       

тогда 

   1 2 1 2
22 2 22 2

1 2 1 22 2xxf k e k e D k k e       . 
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Подставим найденные выражения в (2.8) и сравним коэффициенты, нахо-

дим: 

)1(2
)(

222
,2,2

2

21

21

2211
A

kk

kk
DkCkC 




 , 

где  
 

 

2

1 2

2

1 2

k k
A

k k





, как и в предыдущем пункте. 

Таким образом, 

  1 2
1

1 22 2g k e k e   , 

   1 2 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2 1f e e De e e A e              . 

Продолжаем вычисления, используя формулу (2.10), имеем 

   

2121

21221

21211

2121221111

11212121

23

2

3

1211

23

1

3

2122

23

112

33

222

23

1

3

2122

23

221

23

2

3

1211

33

111

2

2

21

2

1

2

1

22

21

21

222222

22222

22222

2222

222































e)kk,kk(Pke)kk,kk(Pk

e)k,k(DPke)k,k(Pke)kk,kk(Pk

e)k,k(DPke)kk,kk(Pke)k,k(Pk

)eDekeekeDekeek

eek(P̂DeeeekekP̂fgP̂ )()(

 

Следует заметить, что 

 3 3 3, 0i i i iP k k k k    . 

Полагая  

  1 2 1 2
3 2 2

1 2g E e E e      , 

тогда 

2121 23

2

3

1212

23

2

3

1211

3 2222
 

 e)kk,kk(PEe)kk,kk(PEgP̂ )(* . 

Отсюда находим 

 
 

   
   

33 3 3 3

2 2 1 2 1 2 1 2 1

1 2 33 3 3 3
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 , 2 2 2
2

2 , 2 2 2

k P k k k k k k k k
E k

P k k k k k k k k

       
   

      
 

 

 

2

1 2

2 22

1 2

2 2 .
k k

k k A
k k


 


 

Аналогично найдем 2 12E k A . 

Таким образом, получаем 
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   1 2 1 2
3 2 2

2 12g A k e k e      . 

Дальше вычисляем, используя соотношение (2.10) 

       1 2 1 2 1 2
1 3 2 2

1 2 2 12 2 2g g k e k e A k e k e            

    1 2 1 2 1 23 3 2 22 2

1 2 1 24A k k e e k k e       
    , 

     
 21212121 1212ˆˆ 22222)2()2(2 

eAeeeAeeDffD xx  

  
 22122112111 2222222222 12


eeeeeAeeeeeD̂x

 

      
 221121212 222

121212


eeAeeAeAe  

  
 21212

14


eeA   

    
 21221121 22222 14142ˆ 

eeAeeAeeDx  

       1 2 1 2 1 2
2 2 22 2 3 3

1 2 1 2 1 22 2 2 4 1 4 1 .k k e A k k e A k k e                 

Все подставляем в (2.10): 

        1 2 1 2 1 2 1 2
243 3 2 2 2 22 2

1 2 1 2 1 2 8 4xxA k k e e k k e f k k e          
        

 
  1 2

2 31 2
1 22

1 2

4
2

k k
k k e

k k

 
   

  
  1 2

2 31 2
1 22

1 2

4
2

k k
k k e

k k

  
   


. 

Выберем решение этого уравнения следующим образом: 

  1 2
4 2 2f Fe    , 

тогда  

    1 2
24 2 2

1 22 2xxf F k k e      

и, используя соотношение, полученное из уравнения (2.10), находим 

 

 
   

 

 

 

2

22 21 2

1 2 1 22 4

21 2 1 2

2 4

1 2 1 2

8 4

.
4

k k
k k k k

k k k k
F A

k k k k


   

 
  

 
 

Таким образом, 

  1 2
4 2 22f A e    . 

Продолжая применение оператора Хироты и используя его свойства в вы-

ражении (2.11), получаем 
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 
   21212121 122

222

1

2

2

4123

 




e)A(eeekekAP̂

fgfgP̂ )()()()(

 

  


















212211

2121221121

2121221121

2121

22

2

22

1

22

1

22

1

22

1

22

2

22

2

22

2

222

21

12

122

22









eeAkeeAk

ee)A(keekeek

ee)A(keekeekP̂A

eAekek

 



2121

2121

2121

2121

323
2

3
1212

233
2

3
1211

323
221

43
111

233
1

3
2121

233
112

323
2

3
1212

43
22

)2,2()2,2(

),()1(2),(

)2,2(),()1(2

)2,2(),(2

















ekkkkPAkekkkkPAk

ekkPAkekkPk

ekkkkPkekkPAk

ekkkkPkekkPA

 

 

  02)2(
)(

)(
)2()2(

2)2(
)(

)(
)2()2(

21

21

233
2

3
1

3
212

21

2
213

1
3
2

3
121

323
2

3
1

3
212

21

2
213

2
3
1

3
212














































ekkkk
kk

kk
kkkkk

ekkkk
kk

kk
kkkkk

. 

Сопоставляем с (2.11), можно положить  5
0g   , и так далее 

       6 8 7 9
, , 0f f g g   и получить двухсолитонное решение: 

 1 2 1 2 1 22 2

1 2 2 12 2 2 ,g k e k e A k e k e           (2.12) 

   1 21 2 1 2
22 2 21 2 1 ,f e e A e A e
           

где  
 

 

2

31 2

2

1 2

,   ,  1,2i i i

k k
A k x k t i

k k


    


,  

1 2, k k  – любые действительные или комплексные числа.  

Положим в формулах, описывающих двухсолитонное взаимодействие, 

1 2   и k k   комплексно сопряженными, то есть пусть 1 r ik k ik   , 2 ,r ik k ik   где 

, r ik k  – вещественные. 

Тогда находим 

        3 3 2 3 2

1 3 3r i r i r r r i i i r ik ik x k ik t k x k k k t i k x k k k t            , 
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        3 3 2 3 2

2 3 3 ,r i r i r r r i i i r ik ik x k ik t k x k k k t i k x k k k t            

 

 

 
22 2

1 2

2 2 2

1 2

2
.

(2 )

i i

r r

ikk k k
A

k kk k


   


 

Величина A  определяет фазовый сдвиг, который приобретают солитоны в 

результате взаимодействия.  

Нетрудно найти, что 

    iiriirirrr tkkkxktkkkxk 


 2333 3,3 . 

Проделав некоторые вычисления из формул (2.11), получаем 

     

  

2
3

2

2 2
3 2 2

2 2

2 2 2

4 1 cos 1 sin

r i r i r i

r i r r r

i i ii
r i r i r i

r

i i i i
r i r i i

r r r

k
g k ik e k ik e k ik e

k

k k k
k ik e k e e e

k k k

        

     

      

    
            

    

 

 
2

2

2
4 1 cos sinr ri i

r i r i

r r

k k
k e e th

k k

   
          

  
, 

где  i

r

k
ln

k
  , 

и  

 
2

2 4 2
2 2 4 2 2 2

2 4 2
1 2cos2 2 1 1 2 2cosr r r r ri i i

i i

r r r

k k k
f e e e e e

k k k

       
             

   


 

2

2
2 2

2 2

22 2
2

2

2

2

1 1 cos

1

r

r

r

i

ri i
i

r r
i

r

k
e

kk k
e

k k k
e

k







  
  

             
      
  

 

 

2
2 2 2

2

2 2 2

cos
1 1 .ri i i

r r r

k k
e

k k ch


   

     
     

 

Таким образом, решение имеет вид: 
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 

 

2 2 2
2

2 2 2

cos sin
4

cos1 1

r

r

i
i r i

rr

i i i

r r r

k
th

kg k e
u

kf ke
k k ch





 
      

     
    

   

 

 

 
 

2 2

2

cos sin

2
cos

r
i r i

i

r

i i
r

r r

k
th

k
k

k
ch

k ch

 
      

   
 

     
   

. 

Оно представляет собой бризерное решение модифицированного уравне-

ния Кортевега-де Фриза. Это новый тип солитонов, которого не было у уравнения 

КдФ. Бризеры можно интерпретировать как связанное состояние двух разнопо-

лярных солитонов, осциллирующих друг относительно друга [15]. Распростра-

нение бризера иллюстрирует рисунок 2.2. 

 

Рисунок 2.2 – Бризерное решение модифицированного уравнения КдФ 
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2.4 Решение уравнения Шредингера методом Хироты 

Решения в виде уединенных волн были обнаружены и для нелинейного 

уравнения Шредингера. Это уравнение описывает распространение модулиро-

ванных волн в кристаллах и оптических волокнах, ленгмюровских волн в плазме, 

тепловых волн в твердых телах и другие процессы [6, 15, 24]. 

Сначала приведём уравнение Шредингера, которое в безразмерной форме 

имеет вид 

2
0t xxiu u u u   , (2.13) 

к билинейной форме, сделав замену переменной 
g

u
f

  , где g – комплексная 

функция,  f – действительная функция. 

Пересчитаем все производные входящие в уравнение (2.13): 

2
,t t

t

t

g g f gf
u

f f

  
  
 

 

2
,x x

x

x

g g f gf
u

f f

  
  
 

 

      2

4

2 2

3

2

2 2
,

xx x x x x xx x x x

xx

xx xx x x x

g f g f g f gf f g f gf ff
u

f

f g fgf ff g gf

f

     
 

  


 

2

2
.

g g gg
u uu

f f f
     

Подставляем полученные выражения в (2.13), уравнение Шредингера при-

нимает вид:  

  2 2( 2 2 0t t xx xx x x xf i g f gf f g fgf ff g gf ggg       , 

или: 

    22 2 2 0t t xx x x xx xx xf i g f gf f g f g gf g gg ff f         . 

Можем допустить, что 
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  2 0,t t xx x x xxi g f gf f g f g gf      

 22
xx xgg ff f 


. 

Мы получили систему билинейных уравнений. 

Перепишем эти уравнения в операторной форме: 

  ffD̂gg,fgP̂fgD̂D̂i xxt  22 1
0





,  (2.14) 

где многочлен   2,  P x y iy x  . 

Будем искать решение в виде рядов:  

   1 3 3g g g     

   2 42 41f f f     . 

Подставляя эти выражения в уравнения (2.14), получим: 

           

        

1 3 1 3 1 13 3 2

1 3 3 1 4

( )( )gg g g g g g g

g g g g

           

   
. 

    ...fffD̂ffD̂ )()()(

xx

42242222 221
11




 

  ...ffD̂ff )()(

x

)(

xx

)(

xx  2224422 2
12





 . 

                     54123532131  fgfggfgggP̂fgP̂  

    ...fgP̂fgP̂gP̂fgP̂gP̂gP̂ )()()()()(*)()()(*)(*  41235521331  . 

Сравним коэффициенты при 2 3 4 5 , , , ,      , получаем: 

0111  )(

xx

)(

t

)(* giggP̂ ; (2.15) 

     1 1 22
xxg g f


; (2.16) 

)()()(* fgP̂gP̂ 213  ; (2.17) 

 )()(

x

)(

xx

)()()()( ffD̂fgggg 22241331 2
1




; (2.18) 

041235  )()()()()(* fgP̂fgP̂gP̂ . (2.19) 

Ищем односолитонное решение уравнения (2.13).  
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Пусть 
 1 kx tg e  . Подставляем в (2.15), получим: 

     1 1 2 0kx t

t xxig g i k e     . 

Отсюда  

2
2k

ik
i


  ,

  21 kx ik tg e  . 

И затем  

    2 21 1 2kx ik t kx ik t kxg g e e e    . 

Пусть 
 2 2kxf Be , подставляем в (2.16): 

 
22 22

2kx kxe B k e


. 

Отсюда  

 2 2

2 2
,    

8 8

kxB и f e
k k

 
  . 

Таким образом: 

0
88

22 32

2

2

2

21   tikkxkxtikkx)()( e)ik,k(P
k

e
k

eP̂fgP̂


. 

Поэтому можем допустить, что 
       3 5 4 6

,     , 0g g и f f  . 

Следовательно, мы получили односолитонное решение уравнения Шре-

дингера, где 

  21 kx ik tg g e     , 
 

2
22 2

2
1 1

8

kxf f e
k


      

 – решения системы уравнений (2.14). 

А решение уравнения (2.13), принимает вид: 

2

2
2

2

,

1
8

kx ik t

kx

g e
u

f
e

k


 




 

или 

 

2 2

2
2

2

2
 ,  

1
8

kx ik t ik t

kx

g e e
u k

f ch kx
e

k


   

   

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где  
2

2
ln .

8k


   

Аналогично найдем двухсолитонное решение уравнения Шредингера. 

Пусть 

  2 2
1 2 1 1 2 2

1

1 2 1 2  ,k x ik t k x ik tg C e C e C e C e        

где  2  i i ik x ik t   , 1,2i  , тогда  

     
2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2
1 1

1 2 1 2( )k x ik t k x ik t k x ik t k x ik tg g C e C e C e C e        

      
2 2 2 2
2 1 1 21 21 22 22 2

1 2 1 2

i k k t i k k tk k xk x k x
C e C e C C e e e

 
    . 

Пусть 

        
2 2 2 2
2 1 1 21 21 1

2 2 2
,

i k k t i k k tk k xk x k x
f e e De e e

 
     

тогда:  

              
2 2 2 2
2 1 1 21 21 2

2 2 22 2 2

1 2 1 2

2 2
2 2 .

i k k t i k k tk k xk x k x

xxf k e k e D k k e e e
  

     
  

 

Сравним коэффициенты: 

 
1 2

1 1 2 2 2

1 2

8 8 4
1 ,

k k
C k C k D A

k k
    

  
 

где  
 

 

2

1 2

2

1 2

.
k k

A
k k





 

Следовательно, 

   
2 2

1 1 2 2
1

1 2

8
  ,k x ik t k x ik tg k e k e  


 

          
2 2 2 2
2 1 1 21 21 1

2 2 2
1

i k k t i k k tk k xk x k x
f e e A e e e

 
     . 

Проделав несложные вычисления, находим: 

          tikxkktikxkk
ee

kk

kk
kkEfgP̂

2
212

2
121 22

21

2

21
211

21 4
8 








. 

Поэтому можно положить, что 



 

44 

     2 2
1 2 1 2 1 23 2 2

1 2

k k x ik t k k x ik t
g E e E e

   
  . 

Отсюда 

tikx)kk(tikx)kk()(* e)kkk(Ee)kkk(EgP̂
2
212

2
121 22

1212

22

2211

3 4444


 . 

Сравним коэффициенты в (2.17), находим, что: 

 

 

2

1 2

1 2

1 2
1 1 2 2

2 1 2

8
4

8 8
 ;  .

4

k k
k k

k k
E k A E k A

k k k


 

 
  

  
 

Следовательно 

      
2 2

1 2 1 2 1 23 2 2

1 2

8
.

k k x ik t k k x ik t
g A k e k e

   
 


 

Проделав вычисления в (2.18), находим 

              1 2 1 21 3 3 1 2 2 32 2

1 2 1 2

8
2 (

k k x k k xA
g g g g k k e k k e

 
    


 

      
2 2 2 2
2 1 1 21 23

)
i k k t i k k tk k x

e e e
  

  


; 

   222 ffD̂x
=    1 2

2 2 2

1 2 8
k k x

k k e


   

        2 2 2 2
2 1 1 21 2 1 23 3

1 28 ( )
i k k t i k k tk k x k k x

Ak k e e e e
  

   . 

Всё подставляя в (2.18), производя преобразования можем допустить, что 

         1 2 1 2
24 2 2 4 2 2

1 2 , а  2 2
k k x k k x

xxf Fe f F k k e
 

    . 

Учитывая (2.18), получаем 

   

 

22 2

1 2 1 2 2

2

1 2

16 8
.

8

A k k k k
F A

k k

  
 


 

То есть 
   1 24 2 22 k k x

f A e


 . 

Посредством несложных вычислений, находим: 

04123  )fgfg(P̂ )()()()( . 

Следовательно, можно положить 
       5 7 6 8

, ,g g f f  равными нулю и по-

лучить двухсолитонное решение  
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     
2 22 2

1 2 1 2 1 21 1 2 2
2 2

1 2 1 2

8 k k x ik t k k x ik tk x ik t k x ik tg k e k e A k e k e
       


 

          
2 2 2 2
2 1 1 21 2 1 21 1

22 2 21 1
i k k t i k k tk k x k k xk x k x

f e e A e e e A e
  

        

где по-прежнему  

 

 

2

1 2

2

1 2

.
k k

A
k k





 

Таким образом, метод Хироты позволяет находить в явном виде точные 

одно- и двухсолитонные решения уравнения Шредингера [24].  
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3 ИСПОЛЬЗОВАНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ МАГИСТЕРСКОЙ ДИССЕРТА-

ЦИИ В ПРЕПОДАВАТЕЛЬСКОЙ ДЕЯТЕЛЬНОСТИ 

 

 

Нелинейные математические модели описывающие процессы распростра-

нения волн различной физической природы, являются сложными объектами ис-

следования. Однако, для большинства эталонных уравнений, таких как уравне-

ния Кортевега-де Фриза, модифицированного уравнения Кортевега-де Фриза, 

Буссинеска, синус-Гордона, нелинейного уравнения Шредингера и др., разрабо-

таны различные аналитические методы, позволяющие получить точные решения 

при произвольных начальных условиях. В настоящее время известно достаточно 

много точно решаемых нелинейных уравнений. Но есть класс уравнений, кото-

рые называют частично интегрируемыми уравнения. Задача Коши для таких 

уравнений может быть решена для конкретного начального условия, которое за-

ранее не известно [6, 12]. При поиске точных решений таких уравнений часто 

используют переменные бегущей волны. Изложение методов решения нелиней-

ных уравнений в литературе довольно кратко и даются конспективно. 

В магистерской диссертации рассмотрены два точных метода построения 

солитонных решений для наиболее популярных нелинейных уравнений в част-

ных производных. Используем метод классического анализа и метод оператора 

Хироты. Для сравнения решаем одни и те же эталонные уравнения и получаем 

одинаковые результаты.  

Результаты данной магистерской работы могут быть использованы для чте-

ния лекций и проведения практических занятий направление подготовки 01.04.02 

– «Прикладная математика и информатика», направление подготовки 03.03.02 – 

«Физика». 

Краткий конспект лекции решения операторным методом Хироты модифи-

цированного уравнения Кортевега-де Фриза. 

Сначала введем оператор Хироты xD̂  , действующий на упорядоченную 

пару функций f(x), g(x): 



 

47 

gfD̂x 
    

0
lim .x x

f x g x
f g fg



    
  


 

Запишем основные свойства оператора Хироты: 

1)     gfP̂gfP̂gfP̂   ; 

2)   gfP̂gfP̂gffP̂  2121 ; 

3) fP̂fP̂ *1 ; 

4) gfD̂D̂ n

t

m

x  =         
,

, ,
m n

x x t t
x x t t

f x t g x t 
  

        ; 

5)   fgD̂D̂gfD̂D̂ n

t

m

x

nmn

t

m

x 


1 .  

Более того, если m+n четное число, то 

fgD̂D̂gfD̂D̂ n

t

m

x

n

t

m

x   ; 

если m+n нечетное, то 

0 ffD̂D̂ n

t

m

x . 

6)    xkknxkxkn

x ekkeeD̂ 2121

21


 ,  

в частности,  

0 kxkxn

x eeD̂ . 

7)   2121

2121 ,
  

 ekkPeeP̂ ,  

где i i ik x t   . 

8)   tkxtkx* ekPeP̂     , . 

Сначала приведём уравнение Шредингера, которое в безразмерной форме 

имеет вид 

2
0t xxiu u u u   , (3.1) 

к билинейной форме, сделав замену переменной 
g

u
f

  , где g – комплексная 

функция, f – действительная функция. 

Пересчитаем все производные входящие в уравнение (3.1), после чего урав-

нение Шредингера принимает вид:  

    22 2 2 0t t xx x x xx xx xf i g f gf f g f g gf g gg ff f         . 
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Мы получили систему билинейных уравнений. 

  2 0,t t xx x x xxi g f gf f g f g gf      

 22
xx xgg ff f 


. 

Перепишем эти уравнения в операторной форме: 

  ffD̂gg,fgP̂fgD̂D̂i xxt  22 1
0





,  (3.2) 

где многочлен   2,  P x y iy x  . 

Будем искать решение в виде рядов:  

   1 3 3g g g     

   2 42 41f f f     . 

Подставляя эти выражения в уравнения (3.2), получим: 

           

        

1 3 1 3 1 13 3 2

1 3 3 1 4

( )( )gg g g g g g g

g g g g

           

   
. 

         42242222 221
11




fffD̂ffD̂ xx
 

          2224422 2
12

ffD̂ff xxxxx 



  

                     54123532131  fgfggfgggP̂fgP̂  

                     41235521331 fgP̂fgP̂gP̂fgP̂gP̂gP̂ ***   

Сравним коэффициенты при 
2 3 4 5 , , , ,     , получаем: 

      0111  xxt

* giggP̂ ; (3.3) 

     1 1 22
xxg g f


; (3.4) 

     213 fgP̂gP̂*  ;  

              22241331 2
1

ffD̂fgggg xxx 


;  

          041235  fgP̂fgP̂gP̂* . 
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Ищем односолитонное решение уравнения (3.1).  

Пусть 
 1 kx tg e  .Подставляем в (3.3), получим: 

     1 1 2 0kx t

t xxig g i k e     . 

Отсюда 

2
2k

ik
i


  ,

  21 kx ik tg e  . 

И затем  

    2 21 1 2kx ik t kx ik t kxg g e e e    . 

Пусть 
 2 2kxf Be , подставляем в (3.4): 

 
22 22

2kx kxe B k e


. 

Отсюда  

 2 2

2 2
, и  

8 8

kxB f e
k k

 
  . 

Таким образом: 

      0
88

22 32

2

2

2

21   tikkxkxtikkx eik,kP
k

e
k

eP̂fgP̂


. 

Поэтому можем допустить, что 
       3 5 4 6

,     , 0g g и f f  . 

Следовательно, мы получили односолитонное решение уравнения Шре-

дингера, где 

  21 kx ik tg g e     , 
 

2
22 2

2
1 1

8

kxf f e
k


      

– решения системы уравнений (3.2). 

А решение уравнения (3.1), принимает вид: 

2

2
2

2

,

1
8

kx ik t

kx

g e
u

f
e

k


 




 

или 
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 

2 2

2
2

2

2
 , 

1
8

kx ik t ik t

kx

g e e
u k

f ch kx
e

k


   

   


 

где  
2

2
ln .

8k


   

Аналогично можно построить двухсолитонное решение уравнения Шре-

дингера [24]. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

 

В данной магистерской работе основное внимание уделено изучению нели-

нейных математических моделей волновых процессов и методам построения 

аналитических решений уравнений в частных производных. 

Были исследованы известные математические модели нелинейных волно-

вых процессов: уравнение Кортевега-де Фриза, модифицированное уравнение 

Кортевега-де Фриза, нелинейное волновое уравнение Буссинеска, нелинейное 

уравнение Шредингера, уравнение Клейна-Гордона. На примерах этих уравне-

ний проведено построение солитонных решений двумя точными аналитиче-

скими методами. Первый метод отыскания решения заключается в переходе к 

обыкновенным дифференциальным уравнениям с использованием переменных 

бегущей волны. Второй прямой метод использует оператор Хироты для нахож-

дения солитонных решений. 

Уравнение Кортевега-де Фриза, модифицированное уравнение Кортевега-

де Фриза решены двумя методами. Следует отметить, что метод оператора Хи-

роты эффективней, так как упрощает выкладки и показывает отчетливо струк-

туру уравнений.  

Операторным методом подробно решено нелинейное уравнение Шредин-

гера. Для этого уравнения построено одно и двухсолитонное решения. Найдено 

бризерное решение модифицированного уравнения Кортевега-де Фриза. 

Кроме того, в работе была установлена прямая зависимость между уравне-

нием Кортевега-де Фриза и нелинейным волновым уравнение Буссинеска. 

Новизна данной работы заключается в следующем:  

- разработан специальный подход к решению модифицированного уравне-

ния Кортевега-де Фриза в виде бегущей волны со стационарным профилем; 

- методом медленно меняющегося профиля, получено уравнение Корте-

вега-де Фриза из уравнения Буссинеска;  

- построены солитонные решения нелинейного уравнения Шредингера. 

Научная и практическая значимость магистерской диссертации состоит в 
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том, что ее можно использовать в учебном процессе АмГУ по дисциплинам: «Ли-

нейные и нелинейные модели математической физики (специальные главы)», 

«Линейные и нелинейные уравнения физики». Кроме этого, полученные резуль-

таты могут послужить основой для написания других выпускных квалификаци-

онных работ, использующих нелинейные математические модели, теорию соли-

тонов. 

Результаты проделанной работы были апробированы на 3 конференциях. 

Опубликованы две научные статьи в журнале «Вестник АмГУ». 
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