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РЕФЕРАТ 

 

 

Магистерская диссертация содержит – 79 с., 34 рисунка, 1 таблицу, 60 формул, 

1 приложение, 75 источников. Структура диссертации состоит из трех разделов: 

«Фрактальные методы анализа опухолей головного мозга», «Анализ синтетических 

временных рядов на основе построения графа видимости», «Компьютерная визуали-

зация графа видимости и его анализ». 

 

ОПУХОЛЬ ГОЛОВНОГО МОЗГА, ГРАФ ВИДИМОСТИ, ГЛИОБЛАСТОМА, 

МЕНИНГИОМА, ФРАКТАЛЫ В БИОМЕДИЦИНЕ, РАК, ФРАКТАЛЬНЫЙ АНА-

ЛИЗ, РОСТ ОПУХОЛИ, ГАМИЛЬТОНОВ ЦИКЛ, ПРОГНОЗ, МУЛЬТИФРАК-

ТАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ, КОМПЛЕКСНЫЕ СЕТИ, ПЕРСИСТЕНТНОСТЬ, РЕМИС-

СИЯ, ПАРАМЕТР ХЕРСТА, WOLFRAM MATHEMATICA 

 

Актуальность исследования состоит в том, что в настоящее время намечается 

тенденция к увеличению онкологических заболеваний. Сам рост опухоли представ-

ляет собой сложный процесс, характеризующийся бесконтрольным распростране-

нием клеток и вторжением его в соседние прилежащие ткани. Понимание этого фе-

номена имеет жизненно важное значение для установления правильного диагноза, 

направления стратегии терапии, и начинается с оценки сложности с подходящими 

дескрипторами, полученными путем масштабного анализа. Методы скейлинг-ана-

лиза, применимый к мультифрактальным системам, предлагают новые способы 

описания для углубления понимания динамики роста опухоли в головном мозге. 

Эти методы служат в качестве отправной точки для разработки инновационных 

практических моделей роста и оптимизации терапии, транспорта лекарственных 

средств, а также оценки связанных с ними неврологическими расстройствами, что 

является достаточно актуальной задачей.  
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Целью работы послужило создание программного средства, предназначен-

ного для построения графа видимости с последующим определением гамильтоново 

цикла и расчётом значения показателя Херста, реализуемое в программном пакете 

Wolfram Mathematica. 

Научная новизна основных результатов работы состоит в следующем: разра-

ботанный программный продукт реализует выявления ремиссионых предрасполо-

женностей на основе оценки параметра Херста, используя технологию построения 

графа видимости, существенно отличающуюся от существующих методов фрак-

тального анализа. 

Практическая ценность диссертационной работы заключается в возможно-

сти определения направления динамики роста опухолей головного мозга, что 

наилучшим способом скажется при дальнейшем выборе направления стратегии те-

рапии. 

Защищаемые положения:   

1. Алгоритм построения графа видимости нейроэпителиальной неоплазмы. 

2. Алгоритм определения наименьшего гамильтоново цикла и оценкой кон-

станты Херста. 

3. Программа визуального представления графа видимости и проверкой по-

строения данного объекта. 

Основные результаты проведенного исследования опубликованы в двух ра-

ботах, среди которых одна статья из сборника «Системный анализ в медицине» [62] 

и один тезис доклада на научной конференции [63].
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Опухоли проявляют сложную и нерегулярную геометрию из-за неравномер-

ного пространственного распределения клеток. Эта нерегулярная геометрия появ-

ляется в процессе роста, и влияет на взаимодействие опухоли со своим носителем, 

на сосудистую сеть опухоли и даже на пространственную диффузию опухоли во 

времени. Фрактальная геометрия предоставляет способы измерения, характеризу-

ющее эти сложные и нерегулярные объекты. В случае опухолей головного мозга, 

технология медицинской визуализации была фундаментальной для геометриче-

ского анализа и количественной оценки опухолевых поражений. Технологии маг-

нитно-резонансной томографии со стандартным усилением контрастности, динами-

ческим усилением контрастности и взвешиванием восприимчивости дают подроб-

ную геометрическую информацию с превосходным пространственным разреше-

нием и качеством. При применении к центральной нервной системе, точная харак-

теристика геометрии опухоли во всей ее сложности делает важный вклад в понима-

ние патологии опухоли мозга. Эта точная геометрическая характеристика приводит 

к новым методам сегментации опухоли и классификации тканей в МРТ с повышен-

ной контрастностью [22-24], классификации опухолей [17, 23] и мониторингу тера-

пии [15, 23]. Параметры, выделенные из динамики комплексного роста опухоли [1-

6, 38, 55], могут быть использованы для проверки моделей роста опухолей [9, 27, 

39, 52], для моделирования и прогноза терапии [53]. Кроме того, сложность опухоли 

головного мозга и сложность мозга в целом могут быть приняты во внимание для 

создания моделей, которые оценивают неврологические последствия резекции опу-

холи [60] и неврологические нарушения [18, 21] из-за наличия опухолей головного 

мозга. 

Разделы в данной работе организованы следующим образом: во-первых, мы 

рассмотрим использование фрактальной размерности, которая оценивается с помо-

щью алгоритма box-counting, для характеристики свойств ткани и оценки степени 

сортировки опухоли, проведения мониторинга терапии и сегментных МР-изобра-

жений патологической ткани головного мозга с использованием анализа текстуры. 

Далее будет представлено использование метода масштабирующего анализа для 
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оценки параметров роста, извлеченных из динамики взаимодействия опухоли, и его 

связи с фрактальной размерности. Наконец, обсудим некоторые методы муль-

тифрактального анализа, например, временная серия, полученная из морщинисто-

сти опухоли и связанного с ним комплексного сетевого анализа, который мы пред-

ставляем, как естественный способ описания сложности опухоли. 
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1 ФРАКТАЛЬНЫЕ МЕТОДЫ АНАЛИЗА ОПУХОЛЕЙ ГОЛОВНОГО 

МОЗГА 

 

Фрактальная размерность используется для характеристики морфологиче-

ских нарушений патологии рака, а также для оценки степени злокачественности [50, 

59]. В частности, она был использована для установления четких геометрических 

различий между нормальными, диспластическими и неопластическими тканями 

[32, 33]. В случае опухолей головного мозга, фрактальная размерность использова-

лась для сегментации опухоли в изображениях головного мозга [22-24, 61], класси-

фикации опухолей [17, 23] и оценки эффективности терапии [15, 23]. В этих прило-

жениях были оценены магнитно-резонансные изображения с контрастным усиле-

нием [23], взвешенная по восприимчивости МРТ (известная как SWI [15, 17]) и ги-

стологические образцы опухолей головного мозга [11-14, 16]. Методы магнитно-

резонансной томографии, используемые в этих исследованиях, имеют высокое про-

странственное разрешение и обеспечивают надлежащую визуализацию особенно-

стей опухолевого поражения. 

1.1 Хаусдорфова мера и размерность Хаусдорфа – Безиковича 

Понятие размерности является центральным в фрактальной геометрии.  

Грубо говоря, размерность указывает сколько места занимает набор около каждой 

из своих точек. Среди широкого разнообразия «фрактальных размерностей», кото-

рые используются в настоящее время, определение Хаусдорфа, основанное на кон-

струкции Каратеодори, является самым старым и, возможно, наиболее важным [64]. 

Размерность Хаусдорфа, которая в математике представляет собой неотрица-

тельное действительное число, связанное с любым пространством. Размерность Ха-

усдорфа обобщает понятия изменения реального векторного пространства [65]. 

Преимущество размерности Хаусдорфа в том, что она определена для любого 

множества и математически удобна, так как она основана на мерах, которыми от-

носительно легко манипулировать. Главный недостаток в том, что во многих слу-

чаях она тяжела в вычислении или оценке численными методами. Однако для по-

нимания математики фракталов близость хаусдорфовой меры и размерности суще-

ственна [64]. 
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В четком описании и математическом представлении как меры, так и размер-

ности Хаусдорфа, мы будем по аналогии следовать Фалконеру [64], т.к. его описа-

ния нам показалось более полным и строгим. 

1.1.1 Хаусдорфова мера 

Известно, что если 𝑈 представляет собой любое непустое подмножество n-

мерного Евклидового пространства ℝ𝑛, то его диаметр 𝑈 определяется как |𝑈| =

sup{|𝑥 − 𝑦|: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈}, т.е. наибольшее расстояние между любой парой точек в 𝑈. 

Если {𝑈𝑖} представляет собой счетный (или конечный) набор открытых множеств 

диаметра не превышающего 𝛿, который покрывает 𝐹, т.е. 𝐹 ⊂ ⋃ 𝑈𝑖
∞
𝑖=1   с 0 ≤ |𝑈𝑖| ≤

𝛿 для каждого 𝑖, мы говорим, что {𝑈𝑖} является 𝛿-покрытием 𝐹. 

Предположим, что 𝐹 подмножество ℝ𝑛 и 𝑠 неотрицательное число. Для лю-

бого 𝛿 > 0 мы определяем 

 

ℋ𝛿
𝑠 (𝐹) = inf {∑ |𝑈𝑖|𝑠:∞

𝑖=1  {𝑈𝑖}   𝛿 − покрытие 𝐹}.       (1) 

 

Таким образом, мы смотрим все покрытия 𝐹 множествами наибольшего диа-

метра 𝛿 и отыскиваем минимальную сумму 𝑠 степеней диаметров (рисунок 1). Ко-

гда 𝛿 уменьшается, класс допустимых покрытий 𝐹 в (1) так же уменьшается. По-

этому инфимум ℋ𝛿
𝑠 (𝐹) возрастает и таким образом достигает придела при 𝛿 → 0. 

Следовательно, можно записать 

 

ℋ𝑠(𝐹) =  lim
𝛿→0

ℋ𝛿
𝑠 (𝐹),           (2) 

 

где ℋ𝑠(𝐹) мы будем называть - 𝑠-мерной хаусдорфовой мерой 𝐹. 

Данный предел существует для любого подмножества 𝐹 из ℝ𝑛, хотя предель-

ное значение может принимать значения (и обычно так и есть) 0 или ∞. 
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Рисунок 1 – Множество 𝐹 и два варианта 𝛿-покрытия 𝐹. Инфимум ∑|𝑈𝑖|𝑠 по 

всем таким 𝛿-покрытиям {𝑈𝑖} дает ℋ𝛿
𝑠 (𝐹) 

 

Испытывая определенные трудности, можно доказать, что ℋ𝑠 действительно 

является мерой. Легко показать что ℋ𝑠(∅) = 0, если 𝐸 содержится в 𝐹, то ℋ𝑠(𝐸) ≤

ℋ𝑠(𝐹), и если {𝐹𝑖} представляет собой любую счетную совокупность множеств, то-

гда 

 

ℋ𝑠(⋃ 𝐹𝑖
∞
𝑖=1 ) ≤ ∑ ℋ𝑠(𝐹𝑖)∞

𝑖=1 .         (3) 

 

Более затруднительно будет показать равенство в (3), для суча когда  {𝐹𝑖} - 

непересекающиеся борелевские множества. 

Хаусдорфовы меры обобщают близкие идеи длины, площади, объема и т.д. 

Можно показать, что для подмножества ℝ𝑛, 𝑛-мерная хаусдорфова мера является, 

с точностью до постоянной составляющей, просто 𝑛-мерной мерой Лебега, т.е. 

обычным 𝑛-мерным объемом. Более точно, если 𝐹 является борелевым множеством 

ℝ𝑛, тогда 

 

ℋ𝑛(𝐹) = 𝑐𝑛
−1 vol𝑛(𝐹)          (4) 
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где постоянная 𝑐𝑛 является объемом 𝑛-мерного шара диаметра 1, так 

  

{
𝑐𝑛 =

𝜋
𝑛
2

2𝑛(
𝑛

2
)!

, 𝑛 = 2𝑘 

𝑐𝑛 = 𝜋
𝑛−1

2 (
𝑛−1

2
) !, 𝑛 = 2𝑟 + 1

.         (5) 

 

Аналогично, для хороших маломерных подмножеств из ℝ𝑛, мы имеем, что ℋ0(𝐹) 

число точек в 𝐹; ℋ1(𝐹) дает длину гладкой кривой в 𝐹; ℋ2(𝐹) = (4𝜋) × area(𝐹) 

если 𝐹 гладкая поверхность; ℋ3(𝐹) = (6𝜋) × vol(𝐹); и ℋ𝑚(𝐹) = 𝑐𝑚
−1 × vol𝑚(𝐹)  

если 𝐹 гладкое 𝑚-мерное многообразие ℝ𝑛 (т.е. 𝑚-мерная поверхность в классиче-

ском смысле). 

 

 

Рисунок 2 – Масштабирование множества с коэффициентом 𝜆 увеличивает длину 

на коэффициент 𝜆, площадь на коэффициент 𝜆2, и 𝑠-мерную хаусдорфову меру на 

коэффициент 𝜆𝑠 

 

Масштабные свойства длины, площади и объема хорош известны. При растя-

жении в 𝜆 раз, длина кривой умножается на 𝜆, площадь плоской области умножа-
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ется на 𝜆2  и объем 3-мерного объекта умножается на 𝜆3. Следовательно, право-

мерно можно утверждать, что 𝑠-мерная хаусдорфова мера изменяет масштаб на ко-

эффициент 𝜆𝑠 (рисунок 2). Такие масштабные свойства являются фундаментом для 

теории фракталов. 

Строго, масштабное свойство будет иметь следующий вид: Пусть 𝑆 преобра-

зования подобия масштабного коэффициента 𝜆 > 0. Если 𝐹 ⊂ ℝ𝑛, тогда 

 

ℋ𝑠(𝑆(𝐹)) = 𝜆𝑠ℋ𝑠(𝐹).          (6) 

 

Доказательство данного утверждение следующее. Если {𝑈𝑖}  является 𝛿-по-

крытием 𝐹 тогда {𝑆(𝑈𝑖)} является 𝜆𝛿-покрытием 𝑆(𝐹), таким образом 

 

∑|𝑆(𝑈𝑖)|𝑠 ≤ 𝜆𝑠 ∑|𝑈𝑖|𝑠,                 (7) 

 

поэтому 

 

ℋ𝜆𝛿
𝑠 (𝑆(𝐹)) ≤ 𝜆𝑠ℋ𝛿

𝑠(𝐹)                 (8) 

 

при взятии инфимума. Переход 𝛿 → 0 дает ℋ𝑠(𝑆(𝐹)) ≤ 𝜆𝑠ℋ𝑠(𝐹). Замена 𝑆 на 𝑆−1 

и 𝜆 на 1/𝜆, а так же 𝐹 на 𝑆(𝐹) дает обратное неравенство, противоположное требу-

емому. 

Подобный факт дает следующую основную оценку на хаусродфовы меры 

множеств при действии более общих преобразований. 

Пусть 𝐹 ⊂ ℝ𝑛 и 𝑓: 𝐹 → ℝ𝑚 отображение, такое что 

 

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤ 𝑐|𝑥 − 𝑦|𝛼  (𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹)                       (9) 

 

для постоянных 𝑐 > 0 и 𝛼 > 0. Тогда для каждого 𝑠 

 

ℋ
𝑠

𝛼(𝑓(𝐹)) ≤ 𝑐
𝑠

𝛼ℋ𝑠(𝐹).                (10) 
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Доказательство данного утверждение будет следующим. Если {𝑈𝑖} δ-

покрытие 𝐹, Тогда, так как |𝑓(𝐹 ∩ 𝑈𝑖)| ≤ 𝑐|𝐹 ∩ 𝑈𝑖|𝛼 ≤ 𝑐|𝑈𝑖|𝛼, то отсюда следует что 

{𝑓(𝐹 ∩ 𝑈𝑖} является 휀-покрытием 𝑓(𝐹), где 휀 = 𝑐𝛿𝛼. Таким образом ∑ |𝑓(𝐹 ∩𝑖

𝑈𝑖)|𝑠/𝛼 ≤ 𝑐𝑠/𝛼 ∑ |𝑈𝑖|𝑠
𝑖 , так что ℋ

𝑠

𝛼(𝑓(𝐹)) ≤ 𝑐𝑠/𝛼ℋ𝛿
𝑠 (𝐹). Когда 𝛿 → 0, то 휀 → 0, да-

вая (10). 

Условие (9) известно как условие Гельдера с показателем 𝛼; такое условие 

предполагает, что 𝑓 непрерывна. Особенно важным является случай 𝛼 = 1, т.е. 

 

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤ 𝑐|𝑥 − 𝑦| (𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹),              (11) 

 

тогда 𝑓 называется отображением Липшица, и 

 

ℋ𝑠(𝑓(𝐹)) ≤ 𝑐𝑠ℋ𝑠(𝐹).                (12) 

 

В частности (12) справедливо для любой дифференцируемой функции с огра-

ниченной производной; такая функция обязательно является липшицевой по тео-

реме о среднем значении. Если 𝑓 является изометрией, т.е. |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| = |𝑥 − 𝑦|, 

тогда ℋ𝑠(𝑓(𝐹)) = ℋ𝑠(𝐹). В частности, хаусдорфовы меры инвариантны относи-

тельно переноса (т.е. ℋ𝑠(𝐹 + 𝑧) = ℋ𝑠(𝐹), где 𝐹 + 𝑧 = {𝑥 + 𝑧: 𝑥 ∈ 𝐹}), и инвари-

антны относительно вращения, как конечно можно было ожидать. 

1.1.2 Размерность Хаусдорфа 

Обращаясь к формуле (1), становиться понятно, что для любого множества 

𝐹 ⊂ ℝ𝑛 и для которого 𝛿 < 1, ℋ𝛿
𝑠 (𝐹) не возрастает вместе с 𝑠, так что, согласно (2), 

ℋ𝑠(𝐹) так же невозрастающая. Фактически верно следующее: если 𝑡 > 𝑠 и {𝑈𝑖} 𝛿-

покрытие 𝐹, имеем: 

 

∑ |𝑈𝑖|𝑡 ≤𝑖 ∑ |𝑈𝑖|𝑡−𝑠|𝑈𝑖|𝑠 ≤𝑖 𝛿𝑡−𝑠 ∑ |𝑈𝑖|𝑠
𝑖                         (13) 

 

так что, переходя к инфимуму, получаем ℋ𝛿
𝑡 (𝐹) ≤ 𝛿𝑡−𝑠ℋ𝛿

𝑠 (𝐹). Когда 𝛿 → 0, мы 
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видим, что если ℋ𝑠(𝐹) < ∞, тогда ℋ𝑡(𝐹) = 0 для 𝑡 > 𝑠. Таким образом, график 

ℋ𝑠(𝐹) от 𝑠 (рисунок 3) показывает, что существует критическое значение 𝑠, при 

котором ℋ𝑠(𝐹) испытывает скачок от ∞ до 0. Это критическое значение называется 

Хаусдорфовой размерностью 𝐹, и обозначается dim𝐻𝐹; она определена для любого 

множества 𝐹 ⊂ ℝ𝑛. (Внимание стоит обратить на то, что некоторые авторы ссыла-

ются на Хаусдорфову размерность как на размерность Хаусдорфа-Безиковича.) 

Формально 

 

dim𝐻𝐹 = inf{𝑠 ≥ 0: ℋ𝑠(𝐹) = 0} = sup{𝑠: ℋ𝑠(𝐹) = ∞}                    (14) 

 

(супремум пустого множества берем равным 0), так что 

 

ℋ𝑠(𝐹) = {
∞, если 0 ≤ 𝑠 < dim𝐻𝐹

0, если 𝑠 > dim𝐻𝐹
.              (15) 

 

Если 𝑠 = dim𝐻𝐹, тогда ℋ𝑠(𝐹) может принимать значение нуль, или беско-

нечность, или может удовлетворять неравенству 0 < ℋ𝑠(𝐹) < ∞. 

 

 

Рисунок 3 – График зависимости ℋ𝑠(𝐹) от 𝑠 для множества 𝐹. Хаусдорфова 

размерность является значением 𝑠, при котором происходит скачок от ∞ до 0 
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Борелевское множество, удовлетворяющее последнему условию, называется 

𝑠 − множеством. Математически, 𝑠-множество являются наиболее удобными мно-

жествами для изучения, и к счастью, они встречаться удивительно часто. 

Рассмотрим простой пример. Пусть 𝐹 плоский диск единичного радиуса в ℝ3. 

Тогда из сходных свойств длины, площади и объема следует:  

ℋ1(𝐹) = lenght(𝐹) = ∞,                          (16) 

 

0 < ℋ2(𝐹) = (
4

𝜋
) × area(𝐹) = 4 < ∞                       (17) 

 

и  

 

ℋ3(𝐹) = (
6

𝜋
) × vol(𝐹) = 0.                (18) 

 

Таким образом, dim𝐻𝐹 = 2, вместе с ℋ𝑠(𝐹) = ∞ если 𝑠 < 2, и ℋ𝑠(𝐹) = 0 

если 𝑠 > 2. 

Хаусдорфова размерность удовлетворяет следующим свойствам (которые, 

как можно было бы ожидать, будут справедливы для любого подходящего опреде-

ления размерности): 

— монотонность. Если 𝐸 ⊂ 𝐹, тогда dim𝐻𝐸 ≤ dim𝐻𝐹. Это непосредственно 

следует из свойств меры, ибо ℋ𝑠(𝐸) ≤ ℋ𝑠(𝐹) для каждого 𝑠; 

— счетная стабильность. Если 𝐹1, 𝐹2, … (счетное) последовательность мно-

жеств, тогда  

 

dim𝐻 ⋃ 𝐹𝑖 = sup1≤𝑖<∞{dim𝐻𝐹𝑖}∞
𝑖=1 .               (19) 

 

Конечно, dim𝐻 ⋃ 𝐹𝑖 ≥∞
𝑖=1 dim𝐻𝐹𝑗 для каждого 𝑗 из свойства монотонности. С 

другой стороны, если s > dim𝐻𝐹𝑖, для всех 𝑖, тогда ℋ𝑠(𝐹𝑖) = 0, так что 

ℋ𝑠(⋃ 𝐹𝑖
∞
𝑖=1 ) = 0, что дает противоположное неравенство; 

— счетное множество. Если 𝐹 счетное множество, тогда dim𝐻𝐹 = 0. Если 

𝐹𝑖, единственная точна, ℋ0(𝐹𝑖) = 1 и dim𝐻𝐹𝑖 = 0, то по счетной устойчивости 
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dim𝐻 ⋃ 𝐹𝑖 = 0∞
𝑖=1 ; 

— открытое множество. Если 𝐹 ⊂ ℝ𝑛 является открытым, тогда dim𝐻𝐹 =

𝑛. Поскольку 𝐹 содержится в шаре положительного 𝑛-мерного объема, то dim𝐻𝐹 ≤

𝑛, но так как 𝐹 содержится в многих шарах, то dim𝐻𝐹 ≥ 𝑛 исходя из счетной ста-

бильности и монотонности; 

— гладкие множества. Если 𝐹 гладкое (т.е. непрерывно дифференцируемое) 

𝑚-мерное подмногообразие (т.е. 𝑚-мерная поверхность) из ℝ𝑛, тогда dim𝐻𝐹 = 𝑚. 

В частности, гадкие кривые имеют размерность 1, а гладкие поверхности размер-

ность 2. Существенно, что это может быть выведено из соотношения между хау-

сдорфовой и лебеговой мерами. 

Свойства преобразования размерности Хаусдорфа, следуют непосредственно 

из соответствующих свойств хаусдорфовых мер, данных в конце предыдущего 

пункта. 

Можно утверждать следующее. Пусть 𝐹 ⊂ ℝ𝑛 и допустим, что 𝑓: 𝐹 → ℝ𝑚 

удовлетворяет условию Гельдера: 

 

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤ 𝑐|𝑥 − 𝑦|𝛼  (𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹).                        (20) 

 

Тогда  

 

dim𝐻𝑓(𝐹) ≤ (
1

𝛼
)dim𝐻𝐹.                          (21) 

 

Доказательство данного факта принимает следующий вид. Если 𝑠 > dim𝐻𝐹, 

тогда по утверждению, что было дано в конце предыдущего пункта,  

 

ℋ
𝑠

𝛼(𝑓(𝐹)) ≤ 𝑐
𝑠

𝛼ℋ𝑠(𝐹) = 0,                (22) 

 

это означает, что dim𝐻𝑓(𝐹) ≤
𝑠

𝛼
 для всех 𝑠 > dim𝐻𝐹. 

Исходя из данного утверждения, мы получаем следующие следствие: 

а) если 𝑓: 𝐹 → ℝ𝑚 липшицево преобразование тогда dim𝐻𝑓(𝐹) ≤ dim𝐻𝐹; 
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б) если 𝑓: 𝐹 → ℝ𝑚 би-липшицево преобразование, т.е. 

 

𝑐1|𝑥 − 𝑦| ≤ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤ 𝑐2|𝑥 − 𝑦| (𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹)                      (23) 

 

где 0 < 𝑐1 ≤ 𝑐2 < ∞, тогда dim𝐻𝑓(𝐹) = dim𝐻𝐹. 

Очевидность пункта а) следует из утверждения удовлетворяющего условию 

Гельдера, если взять 𝛼 = 1. Применение этого пункта к обратному преобразованию 

𝑓−1: 𝑓(𝐹) → 𝐹 дает другое неравенство. Это доказывает пункт б). 

Данное следствие демонстрирует фундаментальное свойство хаусдорфовой 

размерности: Хаусдорфова размерность инвариантна относительно би-липшице-

вого преобразования. Таким образом, если два множества имеют разные размерно-

сти, то не может быть би-липшицева отображения из одного множества в другое. 

Это напоминает ситуацию в топологии, где различные «инварианты» (такие как 

группы гомологии или гомотопии) используются для различия множеств, которые 

не являются гомеоморфными: если топологические инварианты двух множеств раз-

личны, тогда не может быть гомеоморфизма (непрерывного взаимно-однозначного 

отображения с непрерывным обратным) между этими множествами. 

В топологии два множества рассматриваются как «одинаковые», если суще-

ствует гомеоморфизм между ними. Один из подходов к фрактальной геометрии – 

рассматривать два множества как «одинаковые», если существует би-липшицево 

отображение между ними. Топологические инварианты используются лишь для 

различения между не гомеоморфными множествами. Однако мы можем найти дру-

гие параметры, включая хаусдорфову размерность, чтобы провести различия между 

множествами, которые не являются би-липшицево эквивалентными. Так как би-

липшицевы преобразования (23) обязательно являются гомеоморфизмами, то топо-

логические инварианты могут использоваться в этом направлении, а хаусдорфова 

размерность (и другие определения размерности) дает более тонкие инварианты для 

различения фракталов. 

Вообще сама по себе размерность множества мало говорит нам о его тополо-

гических свойствах. Однако любое множество размерности меньше 1 обязательно 

является вполне несвязным; т.е. никакие две его точки не лежат в одной и той же 
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связной компоненте. 

Тогда можно дать утверждать, что множество 𝐹 ⊂ ℝ𝑛 с 𝑑𝑖𝑚𝐻𝐹 < 1 полно-

стью несвязно. 

Доказательство этому факту следующее. Пусть 𝑥 и у различные точки из 𝐹. 

Определим отображение 𝑓: ℝ𝑛 → [0, ∞) как 𝑓(𝑧) = |𝑥 − 𝑦|. Так как 𝑓 не увеличи-

вает расстояние, т.е. |𝑓(𝑧) − 𝑓(𝜔)| = ||𝑧 − 𝑥| − |𝜔 − 𝑥|| ≤ |(𝑧 − 𝑥) − (𝜔 − 𝑥)| =

|𝑧 − 𝜔|, мы имеем по первому следствию, что dim𝐻𝑓(𝐹) < dim𝐻𝐹 < 1. Таким об-

разом, 𝑓(𝐹) подмножество из ℝ меры ℋ1 или длины нуль, и таким образом, имеет 

плотное дополнение. Выбирая 𝑟 такое, что 𝑟 ∉ 𝑓(𝐹) и 0 < 𝑟 < 𝑓(𝑦) получаем 

 

𝐹 = {𝑧 ∈ 𝐹: |𝑧 − 𝑥| < 𝑟} ∪ {𝑧 ∈ 𝐹: |𝑧 − 𝑥| > 𝑟}.             (24) 

 

Таким образом, 𝐹 содержится в двух разъединенных открытых множествах с 

𝑥 в одном множестве и 𝑦 в другом, так что 𝑥 и 𝑦 лежат в различных связных компо-

нентах 𝐹. 

1.1.3 Box-counting размерность 

Box-counting или бокс-размерность является одним наиболее широко исполь-

зуемы способов определения размерности. Популярность данного метода в основ-

ном связана из-за его относительной простоты математических расчетов и эмпири-

ческой оценки. Восход данного определения берет начало приблизительно в 1930 

годах, которое в то время называли энтропией Колмогорова, энтропией размерно-

сти, емкостной размерностью (термин который следует избегать в связи с потенци-

альными теоритическими ассоциациями), метрической размерностью, логарифми-

ческой плотностью и информационной размерностью. 

Пусть 𝐹 любое непустое ограниченное подмножество ℝ𝑛, и пусть 𝑁δ(𝐹) 

наименьшее число множеств диаметром больше δ, которыми можно покрыть 𝐹. 

Нижняя и верхняя box-counting размерность 𝐹, соответственно, будет определятся 

как 

 

dim𝐵𝐹 = lim
𝛿→0

log 𝑁δ(𝐹)

− log 𝛿
 ,                         (25) 



 

     
ВКР.155491.09.04.01.ПЗ 

Лист 

     
19 Изм.  Лист № докум. Подп. Дата 

 

dim𝐵𝐹 = lim
𝛿→0

log 𝑁δ(𝐹)

− log 𝛿
 .                          (26) 

 

Если они равны, то мы говорим об общей box-counting размерности 𝐹 

 

dim𝐵𝐹 = lim
𝛿→0

log 𝑁δ(𝐹)

− log 𝛿
.                          (27) 

 

Здесь, как и на протяжении всей главы, мы предполагаем, что 𝛿 > 0 доста-

точно мало чтобы гарантировать, что − log 𝛿 и аналогичные величины строго поло-

жительные. Чтобы избежать проблем с log 0 или log ∞, мы считаем box-counting 

размерность только для непустых ограниченных множеств. В общем, при развитии 

данной теории размерности предполагается, что рассматриваемые множества, не 

являются пустыми и ограниченными. 

Есть несколько эквивалентных определений размерности box-counting, кото-

рые в некоторых случаях удобнее в использовании. Рассмотрим совокупность ячеек 

(кубов) в 𝛿-координатной сетки для множества ℝ𝑛 т.е. ячейки в виде 

 

[𝑚1𝛿, (𝑚1 + 1)𝛿] × … × [𝑚𝑛𝛿, (𝑚𝑛 + 1)𝛿],                       (28) 

 

где 𝑚1, … , 𝑚𝑛  целые числа. (Напомним что куб является интервалом в ℝ1 и квад-

ратом в ℝ2.) Пусть 𝑁𝛿
′ (𝐹) будет число ячеек 𝛿-сетки, которые пересекают 𝐹. Они, 

очевидно, представляют собой коллекцию 𝑁𝛿
′ (𝐹) множеств диаметром 𝛿√𝑛, кото-

рые покрывают 𝐹, так что 

 

𝑁𝛿√𝑛(𝐹) ≤ 𝑁𝛿
′ (𝐹).                          (29) 

 

Если 𝛿√𝑛 < 1, то 

 

log 𝑁𝛿√𝑛(𝐹)

− log(𝛿√𝑛)
≤

log 𝑁𝛿
′ (𝐹)

− log √𝑛−log 𝛿
,                         (30) 
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поэтому принимая предел при 𝛿 → 0 

 

dim𝐵𝐹 ≤ lim
𝛿→0

log 𝑁𝛿
′ (𝐹)

− log 𝛿
,                         (31) 

 

и 

 

dim𝐵𝐹 ≤ lim
𝛿→0

log 𝑁𝛿
′ (𝐹)

− log 𝛿
.                         (32) 

 

С другой стороны, любое множество диаметром не более 𝛿 содержится в 3𝑛 

сетке ячеек со стороной 𝛿 (путем выбора ячейки, содержащего некоторую сосед-

нюю точку множества наряду с близлежащей ячейкой). Таким образом 

 

𝑁𝛿
′ (𝐹) ≤ 3𝑛𝑁𝛿(𝐹),                           (33) 

 

что после логарифмирования и 𝛿 → 0, приводит нас к противоположным неравен-

ствам (31) и (32). Следовательно, для нахождения размерности box-counting (25)-( 

27), мы можем одинаково принять 𝑁𝛿(𝐹), так чтобы количество ячеек в сетки с бо-

ковой поверхностью 𝛿 пересекали 𝐹. 

Этот вариант определения широко используется эмпирически. Чтобы найти 

размерность box-counting плоского множества 𝐹, мы рисуем сетку квадратов или 

ячеек с боковой поверхностью 𝛿 и подсчитываем количество 𝑁𝛿(𝐹) которые пере-

секают различные наборы малых 𝛿 (отсюда и название box-counting). Измеряя ло-

гарифмическую скорость, с которой 𝑁𝛿(𝐹) увеличивается по мере 𝛿 → 0, позволяет 

произвести оценку с помощью графика зависимости  log 𝑁𝛿(𝐹) от − log 𝛿. 

Это определение дает нам четкую интерпретацию размерности box-counting. 

Количество ячеек в сетки с боковой поверхностью 𝛿, которые пересекают множе-

ство, является показателем того, насколько распространенный или нерегулярный 

данный набор, при рассмотрении в масштабе 𝛿. Размерность отражает то, как 

быстро неровности развиваются при 𝛿 → 0. 
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Другое, часто используемое определение box-counting размерности получа-

ется, если взять 𝑁𝛿(𝐹) в (25)-(27) как наименьшее количество произвольных ячеек 

с боковой поверхностью 𝛿 необходимых для покрытия множества 𝐹. Данное экви-

валентное определение легко в плане задания кубической сетки, отметив, что лю-

бой куб (ячейка) со стороной  𝛿 имеет диаметр 𝛿√𝑛, и что любое множество диа-

метром не более 𝛿 содержится в кубе (ячейке) со стороной 𝛿. 

Аналогично, мы получим те же значения, если в (25)-(27) возьмем 𝑁𝛿(𝐹) как 

наименьшее число окружностей радиуса 𝛿, покрывающих 𝐹. 

Менее очевидная эквивалентная формулировка box-counting размерности, 

имеет наибольшее число непересекающихся окружностей радиуса 𝛿, с центрами в 

𝐹. Пусть, это число будет 𝑁𝛿
′ (𝐹), и пусть 𝐵1, … , 𝐵𝑁𝛿

′ (𝐹) непересекающиеся окружно-

сти с центром в 𝐹 и радиусом 𝛿. Если 𝑥 принадлежит 𝐹, то 𝑥 должен находиться в 

пределах 𝛿 одного из 𝐵𝑖, в противном случае окружность с центром 𝑥 и радиусом 𝛿 

может быть добавлена, чтобы сформировать наибольший набор непересекающихся 

окружностей. Таким образом 𝑁𝛿
′ (𝐹) концентрические окружности с 𝐵𝑖, но радиусом 

2𝛿 (диаметром 4𝛿) покрывают 𝐹, дает 

 

𝑁4𝛿(𝐹) ≤ 𝑁𝛿
′ (𝐹).                 (34) 

 

Предположим также, что 𝐵1, … , 𝐵𝑁𝛿
′ (𝐹) непересекающиеся окружности с ра-

диусом 𝛿 и с центрами в 𝐹. Пусть 𝑈1, … , 𝑈𝑘 любая совокупность множеств, диамет-

ром больше 𝛿 которые покрывают 𝐹. Поскольку 𝑈𝑗 должны покрывать центры 𝐵𝑖, 

то каждый 𝐵𝑖 должен по крайней мере содержать один 𝑈𝑗. А так как 𝐵𝑖 непересека-

ющийся набор, то должно быть 𝑈𝑗 столько же сколько и 𝐵𝑖. Следовательно 

 

𝑁𝛿
′ (𝐹) ≤ 𝑁𝛿(𝐹).                 (35) 

 

После логарифмирования и 𝛿 → 0, (33) и (34) показывают, что значения (25)-

(27) остаются неизменными, если 𝑁𝛿(𝐹) заменить на 𝑁𝛿
′ (𝐹). 

Совокупность эти определений представлена на рисунке 4, где количество 
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𝑁𝛿(𝐹) принимается как: (i) наименьшее число замкнутых окружностей радиусом 𝛿, 

покрывающих 𝐹; (ii) наименьшее число ячеек со стороной 𝛿, покрывающих 𝐹; (iii) 

число ячеек 𝛿-сетки, которые пересекаю множество 𝐹; (iv) наименьшее число мно-

жеств диаметра больше 𝛿, покрывающих 𝐹. 

 

 

Рисунок 4 – Пять способов определения box-counting размерности множества 𝐹. 

 

Исходя из различных вариантов определения, можно переформулировать 

определение с учетом эквивалентные определении box-counting размерность, сле-

дующим образом. 

Нижняя и верхняя box-counting размерность подмножества 𝐹 из ℝ𝑛 определя-

ются как 
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dim𝐵𝐹 ≤ lim
𝛿→0

log 𝑁𝛿(𝐹)

− log 𝛿
,                          (36) 

 

dim𝐵𝐹 ≤ lim
𝛿→0

log 𝑁𝛿(𝐹)

− log 𝛿
 ,                         (37) 

 

общая box-counting размерность множества 𝐹 как 

 

dim𝐵𝐹 = lim
𝛿→0

log 𝑁δ(𝐹)

− log 𝛿
,                          (38) 

 

(если этот предел существует), где 𝑁𝛿(𝐹) может принимать следующий вид: 

— наименьшее число замкнутых окружностей радиуса 𝛿, покрывающих 𝐹; 

— наименьшее число ячеек со стороной 𝛿, покрывающих 𝐹; 

— число ячеек 𝛿–сетки пересекающих 𝐹; 

— наименьшее число множеств диаметра больше 𝛿, которые покрывают 𝐹; 

— наибольшее количество непересекающихся окружностей радиуса 𝛿 с цен-

трами в 𝐹. 

Этот список может быть расширен; на практике принято принимать опреде-

ление наиболее удобное для конкретного случая. 

Стоит отметить, что в (36)—(38), достаточно рассмотреть пределы, для кото-

рых 𝛿 стремиться к 0, через любую убывающую последовательность 𝛿𝑘, таким об-

разом что 𝛿𝑘+1 ≥ 𝑐𝛿𝑘 для некоторой постоянной 0 < с < 1; в частности для 𝛿𝑘 =

𝑐𝑘. Чтобы убедиться в этом, стоит обратить внимание, что если 𝛿𝑘+1 ≤ 𝛿 ≤ 𝛿𝑘 , то-

гда 𝑁𝛿(𝐹) наименьшее число множеств в 𝛿-покрытии 𝐹, 

 

log 𝑁𝛿(𝐹)

− log 𝛿
≤

log 𝑁𝛿𝑘+1
(𝐹)

− log 𝛿𝑘
=

log 𝑁𝛿𝑘+1
(𝐹)

− log 𝛿𝑘+log(
𝛿𝑘+1

𝛿𝑘
)

≤
log 𝑁𝛿𝑘+1

(𝐹)

− log 𝛿𝑘+1+log 𝑐
,                     (39) 

 

так что 

 

lim
𝛿→0

log 𝑁𝛿(𝐹)

− log 𝛿
≤ lim

𝑘→∞

log 𝑁𝛿𝑘
(𝐹)

− log 𝛿𝑘
                                  (40) 
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Обратное неравенство тривиально, а простота нижних пределов может быть 

рассмотрена таким же образом. 

Также существует эквивалентное определение box-counting размерности в 

иной форме, которое следует упомянуть. Напомним, что 𝛿-окрестность 𝐹𝛿 подмно-

жества 𝐹 в ℝ𝑛 есть 

 

𝐹𝛿 = {𝑥 ∈ ℝ𝑛: |𝑥 − 𝑦| ≤ 𝛿 для некоторой 𝑦 ∈ 𝐹},                     (41) 

 

т.е. множество точек на расстоянии 𝛿 от 𝐹. Рассмотрим скорость, с которой 𝑛-мер-

ный объем 𝐹𝛿 сжимается, при 𝛿 → 0. В ℝ3, если F является единой точкой, то 𝐹𝛿 

окружность с vol(𝐹𝛿) =
4

3
𝜋𝛿3, если 𝐹 отрезок длины 𝑙, то 𝐹𝛿 подобно «колбаске» с 

vol(𝐹𝛿)~𝜋𝑙𝛿2, и если 𝐹 плоскость, то 𝐹𝛿 по существу уплотнение 𝐹 с vol(𝐹𝛿)~2𝑎𝛿. 

Для любого случая, vol(𝐹𝛿)~𝑐𝛿3−𝑠, где целое число 𝑠 является размерностью 𝐹, так 

что степенной показатель 𝛿 указывает на размерность. Коэффициент 𝑐 в 𝛿3−𝑠, изве-

стен как содержание Минковского 𝐹, является мерой длины, площади и объема для 

соответствующего множества. 

Эта идея распространяется и на фрактальную размерность. Если 𝐹 подмноже-

ство ℝ𝑛, и для некоторого 𝑠, vol𝑛(𝐹𝛿)/𝛿𝑛−𝑠 стремиться к положительному конеч-

ному пределу, как 𝛿 → 0, где vol𝑛 обозначает 𝑛-мерный объем, то имеет смысл рас-

сматривать 𝐹 как 𝑠-мерную. Предельное значение называется 𝑠-мерное содержание 

𝐹-понятие несколько ограничено в использовании, так как не является обязатель-

ным добавление непересекающихся подмножеств, т.е. не является мерой. Даже 

если данного предела не существует, мы все равно в состоянии извлечь критиче-

ский показатель 𝛿 который оказывается связанный с box-counting размерностью. 

Можно утверждать, что если 𝐹 подмножество ℝ𝑛, то 

 

dim𝐵𝐹 = 𝑛 − lim
𝛿→0

log vol𝑛(𝐹𝛿)

log 𝛿
,                         (42) 

 



 

     
ВКР.155491.09.04.01.ПЗ 

Лист 

     
25 Изм.  Лист № докум. Подп. Дата 

 

dim𝐵𝐹 = 𝑛 − lim
𝛿→0

log vol𝑛(𝐹𝛿)

log 𝛿
,                (43) 

 

где 𝐹𝛿 𝛿-окрестность 𝐹. 

Доказательство данного утверждения будет следующим. Если 𝐹 может быть 

покрыта 𝑁𝛿(𝐹) окружностями радиуса 𝛿 < 1, то 𝐹 может быть покрыта концентри-

ческими окружностями радиуса 2𝛿. Следовательно 

 

vol𝑛(𝐹𝛿) ≤ 𝑁𝛿(𝐹)𝑐𝑛(2𝛿)𝑛,                          (44) 

 

где 𝑐𝑛 объем единичной окружности в ℝ𝑛. Логарифмируя 

 

log vol𝑛(𝐹𝛿)

−log 𝛿
≤

log 2𝑛𝑐𝑛+𝑛 log 𝛿+log 𝑁𝛿(𝐹)

− log 𝛿
,               (45) 

 

получим  

 

lim
𝛿→0

log vol𝑛(𝐹𝛿)

− log 𝛿
≤ −𝑛 + dim𝐵𝐹,                         (46) 

 

с аналогичным неравенством для верхнего предела. С другой стороны, если 𝑁𝛿(𝐹) 

непересекающиеся окружности радиусом 𝛿 с центром в 𝐹, то, посредством добав-

ления их объема, 

 

𝑁𝛿(𝐹)𝑐𝑛𝛿𝑛 ≤ vol𝑛(𝐹𝛿).                          (47) 

 

Логарифмируя и 𝛿 → 0, дает нам противоположное неравенство (46). 

В рамка этого утверждения, box-counting размерность иногда называют раз-

мерностью Минковского или Минковского-Булигана. 

Важно понимать связь между box-counting размерностью и размерностью Ха-

усдорфа. Если 𝐹 может быть покрыта 𝑁𝛿(𝐹) множествами диаметром 𝛿, то из опре-

деления (1), 
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ℋ𝛿
𝑠 (𝐹) ≤ 𝑁𝛿(𝐹)𝛿𝑠.                           (48) 

 

Если 1 < ℋ𝑠(𝐹) = lim
𝛿→0

ℋ𝛿
𝑠 (𝐹), тогда log 𝑁𝛿(𝐹) + 𝑠 log 𝛿 > 0 если 𝛿 доста-

точно мало. Таким образом 𝑠 ≤ lim
𝛿→0

log 𝑁𝛿(𝐹)

−log 𝛿
, поэтому 

 

dim𝐵𝐹 ≤ dim𝐵𝐹 ≤ dim𝐵𝐹,                (49) 

 

для каждого 𝐹 ⊂ ℝ𝑛. В целом мы здесь не получаем равенство. Хотя хаусдорфовы 

и box-counting размерности равны для многих достаточно регулярных множеств, 

есть множество примеров, когда это неравенство является строгим. 

Грубо говоря (27) говорит, что 𝑁𝛿(𝐹) ≃ 𝛿−𝑠 для малых 𝛿, где 𝑠 = dim𝐵𝐹. Точ-

нее, оно говорит, что 𝑁𝛿(𝐹)𝛿𝑠 → ∞ если 𝑠 < dim𝐵𝐹, и 𝑁𝛿(𝐹)𝛿𝑠 → 0 если 𝑠 >

dim𝐵𝐹. 

Но, 

 

𝑁𝛿(𝐹)𝛿𝑠 = inf{∑ 𝛿𝑠
𝑖 : {𝑈𝑖} (конечное) 𝛿 − покрытием 𝐹},           (50) 

 

которое должно быть по сравнению с 

 

ℋ𝛿
𝑠 (𝐹) = inf{∑ |𝑈𝑖|𝑠

𝑖 : {𝑈𝑖}  𝛿 − покрытие 𝐹},             (51) 

 

происходит в определениях меры и размерности Хаусдорфа. При расчете размер-

ности Хаусдорфа, мы присваиваем различные веса |𝑈𝑖|𝑠 покрытию множества 𝑈𝑖, в 

то время как для box-counting размерности мы используем тот же вес 𝛿𝑠 для каж-

дого покрытия множества. Box-counting размерность можно рассматривать как по-

казатель эффективности, с которой множество может быть покрыта небольшими 

множествами равного размера, в то время как размерность Хаусдорфа включает по-

крытия малыми множествами, но в широком диапазоне размеров. 

Существует соблазн ввести величину 𝑣(𝐹) = lim
𝛿→0

𝑁𝛿(𝐹)𝛿𝑠 но это не дает нам 
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меру на подмножествах ℝ𝑛. 

Так как box-counting размерность определяется покрытиями множества оди-

накового размера, их легче вычислить, чем размерность Хаусдорфа. Так же как и с 

размерностью Хаусдорфа, в расчеты box-counting размерности обычно включают 

нахождение нижней границы и верхней отдельно, каждая граница в зависимости от 

геометрического наблюдения с последующей алгебраической оценкой 

1.2 Фрактальная размерность и опухоли головного мозга  

Антонио Дэ Ива и др. [17] определили оценочный размер фрактальной раз-

мерности на 7 Тл взвешенных по весу чувствительных магнитно-резонансных изоб-

ражениях (SWI-MRI), для оценки глиомы опухоли. Их результаты свидетельствуют 

о значительном возрастании (𝑝 < 0,05) внутриопухолевой фрактальной размерно-

сти рака, то есть 1,682 ±  0,278 для II степени, 2,018 ±  0,517 для III степени и 

2,247 ±  0,358 для глиомы IV степени с разницей статистической значимости 𝑝 =

0,013 между глиомами II и IV степени. В работе [15] измерение фрактальной раз-

мерности использовалось для мониторинга эффектов антиангиогенного лечения. 

Это было сделано на 7 Тл взвешенных по весу изображениях магнитного резонанса, 

чтобы оценить ответ на терапию. В этой работе пациенты получали антиангиоген-

ную терапию бевацизумабом, и повторяющиеся повреждения регистрировались в 

течение 4-недельного периода, оценивая измерение фрактальной размерности. Слу-

чаи, которые были проанализированы в [15], включают три мультиформных 

глиобластомы и одну анапластическую астроцитому. В тех случаях, когда антиан-

гиогенное лечение было эффективным, фрактальная размерность оставалась посто-

янной в пределах 2.40 или слегка уменьшилась (2.34 − 2.26). С другой стороны, 

неудача лечения может быть идентифицирована небольшим увеличением фрак-

тальной размерности (2,23 − 2,26) в случае анапластической астроцитомы или 

очень большим увеличением (2,06 − 2,23) для мультиформной глиобластомы. 

Фрактальные изменения размеров указывают на частичный успех антиангиогенной 

терапии в направлении нормализации сосудистой системы опухоли [26], т.е. более 

упорядоченное сосудистое состояние, или неудачу, определяемую как инкремента-

ция сосудистого расстройства, выраженное через этот параметр. Эти результаты 

вместе [15, 17] позволяют предположить, что оценка фрактальной размерности в 7 
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Тл SWI-MRI-моделях может быть использована для качественного и количествен-

ного описания злокачественных опухолей головного мозга и их эволюции вовремя 

антиангиогенной терапии. 

Фрактальная размерность была предложена Газитом и др. [19] для объясне-

ния геометрического описания сосудистой архитектуры опухоли [57], при опухоле-

вом росте и регрессии. В недавнем обзоре Ди Иева [11] предложил использовать 

различные морфометрические параметры для характеристики сосудистой системы 

опухоли головного мозга, классифицируя их как евклидовы или фрактальные, при 

том что, фрактальная размерность является более объективным параметром, чем 

морфометрические параметры Евклида для оценки микрососудистой опухоли. При-

менительно к гистологическим образцам аденомы гипофиза [12, 13], размер микро-

сосудистой фрактальной размерности оценивался как 1,42 ±  0,14 по сравнению с 

оценочным значением для гипофиза 1,58 ±  0,10. Кроме того, авторы [15] приме-

нили фрактальный метод анализа изображений для количественной оценки микро-

сосудистости в гистологических образцах, которые классифицировались по Все-

мирной организации здравоохранения (ВОЗ) [36], как глиомы II и III степени. Ста-

тистический анализ [16] показал фрактальные индексы как наиболее дискрими-

нантные параметры для описания геометрии микрососудов. Box-counting размер-

ность вычислялась локально (lbcD), для диапазона шкалы от 1 до 1000 мкм. Кроме 

того, для характеристики фрактальной геометрии сосудистой сети использовалась 

микрососудистая фрактальная размерность (mvFD), которая представляет собой 

фрактальную размерность микрососудистого рисунка для всего образца в диапа-

зоне от 50 до 2000 мкм. В частности, в [16] авторы установили корреляцию между 

ангио-оценкой, назначенным невропатологом и перемененными на основе фрак-

тала (lbcD и mvFD), в качестве компьютерной и фрактальной морфометрической 

оценки микрососудистой опухоли. Корреляция была установлена следующим об-

разом: 0, нет кластеров, 1,28 ±  0,11; 1, наличие кластеров, 1,43 ±  0,09; и 2, очень 

крупные кластеры, 1,60 ±  0,07. Кроме того, сложность микрососудистой сети, вы-

раженная как параметр фрактальной размерности, коррелирует с поглощением (11) 

C-метионина (MET), оцененного ПЭТ в мультиформной глиобластоме [14]. В этой 
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работе пациенты с предыдущим исследованием МЕТ ПЭТ прошли полную резек-

цию опухоли головного мозга, давая гистологические образцы, которые были окра-

шены гематоксилином / эозином, и проанализированы двумя невропатологами для 

оценки диагноза мультиформной глиобластомы IV степени. Гистологические об-

разцы были использованы для оценки фрактальной размерности в соответствии с 

предложенными методами [11-13, 16]. Результаты показывают, что фрактальная 

размерность варьировалась между 1,19 и 1,77, со средним значением 1,415 ±

 0,225, а стандартизованное значение поглощения для C-метионина находилось в 

интервале между 1,30 и 5,30 со статистически значимой прямой корреляцией (𝑝 =

 0,02) между этими параметрами.  

Райссер с соавторами [47] изучали нормальные и опухолевидные трехмерные 

(3D) микрососудистые сети в мозге приматов и крыс и проводили анализ фракталь-

ных и силовых спектров на изображениях с синхротронной томографией высокого 

разрешения. Масштаб инвариантов фрактальных свойств проявляются в диапазоне 

от 1,4 мкм до 40 − 65 мкм для нормальных сосудистых сетей. Ожидается более ши-

рокий диапазон для сосудистых сетей опухолей. Фрактальная размерность оцени-

валась двумя методами: box-counting и sandbox [54, 56]. В методе sandbox, точки 𝑁 

выбираются случайным образом в зависимости от структуры, и для каждой точки 𝑖 

находящихся внутри бокса размера 𝑟, вычисляется 𝑀𝑖(𝑟). Впоследствии связь 

между средним значением 𝑀(𝑟) и 𝑟 используется для оценки размера фрактальной 

размерности. Фрактальная размерность box-counting для нормальных сосудистых 

сетей составляет от 1,55 до 1,7, а фрактальная размерность sandbox - от 1,55 до 1,9. 

В случае сосудистых сетей опухоли диапазоны от 1,9 до 2,2 (метод box-counting) и 

от 1,9 до 2,4 (метод sandbox), демонстрируют четкую разницу между нормальными 

и сосудистыми сетями опухолей. 

Ифтехар Уддин [22-24], Зук и др. [61] предложил три модифицированных 

box-counting алгоритма для анализа фрактальной геометрии на изображениях с уве-

личенной контрастностью, которые широко используются для обнаружения опу-

холи головного мозга и оценки фрактальной размерности. Наиболее часто исполь-

зуемый метод, кусочно-пороговый-box-counting (PTBC) [23], использует порог в 

значениях интенсивности пикселей. Другими предложенными методами являются 
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усовершенствованный счетчик кусочно-модифицированных боксов (PMBC) и ку-

сочная-площадь-поверхности-треугольной-призмы (PTPSA) [23, 61]. В предлагае-

мых способах интенсивность пикселей рассматривается как третье измерение, что 

делает их очень подходящими для фрактального анализа текстур. В работах [22, 24] 

авторы предложили моделирование неровностей текстуры изображения посред-

ством дробного броуновского движения 𝑓𝐵𝑚, введенного Мандельбротом [37], за-

висимого от одного параметра, показателя Херста 𝐻 [37]. После определения 𝐻, 

фрактальная размерность может быть легко оценена через простую связь 𝐷𝑓 = 𝐷𝑒 +

1 − 𝐻, где 𝐷𝑒 - евклидова размерность пространства, в котором содержится фрак-

тальная структура. 𝑓𝐵𝑚 оказалась успешной в моделировании множества физиче-

ских явлений и нестационарных процессов, которые разделяют такие существен-

ные свойства, как самоподобие, масштабная инвариантность и фрактальная размер-

ность. Авторы [22, 24] разработали теоретическую основу, которая объединяет 

вейвлет-анализ с мультирешением 𝑓𝐵𝑚 для оценки фрактальной размерности. В 

[24] авторы предложили методологию извлечения признаков, основанную на слия-

нии, с самоорганизующейся картой, множественных фрактальных мер, рассчитан-

ных в методах контрастирования с расширенным T1, T2 и FLAIR методом магнит-

ного резонанса. После выделения данных признаков, авторы используют эту ин-

формацию для обучения контролируемой нейронной сети, которая классифицирует 

области изображения как опухолевые или неопухолевые [24]. 

Фрактальная размерность также может быть извлечена из опухоли после вы-

полнения процесса сегментации изображения. Мартин-Лендров [38, 40], Перейра 

[42], Куантана [43], Торрес-Хойос и др. [55] анализировали опухоли, выделенные 

из изображений МРТ с усиленным контрастом, и определяли размер фрактальной 

размерности опухоли. Анализ 3D изображений данных опухоли головного мозга 

показан в таблице 1, которая включает данные из архива Cancer Imaging Archive, 

Национального института онкологии [7, 8] для высококачественных глиом и изоб-

ражений баз данных для менингиом. Анализ, показанный в таблице 1, позволяет 

сделать вывод, что размер фрактальной размерности для мультиформной глиобла-

стомы составляет 2,11 ±  0,08, а для менингиомы 1,91 ±  0,06. Не так давно, Смит 
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с коллегами [51] проанализировали МР-изображения в режиме инверсии-восста-

новления с редукцией сигнала от свободной жидкости (FLAIR) и получили вариа-

ции фрактальной размерности контуров опухолей глиом низкой степени 1.243 ±

 0.127, и глиом высокой степени 1.338 ±  0.248, со статистическим уровнем зна-

чимости 𝑝 = 0,04. 

  

Таблица 1 – Результаты для показателя локальной шероховатости, 𝛼𝑙𝑜𝑐 

Тип # Случая 𝜶𝒍𝒐𝒄 

Глиобластома 107 0.89 ±  0.08 

Глиома I степени 19 0.81 ±  0.08 

Глиома II степени 11 0.86 ±  0.07 

Глиома III степени 7 0.86 ±  0.10 

Метастазы 47 0.81 ±  0.11 

Вестибулярная  

шваннома 

64 0.74 ±  0.10 

Менингиома 118 0.76 ±  0.08 

Краниофарингиома 1 0.71 

Аденома гипофиза 9 0.76 ±  0.08 

Площадь поражения 42 0.80 ±  0.09 

 

Суммируя, совокупность фрактальных размерностей, каждая из которых свя-

зана с определенной особенностью опухолевого поражения, например интенсивно-

стью контрастного вещества, текстурой изображения, васкуляризацией и границей 

опухоли, дает адекватное описание, характеризующее переходы от нормальной к 

диспластической к неопластической ткани [32, 33]. Это описание очень помогает в 

диагностике и мониторинге терапии. Размер фрактальной размерности, как пра-

вило, очень легко подсчитывается с помощью алгоритмов box-counting или sandbox, 

что делает его полезным для расширенного использования в клинических примене-

ниях и компьютерной диагностике. Однако измерение фрактальной размерности 

само по себе не совсем адекватно описывает мультифрактальные системы [20, 34, 

40, 54], поэтому необходимо рассмотреть более общий подход к оценке комплекс-

ного поведения рака. 

1.3 Подход к масштабному анализу  

Помимо фрактальной размерности существуют и другие способы описания 
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фрактальной геометрии системы. Множество других показателей можно вывести 

из наблюдения степенного поведения посредством масштабных преобразований. 

Опухоли являются сложными адаптивными системами, которые могут характери-

зоваться динамикой, подобной степенному поведению. Рост опухолей, как в ре-

зецированных, так и в живых образцах, был охарактеризован с использованием 

комбинации фрактальных и масштабных методов анализа [2-5, 26]. Эти исследова-

ния показали, что контуры опухолей демонстрируют сверхгрубую динамику скей-

линга, описанную Фемелом и Висеком [29] на местном и глобальном уровнях. Как 

следствие, опухоль может быть параметризованна показателем локальной шерохо-

ватости 𝛼𝑙𝑜𝑐, а также показателем глобальной шероховатости 𝛼 > 1 [2-5]. Показа-

тель локальной шероховатости связывает усредненную по шкале ширину границы 

раздела между опухолью и здоровой тканью с масштабом роста, заданной длиной 

дуги 𝑙, проявляющим степенное поведение [2-5] при малых 𝑙: 

 

𝑊(𝑙, 𝑡)~𝑙𝛼𝑙𝑜𝑐                    (52) 

 

с 𝑊 данным в [9]: 

 

𝑊(𝑙, 𝑡) = {
1

𝑙
∑ [𝑟𝑖(𝑡) − 𝑟𝑖𝑙]2

𝑟𝑖∈𝑙 }
𝐿

1

2
               (53) 

 

где 〈𝑟𝑖〉𝑙 представляет средний радиус, измеренный от центра опухоли, на сегменте 

длины дуги 𝑙, а {∗}𝐿 представляет среднее по всем реализациям (все возможные дуги 

длины 𝑙) в периметре интерфейса 𝐿, как показано на рисунке 5. 

Что касается опухолей головного мозга, Бру и др. [2] сообщают результаты 

на клеточной линии C6 астроцитарной глиомы крыс, которые дают следующий 

набор показателей: 𝛼𝑙𝑜𝑐 = 0.87 ± 0.05, 𝛼 = 1.5 ± 0.1, 𝑧 = 4.0 ± 0.2, 𝛽 = 0.375 ±

0.03 и 𝛽∗ = 0.15 ± 0.05. Эти результаты согласуются с моделью молекулярно-пуч-

ковой эпитаксии (МЛЭ). Тот же фрактальный и масштабный анализ был применен 

к опухолям головного мозга при МРТ с контрастным усилением [38, 55], как с 2D-
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срезами изображениями [38], так и с объемными 3D-изображениями [55]. Для каж-

дого случая распределение контраста внутри опухолей демонстрирует совершенно 

другую картину для глиом высокой степени, таких как глиобластомы, по сравнению 

с доброкачественными опухолями, например акустическая неврома (вестибулярная 

шваннома), как показано на рисунке 6. 

 

 

Рисунок 5 – (a) Средние радиусы получены по контуру внутренней поверхности 

опухоли. (b) Длина дуги для разных масштабов 

 

В отличие от экспериментов проводимых на неживой ткани, измерения в при-

сутствии носителя для клинических применений могут приводить только к умень-

шению набора показателей из-за недостающей информации об изначальных усло-

виях процесса роста опухоли. В этом случае можно определить только 𝛼𝑙𝑜𝑐 и воз-

можно 𝛼. Масштабирование может быть выполнено либо на контурах опухолей в 

2D-срезах, либо на поверхностях опухолей в 3D объемных изображениях. Мас-

штабный анализ в случаях с живым носителем приводит к степенному поведению 

при малых масштабах (рисунок 7), аналогичным случаям с неживой тканью. 
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Рисунок 6 – Контрастные модели распределения: сверху, мультиформная глиобла-

стома; Снизу, вестибулярная шваннома. (a) МРТ с контрастным усилением, (b) 

сегментированное изображение с использованием алгоритма кластеризации 𝑘-

средних, показывающее исходную интенсивность воксела, и (c) бинарное изобра-

жение (маска), используемая для определения границы опухоли 

 

В отличие от экспериментов проводимых на неживой ткани, измерения в при-

сутствии носителя для клинических применений могут приводить только к умень-

шению набора показателей из-за недостающей информации об изначальных усло-

виях процесса роста опухоли. В этом случае можно определить только 𝛼𝑙𝑜𝑐 и воз-

можно 𝛼. Масштабирование может быть выполнено либо на контурах опухолей в 

2D-срезах, либо на поверхностях опухолей в 3D объемных изображениях. Мас-

штабный анализ в случаях с живым носителем приводит к степенному поведению 

при малых масштабах (рисунок 7), аналогичным случаям с неживой тканью. 
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Рисунок 7 – (a) Типичная диаграмма log-log с степенным поведением при малой 

длине шкалы 𝑠, показывающая показатель 𝛼𝑙𝑜𝑐 как наклон линии регрессии, и зна-

чения насыщения для крупномасштабной длины, 𝑊(𝛴), где 𝛴 обозначает размер 

опухоли. (b) Поведение по степенному закону для данных высоко-злокачествен-

ной глиомы, в данном случае мультиформной глиобластомы 

 

Более того, если процесс роста следует за динамическим масштабированием, 

как описано в аннотациях Фемелом и Висеком [29], фрактальная размерность и по-

казатель локальной шероховатости связаны в общем виде [1, 29], т.е. их сумма 

равна размерности вложения формы или евклидовой размерности: 

 

𝛼𝑙𝑜𝑐 = 𝑑𝑓 + 𝑑𝐸                    (54) 

 

Это свойство предоставляет способ оценку фрактальной размерности, которая не 

зависит от алгоритмов box-counting. Его также можно использовать для двойного 

контроля измерений или даже для определения характера процесса роста. Резуль-

таты МРТ с контрастным усилением, полученные из мультицентра баз данных, 

обобщены в таблице 1. В частности, большие базы данных [41], такие как Archive 

Cancer Imaging Archive [7, 8], позволяют проводить обширный статистический ана-

лиз. Важно отметить, что значения локального показателя шероховатости для 

глиомы I и III степени и глиобластомы соответствуют данным, полученным Бру [2] 
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для клеточной линии C6 астроцитомы крысы; также существует небольшая зависи-

мость показателя местной шероховатости от степени злокачественности опухоли и 

значительная разница с доброкачественными опухолями, такими как менингиомы 

и шванномы. Метастазы, которые проявляют большую изменчивость, возможно, 

зависят от гистологических свойств первичных опухолей, имеют среднее значение 

𝛼𝑙𝑜𝑐, сходное с глиомами низкой степени злокачественности. Данные в таблице 1 

особенно распространены для глиобластомы и менингиомы, поэтому можно полу-

чить распределения 𝛼𝑙𝑜𝑐 для этих экстремальных типов опухолей головного мозга, 

как показано на рисунке 8. Кроме того, рассчитать box-counting фрактальную раз-

мерность, чтобы проверить,  уравнение (54). Для случая глиобластомы 𝛼𝑙𝑜𝑐 =

0,89 ± 0,08, 𝑑𝑓 = 2,11 ± 0,08 и 𝛼𝑙𝑜𝑐 + 𝑑𝑓 = 3,00 ± 0,13, в то время как результат 

для менингиом 𝛼𝑙𝑜𝑐 = 0,76 ± 0,08, 𝑑𝑓 = 1,91 ± 0,06 и 𝛼𝑙𝑜𝑐 + 𝑑𝑓 = 2,67 ± 0,11. Эти 

результаты свидетельствуют о том, что, по крайней мере, для этих доброкачествен-

ных опухолей головного мозга, менингиом, динамическое масштабирование, свя-

занное с процессом роста опухоли, не масштабируется в соответствии с предложен-

ным методом Фемелом и Висеком, в то время как окончательно глиобластомы дают 

результат, согласовывающийся с тем, что качественно наблюдается в схемах рас-

пределения контраста, показанных на рисунке 6. 

Кроме этого, из анализа таблицы 1, существует корреляция между уровнем 

опухоли и показателем локальной шероховатости 𝛼𝑙𝑜𝑐, который можно использо-

вать в качестве меры для оценки степени злокачественности. В случае метастазов, 

хотя они и не являются первичными опухолями головного мозга, анализ данных 

параметров роста может помочь в понимании поведения первичного опухолевого 

роста. 

Можно получить показатель шероховатости 𝛼, связанный с шириной границы 

𝑊, по степенному закону [1, 5, 29]: 

 

𝑊𝑠𝑎𝑡(𝑅)~𝑅𝛼                  (55) 
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Рисунок 8 – Распределение показателя локальной шероховатости 𝛼𝑙𝑜𝑐, для (a) 

мультиформной глиобластомы и (b) менингиомы. Красная линия – гауссово рас-

пределение 

 

где 𝑅 - средний радиус опухоли. Предполагается, что для опухолей с живым носи-

телем, достигается условие насыщения, то есть боковая корреляционная длина для 

поверхностных флуктуаций сопоставима или больше чем размер системы [1, 29]. 

Результаты показаны на рисунке 9. 

Суммируя, согласно результатам, показанным на рисунке 9, глиобластомы и 

метастазы демонстрируют показатель 𝛼 > 1, что соответствует супергрубой дина-

мике для процесса роста опухоли, что указывает на высокоинвазивный характер, 

свойственный злокачественной неопластической ткани, который характеризуется 

высокой пролиферацией и диффузией к поверхности опухоли. С другой стороны, 

при доброкачественных опухолях, таких как менингиомы и акустические шван-

номы, тот факт, что условие, сформулированное в уравнении (54) не выполняется, 

т.е. динамическое масштабирование для процесса роста не относится к типу Фе-

мела-Висека и что 𝛼 < 1 указывает, что динамику роста можно объяснить как объ-

емный пролиферативный процесс без диффузии к границе опухоли. 
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Рисунок 9 – Поведение по степенному закону, определяемое формулой (55); (a) 

мультиформной глиобластомы, 𝛼 =  1,002, (b) метастазы, 𝛼 =  1,262, (с) менин-

гиомы, 𝛼 =  0,963 и (d) вестибулярной шванномы, 𝛼 =  0,889. Красная линия 

представляет интервалы прогнозирования 

 

В результате анализа различных геометрических и ростовых параметров и их взаи-

мосвязей дает более четкую картину модели роста опухоли, даже для данных од-

ного события, что является общей клинической ситуацией. Наличие данных о изоб-

ражениях в разное время, которое присутствует в протоколах общей клинической 

терапии, позволяет количественно определять изменения, основанные на этом но-

вом наборе параметров, изменяя общую модель роста для необработанной опухоли. 
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Например, Бру и др. [4] продемонстрировали, как изменяются показатели роста 

опухолей и модели роста, когда рассматривается иммунный ответ. Изменения по-

казателей роста могут быть подходящими дескрипторами для мониторинга терапии 

в лучевой терапии, химиотерапии или иммунотерапии. 
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2 АНАЛИЗ СИНТЕТИЧЕСКИХ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ НА ОСНОВЕ ПО-

СТРОЕНИЯ ГРАФА ВИДИМОСТИ 

 

Классификация опухолей также была выполнена с использованием более об-

щих определений фрактальной размерности (таких как фрактальная корреляцион-

ная размерность), которая имеет отношение к мультифрактальным системам [20, 

34, 35, 54]. Мультифрактальный анализ установил количественные различия между 

злокачественными и доброкачественными опухолями головного мозга [40, 42, 43]. 

В большинстве этих исследований извлекаются данные из изображения опухоли и 

создаются синтетические «временные» ряды; мультифрактальный анализ затем 

применяется к этим сериям. Мартин Ландров и др. [40] оценили фрактальную кор-

реляционную размерность, предполагающую временную последовательность, ко-

дируемую цепным кодом Фримана, получив значительную разницу между злокаче-

ственными (1,05 ± 0,02) и доброкачественными опухолями (1,12 ± 0,04). Квинтана 

с коллегами [43], извлекли данные опухоли методами адаптивных деформируемых 

моделей и использовали функционал плотности энергии для кодирования синтети-

ческих временных рядов. Авторы получили существенное различие в фрактальном 

корреляционном измерении между злокачественными (1,22 ± 0,10) и доброкаче-

ственными (1.10 ± 0.07) опухолями. 

Недавно был применен мультифрактальный анализ для генерации дескрипто-

ров текстур и выполнения сегментирования изображений [25, 45, 46]. Риза и др. [45, 

46] использовали мульти-фракционное броуновское движение (mBm) [25] и муль-

тифрактальный анализ с отложенными флуктуациями (MFDFA) [28], для классифи-

кации опухолей головного мозга как высокостепенные, либо низкостепенные 

глиомы [45], так и сегментации опухолей мозга и эдемы. 

В процессе главенствующего положения, в данной области исследования, 

фрактального анализа, не стоит забывать и о новых перспективных методов. Одним 

из таких как раз является алгоритма построения графа видимости, который мы и 

будем рассматривать далее. 
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2.1 Алгоритм построения графа видимости 

Как известно, временной ряд, есть не что иное как собранный в разные мо-

менты времени статистический материал о значении каких-либо параметров иссле-

дуемого процесса. 

Совокупность математико-статистических методов анализа, предназначен-

ных для выявления структуры временных рядов и для их прогнозирования, пред-

ставляет собой анализ временных рядов. Который в свою очередь играет значитель-

ную роль в различных областях науки и техники. В частности, анализ временных 

рядов используется для определения скрытой периодичности, при решении задач 

диагностирования и прогнозирования.  

Анализ сложных временных рядов в настоящее время представляет собой со-

вокупность многочисленных методов — статистических, корреляционных, фрак-

тальных. Вычисление параметра Херста 𝐻 [66], к примеру, позволяет определить 

персистентность ряда, возможность следования своему предыдущему тренду. В 

статье Пенга и соав. [67], был предложен дисперсионный метод фрактального ана-

лиза DFA (Detrended Fluctuation Analysis), успешно применяемый при анализе рас-

познавания сердечнососудистых заболеваний. 

Относительно недавно появилось новое направление в исследовании времен-

ных рядов с нетривиальной структурой, использующее хорошо развитые методы 

анализа сложных сетей, основанное на так называемых «графах видимости». Вре-

менному ряду при этом по определенному алгоритму сопоставляется граф, свойства 

которого (валентность, кластеризация, ассортативность и т.д.) активно изучаются. 

Необходимо отметить, что временной ряд со сложной структурой содержит (или 

может содержать) большой набор характеристик процесса его порождающего, что 

следовательно может оказаться крайне полезным. 

В настоящее время существует несколько алгоритмов отображения времен-

ного ряда в сложную сеть. Один из способов был предложен Майком Смолом [68], 

где в качестве веса ребер графа использовать близость координат в сечении Пуан-

каре исходного временного ряда. В других работах вводится алгоритм построения 

«графа видимости» и его разновидности в виде: графа взаимной видимости (Natural 

Visibility Graph [69] – NVG, рисунок 10) и графа горизонтальной видимости 
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(Horizontal Visibility Graph [70] – HVG, рисунок 11). Данные алгоритмы построения 

графов видимости (NVG и HVG) используются при исследовании временных рядов 

сложной структуры, связанных с самыми различными явлениями: пульсацией тур-

булентных течений, индексами фондового рынка, сердцебиениями человека, при 

изучении стохастических и хаотических временных рядов и для многих других при-

ложений. 

При построении графа взаимной видимости на горизонтальной оси времени 

отмечаются точки 𝑡𝑖, от которых в соответствии строятся вертикальные линии (в 

нашем случае столбики) высотой, равной значениям ряда измерений в данных точ-

ках — 𝑥(𝑡𝑖). Узлами графа взаимной видимости являются внешние вершины по-

строенных отрезков. Связь между вершинами в графе взаимной видимости счита-

ется существующей, если прямая, соединяющая соответствующие вершины отрез-

ков, не пересекает ни одной из построенных вертикальных линий, находящихся 

между (рисунок 10). 

При более пристальном изучении графа взаимной видимости, можно выде-

лить следующие свойства:  

 все узлы графа, соответствующие значениям временного ряда, являются 

смежными для узлов, соответствующих «соседним» значениям исход-

ного ряда; 

 связи являются ненаправленными (хотя возможно обобщение и на 

направленные связи); 

 инвариантность относительно аффинных преобразований; 

 отображение ряда в граф видимости является алгоритмом с потерями. 

Следует отметить, что каждому временному ряду соответствует свой граф. 

Помимо этого, графы обладают критерием видимости для угла зрения 𝛼 = 𝜋/2. 

Связи графа взаимной видимости отвечают критерию видимости для углов ≥ 𝛼, то-

гда как для графа  горизонтальной видимости  отвечают связи ≤ 𝛼. 

В отличии от графа NVG, граф HVG предложенный в работе Бартоло Луке и 

соав. [70] имеет некоторые отличия в принципах построения. 

Между узлами, соответствующими элементам временного ряда, существует 
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связь, если они находятся в «прямой видимости», т.е. если их можно соединить го-

ризонтальной линией, не пересекающей никакую другую вертикальную линию. 

Этот (геометрический) критерий можно записать, согласно , Безсуднову И. В. [71] 

следующим образом: два узла (элемента ряда), например 𝑡𝑛 и 𝑡𝑚, соединены связью, 

если (см. рисунок 11) ℎ𝑛, ℎ𝑚 > ℎ𝑝 для всех 𝑛 < 𝑝 < 𝑚 . 

Алгоритм построения можно представить удобным для вычисления спосо-

бом. Так, например, на рисунке 11 для узла 𝑡11 смежными в сети считаются узлы 𝑡2 

и 𝑡14, такие что 𝑡14 — ближайший справа от 𝑡11 элемент, со значением ℎ𝑛, превы-

шающем оценку элемента 𝑡11, a 𝑡𝑚 (𝑚 = 𝑛 − 9) — ближайший слева от 𝑡11 элемент, 

для которого ℎ𝑚 < ℎ11. 

Граф горизонтальной видимости эффективно применяется для выявления 

скрытых периодичностей во временных рядах. В частности, для периодических вре-

менных рядов HVG приводит к следующему соотношению для средней степени уз-

лов �̅�(𝑇) соответствующего графа 

 

�̅�(𝑇) = 4 (1 −
1

2𝑇
)                          (56) 

 

где 𝑇 – период временного ряда. Для непериодического временного ряда (𝑇 → ∞) 

при этом получается �̅�(𝑇) = 4. 

На базе соотношения (56) может быть построен фильтр для определения 

скрытых периодичностей во временных рядах. 

Распределение степеней узлов графа горизонтальной видимости – 𝑃(𝑘), для 

случайного некоррелированного временного ряда является экспоненциальным [71]: 

 

𝑝(𝑘) =
1

2
(

2

3
)

𝑘−2
, 𝑘 = 2,3, …                (57)  
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Рисунок 10 – Схема построения графа взаимной видимости 
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Рисунок 11 – Схема построения графа горизонтальной видимости 

 

В работе [71] было предложено обобщение NVG-алгоритма, названное алго-

ритмом графа динамической видимости (Dynamical Visibility Graph – DVG, рисунок 

12). Дополнительным параметром (к алгоритмам NVG и HVG) алгоритма построе-

ния DVG является «угол зрения» 𝛼. Для каждой из связей стандартного графа вза-

имной видимости можно вычислить угол наклона по отношению к горизонтальной 
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оси. Связями графа динамической видимости будут только те, наклон которых ме-

нее заданного угла — «угла зрения» 𝛼 (на рисунке данные связи представлены си-

ним цветом, тогда как связи не соответствующие данному параметру – красные). 

 

 

Рисунок 12 – Схема построения графа динамической видимости 

 

Угол зрения 𝛼 — непрерывно изменяющийся параметр, каждому значению 

этого параметра соответствует свой граф, являющийся подграфом стандартного 

графа взаимной видимости (NVG). Построенный алгоритм является обобщением 

алгоритма NVG, при 𝛼 = 𝜋 DVG-граф переходит в NVG-граф. Предложенный 

DVG-алгоритм позволяет исследовать зависимость параметров графа от угла зре-

ния 𝛼 (форма зависимости, скорости ее роста, скачки и др.). 

Построение DVG-графа происходит следующим образом (рисунок 12). Вре-

менной ряд представляется как последовательный набор моментов времени 

{𝑡𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛}, в которые происходят некоторые события, например 𝑅 — пик в 

кардиограмме. Вначале, сопоставим этому набору временной ряд {𝑥(𝑡𝑖) = 𝑡𝑖+1 −

𝑡𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛}. На плоскости на горизонтальной оси отмечаются точки 𝑡𝑖, от кото-

рых в перпендикулярном направлении строятся отрезки высотой 𝑥(𝑡𝑖). Узлами 

графа взаимной видимости являются внешние вершины построенных отрезков. 

Связь между вершинами считается существующей, если прямая, соединяющая со-

ответствующие вершины отрезков не пересекает ни одного из построенных отрез-

ков, находящихся между ними. Для каждой из связей стандартного графа взаимной 

видимости можно вычислить угол наклона по отношению к горизонтальной оси. 

Связями графа динамической видимости будут только те связи стандартного графа, 

наклон которых менее заданного угла — «угла зрения» 𝛼. 

Формальный критерий видимости, т.е. условие, при выполнении которого 
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связь NVG-графа будет принадлежать DVG можно записать следующим образом. 

Рассмотрим два произвольных момента времени 𝑡𝑖 и 𝑡𝑘 , (𝑖 < 𝑘) и все моменты вре-

мени между ними 𝑡𝑗 , 𝑖 < 𝑗 < 𝑘. Для DVG-графа критерий видимости, т.е. существо-

вания связи между узлами 𝑖 и 𝑘 в NVG: 

 

𝑥𝑘 < 𝑥𝑖 + (𝑥𝑗 − 𝑥𝑖)
𝑡𝑘−𝑡𝑖

𝑡𝑗−𝑡𝑖
, 𝑖 < 𝑗 < 𝑘,                       (58) 

 

должен быть дополнен условием, ограничивающим угол зрения 𝛼: 

 

𝛼 > 𝛼𝑖𝑘 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝑥𝑘−𝑥𝑖

𝑡𝑘−𝑡𝑖
.                (59) 

 

Рассмотрим теперь одну из характеристик DVG-графа — относительное ко-

личество кластеров — 𝑄(𝛼), где под кластером мы будем понимать совокупность 

связанных между собой узлов, не связанных с другими кластерами. Таким образом, 

𝑄(𝛼) — число кластеров деленное на полное число узлов графа. При этом единич-

ный узел, не связанный с другими узлами, кластером не считается. 

Совершенно очевидно, что при малом угле зрения связей между узлами нет, 

и число кластеров равно числу узлов, т.е. максимально. При этом 𝑄(𝛼 < 𝜋/4) = 1. 

При увеличении угла зрения (начиная с 𝛼 = 𝜋/4) начинают появляться связи между 

узлами, размер кластеров растет, а их число монотонно падает. При достижении 

критического значения угла 𝛼𝑐 < 𝜋/2 практически все узлы соединены между со-

бой, граф состоит из нескольких кластеров и относительное число кластеров по-

рядка 1/𝑁 ≪ 1. Относительное число кластеров 𝑄(𝛼) для достаточно длинных вре-

менных рядов ведет себя вблизи критического значения 𝛼𝑐 степенным образом 

(аналогично параметру порядка в теории фазовых переходов второго рода): 

 

𝑄(𝛼)~(𝛼𝑐 − 𝛼)𝛽                           (60) 

 

где значение критического показателя 𝛽 является характеристикой временного 

ряда.  
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Абстрагировавшись от теоритической части и демонстраций построения гра-

фов видимости, в конце хотелось бы привести пример с использованием данных 

методов. Рассмотрим использования данного механизма в сфере онкологии, в кото-

рой прогнозирование играет не маловажную роль. 

2.2 Данные временных рядов, граф видимости и сложные сети 

Бру и др. [6] установили связь между эволюцией сложных сетей и динамиче-

скими процессами, порождающими грубые и подобные фракталу интерфейсы. Сте-

пень узлов в этих сетях изменяется со временем по мере их развития. Применение 

этой сетевой методологии позволяет выявлять так называемые «немасштабируе-

мые» временные и геометрические признаки, которые остаются неизменными по 

мере роста опухоли. Эта инвариантность обнаруживается в распределении степеней 

графа видимости, полученного из контура. 

Этот подход может быть использован для понимания динамики опухоли. 

Набор данных, образованный расстоянием от центра масс точек опухоли в данный 

момент времени, может быть преобразован в граф с применением алгоритма види-

мости, как определено Лакасом и др. [30, 31]. Граф видимости стремится зафикси-

ровать геометрические корреляции, существующие между дискретными точками, 

которые составляют тело опухоли. Общая процедура проиллюстрирована на ри-

сунке 13. Первоначально облако точек, принадлежащих телу опухоли, определено 

алгоритмом сегментации. После этого радиус для каждой точки сопряжения, изме-

ренный от центра масс опухолевого очага, отображается на двумерный массив, ко-

торый регистрирует соответствующий срез и угловое положение. Синтетические 

одномерные «временные ряды» строятся из этого набора данных; каждый из пик-

селей в контуре опухоли становится узлом на связанном графе видимости, где за-

кодированы свойства контура. 

Среди этих свойств - связность графа видимости. Эта связность может быть 

описана простым подсчетом ребер для каждого узла сети, данное значе-ние явля-

ется валентностью узла. Результатом этого вычисления для всех узлов сети, явля-

ется распределение валентностей. 
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Рисунок 13 – (a) Облако точек тела опухоли. (b) Двумерный радиус набора 

данных. (c) Одномерный «временной ряд». (d) Граф видимости. (e) Комплексный 

сетевой анализ 

 

Если рассматривать это распределение как распределение вероятности 𝑃(𝑘), то оно 

представляется как конкретный узел 𝑖, выбранным случайным образом, связанный 

точно с 𝑘 узлами. На рисунке 14 показаны предварительные результаты для 𝑃(𝑘), 

полученные из графа видимости, извлеченные из границы злокачественных и доб-

рокачественных опухолей головного мозга. 

Бру и др. [6] установили P(k) для шести моделей роста, Edwards-Wilkinson 

(EW), Kardar-Parisi-Zhang (KPZ), случайное осаждение (RD), случайное осаждение 

с поверхностной релаксацией (RDSR), Eden и молекулярно-лучевая эпитаксия 

(MBE), показав, что анализ графа видимости приводит к тонкой дискриминации ди-

намики роста и позволяет выявить наиболее удобную модель для их описания. 
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Рисунок 14 – Анализ графа видимости для 2D-интерфейса опухоли. (a) Ко-

личество соединений 𝑘, между точками сети вдоль максимального контура интер-

фейса, (b) распределение степени вероятности 𝑃(𝑘). Сверху результаты для муль-

тиформной глиобластомы, снизу для менингиомы 

 

Следовательно, при применении этого формализма [6] различия, отмеченные на ри-

сунке 14 между менингиомы и мультиформной глиобластомы можно использовать 

не только для оценки разности показателей между двумя состояниями, например, 

показатель степенного поведения 𝑃(𝑘), но также и для различия моделей, которые 

могут быть предложены для опухоли. Действительно, для экспоненты существуют 

известные отличия, например 𝐻 = −1,73 для доброкачественных опухолей голов-

ного мозга и 𝐻 = −2,51 для мультиформной глиобластомы, как можно видеть из 
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среднего поведения в 𝑃(𝑘), показанного на рисунке 15. 

 

 

Рисунок 15 – Сравнение распределения степени вероятностей 𝑃(𝑘) в разных 

группах опухолей головного мозга: а) доброкачественные опухоли, такие как аку-

стические сарномы и менингиомы, с индексом связности 𝐻 = −1,73 и б) глиобла-

стомы с показателем 𝐻 = −2,51 

 

Кроме того, изучение морфологии графа видимости [30, 31] может быть ис-

пользовано для установления дальнейших различий и корреляций между различ-

ными моделями роста опухоли. 

2.3 Постановка задачи 

Полученные в процессе МРТ (магнитно-резонансная томография) сканирова-

ния аксиальные срезы, могут быть использованы для реконструкции трехмерного 

образа, с последующей сегментацией онкологического очага. Подробно о сегмен-

тации неоплазм мозга представлено в статьях [72], [73] и [74]. 

В нашем случае сегменты, являющиеся собой разновидностью опухолей го-

ловного мозга – глиобластомы и менингиомы, представляются в виде совокупности 

набора координат в евклидовом пространстве. Данное действие позволяет прово-

дить расчеты, используя наборы метаданных онкологического очага. 

Первый этап в построении графа заключается в определении центра масс искомого 

объекта. На основе этого, с использованием евклидовой метрики, устанавливается 
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связь отдельных частей опухоли и центра масс, а далее строится диаграмма раз-

броса данных. 

Второй этап заключается в следующем: на основе полученной диаграммы 

разброса данных строиться граф взаимной видимости. Для построенного графа про-

водиться дополнительный анализ, который указывает на отсутствие ребер, инци-

дентных одной и той же вершине, а также на его связанность, что в свою очередь 

демонстрирует правильное построение графа взаимной видимости. 

Третий этап заключается в анализе построенного графа. Для анализа исполь-

зуется метод поиска оптимального гамильтоново цикла (так называемая задача ком-

мивояжера). Получив результат-оптимальный гамильтоновый цикл, для него 

можно определить параметр Херста. 
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3 КОМПЬЮТЕРНАЯ ВИЗУАЛИЗАЦИЯ ЭЛЕКТРОННОЙ СТРУКТУРЫ 

КРИСТАЛЛА 

 

3.1 Характеристика среды программной разработки 

Система компьютерной алгебры Mathematica, разработанная американской 

компанией Wolfram Research Inc., является одним из наиболее распространенных в 

мире программных средств, которое позволяет весьма эффективно выполнять как 

численные, так и символьные вычисления, имеет развитую двумерную и трехмер-

ную графику, а так же встроенный язык программирования высокого уровня. Ука-

занные возможности Математики и удобный пользовательский интерфейс обеспе-

чили ей широкое применение во многих областях современного естествознания 

[75]. 

Mathematica представляет собой модульную систему программного обеспече-

ния, в которой ядро, которое фактически выполняет вычисления, отделено от ин-

терфейса, отвечающего за взаимодействие с пользователем (рисунок 16). 

 

 

 

 

 

Рисунок 16 – Основные части системы Mathematica [1] 

 

Такая конструкция имеет много преимуществ по сравнению с монолитной си-

стемой. К примеру, интерфейс Mathematica может быть запущен на локальном ком-

пьютере с расширенными графическими возможностями, в то время как ядро 

Mathematica может быть запущено на удаленном компьютере с более мощным про-

цессором, или несколько ядер могут быть запущены из одного интерфейса [75].  

Самым распространенным способом работы с Mathematica является исполь-

зование интерактивных документов, известных как «блокноты». Блокноты позво-

ляют «смешивать» в любой пропорции исходные данные и результаты вычислений 

Ядро Mathematica 

Интерфейс Mathematica 

та часть, которая выполняет вы-

числения 

та часть, которая взаимодей-

ствует с пользователем 
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Mathematica с текстом, графикой, рисунками и другими материалами. Вы можете 

использовать блокнот как для выполнения текущих расчетов, так и в качестве сред-

ства для презентации или публикации результатов вашей работы.  

Другими стандартными интерфейсами Mathematica являются текстовый ин-

терфейс и интерфейс MathLink (рисунок 17). 

 

 

 

 

 

Рисунок 17 – Стандартные типы интерфейсов Mathematica [75] 

 

Важным свойством Mathematica является то, что она может взаимодейство-

вать не только с людьми, но и с другими программами. Это достигается, прежде 

всего, за счет MathLink, которые является стандартным протоколом двусторонней 

связи между внешними программами и ядром Mathematica [75].  

Среди многих MathLink-совместимых программ, доступных в настоящее 

время, некоторые разработаны как законченный интерфейс для Mathematica. Зача-

стую такие интерфейсы предоставляют свои собственные специальные пользова-

тельские интерфейсы, использующие ядро Mathematica исключительно как встро-

енную вычислительную машину. 

Кроме того, Mathematica - это интерпретируемый язык функционального про-

граммирования. Можно сказать, что система Mathematica написана на языке 

Mathematica, хотя некоторые функции, особенно относящиеся к линейной алгебре, 

в целях оптимизации были написаны на языке C [75]. 

Mathematica поддерживает и процедурное программирование с применением 

стандартных операторов управления выполнением программы (циклы и условные 

переходы), и объектно-ориентированный подход. Mathematica допускает отложен-

ные вычисления. Также в системе Mathematica можно задавать правила работы с 

теми или иными выражениями [75]. 

Текстовый интерфейс текст, вводимый с клавиатуры 

Интерфейс "блокнота" 
интерактивные документы вычисления 

MathLink интерфейс связь с другими программами 
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Основные элементы Mathematica: 

1) Численные расчеты 

а) в отличие от традиционного калькулятора, который имеет фиксирован-

ную степень точности вычислений, Mathematica может производить вычисления с 

любой точностью. Кроме того, Mathematica может производить расчеты с исполь-

зованием большого числа специальных функций. 

б) с помощью Mathematica можно вычислять интегралы, численно решать 

алгебраические и дифференциальные уравнения и системы уравнений. 

в) Mathematica может обрабатывать численные данные, производя их ста-

тистический анализ, а также производить фурье-анализ, интерполяцию и аппрокси-

мацию данных с помощью метода наименьших квадратов. 

г) Mathematica может работать не только с числами, но и с матрицами, обес-

печивая выполнение всех операций линейной алгебры. Например, можно вычис-

лить определитель матрицы, обратную матрицу, найти собственные значения и соб-

ственные векторы. 

2) Символьные вычисления 

а) Mathematica позволяет производить манипулирование алгебраическими 

формулами, т е. разлагать на множители, раскрывать скобки и производить упро-

щение полиномов и рациональных выражений. Она также позволяет находить ал-

гебраические решения полиномиальных уравнений и систем уравнений. 

б) Mathematica может вычислять интегралы и производные, решать диф-

ференциальные уравнений в символьной форме. 

в) Mathematica может представлять функции в виде разложения в ряд, а 

также вычислять пределы. 

3) Графические средства 

а) Mathematica может строить двумерные и трехмерные графики функций, 

заданных явно или в параметрической форме, а также контурные графики и гра-

фики плотности. Аналогично можно изображать и численные данные. 

б) в Mathematica существует много опций, позволяющих контролировать 

различные аспекты графиков. Например, для трехмерных графиков можно изме-

нять цвет, тени, освещение и яркость поверхности и т.д. 
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в) Mathematica включает графический язык, позволяющий изображать гео-

метрические объекты, используя стандартные фигуры: многоугольники, окружно-

сти и их дуги и т.д., а также вставлять текст в любое место двумерного или трех-

мерного графического объекта. 

4) Программирование 

а) кроме встроенных функций, Mathematica позволяет определять дополни-

тельные функции. 

б) Mathematica включает в себя такой мощный элемент, как правила преоб-

разования, которые позволяют преобразовывать символьные выражения из одной 

формы в другую. 

в) Mathematica представляет собой язык программирования высокого 

уровня, на котором можно писать как малые, так и большие программы. Программы 

могут включать в себя обработку произвольных символьных данных. 

3.2 Структура и возможности программного продукта. 

Для эксперимента были использованы облако значений новообразований, 

принадлежащих телу опухоли, определеных алгоритмом сегментации. Координаты 

точек глиобластомы (39 531) и менингиомы (39 128) представлены в виде тексто-

вого документа, в котором каждая координата отделена от других пробелами. 

Для построения графа видимости и его дальнейшего анализа использовался 

программный продукт Wolfram Mathematica 11.0. Непосредственно листинг про-

граммы представлен в приложении А. 

После подгрузки облака данных из файла строются трехмерные модели глио-

ластомы (рисунок 10) и менингиомы (рисунок 11).  
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Рисунок 10 – Глиобластома, представленная набором координат в евклидо-

вом пространстве 

 

 

Рисунок 11 – Менингиома, представленная набором координат в евклидовом 

пространстве 

 

Для определения центра масс глиобластомы использовалась написанная на 

встроенном в Wolfram Mathematica языке функция вычисления центра масс, ис-

пользующая стандартные конструкции языка. На рисунке 12 представлена функция 
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вычисляющая центр масс и непосредственно его значение для глиобластомы/ме-

нингиомы. 

 

 

Рисунок 12 – Вычисление центра масс глиобластомы (синим), менигиомы 

(красным) 

 

С использованием встроенной функции EuclideanDistance евклидовой мет-

рики, устанавливается связь отдельных частей опухоли и центра масс. После этого 

радиус для каждой точки сопряжения, измеренный от центра масс опухолевого 

очага, отображается на двумерный массив, который регистрирует соответствую-

щий срез и угловое положение, строится диаграмма разброса данных (Рисунок 13-

14).  

 

 

Рисунок 13 – Диаграмма разброса данных глиобластомы 
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Рисунок 14 - Диаграмма разброса данных менингиомы 

 

На втором этапе для построения графа взаимной видимости на встроенном в 

Wolfram Mathematica языке была написана функция использующая диаграмму раз-

броса данных в качестве входных параметров. Синтетические одномерные «вре-

менные ряды» строятся из этого набора данных; каждый из пикселей в контуре опу-

холи становится узлом на связанном графе видимости, где закодированы свойства 

контура. 

Построенный граф взаимной видимости (для наглядности показан граф 

только для первых двух тысяч точек) приведенный на рисунке 15-16. Данные графы 

были проверены на правильность построения (отсутствие инцидентных ребер и свя-

занность) с использованием встроенных функций Wolfram Mathematica. 
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Рисунок 15 – Граф взаимной видимости глиобластомы 

 

 

Рисунок 16 – Граф взаимной видимости менингиомы 

 

На третьем этапе производились вычисления оптимального гамильтоново 

цикла с использованием встроенных функций, результаты которой представлены 

на рисунке 17. 
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Рисунок 17 – Результат вычисление оптимального гамильтоново цикла для 

опухолей вида: глиобластома, менингиома 

 

На основе полученного результата, произвелось вычисление параметра Хер-

ста (рисунок 18), для исследуемого объекта с использованием встроенной функции 

FractionalBrownianMotionProcess которая отражает собой дробность броуновского 

процесса (fBm). Как было показано в работе [37], отображение fBm-серии проявля-

ется в графе видимости, распределение степени которого является функцией 𝐻. 

Конкретно показано, что показатель степени степенного распределения линейно за-

висит от 𝐻. Полученное значение параметра Херста оказалось равным 𝐻 =

 0.9011991 для мультиформной глиобластомы и 𝐻 =  0.921417 для менингиомы. 

Анализ данных результатов будет представлен в заключительной части данной ра-

боты. 

 

 

Рисунок 18 – Определение значения параметра Херста 
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3.3 Контрольные примеры 

Рассмотрим работу программы на примере визуализации опухолей головного 

мозга и расчета константы Херста. Окно приложения пакета прикладных программ 

представлено на рисунке 19. 

Были рассмотрены следующие виды онкологии головного мозга: мультиформная 

глиобластома, менингиома. 

Результаты моделирования и расчетов представлены на рисунках 20 – 34. 

 

 

Рисунок 19 – Окно приложения пакета прикладных программ 

 

 

Рисунок 20 – Выбор рассматриваемых в работе новообразований головного мозга 
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Рисунок 21 – Меню выбора демонстраций и рассчитываемых в работе показателей  

 

 

Рисунок 22 – Визуальное представление глиобластомы 
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Рисунок 23 – Визуальное представление менингиомы 

 

 

Рисунок 24 – Диаграмма разброса данных глиобластомы 
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Рисунок 25 – Диаграмма разброса данных менингиомы 

 

 

Рисунок 26 – Граф видимости глиобластомы 
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Рисунок 27 – Граф видимости менингиомы 

 

 

Рисунок 28 – Результаты проверки построения графов видимости: справа глиобла-

стомы, слева менингиомы 
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Рисунок 29 – Распределение степеней (валентности) в графе видимости для 

глиобластомы 

 

 

Рисунок 30 – Распределение степеней (валентности) в графе видимости для ме-

нингиомы 
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Рисунок 31 – Выбор вложения графа глиобластомы 

 

 

Рисунок 32 – Выбор вложения графа менингиомы 
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Рисунок 33 – Корреляционный график постоянной Херста и ее значение для 

глиобластомы 

 

 

Рисунок 34 – Корреляционный график постоянной Херста и ее значение для ме-

нингиомы 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Фрактальный анализ, примененный к опухолевым поражениям головного 

мозга, позволил произвести количественную характеристику ткани, классифика-

цию опухоли и количественное определение изменений сосудистой системы, свя-

занных с патологиями рака. Тем не менее, в большинстве известных приложений 

измерение фрактальной размерности является единственным дескриптором, ис-

пользуемым для учета сложности, связанной с опухолевым поражением, и оцени-

вается с помощью алгоритма box-counting или посредством ограниченного исполь-

зования алгоритма sandbox. Этот анализ обычно выполняется в диапазоне шкалы, 

для которого очевидны самоподобные и самоафинные масштабирующие свойства 

системы [35]. Более того, оценка фрактальных размерностей сильно зависит от раз-

мера и разрешения данных, ограничивая их применение конкретными протоколами 

получения изображений, затрудненными в клинической практике. Чтобы продви-

нуться в понимании сложности опухоли, необходимо изучить другие возможные 

дескрипторы, такие как обобщенные фрактальные измерения [44, 56] и показатели 

сингулярности [20, 48], и соответствующие соотношения между ними. Чтобы вы-

полнить эту задачу, методы обнаружения рака должны использовать медицинские 

изображения более высокого разрешения, чтобы несколько расширить масштаб и 

размер данных. Определение физических параметров, полученных путем интегра-

ции информации о различных методах визуализации, которые могут выступать в 

качестве подходящих биомаркеров для фрактального анализа, также весьма акту-

ально. Несмотря на то, что сложная динамика роста опухоли требует глубокого и 

всестороннего анализа, чтобы описать ее соответствующим образом, измерение 

фрактальной размерности оказалось тонким и эффективным дескриптором, чтобы 

установить различия между тканевыми свойствами через переход от нормальной 

ткани к неопластике, что делает его подходящим для включения в клинические 

протоколы и медицинские решения. 

Раковая терапия часто повреждает здоровые клетки и ткани, что как след-

ствие приводит к появляющимся побочным эффектам. Успешное лечебное плани-
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рование, такое как радиохирургия или химиотерапия с высокой точностью и высо-

кой чувствительностью, имеет преимущество уменьшения негативных побочных 

эффектов для пациента, в то же время обеспечивая желаемый результат устранения 

как можно большего количества новообразований. Правильная характеристика 

опухолей имеет важное значение для достижения оптимального планирования ле-

чения. Всепроникающая проблема в онкологии заключается в том, что традицион-

ное планирование лечения игнорирует индивидуальную эволюцию опухоли паци-

ента, применяя максимально допустимую дозу облучения или химиотерапию на 

фиксированном регулярном графике. Было показано, что индивидуальные планы 

лечения, учитывающие эволюцию опухоли пациента, могут помочь в уменьшении 

дозы облучения или химикатов и применении «правильных» моделей [9, 27, 39, 52, 

53] (в том смысле что эти модели имеют соответствующие динамические пара-

метры и масштабирующее поведение) имеет большое значение. Таким образом, 

точное моделирование роста опухоли может помочь в получении более ясных про-

гнозов и более обоснованных вариантов лечения. 

Наконец, предложение новых дескриптивных методов, основанных на мас-

штабировании и мультифрактальном анализе, временных рядах и сложных сетях, 

открывает обширный набор будущих возможностей. В качестве примера этого, ана-

лиз результатов в таблице 1 позволяет предположить, что связь между уровнем опу-

холи и показателем локальной шероховатости 𝛼𝑙𝑜𝑐, может быть установлена с по-

тенциальными применениями в методах диагностики и классификации опухолей. 

Кроме того, анализ сложных сетей, связанных с временными рядами, полученных 

из особенностей опухоли и показанных на рисунке 7, 8 и 9 является очень перспек-

тивным. Как часто встречается в природных явлениях, геометрическая природа 

опухолей является мультифрактальной. Проведенный скейлинг-анализ должен учи-

тывать этот факт и быть строгим, определять соответствующие фрактальные изме-

рения и степенные закономерности. В последнее время вопрос о надежности рас-

пределения степенного закона для эмпирических данных был поставлен под вопрос 

[10, 58], и использование современных статистических методов показало, что мно-

гие наборы данных, обычно описываемые как законы мощности, лучше всего реги-

стрируются логарифмически нормальными или экспоненциальные распределения. 
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Несмотря на то, что методы скейлингового анализа, упомянутые в этом обзоре, по-

казали описательную и дискриминационную силу, следует также рассмотреть ис-

пользование других распределений вероятности для описания и прогнозирования 

роста опухолей в головном мозге. Такой подход будет полезен для понимания роста 

опухоли и, как следствие, улучшения диагностики и терапии. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ А 

 

Листинг программы 

Clear["Global`*"] 

{pointsG = SemanticImport["3C-TNC101-glioblastoma.txt"],  

pointsM = SemanticImport["3C-TB16-meningioma.txt"]} 

pointsfG = Normal@pointsG 

pointsfM = Normal@pointsM 

Show[Graphics3D[{PointSize[Small], Black, Point /@ pointsfG}]] 

Show[Graphics3D[{PointSize[Small], Black, Point /@ pointsfM}]] 

{centerOfMassG = {Total [pointsfG[[All, 1]]], Total [pointsfG[[All, 2]]], Total 

[pointsfG[[All, 3]]]}  / Length[pointsfG], centerOfMassM = {Total [pointsfM[[All, 1]]], 

Total [pointsfM[[All, 2]]], Total [pointsfM[[All, 3]]]}  / Length[pointsfM]} 

talG = Reverse@SortBy[Tally[pointsfG[[All, 3]]], Last]; talG // Short 

talM = Reverse@SortBy[Tally[pointsfM[[All, 3]]], Last]; talM // Short 

pG = First[talG][[1]] 

pM = First[talM][[1]] 

pointsInBiggestSliceG =Select[pointsfG, Last[#] == pG &]; pointsInBiggestSliceG 

// Short 

pointsInBiggestSliceG // Length 

pointsInBiggestSliceM=Select[pointsfM, Last[#]==pM &]; pointsInBiggestSliceM 

// Short 

pointsInBiggestSliceM // Length 

distancesFromCenterBiggestSliceG = EuclideanDistance[centerOfMassG, #] & /@ 

pointsInBiggestSliceG; 

distancesFromCenterBiggestSliceM=EuclideanDistance[centerOfMassM, #] & /@ 

pointsInBiggestSliceM; 

{{ListPlot[distancesFromCenterBiggestSliceG],ListLinePlot[distancesFromCen-

terBiggestSliceG]},{ListPlot[distancesFromCenterBiggestSliceM],ListLinePlot[dis-

tancesFromCenterBiggestSliceM]}} 
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Продолжение ПРИЛОЖЕНИЕ А 

 

fied[m_, n_, data_] := If[(Min[#[[m]], #[[n]]] > Max[#[[m + 1 ;; n - 1]]]) &@data, 

m <-> n] 

edgesDistG = Cases[Flatten[Table[fied[m, n, #], {m, Length[#]}, {n, m + 1, 

Length[#]}]], _ <-> _] &  @ distancesFromCenterBiggestSliceG; 

edgesDistM = Cases[Flatten[Table[fied[m, n, #], {m, Length[#]}, {n, m + 1, 

Length[#]}]], _ <-> _] &  @ distancesFromCenterBiggestSliceM; 

{graphBiggestSliceG = Graph[edgesDistG, GraphLayout -> "LayeredDigraphEm-

bedding"], graphBiggestSliceM = Graph[edgesDistM, GraphLayout -> "LayeredDigra-

phEmbedding"]} 

names = {GraphQ, EmptyGraphQ, UndirectedGraphQ, DirectedGraphQ, Loop-

FreeGraphQ, SimpleGraphQ, WeightedGraphQ, AcyclicGraphQ, BipartiteGraphQ, Con-

nectedGraphQ, EulerianGraphQ, HamiltonianGraphQ, PathGraphQ, TreeGraphQ}; 

FormulaGalleryG[f_List] :=  

  Module[{style = {VertexSize -> 0.2, ImageSize -> 120}},  

   g = Graph[edgesDistG, style]; 

   Style[Grid[ 

     Join[{{Style["Functions", FontFamily -> "Verdana", Bold],  

        g}}, {ToString /@ f, #[g] & /@ f}\[Transpose]],  

     Background -> {None, {{Hue[.25, .15, .9], GrayLevel[.9]}}},  

     FrameStyle -> Directive[Thick, White], Dividers -> All,  

     Spacings -> {1, 2}], FontFamily -> "Verdana"]]; 

FormulaGalleryM[f_List] :=  

  Module[{style = {VertexSize -> 0.2, ImageSize -> 120}},  

   m = Graph[edgesDistM, style]; 

   Style[Grid[ 

     Join[{{Style["Functions", FontFamily -> "Verdana", Bold],  

        m}}, {ToString /@ f, #[m] & /@ f}\[Transpose]],  

     Background -> {None, {{Hue[.25, .15, .9], GrayLevel[.9]}}},  
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Продолжение ПРИЛОЖЕНИЕ А 

 

      FrameStyle -> Directive[Thick, White], Dividers -> All,  

     Spacings -> {1, 2}], FontFamily -> "Verdana"]]; 

{Pane[FormulaGalleryG[names], 500], Pane[FormulaGalleryM[names], 500]} 

Manipulate[ 

 Graph[edgesDistG,  

  GraphLayout -> вложение], {вложение, {"LayeredDigraphEmbedding",  

   "SpiralEmbedding", "RadialEmbedding", "BalloonEmbedding",  

   "SpringEmbedding", "SpringElectricalEmbedding",  

   "HighDimensionalEmbedding", "CircularEmbedding",  

   "CircularMultipartiteEmbedding"}}] 

Manipulate[ 

 Graph[edgesDistM,  

  GraphLayout -> вложение], {вложение, {"LayeredDigraphEmbedding",  

   "SpiralEmbedding", "RadialEmbedding", "BalloonEmbedding",  

   "SpringEmbedding", "SpringElectricalEmbedding",  

   "HighDimensionalEmbedding", "CircularEmbedding",  

   "CircularMultipartiteEmbedding"}}] 

{Histogram[VertexDegree[graphBiggestSliceG], {Range[2, 11]},  

  PlotLabel ->  

   Style["Распределение валентности в графе видимости", "Subtitle",  

    14], AxesLabel -> {"Валентность", "Число вершин"}],  

 Histogram[VertexDegree[graphBiggestSliceM], {Range[2, 11]},  

  PlotLabel ->  

   Style["Распределение валентности в графе видимости", "Subtitle",  

    14], AxesLabel -> {"Валентность", "Число вершин"}]} 

distancesFromCenterAllTumorG = EuclideanDistance[centerOfMassG, #] & /@ 

pointsfG 

distancesFromCenterAllTumorM = EuclideanDistance[centerOfMassM, #] & /@ 

pointsfM 
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{ListPlot[distancesFromCenterAllTumorG],ListPlot[distancesFromCenter-

AllTumorM]} 

{distancesFromCenterG = EuclideanDistance[centerOfMassG, #] & /@ pointsfG , 

distancesFromCenterM =  EuclideanDistance[centerOfMassM, #] & /@ pointsfM }; 

dataSG = distancesFromCenterG[[1 ;; 2000]]; 

dataSM = distancesFromCenterM[[1 ;; 2000]]; 

edgesSG =  

  Cases[Flatten[ 

      Table[fied[m, n, #], {m, Length[#]}, {n, m + 1,  

        Length[#]}]], _ <-> _] &@dataSG; 

edgesSM =  

  Cases[Flatten[ 

      Table[fied[m, n, #], {m, Length[#]}, {n, m + 1,  

        Length[#]}]], _ <-> _] &@dataSM; 

gS2000G = Graph[#, GraphLayout -> "LayeredDigraphEmbedding"] 

&@edgesSG; 

gSH2000G =  

 HighlightGraph[#, VertexList[#],  

    VertexSize -> Thread[VertexList[#] -> Rescale[VertexDegree[#]]],  

    ImageSize -> {Automatic, 500}] &@gS2000G 

gS2000M = Graph[#, GraphLayout -> "LayeredDigraphEmbedding"] 

&@edgesSM; 

gSH2000M =  

 HighlightGraph[#, VertexList[#],  

    VertexSize -> Thread[VertexList[#] -> Rescale[VertexDegree[#]]],  

    ImageSize -> {Automatic, 500}] &@gS2000M 

{Histogram[VertexDegree[gS2000G], {Range[2, 11]},  

  PlotLabel ->  

   Style["Распеределение степеней в графе видимости", "Subtitle", 14], 
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   AxesLabel -> {"Валентность", "Число вершин"}],  

 Histogram[VertexDegree[gS2000M], {Range[2, 11]},  

  PlotLabel ->  

   Style["Распеределение степеней в графе видимости", "Subtitle", 14], 

   AxesLabel -> {"Валентность", "Число вершин"}]} 

(shortestTourG = FindShortestTour[dataSG], shortestTourM = FindShort-

estTour[dataSM]) 

(shortestTourG = FindShortestTour[dataSG],shortestTourM = FindShort-

estTour[dataSM]) 

{tspDistancesG = EuclideanDistance[centerOfMassG, #] & /@ tspPointsG,  

 tspDistancesM = EuclideanDistance[centerOfMassM, #] & /@ tspPointsM} 

{ListPlot[tspDistancesG], ListPlot[tspDistancesG]} 

{tspTourBigSliceG = FindShortestTour[pointsInBiggestSliceG];  

 tspTourBigSliceG // Short 

    tspOrderPointsBigSliceG =  

  pointsInBiggestSliceG[[Last[tspTourBigSliceG]]];  

 tspOrderPointsBigSliceG // Short,  

 tspTourBigSliceM = FindShortestTour[pointsInBiggestSliceM];  

 tspTourBigSliceM // Short 

    tspOrderPointsBigSliceM =  

  pointsInBiggestSliceM[[Last[tspTourBigSliceM]]];  

 tspOrderPointsBigSliceM // Short} 

tspDistancesG =  

 EuclideanDistance[centerOfMassG, #] & /@  

  tspOrderPointsBigSliceG; {ListPlot[tspDistancesG],  

 ListLinePlot[tspDistancesG]} 

tspDistancesM =  

 EuclideanDistance[centerOfMassM, #] & /@  

  tspOrderPointsBigSliceM; {ListPlot[tspDistancesM],  
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 ListLinePlot[tspDistancesM]} 

parsG = FindProcessParameters[tspDistancesG, FractionalBrownianMotionPro-

cess[hG]] 

parsM = FindProcessParameters[tspDistancesM, FractionalBrownianMotionPro-

cess[hM]] 

ListPlot[Table[ 

  CorrelationFunction[FractionalBrownianMotionProcess[h] /. parsG, 1,  

   j], {j, Length[pointsInBiggestSlice]}], Filling -> Axis,  

 PlotRange -> All] 

ListPlot[Table[ 

  CorrelationFunction[FractionalBrownianMotionProcess[hM] /. parsM, 1, 

    j], {j, Length[pointsInBiggestSliceM]}], Filling -> Axis,  

 PlotRange -> All] 

{edgesDistTSPG =  

  Cases[Flatten[ 

      Table[fied[m, n, #], {m, Length[#]}, {n, m + 1,  

        Length[#]}]], _ <-> _] &  @ tspDistancesG;  

 edgesDistTSPG // Short,  

 edgesDistTSPM =  

  Cases[Flatten[ 

      Table[fied[m, n, #], {m, Length[#]}, {n, m + 1,  

        Length[#]}]], _ <-> _] &  @ tspDistancesM;  

 edgesDistTSPM // Short} 

{graphBiggestSliceTSPG =  

  Graph[edgesDistTSPG, GraphLayout -> "LayeredDigraphEmbedding",  

   VertexStyle -> Red],  

 graphBiggestSliceTSPM =  

  Graph[edgesDistTSPM, GraphLayout -> "LayeredDigraphEmbedding",  

   VertexStyle -> Red]} 
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Manipulate[ 

 Graph[edgesDistTSPG,  

  GraphLayout -> вложение], {вложение, {"SpringEmbedding",  

   "SpiralEmbedding", "RadialEmbedding", "BalloonEmbedding",  

   "SpringEmbedding", "SpringElectricalEmbedding",  

   "HighDimensionalEmbedding", "CircularEmbedding",  

   "CircularMultipartiteEmbedding"}}] 

Manipulate[ 

 Graph[edgesDistTSPM,  

  GraphLayout -> вложение], {вложение, {"SpringEmbedding",  

   "SpiralEmbedding", "RadialEmbedding", "BalloonEmbedding",  

   "SpringEmbedding", "SpringElectricalEmbedding",  

   "HighDimensionalEmbedding", "CircularEmbedding",  

   "CircularMultipartiteEmbedding"}}] 

{Histogram[VertexDegree[graphBiggestSliceTSPG], {Range[2, 11]},  

  PlotLabel ->  

   Style["Распеределение степеней в графе видимости", "Subtitle", 14], 

   AxesLabel -> {"Валентность", "Число вершин"}],  

 Histogram[VertexDegree[graphBiggestSliceTSPM], {Range[2, 11]},  

  PlotLabel ->  

   Style["Распеределение степеней в графе видимости", "Subtitle", 14], 

   AxesLabel -> {"Валентность", "Число вершин"}]} 


