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РЕФЕРАТ 
 
 

Работа содержит 46 с., 8 рисунков, 1 приложение, 21 источник. 
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ВОЗМУЩЕНИЯ. 

 
 

Целью данной выпускной квалификационной работы является аналитиче-

ское и численное решение системы одномерных квазилинейных уравнений с 

учетом начальных и граничных условий. 

Результатом является реализация алгоритма нахождения коэффициентов 

Фурье в ППП Matlab для ПЭВМ. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 
 

Актуальным направлением современной математической физики являет-

ся изучение нелинейных математических моделей различных физических, хи-

мических, биологических, экономических и многих других явлений и процес-

сов в природе и обществе. А частные производные появляются в уравнениях, 

потому, что они описывают важнейшие физические величины, такие, как ско-

рость, ускорение, сила, трение, поток, ток и т.д. В линейных математических 

моделях дифференциальные уравнения математической физики и граничные 

условия содержат только линейные соотношения между искомыми функциями 

и ее производными. При моделировании широкого класса явлений и процессов 

приходиться решать задачи, в которых уравнения или краевые условия являют-

ся нелинейными. Решение нелинейных задач математической физики значи-

тельно сложнее чем решение линейных уравнений. 

Общих методов решения нелинейных задач в настоящее время не разра-

ботано. Для ряда нелинейных задач математической физики удается найти точ-

ные аналитические решения, анализ свойств которых позволяет выявить каче-

ственно новые нелинейные эффекты в исследуемых процессах. В работах 

Г.И. Баренблатта, Я.Б. Зельдовича, С.П. Курдюмова, Л.К. Мартинсона, 

А.А. Самарского и других найдены точные аналитические решения некоторых 

задач нелинейной теплопроводности. Анализ свойств этих решений позволяет 

обнаружить ряд важных нелинейных эффектов при распространении тепловых 

возмущений в средах, коэффициент теплопроводности которых зависит от тем-

пературы. При исследовании высокотемпературных тепловых процессов, необ-

ходимо учитывать зависимость плотности ρ , удельной теплоемкости c и коэф-

фициента теплопроводности среды k от температуры [13, c. 265]. 

В выпускной квалификационной работе рассмотрены нелинейные модели 

диффузионных процессов переноса. 

В первой главе рассмотрена следующая задача: распространение тепло-

вых возмущений в нелинейных средах, изучено и построено решение нелиней-



 

6 

ного уравнения теплопроводности с учетом начального условия для одномер-

ного процесса с мгновенным сосредоточенным тепловым источником. Здесь 

же, была рассмотрена математическая модель процесса распространения тепло-

вых возмущений в нелинейных средах с объемным поглощением теплоты. В 

этой же главе рассмотрена краевая задача первого рода нелинейной теплопро-

водности в полупространстве. 

Во второй главе выпускной квалификационной работы были рассмотрены 

аналитические методы решения нелинейных уравнений диффузионного типа. 

Также рассмотрена система нелинейных уравнений диффузионного типа и най-

дено точное аналитическое решение, соответствующие волнам концентрации 

со стационарными профилями, распространяющиеся с одинаковой скоростью. 

В этой же главе рассмотрено и изучено решение задачи Коши для квазилиней-

ного уравнения теплопроводности с объемным поглощением. 

В третьей главе изложено численное решение одномерной краевой задачи 

для квазилинейного уравнения, методом прямых. Был реализован алгоритм по-

иска коэффициентов Фурье для двухкомпонентной среды в ППП Matlab. Также 

проведено тестирование программы с варьированием параметров и анализ по-

лученных результатов. 

Целью данной выпускной квалификационной работы является аналитиче-

ское и численное решение системы одномерных квазилинейных уравнений с 

учетом начальных и граничных условий. 

Для достижения поставленной цели, выполнялись следующие действия: 

1) аналитический обзор литературных источников по математическому 

моделированию нелинейных уравнений диффузионных процессов, анализ и 

сравнение между собой научных фактов о поведении, структурных свойствах 

или характеристиках данного объекта; 

2) обзор имеющихся аналитических методов диффузионных процессов, 

формулировка математической постановки задачи исследования, отвечающая 

требованиям корректности; 
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3) разработка алгоритма решения поставленной прикладной задачи и про-

ектирование структуры программного комплекса.  
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1 НЕЛИНЕЙНЫЕ МОДЕЛИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
 
 
1.1 Распространение тепловых возмущений в нелинейных средах 

Уравнение теплопроводности, учитывающее зависимость свойств среды 

от температуры и нелинейную зависимость от температуры мощности распре-

деленных в объеме тепловых источников, является квазилинейным параболиче-

ским уравнением вида: 

).,,,,())(()()( tzyxuFgraduukdiv
t
uucu +=
∂
∂ρ  (1.1) 

Нелинейность задачи теплопроводности может быть также обусловлена 

нелинейностью граничного условия. Такие задачи, в отличие от задач с внут-

ренней нелинейностью, обусловленной нелинейностью уравнения, часто назы-

вают задачами с внешней нелинейностью. 

Нелинейное граничное условие на поверхности S тела может иметь вид: 

,),,,( SPtPu
n
u

∈=
∂
∂ θ  (1.2) 

где  ),,( tPuθ  – функция нелинейным образом зависит от температуры. 

Задача теплопроводности становится нелинейной, если учитывать фазо-

вые переходы в среде, такие, как плавление, испарение, конденсация, кристал-

лизация, происходящие при определенной температуре и сопровождающиеся 

выделением или поглощением теплоты. 

Нелинейности изменяют не только количественные характеристики теп-

ловых процессов, но и качественную картину их протекания. Они значительно 

усложняют математические модели тепловых процессов, причем во многом эти 

трудности связаны с невозможностью применения для нелинейных задач прин-

ципа суперпозиции решений. Число найденных точных аналитических решений 

таких нелинейных задач теплопроводности крайне ограничено, но именно ана-

лиз этих решений позволяет выявить качественно новые нелинейные эффекты 

при распространении теплоты.  
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Квазилинейные параболические уравнения второго порядка лежат в ос-

нове математических моделей разнообразных явлений и процессов в механике, 

физике, биологии, экологии, технологии и других отраслей знаний. В частно-

сти, уравнение нелинейной теплопроводности (1.1) при определенных условиях 

описывает фильтрацию жидкостей и газов в пористых материалах, диффузию 

нейтронов, нелинейный скин-эффект при проникновении магнитного поля в 

проводящие среды. Это уравнение применимо при математическом описании 

процессов горения и детонации, химической кинетики, процесса роста и мигра-

ции биологических популяций, распространении загрязнений в окружающей 

среде. Такой диапазон приложений уравнения (1.1) обусловлен тем, что в его 

основе лежат фундаментальные законы сохранения энергии, массы или числа 

частиц. 

Рассмотрим среду, коэффициент теплопроводности k которой изменяется 

в зависимости от температуры u по степенному закону: 

,0
σukk =  (1.3) 

где  0>= constσ  – параметр нелинейности среды.  

Плотность среды p и ее теплоемкость будем считать постоянным, не за-

висящими от температуры. Такую среду, в отличие от среды с постоянным ко-

эффициентом теплопроводности )0( =σ , назовем нелинейной, так как процесс 

теплопроводности в такой среде в отсутствие объемных тепловых источников 

описывается нелинейным, точнее, квазилинейным параболическим уравнением 

),(2 graduudiva
t
u σ=
∂
∂  (1.4) 

где  
c

ka
ρ

02 =  – коэффициент температуропроводности. 

При моделировании тепловых процессов в нелинейной среде необходимо 

использовать такие решения уравнения (1.4), которые удовлетворяют условиям 

непрерывности температуры и теплового потока. Но так как плотность тепло-

вого потока graduukq σ
0−=  в такой среде зависят не только от градиента темпе-

ратуры, но и от значения самой температуры, то решения уравнения нелиней-
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ной теплопроводности (1.4) следует искать в классе обобщенных функций, до-

пускающих разрывы производных по пространственным переменным там, где 

функция u обращается в нуль и уравнение (1.4) вырождается. 

1.2 Решение уравнения теплопроводности для одномерного процесса 

с мгновенным сосредоточенным тепловым источником 

Требуется найти решение уравнения: 

;,0),( 12 ℜ∈>
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ xt

x
uu

x
a

t
u σ  (1.5) 

удовлетворяющее начальным условиям: 

).()0,( xQxu δ=  (1.6) 

где  ,0

c
Q

Q
ρ

=  а одномерная дельта функция )(xδ  характеризует температурное 

влияние плоского сосредоточенного источника. 

Сходимость u(x, t) при 0→t  к первоначальному распределению следует 

воспринимать как слабую сходимость [3], т.е. для любой непрерывной функции 

f(x) требуется выполнение интегрального соотношения: 

∫
+∞

∞−

→= .0),0(),()(lim tQfdxtxuxf  (1.7) 

1.2.1 Физическая постановка задачи. Из физической постановки задачи 

следует, что 

0→u  при .∞→x  (1.8) 

Следовательно, 

0→
∂
∂

x
uuσ . (1.9) 

Соотношение (1.9) интегрируем в (1.5) по переменному x в пределах от 

∞−  до ,∞+  получим  

−∞=+∞==








∂
∂

−
∂
∂

=∫
+∞

∞−

xx
t
uu

t
uuadxtxu

dt
d ,,0),( 2 σσ . (1.10) 

В результате, с учетом начального условия 

∫
+∞

∞−

≥∀== 0,),( tconstQdxtxu . (1.11) 
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Выражение (1.11) отражает физический закон сохранения полной тепло-

вой (внутренней) энергии среды в любой момент времени. 

Единицы измерения главных параметров Q и a2 задачи (1.5) в СИ опреде-

ляются как мK ⋅  и σ−− ⋅⋅ kcм 12  соответственно. 

Из текущих параметров и переменных x и t можно сформировать только 

одну безразмерную комбинацию, определяющую автомодельную переменную 

задачи, 

2
1,

)( 2 +
==
σ

νη νσ taQ
x , 

и комбинацию, с размерностью температуры, 

ν)( 2

2

ta
QT = . 

Искомое решение задачи (1.5) нужно искать в виде 

).()(),( 2

2

ηθν
ta

Qtxu =  (1.12) 

Преобразуем выражение (1.12) в 

,)()()( 2

2
1

2

2

dt
d

d
d

ta
Qt

a
Q

t
u η

η
θηθν ννν +−=

∂
∂ −−  (1.13) 

где  1
2 )( −−−= ν

σ νη t
aQ

X
dt
d

vv . 

Далее преобразуем выражение (1.13) 

,)( 2

2

dx
d

d
d

ta
Q

dx
du v η

η
θ

=  (1.14) 

где  .
)(

1
2 νσ

η
taQdx

d
=  

Отсюда 

1
22

2
1

2

2 )()()()( −−−− −
+−=

∂
∂ ν

νσν
ννν ν

η
θηθν t

aQ
x

d
d

ta
Qt

a
Q

t
u , (1.15) 

и  .
)(

1)( 22

2

νσ
ν

η
θ

taQd
d

ta
Q

dx
du

=  
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Далее выражение (1.15) преобразуется к виду 

].
)(

1))(()(

)(
1)([)()]()[()(

2

22

2

2

2

22

2

2

2

2

2

dx
d

d
d

taQta
Q

ta
Q

taQd
d

ta
Q

dx
d

d
d

ta
Q

x
u

ta
Q

xx
uu

x

η
η
θηθ

η
θη

η
θηθ

νσ
νν

νσ
νννσ

+

+=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

 

Приведем подобные 
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1
)(

)()(
)(

1

)(
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1)[()()()()(

22

2

2
2

2

2

2

2
2

2

2
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Преобразуем 
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Делаем замену переменных: 

,
)(

1)( 22

2

νσ
ν

η
θ

taQd
d

ta
Q

x
u
=

∂
∂  (1.16) 

подставляя выражение (1.16) в (1.5), получаем 

).
)(

1)()(()( 22

2

2

2

νσ
σσνσ

η
θθ

taQd
d

ta
Q

ta
Q

dx
d

x
uu

x
=

∂
∂

∂
∂  (1.17) 

Пояснение  

).)((
)(

1)( 2
)1(

2

2

η
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η
ν σ

νσ
σν

∂
∂

= + Q
d
d

taQta
Q  

Делим (1.17) на t
ta

Q )( 2

2
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2
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η
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∂
∂

=
−

+− +=−
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x

d
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a
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где  .2ννσνη
atQ

x
=  

Тогда 
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,
)(

1))(()()( 2
22

2

2

νσ
σνσσν

η
θη

ηη
θνηνθ

taQd
dQ

d
dtataQ

ta
Q

d
d −+=−−  

с учетом преобразований 

.))(( 122222 νννσνννσσησηνσσ

η
θη

ηη
θνηνθ −+−−−+−−−−=−− taQ

d
dQ

d
d

d
d  

Функцию u в виде (1.12) подставляем в уравнение (1.5), получаем обык-

новенное дифференциальное уравнение для функции )(ηθ : 

).)((
η
θη

ηη
θνηνθ σ

d
dQ

d
d

d
d

=−−  (1.18) 

Уравнение (1.18) преобразуем к виду 

).()(
η
θ

η
ηθ

η
ν σ

d
dQ

d
d

d
d

=−  (1.19) 

Далее, в формуле (1.19) разделяем переменные  

∫ ∫−=− ,1 ηηνθθσ dd  

интегрируем 

,
2

2

C+−=
ην

σ
θσ

 

и  .
)2(2

22

+
=

σ
η

σ
θ  

Отсюда 

.
2

2

C+−=
ην

σ
θσ

 

После этого, дифференцируем и получаем 

.
)2(2

2
+

−=
σ
ση

η
θσ

d
d  

Таким образом, получаем 

∫ ∫ +
+

−=
η

η

σ ηη
σ
σθ

0

.
2

Cdd  (1.20) 

Интегрируя один раз (1.20), получим решение уравнения (1.12) в виде 
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,
22

2

C+
+

−=
η

σ
σθσ  (1.21) 

при этом константу интегрирования берем равной нулю в виду условий (1.8) и 

(1.9). 

Уже после интегрирования (1.21), принимая во внимание, что уравнение 

(1.18) имеет особое решение ,0≡θ  решение уравнения (1.18), удовлетворяю-

щее условиям (1.8) и (1.9), запишем в следующем виде: 
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<−
+=

.,0

;,)](
)2(2

[)(
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1
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ηη

ηηηη
σ
σ

ηθ
σ

 (1.22) 

где 00 >η  – некоторая постоянная, к тому же в области 0n>η  функция )(ηθ  

тождественно равна нулю. 

Постоянную 0η  найдем используя условия (1.10), с учетом выражений 

(1.12) и (1.22) запишем в виде 

.1)(]
)2(2

[2)](
)2(2

[)(
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22
0

122
02

20
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=−
+
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+∫ ∫
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σηη

σ
σ ση

η

η
σν ddx

ta
Q  

Пояснение  

.1
)(

)( )2(2
2

2

== +σνν
ν

ννσ

θ QdQ
ta

taQ  

Получаем 

.)1()1(]
)2(2

[2)(
0

0
0

1

2
0

121122
0∫ ∫ −

+
=−

η
σσσσ ξη

η
ξ

σ
σηηη dd  (1.23) 

Сделав замену: 

ξηη
η
η

η
ηηηη

ξ
η
ηξ dddddd 0

0
2
0

0

0
; ==>=

−
==   

в интеграле, запишем соотношение (1.23) в следующем виде 

1)(]
)2(2

[
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0
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=
+

+

ση
σ
σ σ

σ
σ I , (1.24) 
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где  ∫
+

+
=−=

1

0

12

)1
2
3(

)11(

2
)1()(

σ

σπξξσ σ

Г

Г
dI ; (1.25) 

Г(z) – гамма-функция Эйлера [9]. 

Теперь находим постоянную из выражения (1.24) 

.)]
)2(2

)[(2( 2
1

0
+

−

+
= σ

σ
σ

σ
σση I  (1.26) 

Возвращаясь к переменным x и t, с учетом соотношений (1.12) и (1.22) 

решение исходной задачи (1.5) запишем в виде 
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<−= ;
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 (1.27) 

где 

;)(]
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−
+

+
= σσσσ

σ
ση taQtU  (1.28) 

.)()( 2
1

22
2

00
+

−
+= σση taQtx  (1.29) 

Решение (1.27) называется фронтовым решением, описывающим распро-

странение тепловой волны от мгновенного сосредоточенного теплового источ-

ника, расположенного в плоскости .0=x  Качественный вид температурного 

профиля такой тепловой волны в различные моменты времени приведен на ри-

сунке 1. 

Фронты тепловой волны, положения которых определяются равенствами 

)(0 txx ±=  в любой момент времени, отделяют в пространстве область возму-

щений, где ,0>u  от невозмущенной области )(0 txx >  куда тепловые возму-

щения от источника еще не проникли и где .0=u  Фронты тепловой волны дви-

жутся с конечной скоростью 

.)(
2

)( 2
1

2
1

22
2

0
2

0 +
+

−
+
+

−
+ ≈

+
== σ

σ
σ
σ

σ

σ
η

ttaQ
a

dt
dx

tv  (1.30) 
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Рисунок 1 – Качественный вид температурного профиля тепловой волны 

 
Скорость движения фронтов с течением времени уменьшается, но тепло-

вые возмущения проникают в нелинейную среду неограниченно далеко, так как 

∞→)(0 tx  при .∞→t  

Скажем, что если ,1>σ  то фронты тепловой волны крутые, т.е. 

∞→∂∂ xu  при .00 ≠→ xx   Но все же, несмотря на неограниченный рост гра-

диента температуры на крутом фронте тепловой волны, плотность теплового 

потока 
x
uukq
∂
∂

−= σ
0  при приближении к фронту из области возмущений стре-

мится к нулю, обеспечивая выполнение на фронте физического условия непре-

рывности теплового потока при любых значениях параметра нелинейности 

.0>σ  Формулу (1.27) можно рассматривать как обобщенное решение задачи 

(1.5). 

Соотношения (1.22), (1.26) и (1.27) допускают предельный переход 

,0→σ  соответствующий переходу к среде с постоянным коэффициентом теп-

лопроводности, равным .0k  При ∞→0η  и из решения (1.27) при 0→σ  можем 

определить распределение температуры 

,0,
2

)
4

1(
2

lim),( 2

2
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2

1

2

2

2
→=−=

−
σ

π
σ

π
σ ta
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e
ta

Q
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x
ta

Qtxu  (1.31) 
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совпадающее с температурным нестационарным полем в задаче о влиянии 

мгновенного сосредоточенного теплового источника в линейной теории тепло-

проводности. 

В результате, в нелинейной среде, тепловые возмущения с коэффициен-

том теплопроводности, изменяющимся от температуры по степенному закону, 

распространяются с конечной скоростью по нулевому невозмущенному фону, в 

отличие от среды с постоянным коэффициентом теплопроводности, где ско-

рость распространения тепловых возмущений бесконечна. 

Подтверждением этого вывода является еще одно точное решение задачи 

нелинейной теплопроводности. Положим, что не нагретая нелинейная среда за-

нимает полупространство x>0 и с момента времени t=0 температура на границе 

x=0 начнет возрастать по степенному закону с показателем степени, связанным 

с параметром нелинейности среды .σ  Процесс нагрева среды в таком случае 

описывается следующей нелинейной задачей: 
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∂

=
∂
∂

.),0(,0)0,(

;0,0),(
1

0

2

σ

σ

tutuxu

xt
x
uua

t
u

 (1.32) 

Проверив, можно убедиться, что задача (1.32) имеет фронтовое решение 









≥

≤≤−=
).(,0

);(0,)
)(

1(),(

0

0

1

0

1

0

txx

txx
tx

xtutxu
σσ

 (1.33) 

где  .)()();()( 2
10

2

000 σ

σuatvtvtx ==  

Проанализировав решение системы (1.33), мы видим, что от нагретой 

границы в глубь до среды по невозмущенному нулевому фону распространяет-

ся тепловая (температурная) волна, фронт которой движется с постоянной ско-

ростью 0v , которая зависит от «амплитуды» 0u  теплового возмущения на стен-

ке. 

Качественный вид температурного поля тепловой волны (1.33) для 

10 <<σ  изображен на рисунке 2. 
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Рисунок 2 – Температурное поле в тепловой волне 

 
Таким образом, аналогично предыдущей задаче, при значениях параметра 

нелинейности 1>σ  фронт тепловой волны (1.33) является крутым, т.е. 

∞→∂∂ xu  при .00 −→ xx  Но можно убедиться, что тепловой поток непреры-

вен во всех точках пространства и обращается в нуль при приближении к фрон-

товой точке )(0 txx =  из области возмущений. На самом деле, вычисляя плот-

ность теплового потока 

,)(),(
1

00

1
00

0
σ

σ
σ

νσ
xt

v
uk

x
uuktxq −=
∂
∂

=
+

 (1.34) 

и подставив сюда tvx 0=  получим, что 0)),(( 0 =ttxq  для любого .0>σ  

В итоге, тепловые возмущения распространяются с конечной скоростью и 

указывают в нелинейных средах на возникновение свойства «инерции» тепло-

вых процессов, которое при этом качественно меняет характер протекания теп-

ловых процессов в нелинейных средах по сравнению с аналогичными процес-

сами в средах с постоянным коэффициентом теплопроводности, где тепловые 

возмущения распространяются без промедления. 

1.3 Пространственное ограничение температурных возмущений 

Дополнительный нелинейный эффект можно выявить при исследовании 

процесса распространения тепловых возмущений в нелинейных средах с объ-

емным поглощением теплоты. 
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Требуется решить задачу о влиянии мгновенного сосредоточенного плос-

кого теплового источника в нелинейной среде с коэффициентом теплопровод-

ности, изменяющимся от температуры по степенному закону. Математическая 

модель такого процесса запишется в следующем виде 

,0,)(2 >−
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ tpu

x
uu

x
a

t
u σ  (1.35) 

удовлетворяющая следующим начальным условиям 

)()0,( xQxu δ= , (1.36) 

где  0≥= constp  – коэффициент поглощения. При p=0 задача (1.35), (1.36) 

переходит в решенную задачу (1.5). 

Энергия в объеме нелинейной среды поглощается, что приводит к 

уменьшению интегральной тепловой (внутренней) энергии среды. Следова-

тельно, при интегрировании (1.35) по пространственному переменному x в пре-

делах от ∞−  до ∞+  получим 

,pJ
dt
dJ

−=  (1.37) 

где  ∫
+∞

∞−

= .),()( dxtxutJ  

Так как 

∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

=== ,)()0,()0( QdxxQdxxuJ δ  

то, интегрируя выражение (1.37), получаем 

∫ ∫ +−= ,Cdtp
J

dJ  

разделяя переменные 

.)(ln CpttJ +−=  

Отсюда 

,)( ptCetJ −=  

где  C=Q. 

Далее .)( ptQetJ −=  
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Для решения задачи (1.36) перейдем с помощью преобразования 
ptetxvtxu −= ),(),(  (1.38) 

к новой функции ).,( txv  Для начала возьмем производные по x и по t 

,pt
t

pt
t evvpeu −− +−=   

.pt
xx evu −=   

Далее подставим в соотношение (1.35) 

.)(2 ptptptptpt
t pvee

x
vev

x
avpeev −−−−− −

∂
∂

∂
∂

=− σ   

После этого, уравнение для v примет вид 

.0),(2 >
∂
∂

∂
∂

= t
x
vv

x
ave t

pt σσ  (1.39) 

Вводя новое независимое переменное (преобразованное время) по правилу 

),1,0[,1)(
σσ

σ

p
r

p
etrr

pt

∈
−

≡=
−

 (1.40) 
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∂  

получим для функции v(x, r) задачу 
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 (1.41) 

где .pte
r
v

t
r

r
v

t
v σ−

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂  

Задача (1.41) соответствует решенной выше задаче (1.5) о влиянии мгно-

венного сосредоточенного теплового источника в нелинейной среде без объем-

ного поглощения. Отличие состоит в том, что задача (1.41) определенна на ко-

нечном «временном» интервале. Вот почему, использовав соотношение (1.33) и 

проведя обратное преобразование переменных, запишем решение данной зада-

чи (1.35) в следующем виде 

,))(,(),( ptetrxvtxu −=  (1.42) 

где 
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rxx

rxx
rx

xrUrxv
σ

 (1.43) 

Зависимости U(r) и x0(r) в (1.43) определены соотношениями (1.28) и 

(1.29), в которых время t можно заменить на r, понимая под r=r(t) преобразо-

ванное по закону 

,1),1()(
σp

rertr m
r
t

m
m =−=

−
 (1.44) 

временное переменное.  

Решение (1.42) задачи (1.35), (1.36) представляет собой фронтовое реше-

ние, описывающее распространение тепловой волны от мгновенного сосредо-

точенного источника с конечной скоростью перемещения фронтов 

)).((0 trxx ±=  При этом главное свойство этого решения можно выявить, если 

проанализировать законы движения фронтов тепловой волны. Следует, что 

функция u(x, t) в любой момент времени t>0 равна нулю вне области )(tLx < , 

где 

;)1()( 2
1
+

−
−= σmr

t

m eLtL  (1.45) 

.)( 2
1

2
0

+= σση mm raQL  (1.46) 

Т.е. ∞<→ mLtL )(  при ∞→t , тогда тепловые возмущения от источника попа-

дают в нелинейную среду с объемным поглощением лишь только на конечную 

глубину даже за бесконечный промежуток времени. Тепловые возмущения яв-

ляются локализованными в ограниченной пространственной области. 

Эффект пространственного ограничения тепловых возмущений в иссле-

дуемой задаче обусловлен объемным поглощением тепловой энергии. Если 

∞→p , то ∞→mr  и, из соотношения (1.46), следует, что ∞→mL , так как в 

среду без объемного поглощения тепловые возмущения проникают неограни-

ченно далеко. 
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Удержание нагретой среды в ограниченной области пространства воз-

можно осуществить за счет внутренних механизмов нелинейного процесса теп-

лопроводности. Реализация этих условий является одной из практически важ-

ных задач в проблеме управляемого термоядерного синтеза. 

Заметим, что своеобразный режим метастабильной локализации тепловых 

возмущений может наблюдаться и в отсутствие в среде объемного поглощения 

теплоты. В этом режиме локализации фронт тепловой волны остается непод-

вижным в течение некоторого конечного промежутка времени. Такая локализа-

ция тепловых возмущений наблюдается при нагреве нелинейной среды в режи-

ме с «обострением», когда температура граничной поверхности растет неогра-

ниченно за конечный промежуток времени. Такую локализацию теплового воз-

действия в режиме с «обострением» иллюстрирует следующая краевая задача 

нелинейной теплопроводности в полупространстве: 
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 (1.47) 

где  .])2(2[;0 2
12

0
00 σ

σσ +
=>=

aAxconstA  

Параметр T в задаче (1.47) можно назвать временем обострения процесса 

нагрева нелинейной среды, при том, что ∞→),0( tu  при Tt → . 

Задача (1.47) имеет простое решение в разделяющихся переменных: 
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 (1.48) 

Т.е. u(x, t)=0 при всех ),0[ Tt∈  для любого 0xx ≥ , то фронт теплового 

возмущения 0xx = , на котором равны нулю температура и тепловой поток, от-
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деляет нагретую среду от холодной. Фронт неподвижен, несмотря на неограни-

ченный рост температуры в области тепловых возмущений при Tt → . В тече-

ние промежутка времени [0,T) тепловые возмущения от нагретой стенки лока-

лизованы в пространственной области 00 xx <<  конечных размеров. 
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2 АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО 
ТИПА 

 
 
2.1 Преимущества аналитического решения 

Аналитическое решение в любой момент позволяет вычислить значения 

решений в одной точке (x, t), не прибегая к вычислению значений решений в 

других точках, как это бывает при решении задач явными или неявными разно-

стными схемами [2, с. 289]. 

Аналитическое решение позволяет найти решение в любой точке, а не 

только в узлах сетки. 

Самым важным преимуществом аналитического решения является воз-

можность проследить влияние физических параметров, начальных и граничных 

условий на характер решения. 

2.2 Уравнение типа «реакция-диффузия» 

Моделирование ряда процессов в физических, химических и биологоче-

ских системах приводит к решению краевых задач для системы квазилинейных 

[13, c. 152] уравнений вида 

),,,,...,,()( 21
1

tMuuufgradudiv
t

u
ni

n

j
j

i +=
∂
∂

∑
=

 (2.1) 

где  .3,2,1;;0;,...,2,1 =ℜ∈>= NMtni N  

Уравнение такого типа описывают нестационарные диффузионно-

кинетические процессы в многокомпонентных распределенных система, т.е. 

эволюцию широкого класса нелинейных активных систем с диффузией. Мате-

матические модели, в основе которых лежат уравнения вида (2.1), широко ис-

пользуются в биологии, экологии и экономике.  

Особенно широко системы уравнений вида (2.1) используют в химиче-

ской кинетике при описании процессов типа «реакция-диффузия». Младшие 

члены уравнений описывают кинетические процессы в системе, т.е. взаимодей-

ствие (реакции) всех n компонентов такой системы со скоростью, зависящей от 
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концентрации компонентов. Простейшим примером функций if , описывающих 

кинетику процессов, являются 

.0,...2
2

1
1 >== constauuukf ij

in
n

ii
ii

ααα  (2.2) 

где  ija  – стехиометрический коэффициент ).( 22211211 αααα ===  

Именно таким образом выражаются скорости химических реакций через 

концентрации реагирующих веществ по закону действующих масс. 

Точные решения задач для уравнений вида (2.1) в общем случай найти не 

удается из-за нелинейности, обусловленных младшими членами уравнений. 

Требуется найти решение нелинейной системы уравнений вида 
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где  ijD – коэффициент диффузии )0( 21 >== DDD ; 

jk  – скорость химической реакции )0( 21 >=−= kkk ; 

iu  – нестационарное поле объемной концентрации диффундирующего 

вещества. 

Можно найти точное аналитическое решение в области 

{ }0,:),(2 >+∞<<−∞=ℜ+ txtx . Это решение соответствует волнам концентра-

ций со стационарными профилями, распространяющимися с одинаковой скоро-

стью. 

Действительно, будем искать решение системы (2.3) в виде )(11 ξuu =  и 

)(22 ξuu = , где 0, >=+= constvvtxξ . Тогда система (2.3) преобразуется к виду 
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В области ∞<<∞− _ξ  рассмотрим функцию 
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,)
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ξγ αξ
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=  (2.5) 

зависящую от параметра 0>= constα . Дифференцируя эту функцию, находим, 

что 

)1(2 2
1

−−= γαγ
ξ
γ

d
d  (2.6) 

и 
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ξ
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d
d  (2.7) 

Следовательно, 
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где  .
3
2

3
−=

D
vA
α

 

Если теперь параметр v, определяющий скорость волн, выбрать равным 

Dv α5= , то при этом получим A=1 и 

).1(6 2
2

2

γγα
ξ
γ

ξ
γ

−=− D
d
dD

d
dv  (2.9) 

Из этого соотношения следует, что если параметр α  выбрать из условия 

,6 2 kD =α  т.е. считать, что )6( Dk=α  и ,65 kDv =  то система (2.4) имеет 

решение )(1 ξγ=u  и ).(12 ξγ−=u  

Возвращаясь к переменным x и t, запишем найденное решение системы 

уравнений «реакция-диффузия» (2.3) в виде 

).,(1),(

;)]
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5(
24
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1),(

12
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txutxu

tkDx
D

kthtxu

−=

++=  (2.10) 

Это решение описывает стационарные волны концентраций компонентов, 

распространяющиеся с постоянной скоростью .65 kDv =  При этом простран-

ственная область, занятая первым веществом, увеличивается, а область, занятая 
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вторым веществом, – уменьшается. Это согласуется с физической моделью 

процесса (2.3), ибо кинетика процесса такова, что происходит рождение первой 

компоненты и уничтожение второй при их взаимодействии. 

2.3 Решение задачи нелинейной теплопроводности с объемным по-

глощением 

Требуется найти решение следующего квазилинейного уравнения описы-

вающее нестационарный процесс теплопроводности 

,,0,)(2 Nv Mtpugraduudiva
t
u

ℜ∈>−=
∂
∂ σ  (2.11) 

где  u(M, t) – температура; p=const>0 – параметр поглощения, N=1,2,3 – раз-

мерность пространства. 

Отсюда можно сформулировать следующую задачу Коши для квазили-

нейного уравнения теплопроводности: 
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 (2.12) 

где радиальная пространственная координата 0≥r  для 3;2=N  и xr =  для 

N=1. Положим, что 12 =a . 

Решение задачи Коши для квазилинейного уравнения теплопроводности 

будем искать в виде фронтового решения 
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где  A(t), l(t) – функции, подлежащие определению. 

Подставляя соотношение (2.13) в уравнение (2.12), получим 
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С учетом всех преобразований 
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.])()[

4)(()])()[2(

11
21

2121
1

211

−−

+−−−+

−+

+−+−+

σσ

σσσ σσσ

rtlpA

rA
dt
dltArtlNA

dt
dA

 (2.15) 

Соотношение (2.15) приводится к следующему виду 

,0])()[(
1

2 =− σrtltS  (2.16) 

если 

],)([4)4)(( 21212121 rtlApArA
dt
dltA −=+− +−−+−− σσσ σσσ  (2.17) 

так как 

).(4)( 1211 tlApA
dt
dltA +−−− =+ σσ σσ  (2.18) 

Тогда 

.)2(2)( 12 +− ++= σσσ AN
dt
dAtS  (2.19) 

С учетом соотношения (2.19), условие (2.16) приводит к дифференциаль-

ному уравнению для определения функции A(t): 

.0)2(2 12 =++ +− σσσ AN
dt
dA  (2.20) 

Далее разделяем переменные в выражении (2.20), интегрируя, находим 

решение 
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[)(
11
σσ

σ
σ −

+
= t

N
tA  (2.21) 

Используя формулу (2.18), для функции l(t) перейдем к следующему 

дифференциальному уравнению 

.)2(2)2(2 11 lNpltN
dt
dl

+−=+− −− σσ  (2.22) 

Решение уравнения (2.22) будет иметь вид 
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В результате, учитывая соотношения (2.13), (2.21) и (2.23) решение ис-

ходной задачи запишем в виде 
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где 
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Константу C из формулы (2.26) будем искать из соотношения 
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Далее с учетом формул (2.24)–(2.26) выражение (2.27) примет следующий 

вид 
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Так как 
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а значение интеграла 
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выражается через бета-функцию 

,
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находим значение C из выражения (2.28) 
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Итак, точное решение задачи (2.12) имеет вид (2.24). Полученное реше-

ние допускает предельный переход 0→p . Положим, что p=0 в уравнении 

(2.26), тогда получим решение задачи о влиянии мгновенного сосредоточенно-

го теплового источника в нелинейной среде без объемного поглощения. 
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3 ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ 
ДИФФУЗИОННОГО ТИПА 

 
 
3.1 Метод прямых для решения уравнения теплопроводности 

Рассмотрим для начала метод прямых для простейшего уравнения тепло-

проводности: 
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заменяя разностным отношением производную по x. При 
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используя приближенное равенство 
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Отсюда получим две системы уравнений 
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и 











=
==

++

+

−+

,,...,2,1
);()(),()(

)];()([
12
1

6
5

2110

11

nk
ttUttU

tUtUf

n

kkk

ψψ  (3.5) 

из которых первая система дает аппроксимацию уравнения с точностью ,2h  а 

вторая система .4h  

Получим условия для )(tU k  из начальных условий u(x, t) 

.,...,2,1,)()0( nkxU kkk === ϕϕ   
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Таким образом, решение однородной системы (3.4) имеет вид 
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А общее решение системы (3.5), запишется в следующей форме 
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3.2 Решение краевой задачи для системы одномерных квазилиней-

ных уравнений 

Требуется найти решение системы 𝑛𝑛 одномерных квазилинейных уравне-

ний (3.10): 
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удовлетворяющие начальным условиям: 

nilxxUxu ii ,...,2,1,0),()0,( =≤≤= , (3.11) 

и граничным условиям: 
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Соотношения (3.10)–(3.12) следует рассматривать как задачу, имитирую-

щую нестационарный процесс в химическом реакторе с непроницаемыми стен-

ками [15]. Найдем приближенное решение этой задачи, проведя дискретизацию 

уравнений (3.10) по временному переменному. Переход к конечным разностям 

в уравнении по одному переменному называют методом Роте [2], или мето-

дом прямых (см. пункт 3.1). 

Пренебрегая оценкой погрешности метода и не учитывая доказательство 

сходимости, выразим схему построения алгоритма приближенного аналитиче-

ского решения задачи (3.10)–(3.12). Реализация метода прямых заключается в 

следующем: нужно провести замену оператора дифференцирования разност-

ным отношением, по временному переменному, считая, что  
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Далее подставляем (3.13) в систему (3.10) и не учитывая члены более вы-

сокого порядка малости, получаем полу дискретное подобие задачи (3.10)–

(3.12) в виде последовательности (k=1, 2, …) уравнений, связывающих искомую 

функцию, аргументы и ее производные для i=1, 2,…, n: 
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В общем случае 
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с граничными условиями 
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Значения функций ,,...,, 21 nuuu  на каждом временном слое в младших 

членах if  в формуле (3.10), взяты с предыдущего временного слоя, т.е. 
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Следовательно, можно последовательно определить функции )()( xu k
i  для 

k=1, 2,…, с помощью соотношения (3.14) с учетом условия (3.15). Эти функция 

являются приближениями искомых решений ),( txui  задачи (3.10)–(3.12) на 

временных слоях ktt = . Однако, для значения i задачу (3.14), (3.15) следует ре-

шать независимо. При вычислении )()1( xFi  на первом шаге, в качестве )(0 xui  

можно взять начальные распределения ).(xUi  

Для любого значения i решение задачи (3.14), удовлетворяющей гранич-

ным условиям (3.15), будем исследовать в форме разложения в тригонометри-

ческий ряд Фурье по системе ортогональных функций на интервале 0<x<l 

,....2,1,0,cos)( == n
l
xnxZn
π  (3.16) 

Данное разложение можно записать в следующем виде 

∑
∞

=
+=

1

)(
)(

0)( .cos
2

)(
n

k
in

k
ik

i l
xnaaxu π  (3.17) 

Требуется указать способ нахождения коэффициентов .)(k
ina  Чтобы ука-

зать нужный способ, возьмем функцию )()( xF k
i  входящую в уравнение (3.14), и 

разложим ее в тригонометрический ряд Фурье [5, c. 25]  

.sincos0

;2

2
2

xx
x
ua

t
u

λλ=
∂
∂

=
∂
∂

 (3.18) 

В соответствии методу Фурье, будем искать нетривиальные решения 

уравнения (3.17), удовлетворяющие граничным условиям (3.15) в виде 

).()( tTxXu =  (3.19) 

Соотношение (3.19) подставляем в соотношение (3.18) 

),()()( ''2' tTXatTxX =   



 

35 

делим выражение на ),()(2 tTxXa  

.0;)( 2
''

2

'

=+−== λλ k
X
X

ta
tT   

Получаем обыкновенное дифференциальное уравнение 

,0)()('' =+ xXxX λ   

общий вид решения: 

.sincos)( 21 xCxCxX λλ +=  (3.20) 

Так как мы ищем только нетривиальные решения, 20 C=  нам не подхо-

дит. Далее, 

.cossin 21 xCxC
x
u λλλλ +−=
∂
∂  (3.21) 

Следовательно, 

.0;)(, 1
2 ≠== C

e
nxne n
ππλ  

Отсюда 

.cos)( x
e
nxX π

=   

В итоге получаем функцию ),()( xF k
i  разложенную в тригонометрический 

ряд Фурье 

∑
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=
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1

)(
)(

0)( cos
2
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n

k
in

k
ik

i l
xnxF πϕ

ϕ  (3.22) 

с коэффициентами, найденными по формуле Эйлера-Фурье [5, c. 34], 

∫ ==
1

0

)()( ,...2,1,0,cos)(2 ndx
l
xnxF

l
k

i
k

in
πϕ   

Подставляя соотношения (3.17) и (3.22) в формулу (3.14), получаем 

,1)( )()1()(1)(2 k
in

k
in

k
in

k
ni aaa

e
nD ϕ

τ
τπ

+=+ −−   

делим и находим упомянутые коэффициенты 
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 (3.23) 

В результате, найдено приближенное решение задачи (3.10)-(3.12) на 

временных слоях ,...,2,1, === kktt k τ  в виде разложения функций 

),()()(
ki

k
i txuxu ≅  в тригонометрические ряды Фурье (3.17) с коэффициентами 

)(k
ina . 

Реализация алгоритма (3.17)–(3.23) связана с нахождением коэффициен-

тов Фурье функций ),()( xF k
i  пересчитываемых на каждом шаге по k. 

Благодаря этому алгоритму, можно провести расчет и проанализировать 

многие свойства решения задачи (3.10)–(3.12) для n=2, если 

.),(

;)1(),(

2
2
112122

2
2
112111

uuBuuuff

uuuBAuuff

−==

++−==
 (3.24) 

где  A и B – некоторые положительные константы. 

Искомая диффузионно-кинетическая модель получила название «брюссе-

лятор» [6]. «Брюсселятор» описывает процесс превращения двух компонентов 

X и Y в химическом реакторе с непроницаемыми стенками, при условии, что 

рождение и уничтожение компонентов в реакторе происходит по следующей 

схеме: 

;; 21 DYXBXA kk +→+→   

;;32 43 EXCXYX kk →+→+   

где 4321 ,,, kkkk  значения констант скоростей реакций. Считается, что концен-

трации веществ A и B в реакторе поддерживаются постоянными, а вещества D, 

C и E удаляются. Также, предполагается, что скорости обратных реакций на-

много меньше скоростей прямых. Тогда кинетические процессы в системе опи-

сываются соотношением (3.15), где 1u  и 2u  – концентрация веществ X и Y. 

Покажем полученные результаты расчетов нестационарных процессов с 

использованием модели «брюсселятора» и анализируем их. Так как, значение 
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константы 𝐵𝐵, пропорциональное концентрации вещества, не слишком большое, 

тогда по истечении этого времени система выходит на пространственно одно-

родные, но не зависящие от пространственной координаты, стационарные ре-

шения Auu == 11  и A
Buu == 22 , для которых 0),(),( 212211 == uufuuf . 

При этом, начиная с некоторого критического значения kBB =  простран-

ственно однородные решения 1u  и 2u  становятся неустойчивыми. Следова-

тельно, если ,kBB >  то по истечении определенного времени релаксации сис-

тема выходит на немонотонные пространственно-периодические стационарные 

структуры, которые называются диссипативными структурами [7]. 

3.3 Использование возможностей ППП Matlab для решения краевой 

задачи одномерных квазилинейных уравнений 

3.3.1 Задание. Требуется составить программу для ПЭВМ, реализующую 

алгоритм (3.17)–(3.23) для двухкомпонентной среды (i=1,2). 

Результаты расчетов по алгоритму (3.8)–(3.14) (см. Приложение А) для 

следующих параметров: .2,5;1,2;1;102,2;104,4 3
2

3
1 ===⋅=⋅= −− BAlDD В каче-

стве начальных распределений были выбраны пространственно однородные 

решения 21 =U  и 3,22 =U . При расчетах удерживалось N=21 членов ряда (3.23). 

Для временного шага 1,0=τ  выход на стационарное решение в виде диссипа-

тивных структур [15] наблюдался при k>120. Пример таких диссипативных 

структур приведен на рисунке 3. 

Проведем тестирование полученного алгоритма с варьированием пара-

метров. Увеличивая положительные константы A и B, амплитуда волн умень-

шается и колебания, изображенные на рисунке 4, становятся более симметрич-

ными относительно друг друга. Далее уменьшим концентрацию диффунди-

рующего вещества 1U  и 2U . Мы видим на рисунках 5 и 6, что с уменьшением 

концентрации, уменьшается амплитуда и процесс стабилизируется. С увеличе-

нием концентрации диффундирующего вещества, амплитуда колебаний, изо-

браженных на рисунке 7, увеличивается и виден сильный разброс волн. Далее 
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увеличим коэффициент диффузии 1D  и 2D . На рисунке 8 мы видим, что коле-

бания становятся повторяющимися и приблизительно с одной амплитудой. 

 

 
Рисунок 3 – Диссипативные структуры 

 

 
Рисунок 4 – Увеличение положительных констант A и B 
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Рисунок 5 – Уменьшение концентрации диффундирующего вещества 1U  

 

 
Рисунок 6 – Уменьшение концентрации диффундирующего вещества 2U  
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Рисунок 7 – Увеличение концентрации диффундирующего вещества 

 

 
Рисунок 8 – Увеличение коэффициента диффузии 1D  и 2D  

 

Особенность модели (3.10)–(3.12) заключается в возможности возникно-

вения периодических колебаний концентраций веществ. Данные автоколебания 

наблюдаются экспериментально в химических системах. Одну из первых авто-
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колебательных химических реакций называют реакцией Белоусова-

Жаботинского [7], которые наблюдали и объясняли периодическое изменение 

окраски раствора протеканием в нем химических реакций. 

Исследования математических моделей диффузионно-кинетических про-

цессов показывают, что из-за нелинейности в многокомпонентных системах 

реагирующих веществ могут появляться упорядоченные, структурно-

организационные состояния, а также состояния, изменяющиеся с определенной 

закономерностью и периодичностью. Эти состояния являются неравновесными 

и лежат вне термодинамической ветви, для которой характерны лишь стацио-

нарные бесструктурные состояния «тепловой смерти», соответствующие мак-

симуму энтропии системы. Образование диссипативных структур относится к 

процессам упорядоченности и самоорганизации в неравновесных открытых фи-

зико-химических системах, которые представляют собой предмет изучения 

теории самоорганизации, или синергетики. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
 

В данной выпускной квалификационной работе изучены нелинейные мо-

дели диффузионных процессов математической физики. Рассмотрено несколь-

ко видов уравнений описывающих диффузионные и тепловые процессы раз-

личной физической природы.  

Была рассмотрена и решена задача Коши распространения тепловых воз-

мущений в нелинейных средах с коэффициентом теплопроводности зависящим 

от температуры по степенному закону. Выяснилось, что тепловые возмущения 

в отличие от среды с постоянным коэффициентом теплопроводности распро-

страняются с конечной скоростью. Также рассмотрена краевая задача нелиней-

ной теплопроводности в полупространстве. Проведен обзор аналитических ме-

тодов решения нелинейных уравнений диффузионного типа. Изучено построе-

ния точного аналитического решения системы нелинейных уравнений при опи-

сании процесса типа реакция-диффузия. Решение описывает стационарные 

волны концентраций компонентов, распространяющиеся с постоянной скоро-

стью. Далее было рассмотрено и изучено решение задачи Коши для квазили-

нейного уравнения теплопроводности с объемным поглощением. 

В работе рассмотрена и решена краевая задача для системы одномерных 

квазилинейных уравнений с начальными и граничными условиями. Эта задача 

была решена как приближенным аналитическим методом, так и численным ме-

тодом прямых. Реализован алгоритм поиска коэффициентов Фурье для двух-

компонентной среды в ППП Matlab. Проведено тестирование программы с 

варьированием параметров и анализ полученных результатов. 

  



 

43 

БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ СПИСОК 
 
 

1 Агошков, И.Н. Методы решения задач математической физики: учебное 

пособие для студентов, специализирующихся в области вычислительной мате-

матики / И.Н. Агошков. – 2002 г. – 320 с. 

2 Басараб, М.А. Численно-аналитический метод решения двумерных за-

дач естественной конвекции в замкнутых полостях / М.А. Басараб. – М.: Изда-

тельство МГТУ им. Н. Э. Баумана, 2009. – 790 с. 

3 Биллингсли, П. Сходимость вероятностных мер / П. Биллингсли. – М. 

Наука, 1977. – 265 с. 

4 Бухгольц, Н.Н. Основной курс теоретической механики / Н.Н. Бухгольц. 

– Издательство 7, Ч. 2, 2009. – 336 с. 

5 Виленкин, Н.Я. Теория представления групп и специальных функций. 

Т. 3 / Н.Я. Виленкин. – М.: Наука, 1964. – 718 с. 

6 Жаботинский, А.М. Концентратные колебания / А.М. Жаботинский. – 

М.: Наука, 1974. – 179 с. 

7 Жаботинский, А.М. Концентрационные автоколебания / А.М. Жаботин-

ский. – М., 1974. – 169 с. 

8 Зельдович, Я.Б. Элементы математической физики / Я.Б. Зельдович, 

А.Д. Мышкис. – М.: Наука, 2014. – 360 с. 

9 Зорич, В.А. Математический анализ: Ч. 2 / В.А. Зорич. – Издательство 

4-е, испр. – М.: МЦНМО, 2002. – 794 с. 

10 Курдюмов, С.Н. Автомодельные решения квазилинейного уравнения 

теплопроводности с распределенной плотностью и нелинейными объемными 

источниками / Дифференциальные уравнения / С.Н. Курдюмов, М.И. Гуревич, 

О.В. Гельковскаяю. – 1995. – 30 с. 

11 Ладыженская, О.А. Линейные и квазилинейные уравнения эллиптиче-

ского типа / О.А. Ладыженская, Н.Н. Уральцева. – М.: Наука, 1973. – 341 с. 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D1%8B%D1%88%D0%BA%D0%B8%D1%81,_%D0%90%D0%BD%D0%B0%D1%82%D0%BE%D0%BB%D0%B8%D0%B9_%D0%94%D0%BC%D0%B8%D1%82%D1%80%D0%B8%D0%B5%D0%B2%D0%B8%D1%87


 

44 

12 Латыпова, Н.В. Ряды Фурье: учеб.-метод. пособие / Н.В. Латыпова, 

Л.И. Тучинский. – Ижевск: Издательство «Удмуртский университет», 2011. – 

80 с. 

13 Мартинсон, Л.К. Дифференциальные уравнения математической фи-

зики: учебник для втузов / Л.К. Мартинсон, Ю.И. Малов. – М.: Издательство 

МГТУ им. Н. Э. Баумана, 2011. – 368с. 

14 Полянин, А.Д. Справочник по нелинейным уравнениям математиче-

ской физики. Точные решения / А.Д. Полянин. – М.: Физико-математическая 

литература, 2002. – 431 с. 

15 Поль, Р.В. Механика, акустика и учение о теплоте / Р.В. Поль. – М.: 

Наука, 1971. – 480 с. 

16 Тихонов, А.Н. Уравнения математической физики /А.Н. Тихонов, 

А.А. Самарский. – М.: Наука, 2004. – 798 с. 

17 Русак, В.Н. Математическая физика / В.Н. Русак. – Минск: Издатель-

ство «Дизайн про», 1998. – 207 с. 

18 Самарский, А.А. Аддитивные схемы для задач математической физики 

/ А.А. Самарский, П.Н. Вабищевич. – М.: Наука, 2001. 

19 Самарский, А.А. Численные методы решения задач конвекции-

диффузии / А.А. Самарский, П.Н. Вабищевич. – М.: Эдиториал УРСС, 1999. – 

248 с 

20 Самарский, А.А. Теория разностных схем / А.А. Самарский. – М.: 

Наука, 1983. – 355 с. 

21 Спевак, Л.Ф. Решение нелинейного уравнения теплопроводности ме-

тодом граничных элементов с использованием метода двойственной взаимно-

сти / Л.Ф. Спевак, О.А. Нефедова // Международный журнал прикладных и 

фундаментальных исследований. – 2015. – № 12-1. – 55 с. 

 

  



 

45 

ПРИЛОЖЕНИЕ А 
Листинг реализации алгоритма 

 
 

Листинг программы: 

function two_waves 

clc; clear all; clf; 

% начальные данные 

A=2.1; B=5.2; 

u1=2; u2=2.3; 

L=1; % длина интервала 

step=0.01; 

x=0.:step:L; 

% функции 

f1=@(u1,u2)(A-(B+1)*u1+u1.^2.*u2); 

f2=@(u1,u2)(B*u1-u1.^2.*u2); 

% начальные значения 

F1=zeros(1,L/step+1);  

F2=zeros(1,L/step+1); 

F1(1)=f1(u1,u2);  F2(1)=f2(u1,u2); 

K=500; N=21; 

a1=zeros(K,N);  a2=zeros(K,N); 

for k=2:K    

[u1, u2,a1,a2]= uuu(k,L, a1, a2,F1, F2,u1,u2, x); 

F1=f1(u1,u2); F2=f2(u1,u2); 

F1(1)=a1(1)/2; F2(1)=a2(1)/2; 

plot(x,u1,'r', x,u2,'b'); grid on; 

ylim([-5 10]); 

pause(0.02) 

% drawnow 

end  
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Продолжение ПРИЛОЖЕНИЯ А 
Листинг реализации алгоритма 

 
 

disp('finish') 

function [u1,u2,a1,a2]=uuu(k,L,a1,a2,F1, F2, u1,u2,xL) 

N=21; tau=0.1; D1=4.4e-3; D2=2.2e-3; 

phi1=zeros(1,N);  phi2=zeros(1,N); 

for n=1:N % расчет гармоник 

phi1(n) = 2/L*trapz(xL,F1.*cos(n*pi*xL./L)); 

phi2(n) = 2/L*trapz(xL,F2.*cos(n*pi*xL./L)); 

end 

sum_a1=0; sum_a2=0; 

for n=1:N 

znam1=tau*D1*(pi*n/L)^2+1; 

znam2=tau*D2*(pi*n/L)^2+1; 

a1(k,n)=(a1(k-1,n)+tau*phi1(n))/znam1; 

a2(k,n)=(a2(k-1,n)+tau*phi2(n))/znam2; 

sum_a1=sum_a1+a1(k,n)*cos(n*pi*xL/L); 

sum_a2=sum_a2+a2(k,n)*cos(n*pi*xL/L); 

end 

u1=u1+sum_a1;   

u2=u2+sum_a2; 
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