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Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è ñîêðàùåíèÿ
ñ. â. �� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû;
~X = ~Xn = (X1; : : : ; Xn) �� âûáîðêà, ñîñòîÿùàÿ èç íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåííûõ ñ.â. {íàáëþäåíèé} Xi; i = 1; : : : ; n;
~X �� âûáîðî÷íûé âåêòîð;
ðàñïðåäåëåíèå F �� çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ îáùåãî âèäà, êîòîðûé õàðàêòå-

ðèçóåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, ïëîòíîñòüþ èëè òàáëèöåé, íà-
áîðîì ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê � E�; D� è ò. ä.;

m� = E� �� ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (ñðåäíåå) ñ.â. �;
�2 = �2

� = D� �� äèñïåðñèÿ ñ.â. �;
Xi 2 F �� ñ.â. Xi èìååò ðàñïðåäåëåíèå F , ÷òî ìîæåò îçíà÷àòü, íàïðèìåð,

PfXi < yg = F (y) ïðè âñåõ y , åñëè F � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ;
I(A) �� èíäèêàòîð ñîáûòèÿ A è ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé âèäà

I(A) =
�

1; åñëè ïðîèçîøëî ñîáûòèå A;
0; èíà÷å;

�� ñèìâîë äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îêîí÷àíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è.
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Ââåäåíèå
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà, êàê è òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, çàíèìàåòñÿ

èçó÷åíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé è ýêñïåðèìåí-
òîâ. Â òî æå âðåìÿ çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ÿâëÿþòñÿ êàê áû
îáðàòíûìè ê çàäà÷àì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïîñëå
çàäàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òîãî èëè èíîãî ñëó÷àéíîãî ÿâëåíèÿ òðå-
áóåòñÿ ðàññ÷èòàòü ðàçëè÷íûå âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ýòîãî ÿâëå-
íèÿ â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, èñõîäÿ èç
óæå èìåþùèõñÿ ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà, íàçûâàåìûå ñòàòèñòè÷åñêè-
ìè äàííûìè è ñîñòîâëÿþùèå âûáîðêó, òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü èëè íàéòè
òå èëè èíûå ïàðàìåòðû, åå îïðåäåëÿþùèå. Òî åñòü óñòàíàâëèâàåò îïðå-
äåëåííûå ïðàêòè÷åñêèå âûâîäû íà îñíîâå èçó÷åíèÿ ýòèõ äàííûõ.

Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå çàêîíîìåðíîñòåé êîëè÷åñòâåííîãî è êà÷å-
ñòâåííîãî õàðàêòåðà îïðåäåëåííûõ ïðèçíàêîâ â ìàññîâûõ ÿâëåíèÿõ ñî-
ñòàâëÿåò îñíîâíóþ öåëü ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.

Ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêà �� àáñòðàêòíàÿ íàóêà. Îíà èçó÷àåò ìàòå-
ìàòè÷åñêóþ ñòîðîíó ðàáîòû ñ ÷èñëîâûìè äàííûìè íåçàâèñèìî îò êîí-
êðåòíîé îòðàñëåâîé ñïåöèôèêè. Åå ìåòîäû ïðèìåíèìû äëÿ îáðàáîòêè
äàííûõ íàáëþäåíèé è ýêñïåðèìåíòîâ ëþáîé ïðèðîäû, ïîýòîìó èñïîëü-
çóþòñÿ âî âñåõ êîíêðåòíûõ åñòåñòâåííûõ è ãóìàíòàðíûõ íàóêàõ, ýêîíî-
ìèêå, òåõíèêå, ìåäèöèíå è ò. ä., ò. å. âî âñåõ îòðàñëåâûõ ñòàòèñòèêàõ.

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå
çàäà÷è.

1. Îöåíêè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòà (âû-
áîðêè). Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ (ñòàòèñòèêó) îò ðå-
çóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà, êîòîðàÿ ìîãëà áû ñëóæèòü ¾äîñòàòî÷íî õîðî-
øåé¿ îöåíêîé íåèçâåñòíîãî èñòèííîãî (òåîðåòè÷åñêîãî) çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðà.

2. Èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, îöåíèâàíèå ïà-
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ðàìåòðîâ ñ ïîìîùüþ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ
ïîñòðîèòü èíòåðâàë ñî ñëó÷àéíûìè ãðàíèöàìè, çàâèñÿùèìè îò ðåçóëü-
òàòîâ âûáîðêè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîñòðîåííûé ñëó÷àéíûé èíòåðâàë
íàêðûâàë íåèçâåñòíîå èñòèííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñ çàäàííîé äîñòà-
òî÷íî âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ.

3. Ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç î ñâîéñòâàõ èçó÷àåìîãî ñëó÷àé-
íîãî ÿâëåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ íà îñíîâå âûáîðêè ïðîâåðèòü òî
èëè èíîå ïðåäïîëîæåíèå èëè ãèïîòåçó.

Ïðè ðåøåíèè óêàçàííûõ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ òèïè÷íûå ñõåìû èññëå-
äîâàíèé, êîòîðûå äåëÿòüñÿ íà äâå ÷àñòè.

Ñíà÷àëà ïóòåì íàáëþäåíèé è ýêñïåðèìåíòîâ ñîáèðàþòñÿ, ðåãèñòðè-
ðóþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå (âûáîðêà). Çàòåì îíè óïîðÿäî÷èâàþòñÿ,
ïðåäñòàâëÿþòñÿ â êîìïàêòíîé, íàãëÿäíîé èëè ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìå.
Âû÷èñëÿþòñÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà ñðåäíèå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå âû-
áîðêó. Ýòà ÷àñòü ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè íàçûâàåòñÿ îïèñàòåëüíîé
ñòàòèñòèêîé.

Âòîðàÿ ÷àñòü èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè íà îñíîâå íàéäåí-
íûõ ñâåäåíèé î âûáîðêå äîñòàòî÷íî îáîñíîâàííûõ âûâîäîâ î ñâîéñòâàõ
èññëåäóåìîãî ñëó÷àéíîãî ÿâëåíèÿ. Ýòà ÷àñòü èññëåäîâàíèÿ îáåñïå÷èâà-
åòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, ñîñòîâëÿþùèìè ñòàòèñòèêó âûâîäîâ.
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Çàíÿòèå 1
Òåìà. Ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Âûáîðêà è âàðèàöèîí-

íûé ðÿä.
Öåëü. Îçíàêîìèòüñÿ ñ âûáîðî÷íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, âûðàæåí-

íûå ÷åðåç ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ñ ïðèåìàìè íàõîæäåíèÿ è ïîñòðî-
åíèÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Èñõîäíûìè ñòàòèñòè÷åñêèìè äàííûìè ÿâëÿþòñÿ ñîâîêóïíîñòè n íåçà-
âèñèìûõ íàáëþäåíèé â ñëó÷àéíîì ýêñïåðèìåíòå, ñâÿçàííîì ñî ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé � �� ðåàëèçàöèè ñòàòèñòè÷åñêîé âûáîðêè ~X = (X1; : : : ; Xn).
Ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèéX1; : : : ; Xn èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê çíà÷åíèÿ, ïðè-
íÿòûå n íåçàâèñèìûìè âåëè÷èíàìè �1; : : : ; �n, èìåþùèå îäèí è òîò æå
çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ F .

Ñ. â. Y = g(X1; : : : ; Xn), ãäå g(X1; : : : ; Xn) �� ïðîèçâîëüíàÿ èçìåðèìàÿ
ïî Áîðåëþ ôóíêöèÿ èç Rn â R, íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòèêîé.

Ðàññìîòðèì âàæíûå äëÿ ïðèëîæåíèé ïðèìåðû ñòàòèñòèê. Âûáîðî÷-
íûå ìîìåíòû:

X = 1
n

nP
i=1

Xi �� âûáîðî÷íîå ñðåäíåå;

Xk = 1
n

nP
i=1

Xk
i �� âûáîðî÷íûé ìîìåíò k-ãî ïîðÿäêà;

g(X) = 1
n

nP
i=1

g(Xi) �� âîîáùå âûáîðî÷íûé ìîìåíò äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèè g : R! R.

Âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíàìè

S 2 =
1
n

nX
i=1

(Xi �X)2 è S 2
0 =

1
n� 1

nX
i=1

(Xi �X)2:

Ïðè âû÷èñëåíèè âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè ÷àñòî óäîáíåå èñïîëüçîâàòü
ôîðìóëó

S 2 = X2 � (X)2: (1)

Ñ ïîíÿòèåì âàðèàöèîííîãî ðÿäà ñâÿçàíû äðóãèå ïðèìåðû ñòàòèñòèê.
Ýëåìåíòû âûáîðêè X1; : : : ; Xn, ðàñïîëîæåííûå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ
è îáîçíà÷åííûå X(1) � X(2) � : : : � X(n), íàçûâàþòñÿ âàðèàöèîííûì
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ðÿäîì. Ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêîé X(k); k = 1; n íàçûâàåòñÿ k-é ÷ëåí âà-
ðèàöèîííîãî ðÿäà.

Äëÿ äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé â âàðèàöèîííîì ðÿäå ìîãóò ïîâòî-
ðÿòüñÿ íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ, äëÿ íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé âñå ÷ëåíû
ðÿäà �� ðàçëè÷íûå öèôðû.

Ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè ìîæíî îïðåäåëèòü â âèäå

X(1) = min fX1; : : : ; Xng; : : :
: : : ; X(k) = min fX1; : : : ; XngnfX1; : : : ; X(k�1)g; : : :

: : : ; X(n) = min fX1; : : : ; XngnfX1; : : : ; X(n�1)g = maxfX1; : : : ; Xng:
X(1) è X(n) íàçûâàþòñÿ ýêñòðåìàëüíûìè ïîðÿäêîâûìè ñòàòèñòèêà-

ìè, X(k); k 6= 1; k 6= n �� ïðîìåæóòî÷íîé ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêîé.
Ñðåäíèé ýëåìåíò âàðèàöèîííîãî ðÿäà íàçûâàåòñÿ âûáîðî÷íîé ìåäèà-

íîé è îáîçíà÷àåòñÿ M�e:

M�e =
�

X(l+1) ïðè n = 2 l + 1;
(X(l) +X(l+1))=2 ïðè n = 2 l:

Ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F �n , ïîñòðîåííîé íà îñíîâå
âûáîðêè ~X, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

F �n(y) =
1
n

nX
i=1

IfXi < yg:

Ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî òàêæå çàïèñàòü ñ ïî-
ìîùüþ âàðèàöèîííîãî ðÿäà

F �n(y) =

8<: 0; y � X(1);
k=n; X(k) < y � X(k+1); k = 1; n� 1;

1; y > X(n):

Îñíîâíîå ñâîéñòâî ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùèì óòâåæäåíèåì

Ò å î ð å ì à (Ãëèâåíêî-Êàíòåëëè). Ïóñòü F (y) �� îáùàÿ ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ âûáîðêè. Òîãäà F �n(y) ñõîäèòñÿ ê F (y)
ïî÷òè íàâåðíîå ðàâíîìåðíî ïî y ïðè n!1, ò. å.

sup
y2R
jF �n(y)� F (y)j ï:í:�! 0; n!1:
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Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà âûáîðêè ýìïèðè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñõîäèòñÿ ê òåîðåòè÷åñêîé (èñòèííîé).

À1
1. Äîêàçàòü ôîðìóëó (1).
2. Ïóñòü X1; : : : ; Xn�� âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðà-

ìåòðàìè a è �2.
à). Âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèþ ñòàòèñòèêè X. Êàêîå

ðàñïðåäåëåíèå èìååò X?
á). Âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ñòàòèñòèê S 2 è S 2

0 .
Î ò â å ò. à) a; �2=n; Na; �2=n; á) �2(n� 1)=n; �2.
Ð å ø å í è å. á) äëÿ S 2.

E(S 2) = E
� 1
n

nX
i=1

(Xi �X)2� = f â ñèëó ôîðìóëû (1)g =

= E
�
X2 � (X )2� = E

� 1
n

nX
i=1

X2
i � (

1
n

nX
i=1

Xi)2� =

=
1
n
E
� nX

i=1

X2
i � 1

n

nX
i=1

X2
i � 2

n

X
i<j

XiXj
�

=

= f â ñèëó íåçàâèñèìîñòè è îäèíàêîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Xig =

=
1
n
�n� 1

n

nX
i=1

EX2
1 � 2

n

X
i<j

(EX1)2� =

=
1
n
� n� 1

n
nEX2

1 � 2
n
n (n� 1)

2
(EX1)2� =

n� 1
n

(EX2
1 � (EX1)2) =

=
n� 1
n

�2:

3. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé âûáîðêå îáúåìà n èç ðàñïðåäåëåíèÿ Áåðíóëëè Bp. Èñïîëüçî-
âàòü âûáîðî÷íîå ñðåäíåå X. Äîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííî, ÷òî âûïîëíåíà
òåîðåìà Ãëèâåíêî-Êàíòåëëè:

sup
y2R
jF �n(y)� F (y)j p�! 0; ïðè n!1:
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4. Íàéòè ïî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (y) âåëè÷èíû X1 ôóíêöèþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïåðâîé è ïîñëåäíåé ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè:

à) X(1) = min fX1; : : : ; Xng; á) X(n) = maxfX1; : : : ; Xng.
Âûïèñàòü âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè ýòèõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê ÷å-

ðåç ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü âåëè÷èíû X1.
Î ò â å ò. à) FX(1)(y) = 1� (1� FX1(y))n, á) FX(n)(y) = F n

X1
(y)

Ð å ø å í è å. à)

FX(1)(y) = PfX(1) < yg = 1�PfX(1) � yg = 1�PfX1 � y;X2 � y; : : :

: : : ; Xn � yg = 1�
nY
k=1

(1�PfXk < yg) = 1� (1� FX1(y))n:

5. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ k-é ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè
X(k) èìååò âèä

PfX(k) < yg = Pfõîòÿ áû k ýëåìåíòîâ âûáîðêè < yg =

=
nX
i=k

Ci
nF (y)i(1� F (y))n�i;

ãäå F (y) �� ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû X1.
6. Ïóñòü F �n �� ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî

âûáîðêå X1; : : : ; Xn, à G�n � ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïî-
ñòðîåííàÿ ïî âûáîðêå Y1; : : : ; Yn, ãäå Yi = aXi + b, a > 0 è b �� äâà ôèê-
ñèðîâàííûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëà.

Äîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ y èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî G�n(y) = F �n
�
(y�b)=a�.

Ñ1
1. Ïóñòü âûáîðêà X1; : : : ; Xn èìååò ðàñïðåäåëåíèå F ñ ôóíêöèåé ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ F . Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ y è k = 0; : : : ; n ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

P
�
F �n(y) = k=n

�
= Ck

nF
k(y)(1� F (y))n�k:

2. Äëÿ âûáîðêè èç áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè p è
m íàéòè

PfF �n(y + 0)� F �n(y) = k=ng:
Î ò â å ò. Ck

n(Cy
mpy(1�p)m�y)k(1�Cy

mpy(1�p)m�y)n�k ïðè y 2 f0; : : : ;mg;
0 �� èíà÷å.

9



3. Íàéòè âåðîÿòíîñòüPfX(k) < y;X(k+1) � yg â òåðìèíàõ îáùåé ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ âûáîðêè.
Î ò â å ò. Ck

nF k(y)(1� F (y))n�k.
4. Ïóñòü F �n �� ýìïðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî

âûáîðêå X1; : : : ; Xn, G�n �� ýìïðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíÿ, ïîñòðî-
åííàÿ ïî âûáîðêå Y1; : : : ; Yn, ãäå Yi = G(Xi) è G �� ìîíîòîííî âîçðàñòà-
þùàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ y è v ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

PfF �n(y) < vg = PfG�n(G(y)) < vg:
5. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü PfF �n(y) < F �n(z)g?

Î ò â å ò. 1� (F (z)� F (y))n, åñëè y < z.
6. Ïóñòü âûáîðêàX1; : : : ; Xn èìååò ðàñïðåäåëåíèåF , ó êîòîðîãî ôóíê-

öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) íåïðåðûâíà. Êàêîìó ðàñïðåäåëåíèþ áóäåò ñî-
îòâåòñòâîâàòü âûáîðêà Y1; : : : ; Yn, ãäå Yi = F (Xi)?
Î ò â å ò. U0;1.

Ä1
1. Ïóñòü âûáîðêà X1; : : : ; Xn èìååò ðàñïðåäåëåíèå F . Äîêàçàòü, ÷òî

äëÿ êàæäîãî y > 0

Pfsup
t
jF �n(t)� F (t)j > yg � Pf sup

0�t�1
jG�n(t)� tj > yg; (2)

ãäå G�n(t) � ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî âû-
áîðêå, îáúåìà n èç ðàñïðåäåëåíèÿ U0;1.

2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ôóíêöèÿ F (t)
íåïðåðûâíà, òî íåðàâåíñòâî (2) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî (ýòî ñâîéñòâî
èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè êðèòåðèÿ Êîëìîãîðîâà è íàçûâàåòñÿ íåïà-
ðàìåòðè÷íîñòüþ ýòîãî êðèòåðèÿ).

3. Ïóñòü ~Xn è ~Yn � äâå íåçàâèñèìûå âûáîðêè îáúåìà n èç îäíîãî è òî-
ãî æå íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, à F �n è G�n ñîîòâåòñòâåííî ýìïèðè÷åñ-
êèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîåííûå ïî ýòèì âûáîðêàì. Äîêàçàòü,
÷òî äëÿ ëþáîãî t 2 (0; 1] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Pfsup
y2R
jF �n(y)�G�n(y)j < tg = Pf sup

0�k�2n
jSkj < tnjS2n = 0g;

ãäå Sk = �1 + : : : + �k, ïðè÷åì ñëó÷àéíûå ñëàãàåìûå �i íåçàâèñèìû è
Pf�i = 1g = Pf�i = �1g = 1=2.
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4. ÏóñòüX1; : : : ; Xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ íà ìíîæåñòâå öåëûõ
÷èñåë; ïîëîæèì pk = PfX1 = kg. Îáîçíà÷èì ÷åðåç �k(n) ÷èñëî ýëåìåíòîâ
âûáîðêè, ðàâíûõ k. Äîêàçàòü, ÷òî

sup
A�Z
jP �n(A)�PfX1 2 Agj = 1

2

1X
k=�1

j�k(n)
n
� pkj:

Çàíÿòèå 2
Òåìà. Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ îöåíîê: ìåòîä ìîìåíòîâ.
Öåëü.Îòðàáîòàòü ìåòîäèêó ïîñòðîåíèÿ îöåíêè ìåòîäà ìîìåíòîâ (ÎÌÌ)

äëÿ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé.

Ïóñòü èçâåñòåí çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ, à ïàðàìåòðû �1; : : : �m â íåãî
âõîäÿùèå, íåèçâåñòíû. Âîçíèêàåò çàäà÷à èõ ñòàòèñòè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ.
Îáîçíà÷èì mk = EXk

1 òåîðåòè÷åñêèé (èñòèííûé) ìîìåíò k-ãî ïîðÿäêà.
Xk = 1

n

Pn
i=1X

k
i � âûáîðî÷íûé (ýìïèðè÷åñêèé) ìîìåíò k-ãî ïîðÿäêà.

Åñëè ìîìåíò mk ñóùåñòâóåò, òî â ñèëó ÇÁ× Xk p�! mk ïðè n ! 1.
Ïîýòîìó äëÿ âûáîðêè X1; : : : ; Xn äîñòàòî÷íî áîëüøåãî îáúåìà ìîæíî
óòâåðæäàòü, ÷òî Xk � mk, ò. å. âûáîðî÷íûé ìîìåíò k-ãî ïîðÿäêà áëèçîê
ê òåîðåòè÷åñêèì ìîìåíòàì mk. Íà ýòîì ñîîáðàæåíèè è îñíîâûâàåòñÿ
ìåòîä ìîìåíòîâ.

Ìîæíî çàïèñàòü ñèñòåìó èç m óðàâíåíèé mk = Xk; k = 1;m, ò. å. òåî-
ðåòè÷åñêèå è âûáîðî÷íûå ìîìåíòû îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà ïðèðàâíèâàþò-
ñÿ. Ïîëó÷èì ñèñòåìó m óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè âåëè÷èíàìè �1; : : : �m.
Êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ �� = (��1; : : : ��m) ýòîé ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ îöåíêà-
ìè ìåòîäà ìîìåíòîâ.

À2
1. Èñïîëçóÿ ìåòîä ìîìåíòîâ, îöåíèòü çíà÷åíèå � ïî âûáîðêå èç ïî-

êàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ E�.
Î ò â å ò. �� = 1=X.
2. Ïóñòü X1; : : : ; Xn � âûáîðêà îáúåìà n èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ Na;1, ïðè÷åì a � 0. Íàéòè ÎÌÌ a� íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà a.
Î ò â å ò. a� = maxf0; Xg.
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3. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìîìåíòîâ, îöåíèòü ïàðàìåòð ñäâèãà � 2 R ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f�(x) = e�(x��)Ifx��g:

Î ò â å ò. �� = X � 1.
4. Ïóñòü X1; : : : ; Xn � âûáîðêà îáúåìà n èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ Na;�2 , ãäå a 2 R; � > 0; è îáà ïàðàìåòðà a è �2 íåèçâåñòíû. Íàéòè
ÎÌÌ a�; �2� íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ.

Î ò â å ò. a� = X; �2� = S 2.
5. Èñïîëçóÿ ìåòîä ìîìåíòîâ, îöåíèòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a; b ïî

âûáîðêå èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ua;b.
Î ò â å ò. a� = X � Sp3; b� = X + S

p
3.

6. Ïóñòü ýëåìåíòû âûáîðêè Xi; i = 1; n èìåþò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå
ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè � è �; ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïëîòíîñòü
èìååò âèä f(x) = ��x��1e��xIfx>0g=�(�).

Ó ê à ç à í è å. Ìîìåíò k-ãî ïîðÿäêà EXk
1 ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâåí

��

�(�)

1Z
0

xk+��1e��xdx =
�(� + k)
�k�(�)

=
�(� + 1) : : : (� + k � 1)

�k
:

Î ò â å ò. �� = X=S 2; �� = X 2=S 2.

Ñ2
1. Ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî c ïàðàìåòðîì � > 1 ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïèñà-

íèÿ âåëè÷èíû äîõîäîâ íàñåëåíèÿ âûøå ôèêñèðîâàííîãî óðîâíÿ x0. Ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

f�(x) = �x�0 x
���1Ifx>x0g:

Íàéòè ÎÌÌ �� íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà �.
Î ò â å ò. �� = X=(X � x0).
2. Íàéòè ÎÌÌ ïàðàìåòðà � ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ U0;�.
Î ò â å ò. �� = 2X.
3. Íàéòè ÎÌÌ ïàðàìåòðà � ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ U��;�; � > 0

ñ ïîìîùüþ âòîðîãî ìîìåíòà.
Î ò â å ò. �� =

p
3X2.
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4. ×èñëî � ñòîëêíîâåíèé ñ ìîëåêóëàìè ãàçà â êàìåðå Âèëüñîíà ÷àñòèö,
ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè ðàñïàäå ÿäðà óðàíà â ðåçóëüòàòå áîìáàðäèðîâêè åãî
íåéòðîíàìè, èìååò ðàñïðåäåëåíèå

Pf� = kg =
1
2

(
�k1
k!
e��1 +

�k2
k!
e��2); k = 0; 1; 2; : : : ; 0 < �1 < �2

(¾äâîéíîå¿ ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà). Íàéòè ÎÌÌ ïàðàìåòðîâ �1; �2.
Î ò â å ò. � �1;2 = X �pS 2 �X.

Ä2
1. Ïóñòü X1; : : : ; Xn � âûáîðêà îáúåìà n èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîò-

íîñòüþ f�(x) = �
2e
��jxj, � > 0 � íåèçâåñòíî. Íàéòè ÎÌÌ �� ñ ïîìîùüþ

âòîðîãî ìîìåíòà.
Î ò â å ò. �� =

q
2=X2.

2. Äëÿ ëîãíîðìàëüíîé ìîäåëè ñ ïëîòíîñòüþ

f�;�(x) =
1

x�
p

2�
exp f� 1

2�2 (lnx� �)2gIfx>0g

íàéòè ÎÌÌ ïàðàìåòðîâ � è �.
Î ò â å ò. �� = 2 lnX � (lnX2)=2; �� = (lnX2 � 2 lnX)1=2.

Çàíÿòèå 3
Òåìà.Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ îöåíîê: ìåòîä ìàêñèìàëüíîî ïðàâ-

äîïîäîáèÿ.
Öåëü. Îòðàáîòàòü ìåòîäèêó ïîñòðîåíèÿ îöåíêè ìåòîäà ìàêñèìàëü-

íîî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé.

Îäíèì èç íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûõ ìåòîäîâ îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíûõ
ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷âëÿåòñÿ ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì â êà÷åñòâå îöåíêè b� = b�(X1; : : : Xn) ïàðà-
ìåòðà � ïî âûáîðêå ~X = (X1; : : : ; Xn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ F� âûáèðàåòñÿ
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ìàêñèìèçèðóþùåå ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ

	( ~X; �) = f�(X1) : : : f�(Xn);
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ãäå f�(x) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ íåïðåðûâíîé ñ. â. è âåðîÿòíîñòü
f�(x) = Pf� = xg � â äèñêðåòíîì ñëó÷àå.

Òàêèì îáðàçîì,

	( ~X; b�) � 	( ~X; �); � 2 �; èëè 	( ~X; b�) = sup
�2�

	( ~X; �): (3)

Ñòàòèñòèêà b�, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (3), íàçûâàåòñÿ îöåíêîé
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ÎÌÏ) ïàðàìåòðà �.

Òåõíè÷åñêè (ò. ê. 	 ñîñòîèò èç ïðîèçâåäåíèé) óäîáíåå èñêàòü max ln 	
(òî÷êà b�, äàþùàÿ ìàêñèìóì ln 	, äàåò è ìàêñèìóì 	). Åñëè ìàêñèìóì
	( ~X; �) äîñòèàåòñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå ìíîæåñòâà � è ôóíêöèÿ f�(x)
äèôôåðåíöèðóåìà ïî �, òî b� óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ïðàâäîïîäîáèÿ

@ ln 	( ~X; �)
@�

= 0: (4)

Äëÿ ñëó÷àÿ âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà � = (�1; : : : ; �m) ýòî óðàâíåíèå çàìå-
íÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

@ ln 	( ~X; �)
@�j

= 0; j = 1; : : : ;m: (5)

Ïðàêòè÷åñêè ÎÌÏ b� îáû÷íî íàõîäÿò, ðåøàÿ óðàâíåíèÿ (4) (èëè (5)).

À3
1. Ïîëó÷èòü ÎÌÏ b� íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà � äëÿ ïîêàçàòåëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ E� âûáîðêè ~Xn.
Î ò â å ò. b� = 1=X.
2. Ïîëó÷èòü ÎÌÏ ba è b�2 íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ a; �2 äëÿ íîðìàëü-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Na;�2 âûáîðêè ~Xn.
Î ò â å ò. ba = X, b�2 = S2.
3. Ñ. â. �, õàðàêòåðèçóþùàÿ ñðîê ñëóæáû ýëåìåíòîâ ýëåêòðîííîé àï-

ïàðàòóðû, èìåþò ðàñïðåäåëåíèå Ðåëåÿ: F�(x) = 1 � e�x2=�; x � 0. Ïîêà-
çàòü, ÷òî ÎÌÏ � ðàâíà b� = X2.

4. Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà � > 1 ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî èç çàäà÷è 1
ðàçäåëà Ñ2 ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Î ò â å ò. b� = ( 1
n

Pn
i=1 lnXi � lnx0)�1:
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5. Ïóñòü ~X � âûáîðêà îáúåìà n èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ U�;�+5,
ãäå � 2 R. Íàéòè ÎÌÏ b� ïàðàìåòðà �.

Î ò â å ò. Ëþáàÿ òî÷êà ÎÌÏ b� 2 [Xn � 5; X1].
6. Ñ. â. Xi èìåþò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

F (
x� �
�

); ãäå F (x) = (1� e�x)Ifx�0g (ìîäåëü ñäâèãà-ìàñøòàáà

ïîêàçàòåëüíîãî çàêîíà). Íàéòè ÎÌÏ ïàðàìåòðîâ � è �.
Î ò â å ò. b� = X(1), b� = X �X(1).

Ñ3
1. Ïóñòü ~Xn � âûáîðêà èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ U�;�+1. Ïîêà-

çàòü, ÷òî ëþáîå b� 2 [Xn�1; X1] ìàêñèìèçèðóåò ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ.
2. Äîêàçàòü, ÷òî ÎÌÏ b� ïàðàìåòðà ñäâèãà � äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî

ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ: F�;b(x) = (1 � e�(x��)=b)Ifx�ag (b > 0)
ñîâïàäàåò ñ X(1).

3. Íàéòè ÎÌÏ ïàðàìåòðà � çàêîíà Ïóàññîíà.
Î ò â å ò. b� = X.
4. Îöåíèòü ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ íåèçâåñòíûå ïà-

ðàìåòðû �1 è �2 íîðìàëüíîé ìîäåëè N�1; �2
2
.

Î ò â å ò. b� = (X;S).
5. Ïóñòü ~Xn � âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N�; 2�. Óáåäèò-

ñÿ â òîì, ÷òî ÎÌÏ b� =
p

1 +X2 � 1.
6. Ñ. â. Xi èìåþò ïëîòíîñòü f�(x) = 1

2e
�jx��j (ñäâèã ðàñïðåäåëåíèÿ Ëà-

ïëàñà). Êàê óñòðîåíî ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ôóíöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ìàê-
ñèìàëüíà äëÿ à) ÷åòíîãî, á) íå÷åòíîãî ðàçìåðà âûáîðêè?

Î ò â å ò. à) â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ãîäèòñÿ ëþáîå � èç [X(k); X(k+1)].
á) ÎÌÏ áóäåò âûáîðî÷íàÿ ìåäèàíà M�e.

Çàíÿòèå 4
Òåìà.Ñâîéñòâà îöåíîê: íåñìåùåííîñòü, ñîñòîÿòåëüíîñòü, àñèì-

ïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü.
Öåëü. Îòðàáîòàòü ìåòîäèêó ïðîâåðêè ñâîéñòâ îöåíîê.
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Â ñèëó ìíîãîîáðàçèÿ îöåíîê, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ îöåíèâàíèÿ îäíîé è
òîé æå íåèçâåñòíîé âåëè÷èíû, âîçíèêàåò çàäà÷à âûáîðà èç íèõ ëó÷øåé,
â îïðåäåëåííîì ñìûñëå. Ïîýòîìó ê îöåíêàì ïðåäúÿâëÿåòñÿ ðÿä òðåáîâà-
íèé.

Ïóñòü îöåíèâàåìûé ïàðàìåòð � èñâåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F� èìå-
åò îöåíêó �� = ��(X1; : : : ; Xn). Ñìåùåíèåì îöåíêè �� íàçûâàåòñÿ âå-
ëè÷èíà b(�) = E��� � �. Îöåíêà ��, äëÿ êîòîðîé b(�) = 0, íàçûâàåòñÿ
íåñìåùåííîé. Îöåíêà �� íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííîé, åñ-
ëè b(�) = b�(n)! 0 ïðè n!1.

Ñâîéñòâî íåñìåùåííîñòè íå äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíêà õîðî-
øî ïðèáëèæàëà íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð. Íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïîãðåøíîñòü
ïðèáëèæåíèÿ ñòðåìèëàñü ê íóëþ ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðà âûáîðêè. Ýòî
ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîñòüþ : �� p�! � ïðè n!1.

Îöåíêà �� íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé îöåíêîé (ÀÍÎ)
ïàðàìåòðà � ñ êîýôôèöèåíòîì �2(�) (èëè àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèåé),
åñëè pn(�� � �) =) N0; �2(�).

Àñèìïòîòè÷åñêîé äèñïåðñèÿ �2(�) õàðàêòåðèçóåò òî÷íîñòü ÀÍÎ.

À4
1. Äîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå âûáîðî÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F �n(x)

â êàæäîé òî÷êå x ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé äëÿ
òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x).

2. Ïóñòü bg � íåñìåùåííàÿ îöåíêà g ñ êîíå÷íîé ïîëîæèòåëüíîé äèñ-
ïåðñèåé Dbg. Áóäåò ëè ñòàòèñòèêà bg 2 íåñìåùåííàÿ îöåíêîé äëÿ g2?

3. Ïî n íåçàâèñèìûì íàáëþäåíèÿì X1; : : : ; Xn íàä ñ. â. � òðåáóåòñÿ
îöåíèòü íåèçâåñòíóþ äèñïåðñèþ �2 = D�, êîãäà ñðåäíåå a = E� èçâåñòíî.
Óáåäèòüñÿ, ÷òî íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé äëÿ �2 ÿâëÿåòñÿ
ñòàòèñòèêà T = 1

n

Pn
i=1(Xi � a)2.

4. Äëÿ âûáîðêè èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ U0;�. Ïðîâåðèòü ñî-
ñòîÿòåëüíîñòü è íåñìåùåííîñòü îöåíêè X(n) ïàðàìåòðà �.

Î ò â å ò. Ñìåùåííàÿ, ñîñòîÿòåëüíàÿ, àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííàÿ.
5. Ïóñòü äàíà âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé. Äî-

êàçàòü, ÷òî ñòàòèñòèêà X ÿâëÿåòñÿ ÀÍÎ äëÿ � = EX1. Íàéòè êîýôôè-
öèåíò àèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè.

Î ò â å ò. �2 = DX1.
6. Äîêàçàòü, ÷òî âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ S2 ïðè óñëîâèè êîíå÷íîñòè

EX4
1 ÿâëÿåòñÿ ÀÍÎ äèñïåðñèè. Âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò àèìïòîòè÷å-
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ñêîé íîðìàëüíîñòè.
Î ò â å ò. �2 = E(X1 �X)4 � �4.

Ñ4
1. Ïóñòü ñ. â. � ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1; 2; : : : ; N ñ íåêîòîðûìè âåðîÿò-

íîñòÿìè p1; p2; : : : ; pN ñîîòâåñòñâåííî. Íàä � ïðîâåäåíî n íåçàâèñèìûõ
íàáëþäåíèé, è ïóñòü �r îçíà÷àåò ÷èñëî òåõ èç íèõ, êîãäà íàáëþäàëñÿ èñ-
õîä ¾r¿ (r = 1; : : : ; N; �1; : : : ; �N). Äîêàçàòü, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà
��r = �r=n ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé äëÿ âåðîÿòíî-
ñòè pr.

Ó ê à ç à í è ÿ. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ñ. â. �r èìååò áèíîìèíàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå Bn; pr ; ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà.

2. Äëÿ îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè �2 = D� ïðè íåèçâåñòíîì
ñðåäíåì èñïîëüçóåòñÿ âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ S2. ßâëÿåòñÿ ëè ýòà îöåíêà
íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé? Ïîñòðîèòü íåñìåùåííóþ îöåíêó.

Î ò â å ò. Ñìåùåíèå b(�2) = ��2=n, íåñìåùåííàÿ îöåíêà èìååò âèä
S2

0 = n
n�1S

2; îáå îöåíêè ñîñòîÿòåëüíû.
3. Ïóñòü Tn = g + bn; DTn = �n, ãäå bn; �n ! 0 ïðè n!1. Äîêàçàòü,

÷òî Tn � ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà g.
4. Ïóñòü Eg2(X1) < 1. Äîêàçàòü, ÷òî ñòàòèñòèêà g2 ÿâëÿåòñÿ ÀÍÎ

äëÿ ïàðàìåòðà � = Eg2(X1). Íàéòè êîýôôèöèåíò àñèìïòîòè÷åñêîé íîð-
ìàëüíîñòè.

Î ò â å ò. Dg(X1).
5. Ïóñòü ��n �ÀÍÎ äëÿ ïàðàìåòðà � ñ êîýôôèöèåíòîì �2. Ïóñòü � 6= 0.

Äîêàçàòü, ÷òî � 2
n � ÀÍÎ äëÿ � 2. Íàéòè êîýôôèöèåíò àñèìïòîòè÷åñêîé

íîðìàëüíîñòè.
Î ò â å ò. 4�2 � 2.

Ä4
1. Ïóñòü òðåáóåòñÿ îöåíèòü ôóíêöèþ �(p) = 1=p ïî âûáîðêå èç ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ Áåðíóëëè Bp. Ïîêàçàòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò
íåñìåùåííûõ îöåíîê.

2. Ïóñòü âûáîðêà èìååò ðàñïðåäåëåíèÿ Áåðíóëëè Bp. Ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ êëàññ îöåíîê âèäà p� = (nX+�)=(n+�), ãäå � � 0; � � 0. Âû÷èñëèòü
ñìåùåíèå è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ îöåíêó âèäà p�. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè
� = 1

2
p
n; � =

p
n îøèáêà íå çàâèñèò îò p.
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Çàíÿòèå 5
Òåìà. Ñðàâíåíèå îöåíîê: ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèé, àñèìïòîòè-

÷åñêèé ïîäõîäû. Ýôôåêòèâíîñòü.
Öåëü. Îòðàáîòàòü ìåòîäèêó è ìåòîäû ñðàâíåíèÿ îöåíîê.

Äëÿ îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà � íàáëþäàåìîé ñ. â. � ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûå îöåíêè, ïîýòîìó, ÷òîáû âû-
áðàòü ëó÷øóþ èç íèõ, íàäî èñïîëüçîâàòü êàêîé-íèáóäü êðèòåðèé ñðàâ-
íåíèÿ êà÷åñòâà (òî÷íîñòè) îöåíîê.Îáû÷íî â êà÷åñòâå ìåðû òî÷íîñòè
îöåíêè �� = ��(X1; : : : ; Xn) èñïîëüçóåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëî-
íåíèå E(�� � �)2, è èç äâóõ îöåíîê � áîëåå òî÷íîé (èíîãäà ãîâîðÿò áîëåå
ýôôåêòèâíîé) ñ÷èòàåòñÿ îöåíêà ñ ìåíüøåé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèá-
êîé.

Äëÿ íåñìåùåííûõ îöåíîê E(�� � �)2 = D��, ò. å. èõ ìåðîé òî÷íîñòè
ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèÿ.

Îöåíêà �� íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé â êëàññå ñî ñìåùåíèåì bn(�), åñëè
îíà íå õóæå â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå ëþáîé äðóãîé îöåíêè ñ òåì
æå ñìåùåíèåì bn(�).

Íàðÿäó ñî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ àñèìïòîòè÷å-
ñêèé ïîäõîä ê ñðàâíåíèþ îöåíîê. Îí óäîáåí äëÿ äëÿ ñðàâíåíèÿ ÀÍÎ,
êîãäà îáúåì âûáîðêè î÷åíü âåëèê.

Ïóñòü ��1 � ÀÍÎ ñ êîýôôèöèåíòîì �2
1(�), ��2 � ÀÍÎ ñ êîýôôèöèåíòîì

�2
2(�), òî ��1 ëó÷øå, ÷åì ��2 â ñìûñëå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîäõîäà, åñëè äëÿ

ëþáîãî � 2 � �2
1(�) � �2

2(�) è õîòÿ áû äëÿ îäíîãî � ýòî íåðàâåíñòâî
ñòðîãîå.

À5
1. Ïóñòü X1; : : : ; Xn � âûáîðêà îáúåìà n èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ U0; �, ãäå � > 0. Ñðàâíèòü îöåíêè �� = 2X è b� = X(n) â ñðåäíåêâà-
äðàòè÷íîì.

Î ò â å ò. X(n) ëó÷øå, ÷åì 2X.
2. Ïóñòü �� � îöåíêà � è b = E���� � åå ñìåùåíèå. Äîêàçàòü ôîðìóëó

E(�� � �)2 = E�� � b2.
3. Ïî âûáîðêå �!X èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ U0; � ñ íåèçâåñòíûì

ïàðàìåòðîì � > 0, êîòîðûé òðåáóåòñÿ îöåíèòü. Óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî
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îöåíêè ��1 = 2X; ��2 = n+1
n X(n) è ��3 = (n + 1)X(1) � íåñìåùåííûå, íî

íàèáîëåå òî÷íàÿ èç íèõ ��2.
4. Ïóñòü X1; : : : ; Xn � âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ èç-

âåñòíûì ñðåäíèì a è ñ íåèçâåñòíîé äèñïåðñèåé �2. Ñðàâíèòü â ñðåäíå-
êâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå îöåíêè ïàðàìåòðà �2

S2
0 =

1
n� 1

nX
i=1

(Xi �X)2 è S2
1 =

1
n

nX
i=1

(Xi � a)2:

5. Ïóñòü X1; : : : ; Xn � âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ èç-
âåñòíûì ñðåäíèì a è ñ íåèçâåñòíîé äèñïåðñèåé �2. Ïðè ïîìîùè àñèì-
ïòîòè÷åñêîãî ïîäõîäà ñðàâíèòü ñëåäóþùèå îöåíêè ïàðàìåòðà �2:

�
2

(
1
n

nX
i=1

jXi � aj)2 è 1
n

nX
i=1

(Xi � a)2:

Ñ5
1. Ïóñòü X1; : : : ; Xn � âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ èç-

âåñòíûì ñðåäíèì a è ñ íåèçâåñòíîé äèñïåðñèåé �2. Ðàññìîòðèì òðè îöåí-
êè íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà: âûáîðî÷íûå äèñïåðñèè S2; S2

0 = (n=(n�1))S2

è S2
1 = 1

n

Pn
i=1(Xi � a)2 (äâå ïîñëåäíèå èç ýòèõ îöåíîê ÿâëÿþòñÿ íåñìå-

ùåííûìè). Äîêàçàòü, ÷òî ïî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîìó ïîäõîäó îöåíêà S2

ÿâëÿåòñÿ ëó÷øåé èç òðåõ îöåíîê, íî â êëàññå íåñìåùåííûõ îöåíîê S2
1

ëó÷øå, ÷åì S2
0 .

Ó ê à ç à í è å. Ó÷åñòü, ÷òî EX2
1 = �2; EX4

1 = 3�4.
2. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îöåíèâàíèÿ äèñïåðñèè �2 èç âûáîðêè íîð-

ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Na; �2 (îáà ïàðàìåòðà íåèçâåñòíû). Ðàññìîòðèì
êëàññ îöåíîê âèäà ��� = �S2

0 , ãäå S2
0 � íåñìåùåííàÿ îöåíêà �2: à) äîêà-

çàòü, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà îöåíêè ��� èìååò âèä

E(��� � �2)2 = '(�)�4
2; ãäå '(�) =

2
n� 1

�2 + (�� 1)2;

á) óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðè n�3
n+1 < � < 1 îöåíêà ��� òî÷íåå, ÷åì îöåíêà

S2
0 .
3. Ïóñòü X1; : : : ; Xn � âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñî

ñðåäíèì a > 0 è ñ åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé. Ñðàâíèòü îöåíêèX è max(0; X)
ïàðàìåòðà a â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå.
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Î ò â å ò. Âòîðàÿ îöåíêà ëó÷øå.
4. Ñðàâíèòü îöåíêè n+1

n X(n) è X(n) â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå.
5. Ïóñòü X1; : : : ; Xn � âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñî

ñðåäíèì a è ñ äèñïåðñèåé �2. Ïðè ïîìîùè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîäõîäà
ñðàâíèòü âûáîðî÷íîå ñðåäíåå è âûáîðî÷íóþ ìåäèàíó êàê îöåíêè ïàðà-
ìåòðà a.

Î ò â å ò. Ñðåäíåå ëó÷øå.

Çàíÿòèå 6
Òåìà. Ñðàâíåíèå îöåíîê: ýôôåêòèâíûå îöåíêè. Íåðàâåíñòâî

Ðàî-Êðàìåðà.
Öåëü. Îçíàêîìëåíèå ñ ïðèåìîì íàõîæäåíèÿ ýôôåêòèâíîé îöåíêè ïî

êðèòåðèþ Ðàî-Êðàìåðà.

Ïóñòü èìååì ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé F�, çàâèñÿùèå îò íåèçâåñòíîãî
ïàðàìåòðà �, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó �.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

I(�) = E(
@
@�

ln f�(X1))2;

íàçûâàåìóþ èíôîðìàöèåé Ôèøåðà.
Åñëè �� � ïðîèçâîëüíàÿ íåñìåùåííàÿ îöåíêà è ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè

f�(x) ïî÷òè äëÿ âñåõ x 2 R íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî � 2 �
(ýòè óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò ñâîéñòâî ðåãóëÿðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ), òî äëÿ
ìíîãèõ ìîäåëåé (ðåãóëÿðíûõ) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Ðàî-Êðàìåðà äëÿ
åå äèñïåðñèè

D�� � 1
n I(�)

:

Äëÿ îöåíîê, èìåþùèõ ñìåùåíèå b(�), íèæíåé ãðàíèöåé ñëóæèò
(1 + b 0(�))2=(n I(�)). Îöåíêà ��, äîñòèãàþùàÿ íèæíåé ãðàíèöû â íåðà-
âåíñòâå Ðàî-Êðàìåðà, íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé â êëàññå Kb.

Òàêèì îáðàçîì, ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé (ò. å. ñ
ìèíèìàëüíîé äèñïåðñèåé).
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À6
1. Ïóñòü X1; : : : ; Xn � âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Na; �2 ,

ãäå à 2 R; � > 0. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îöåíêà a� = X 2 K0 ýôôåê-
òèâíîé.

Î ò â å ò. Äà.
2. Äëÿ âûáîðêè X1; : : : ; Xn èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà �� îöåíêà

�� = X 2 K0 ýôôåêòèâíà. Ïîêàçàòü.
3. Ïóñòü X1; : : : ; Xn � âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N0; �2 ,

ãäå � > 0. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îöåíêà � 2� = X2 2 K0 ýôôåêòèâíîé.
Î ò â å ò. Äà.
4. Ïóñòü â ñõåìå Áåðíóëëè B1; � (� 2 (0; 1) � íåèçâåñòíî) ïðîâåäåíî

n èñïûòàíèé, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû âûáîðêîé X1; : : : ; Xn.
Òðåáóåòñÿ ïî ýòèì äàííûì îöåíèòü ïàðàìåòð �.

Î ò â å ò. Ñðåäíåå àðèôìèòè÷åñêîå íàáëþäåíèé ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëü-
íîé îöåíêîé íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà â êëàññå íåñìåùåííûõ îöåíîê.

5. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà � ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ G� èíôîðìàöèÿ Ôèøåðà èìååò âèä I(�) = (�(1 � �)2)�1, à
ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ôóíêöèè f(�) = �=(1 � �) ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòèêà
�� = X. Âû÷èñëèòü äèñïåðñèþ îöåíêè ��.

Î ò â å ò. D�� = �=(n(1� �)2).

Ñ6
1. ÏóñòüX1; : : : ; Xn � âûáîðêà èç áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿBn; �,

è òðåáóåòñÿ îöåíèòü íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð �. Ïîêàçàòü, ÷òî ýôôåêòèâ-
íîé îöåíêîé � ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòèêà �� = X=n.

2. Íàä ïóàññîíîâñêîé ñ. â. ñ íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðîì � ïðîèçâåäåíî n
íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé X1; : : : ; Xn. Ïîêàçàòü, ÷òî ñòàòèñòèêà �� = X
ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé îöåíêîé �.

3. Ïóñòü X1; : : : ; Xn � âûáîðêà èç ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ E1=�
ñ íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðîì �. Äîêàçàòü, ÷òî X � ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà �.

4. Ïóñòü X1; : : : ; Xn � âûáîðêà èç ñìåùåííîãî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ f�(y) = e��yIfy��g. Íàéòè ýôôåêòèâíóþ íåñìå-
ùåííóþ îöåíêó äëÿ ïàðàìåòðà � 2 R.
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Çàíÿòèå 7
Òåìà. Äîâåðèòåëüíîå îöåíèâàíèå.
Öåëü. Îòðàáîòàòü ìåòîäèêó ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ.

Ïóñòü èìååì X1; : : : ; Xn âûáîðêó èç ðàñïðåäåëåíèé F�, � 2 � � R è
" � çàäàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Åñëè íàéäóòñÿ äâå ñòàòèñòèêè �� =
��(�!X ; ") òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ � 2 �

P�(�� < � < �+) � 1� "; (6)

òî (��; �+) íàçûâàåòñÿ äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì (ÄÈ) óðîâíÿ 1 � ".
Åñëè ïðè âñåõ � â (6) äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, òî (��; �+) óñëîâèìñÿ íàçû-
âàòü òî÷íûì ÄÈ óðîâíÿ 1� ".

Ñëó÷àéíûé èíòåðâàë (��n ; �+
n ) íàçûâàåòñÿ àèìïòîòè÷åñêèì äîâåðè-

òåëüíûì èíòåðâàëîì óðîâíÿ 1� ", åñëè ïðè âñåõ �

lim
n!1P�f(��n ; �+

n ) 3 �g � 1� ":
Èç äâóõ ÄÈ, ïîñòðîåííûõ â îäíîé è òîé æå ñèòóàöèè, ïðåäïî÷òèòåëü-

íûé òîò, ó êîòîðîãî ìåíüøå äëèíà.

À7
1. Ïîñòðîèòü òî÷íûé ÄÈ äëÿ ïàðàìåòðà � ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ U0; � äëÿ ïîëó÷åííîé âûáîðêè.
Î ò â å ò. � 2 (X(n); X(n)= n

p
").

2. Ïóñòü X1; : : : ; Xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ��, ãäå
� > 0. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèé ÄÈ äëÿ ïàðàìåòðà � óðîâ-
íÿ äîâåðèÿ 1� ".

Î ò â å ò.

(X � �1�"=2
p
Xp

n
;X +

�1�"=2
p
Xp

n
):

3. Ïóñòü X1; : : : ; Xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ Áåðíóëëè Bp. Ïî-
ñòðîèòü ÄÈ äëÿ p óðîâíÿ äîâåðèÿ 1� ".

Ó ê à ç à í è å. Âîñïëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì ×åáûø¼âà.
Î ò â å ò. (X � 1=(2

p
n "); X + 1=(2

p
n ")).
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4. Ïóñòü X1; : : : ; Xn � âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N�; 1.
Ñ ïîìîùüþ îöåíêè X ïîñòðîèòü òî÷íûé ÄÈ äëÿ � óðîâíÿ äîâåðèÿ 1� ".

5. Ýëåìåíòû Xi âûáîðêè èìåþò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x � �).
Ïóñòü F (0) = 0, à ïëîòíîñòü f(x) òàêîâà, ÷òî c = f(0) > 0. à) Íàé-
òè ïðåäåëüíûé çàêîí çàêîí äëÿ âåëè÷èíû n(X(1) � �). á) Íà åãî îñíîâå
ïîñòðîéòå àñèìïòîòè÷åñêèé ÄÈ äëÿ ïàðàìåòðà ñäâèãà �.

Î ò â å ò. à) P(n(X(1) � �) > x) �! expf�f(0)xg ïðè n!1.
á) (X(1); X(1) � ln "=(f(0)x).

Ñ7
1. Ïîñòðîèòü òî÷íûé ÄÈ äëÿ ïàðàìåòðà � > 0 ðàâíîìåðíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ U�; 2� äëÿ ïîëó÷åííîé âûáîðêè.
Î ò â å ò. � 2 (X(n)=2; X(n)=(1 + n

p
")).

2. Ïóñòü X1; : : : ; Xn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ Áåðíóëëè Bp. Ïî-
ñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèé ÄÈ äëÿ p óðîâíÿ äîâåðèÿ 1� ".

3. Ðàññìîòðèì ìîäåëü ñäâèãà èç çàäà÷è 5 ðàçäåëà À7, íî ïîòðåáóåì òå-
ïåðü, ÷òîáû F (0) = 1=2 è F áûëà íåïðåðûâíîé. Íàéòè êîýôôèöèåíò äî-
âåðèÿ (íàäåæíîñòè) èíòåðâàëà, îáðàçîâàííîãî ïàðîé ïîðÿäêîâûõ ñòàòè-
ñòèê (X(k); X(l)), ãäå k < l. Âû÷èñëèòü åãî çíà÷åíèå äëÿ k = 2; l = 5; n = 6.

Î ò â å ò. Êîýôôèöèåíò äîâåðèÿ 2�n
Pl�1

i=k C
i
n. Äëÿ k = 2; l = 5; n = 6

ïîëó÷àåì çíà÷åíèå êîýôôèöèåíò äîâåðèÿ � 0; 78.

Çàíÿòèå 8
Òåìà. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà ãèïîòåç: íàèáîëåå ìîùíûé

êðèòåðèé.
Öåëü. Îçíàêîìèòüñÿ ñ ìåòîäèêîé ïîñòðîåíèÿ íàèáîëåå ìîùíîãî êðè-

òåðèÿ �� êðèòåðèÿ Íåéìàíà-Ïèðñîíà.

Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ÷àñòî òðåáóåòñÿ ïî ýìïèðè÷åñêèì äàííûì
ïðîâåðèòü òî èëè èíîå ïðåäïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî êàêèõ-íèáóäü ñâîéñòâ
çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìûõ ñ. â. Âñå ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ î âèäå
èëè ñâîéñòâàõ ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìûõ ñ. â. íàçûâàþò ñòàòèñòè-
÷åñêèìè ãèïîòèçàìè, èëè ïðîñòî ãèïîòåçàìè, êîòîðûå îáîçíà÷àþòñÿ
H;H0; H1; : : : .
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Åñëè ïðåäïîëîæåíèå îäíîçíà÷íî ôèêñèðóåò çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñ. â.,
òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãèïîòåçà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
íàçûâàåòñÿ ñëîæíîé.

Åñëè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ èçâåñòåí ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðîãî ïàðà-
ìåòðà � ( � ìîæåò áûòü âåêòîðîì), òî âñÿêîå ïðåäïîëîæåíèå î çíà÷åíèè
ïàðàìåòðà íàçûâàþò ïàðàìåòðè÷åñêîé ãèïîòåçîé.

Ðàññìîòðèì ñ. â. � è ñëó÷àéíóþ âûáîðêó ~X = (X1; : : : ; Xn), ïîëó÷åí-
íóþ â ðåóëüòàòå n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé. Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü íåêî-
òîðóþ ãèïîòåçó H0 î çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ �. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàí
íåêîòîðûé ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé �( ~X) äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0, åñ-
ëè ñôîðìóëèðîâàíî ïðàâèëî, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå:
ñîãëàñóþòñÿ ëè íàáëþäàåìûå çíà÷åíèÿ ñ ãèïîòåçîé (îáû÷íî åå íàçûâàþò
îñíîâíîé èëè íóëåâîé ãèïîòåçîé) èëè îíà äîëæíà áûòü îòâåðãíóòà, êàê
ïðîòèâîðå÷àùàÿ ñòàòèñòè÷åñêèì äàííûì.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ îáû÷íî ðàçáèâàþò âûáîðî÷íîå ïðîñòðàí-
ñòâî Rn íà äâå ÷àñòè Rn = S [ (RnnS) òàê, ÷òî

�( ~X) =
�
H0; åñëè ~X 2 RnnS;
H1; åñëè ~X 2 S:

Â ñîîòâåñòâèè ñ ýòèì ãèïîòåçà H0 ïðèíèìàåòñÿ, åñëè êîíêðåòíàÿ ðåàëè-
çàöèÿ âûáîðêè áóäåò ïðèíàäëåæàòü RnnS, è îòâåðãàòüñÿ, åñëè îíà áóäåò
ïðèíàäëåæàòü S.

Îáëàñòü S, â êîòîðîé ïðèíèìàåòñÿ âòîðàÿ (àëüòåðíàòèâíàÿ) ãèïîòåçà,
íàçûàþò êðèòè÷åñêîé îáëàñòüþ.

Äëÿ êàæäîãî êðèòåðèÿ âîçìîæíû îøèáêè äâóõ ðîäîâ:
� Ãèïîòåçà H0 ñïðàâåäëèâà, íî îíà îòâåðãíóòà (ðåàëèçàöèÿ âûáîðêè
~X 2 S ), òàêàÿ îøèáêà íàçûâàåòñÿ îøèáêîé ïåðâîãî ðîäà. Âåðîÿò-
íîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà îáîçíà÷àåòñÿ �. Ïî îïðåäåëåíèþ îíà
ðàâíà:

� = �(�) = PH0(�( ~X) 6= H0) = PH0(�( ~X) = H1) = PH0( ~X 2 S):

Âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà � = �(�) íàçûâàþò ðàçìåðîì
èëè óðîâíåì çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ �.

� Ãèïîòåçà H0 ëîæíà, íî îíà ïðèíÿòà (ðåàëèçàöèÿ âûáîðêè. ~X ïðè-
íàäëåæèò îáëàñòè RnnS ). Òàêàÿ îøèáêà íàçûâàåòñÿ îøèáêîé âòî-
ðîãî ðîäà. Âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà îáîçíà÷àåòñÿ �. Ìîù-
íîñòüþ êðèòåðèÿ � íàçûâàþò âåëè÷èíó 1��. Ìîùíîñòü êðèòåðèÿ
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ðàâíà

1� �(�) = 1� PH1(�( ~X) 6= H1) = PH1(�( ~X) = H1) = PH1( ~X 2 S):

Ýòà âåëè÷èíà õàðàêòåðèçóåò âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ ïðàâèëüíîãî ðå-
øåíèÿ (îòêëîíåíèå H0) â ñèòóàöèè, êîãäà H0 ëîæíà.

Èç äâóõ êðèòåðèåâ ñ îäíîé è òîé æå îøèáêîé ïåðâîãî ðîäà � ëó÷øèì
ñ÷èòàåòñÿ òîò, ìîùíîñòü êîòîðîãî ïðè àëüòåðíàòèâàõ áîëüøå (îáëàäàþ-
ùèé íàèìåíüøåé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè âòîðîãî ðîäà �).

Ââåäåì ïðè " 2 [0; 1] êëàññ êðèòåðèåâ K" = (�( ~X) : �(�) � "). Êðèòå-
ðèé �0 2 K" íàçûâàþò íàèáîëåå ìîùíûì êðèòåðèåì (ÍÌÊ) ðàçìåðà ",
åñëè �(�0) � �(�), äëÿ ëþáîãî äðóãîãî êðèòåðèÿ � 2 K".

Îáû÷íî ïîñëåäñòâèÿ óêàçàííûõ îøèáîê íåðàâíîçíà÷íû. ×òî îïàñ-
íåå �� çàâèñèò îò êîíêðåòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è è ñîäåðæàíèÿ îñíîâíîé
ãèïîòåçû.

Ïîñêîëüêó èñêëþ÷èòü îøèáêè � è � íåâîçìîæíî, òî åñòåñòâåííî ñòðå-
ìèòüñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ïîòåðè îò ýòèõ îøèáîê. Êîíå÷íî, æåëàòåëüíî
óìåíüøèòü � è � îäíîâðåìåííî, íî óìåíüøåíèå îäíîé èç íèõ, êàê ïðà-
âèëî, âëå÷åò çà ñîáîé óâåëè÷åíèå äðóãîé. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îäíî-
âðåìåííîå óìåíüøåíèå � è � ñâÿçàíî ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà âûáîðêè n.

Ðàññìîðèì ïîñòðîåíèå ÍÌÊ äëÿ ðàçëè÷íûõ äâóõ ïðîñòûõ ãèïîòåç î
ðàñïðåäåëåíèè ýëåìåíòîâ âûáîðêè Xi: H0 = fXi èìåþò ðàñïðåäåëåíèå
F0g è H1 = fXi èìåþò ðàñïðåäåëåíèå F1g.

Ïóñòü f0(y) �� ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ F0, f1(y) �� ïëîòíîñòü ðàñïðå-
äåëåíèÿ F1, à

f0( ~X) = f0(X1; : : : ; Xn) =
nY
i=1

f0(Xi); f1( ~X) = f1(X1; : : : ; Xn) =
nY
i=1

f1(Xi)

�� ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ F0 è F1 ëèáî îáà äèñêðåòíû, ëèáî îáà íåïðåðûâíû.

Íàçîâåì îòíîøåíèåì ïðàâäîïîäîáèÿ ÷àñòíîå

T ( ~X) = T (X1; : : : ; Xn) =
f1(X1; : : : ; Xn)
f0(X1; : : : ; Xn)

:

Ýòî îòíîøåíèå ïîçâîëÿåò ðàçáèâàòü âûáîðî÷íîå ïðîñòðàíñòâî Rn íà
äâà ïîäìíîæåñòâà RnnS è S. Åñëè âåëè÷èíà T ( ~X) ¾âåëèêà¿, òî îòíåñåì ~X
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ê ìíîæåñòâó S �� ìíîæåñòâó îòâåðæåíèÿ ãèïîòåçû H0 (è ïðèíÿòèÿ H1),
åñëè æå ýòà âåëè÷èíà ¾ìàëà¿, òî ñëåäóåò ~X îòíåñòè ê ìíîæåñòâó RnnS ��
ìíîæåñòâó ïðèíÿòèÿ ãèïîòåçû H0 (è îòâåðæåíèÿ H1).

Ò å î ð å ì à (ëåììà Íåéìàíà-Ïèðñîíà). ÍÌÊ äëÿ ïðîâåðêè ïðî-
ñòîé ãèïîòåçû H0 ïðè ïðîñòîé àëüòåðíàòèâå H1 ñ âåðîÿòíîñòüþ
îøèáêè ïåðâîãî ðîäà � ñóùåñòâóåò è çàäàåòñÿ êðèòè÷åñêîé îáëà-
ñòüþ

S = f ~X : T ( ~X) =
f1(X1; : : : ; Xn)
f0(X1; : : : ; Xn)

� cg;
ãäå ÷èñëî c äîëæíî áûòü âûáðàíî òàê, ÷òîáû ðàçìåð êðèòåðèÿ
ðàâíÿëñÿ " (äëÿ ëþáîãî 0 < " � PH0(f1( ~X) > 0)): � = ".

Ïîñòðîåííûé êðèòåðèé íîñèò íàçâàíèå êðèòåðèÿ îòíîøåíèÿ ïðàâäî-
ïîäîáèÿ èëè êðèòåðèÿ Íåéìàíà-Ïèðñîíà. Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

ôóíêöèÿ R(c) = PH0(T ( ~X) � c) íåïðåðûâíà ïî c ïðè c > 0:

Ôóíêöèÿ R(c) åñòü õâîñò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ. â. T ( ~X):

R(c) = 1� PH0(T ( ~X) < c):

Åå íåïðåðûâíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà PH0(T ( ~X) = c) ðàâíà íóëþ
äëÿ ëþáîãî c > 0. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå èçáàâëÿåò íàñ îò íåîáõîäèìîñòè
ðàññìàòðèâàòü ðàíäîìèçèðîâàííûå êðèòåðèè.

À8
1. Èìååòñÿ âûáîðêà X1; : : : ; Xn èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèç-

âåñòíûì ñðåäíèì � è äèñïåðñèåé �2.
Òðåáóåòñÿ: à) ïîñòðîèòü íàèáîëåå ìîùíûé ðàçìåðà " êðèòåðèé äëÿ

ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 = f� = a1g ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1 = f� = a2g,
äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëàãàåì, ÷òî a1 < a2, è íàéòè îøèáêó âòîðîãî
ðîäà �;

á) ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ � è � íàéòè ìèíèìàëüíûé îáúåì íåîáõî-
äèìîãî ìàòåðèàëà n� = n(�; �) äëÿ òîãî, ÷òîáû îøèáî÷íûå çàêëþ÷åíèÿ
ìîãëè áûòü ñäåëàíû ñ âåðîÿòíîñòÿìè, íå áîëüøèìè, ÷åì � è �;

â) âû÷èñëèòü îøèáêó âòîðîãî ðîäà � ïî âûáîðêå îáúåìà n = 25 ïðè
çíà÷åíèÿõ �2 = 25; a1 = 0, ïðè àëüòåðíàòèâàõ a2 = 1; a2 = 5. Îøèáêó
ïåðâîãî ðîäà � âçÿòü ðàâíîé 0; 05.
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ã) ïóñòü �2 = 25; a1 = 0; a2 = 1; � = 0; 05. Ñêîëüêî íåîáõîäèìî ïðîâå-
ñòè íàáëþäåíèé, ÷òîáû îøèáêà âòîðîãî ðîäà � íå ïðåâîñõîäèëà 0; 1?

Î ò â å ò. à) êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü S îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì

X �
1
2(a2

2 � a2
1)� 1

n�
2 ln c

a2 � a1
:

ÍÌÊ ðàçìåðà " èìååò âèä

�( ~X) = H1 ïðè X > a1 +
�1�"�p
n

= f îáîçíà÷èì g = ñ1;

ãäå �1�" �� êâàíòèëü óðîâíÿ 1� " ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ.

Âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà ðàâíà

�(�) = PH1(X < c1) = �0;1(
p
n
c1 � a2

�
):

á) n� = [�2(�� + ��)=(a1 � a2)2] + 1, ãäå [x] �� öåëàÿ ÷àñòü x.
â) Ïðè a2 = 1; � = 0; 741. Ïðè a2 = 5; � = 0; 001.
ã) n� = 9.
2. Èìååòñÿ âûáîðêà X1; : : : ; Xn èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Na;�2

ñ èçâåñòíûì ñðåäíèì a è íåèçâåñòíîé äèñïåðñèåé �2. Ïîñòðîèòü ÍÌÊ
ðàçìåðà " äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 = f�2 = �2

0g ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû
H1 = f�2 = �2

1g, ãäå �2
0 < �2

1.
Î ò â å ò. Êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü êðèòåðèÿ Íåéìàíà-Ïèðñîíà îïðåäå-

ëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì
nX
i=1

(
Xi � a
�0

)2 � 2�2
1

�2
1 � �2

0
ln(

�1

�0
c) = c1:

c1 íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ, â êîòîðîì ðàçìåð êðèòåðèÿ ðàâåí ":

�(�) = PH0(
nX
i=1

(
Xi � a
�0

)2 > c1) = 1�Hn(c1) = ";

ãäå Hn(x) �� ôóíêöèÿ �2-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
3. Èìååì ñõåìó Áåðíóëëè ñ ÷èñëîì èñïûòàíèé n è íåèçâåñòíîé âåðî-

ÿòíîñòüþ óñïåõà p. Ïîñòðîèòü ÍÌÊ ðàçìåðà " äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû
H0 = fp = p0g ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1 = fp = p1g, ãäå p0 < p1.
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Ñ8
1. Èìååòñÿ âûáîðêà X1; : : : ; Xn èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íåèç-

âåñòíûì ñðåäíèì a è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé. Ïîñòðîèòü ÍÌÊ ðàçìåðà "
äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 = fa = a1g ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1 = fa =
a2g, ãäå a1 < a2.

Î ò â å ò. ÍÌÊ ðàçìåðà " èìååò âèä

�( ~X) = H1 ïðè X > a1 +
�1�"p
n
:

2. Èìååòñÿ âûáîðêàX1; : : : ; Xn èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñðåä-
íèì 0 è äèñïåðñèåé �2. Ïîñòðîèòü ÍÌÊ ðàçìåðà " äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû
H0 = f� = �1g ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1 = f� = �2g, ãäå �1 < �2.

Î ò â å ò. ÍÌÊ ðàçìåðà " èìååò âèä

�( ~X) = H1 ïðè X2 >
h1�"�2

1

n
;

ãäå h1�" �� êâàíòèëü �2-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû óðîâíÿ
1� ".

3. Ïî âûáîðêå X1; : : : ; Xn èç ïóàññîíîñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ �� ïîñòðî-
èòü êðèòåðèé Íåéìàíà-Ïèðñîíà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 = f� = �0g
ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1 = f� = �1g, (0 < �0 < �1).
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